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MỞ ĐẦU 

1.  Lý do chọn đề tài. 

            Lý thuyết phương trình trong không gian Banach có thứ tự được xây dựng từ những năm 

1950, được phát triển và hoàn thiện cho tới hôm nay. Lý thuyết này một mặt cho phép nghiên cứu 

sâu hơn các tính chất của nghiệm như tính dương, tính lồi… Mặt khác nó cho phép sử dụng các tính 

chất của thứ tự để thay thế tính liên tục, compact của ánh xạ. Do đó lý thuyết phương trình trong 

không gian có thứ tự tìm được các ứng dụng rộng rãi trong các bài toán xuất phát từ vật lí, hóa học, 

sinh học và kinh tế học. 

Trong lí thuyết phương trình trong không gian có thứ tự thì lớp phương trình với ánh xạ tăng đóng 

vai trò quan trọng. Các ánh xạ này có thể không liên tục và rất thích hợp để mô tả các hiện tượng 

trong tự nhiên. Lớp phương trình với ánh xạ tăng đã được nghiên cứu khá hoàn chỉnh và sự phát 

triển nội tại của lí thuyết cũng như nhu cầu của thực tế đặt ra yêu cầu mở rộng ánh xạ tăng. Năm 

1972, Volkmann đưa ra lớp ánh xạ tựa đơn điệu tăng và ứng dụng chúng để nghiên cứu sự duy nhất 

nghiệm của phưuơng  trình vi phân trong không gian Banach cũng như để so sánh nghiệm của hai 

phương trình, nghiên cứu sự phụ thuộc đơn điệu của nghiệm vào điều kiện ban đầu… đây là những 

tính chất chưa được nghiên cứu khi phương trình được xét trong không gian không có thứ tự.  

            Cho đến nay tài liệu về ánh xạ tựa đơn điệu tăng chỉ là các bài báo khoa học đăng trên các 

tạp chí chuyên ngành bằng tiếng anh, tiếng đức. Và được trình bày rất cô đọng, vắn tắt. Luận văn 

này có mục tiêu trình bày khái niệm ánh xạ gần đơn điệu tăng và các ứng dụng của nó một cách hệ 

thống với các chứng minh chi tiết, rõ ràng hơn. 

 

2. Nội dung của luận văn. 

        Nội dung luận văn gồm có 4 chương. 

Chương 1:  Không gian Banach với thứ tự sinh bởi nón. 

   Trong chương này nhắc lại các khái niệm, kết quả được sử dụng  trong luận văn. Các kết quả này 

được trích dẫn từ tài liệu tham khảo. 

Chương 2: Ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

Chương này gồm khái niệm về Ánh xạ tựa đơn điệu tăng và các định lý. 

2.1 Ánh xạ tựa đơn điệu tăng 

2.2 Ánh xạ tựa đơn điệu tăng và bất phương trình vi phân 

Chương 3: Phương trình vi phân chứa ánh xạ tựa đơn điệu tăng 

Chương 4: Điểm bất động của ánh xạ tựa đơn điệu tăng 

3. Phương pháp nghiên cứu 



 Sử dụng các định lí cơ bản về tập hợp có thứ tự như bổ đề Zorn, nguyên lí Entropy, các kết 

quả về thứ tự trong không gian Banach sinh bởi nón. 

 Sử dụng các phương pháp điểm bất động và phương pháp xấp xỉ liên tiếp để nghiên cứu sự 

tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình vi phân. 

 

 

 

 

 

 

  



Chương I 

  

KHÔNG GIAN BANACH VỚI THỨ TỰ SINH BỞI NÓN 

 

1.1 Không gian Banach với thứ tự sinh bởi nón 

Định nghĩa 1.1.1: 

Cho X là không gian Banach và K là tập con của X. K được gọi là nón nếu: 

i) K đóng khác rỗng và  K .  

ii)      ,  ;  ,  0;  ,  a b a b x y K ax by K . 

iii) x K  và 0x K x    . 

Ví dụ: Cho nX R  và 1 2{( , ,..., ) : 0, 1,2,..., }.n iK x x x X x i n    Thì K là nón trong X. 

Định nghĩa 1.1.2: 

Trong không gian Banach với nón K, ta xét quan hệ thứ tự như sau: 

     ,  ,  .x y X x y y x K  

Khi đó, quan hệ   là một quan hệ thứ tự. 

 

Thật vậy, ta có: 

 Phản xạ: 0 ,  x x K x x x X       . 

 Phản đối xứng: ,  ,x y X   nếu ,  x y y x   thì ,  y x K x y K    . 

Do iii) trong định nghĩa 1.1.1, ta có 0x y x y     

 Bắc cầu: 

,  ,  ,x y z X   nếu ,  x y y z   thì ,  y x K z y K    . 

Do ii) trong định nghĩa 1.1.1, ta có  

( ) ( )z x z y y x K x z        . 

 

 

 

      Mệnh đề 1.1.1: 

Cho X là không gian Banach với thứ tự    sinh bởi nón K. Khi đó 

i) 0,  ,  ,  x y z X     nếu x y  thì x y   và x z y z   . 

ii) Nếu ,  n nx y n N    và lim ,  limn n
x x

x x y y
 

   thì x y . 

iii) Nếu dãy ( )nx  tăng (hoặc giảm) và hội tụ về x thì nx x  (hoặc nx x ) với mọi n. 



      Chứng minh: 

      i)   Nếu x y  thì ( )x y K y x x y K x y             . 

 Nếu x y thì ( ) ( )x y K y x y z x z K x z y z             . 

ii) Nếu ,  n nx y n N    thì .n ny x K   Vì lim ( )n n
x

y x y x


    và K đóng nên 

    .y x x y  

iii) Giả sử ( )nx  tăng. Với mỗi n, ta có: n n mx x  . Cho m , ta được  nx x , với mọi 

n.                                                                 ■                                                                                                                                             

     Định nghĩa 1.1.3: 

Cho ( , )X   là một tập có thứ tự. Tập M X  được gọi là tập sắp thẳng của X nếu: ,  x y M   thì 

x y  hoặc y x . 

Bổ đề Zorn: 

Giả sử X là một tập có thứ tự. Nếu mọi tập con sắp thẳng của X đều có cận trên ( cận dưới ) thì 

X có ít nhất một phần tử cực đại ( phần tử cực tiểu ). 

Mệnh đề 1.1.2: 

Cho X là không gian Banach với thứ tự   sinh bởi nón K, tập M X  là tập con sắp thẳng của 

X và dãy ( )nx M . Khi đó từ dãy ( )nx  ta có thể rút ra dãy con  
kn

x   đơn điệu. 

Chứng minh: 

Ta đặt  0 :  ,  n kN n N x x k n     . 

Ta có các trường hợp: 

 0N  hữu hạn: 

Khi đó tồn tại 0n N  sao cho 0n n   thì 0n N . 

Lúc đó tồn tại k n  sao cho n kx x  ( Do M là tập sắp thẳng ). 

Do đó, từ dãy ( )nx  ta có thể chọn được dãy con  
kn

x  với 
0 1 2

...,n n nx x x    đây chính là dãy 

con cần tìm. 

 0N  vô hạn: 

Giả sử  0 1 2, ,...N n n  với 1 2 ...n n  . 

       Khi đó dãy  
kn

x  với 
1 2

...n nx x   là dãy con cần tìm. 

                                                                                                                          ■ 

      Định nghĩa 1.1.4: (Nón chuẩn) 



Nón K trong không gian Banch X được gọi là nón chuẩn nếu tồn tại N > 0 sao cho: 

,  ,  x y K x y x N y     . 

Khi đó, số N được gọi là hằng số chuẩn của nón K. 

Ví dụ: 

 Trong không gian 1[0,1]X C , nón  1[0,1] :  0K f C f    không phải là nón chuẩn. 

 Trong không gian 1[0,1]X C , nón sau đây là nón chuẩn: 

 1[0,1] :  ( ) 0,  '( ) 0,  [0,1]K f C f t f t t      . 

Mệnh đề 1.1.3: 

Cho K là nón chuẩn trong không gian Banach X. 

i) ,  ,  u v X u v    thì  , :  u v x X u x v     là một tập đóng và bị chặn. 

ii) Nếu n n nx y z   ( n = 1,2,…) và lim limn n
x x

x z x
 

   thì lim n
x

y x


 . 

iii) Nếu dãy đơn điệu ( )nx  có dãy con  
kn

x  hội tụ về x thì dãy ( )nx  hội tụ về x. 

iv) Nếu dãy ( )nx  đơn điệu hội tụ yếu về x thì dãy ( )nx hội tụ về x. 

Chứng minh: 

i)  

 Giả sử dãy ( ) ,nx u v  và lim n
x

x x


 . 

Ta có: ,  nu x v n   . Suy ra ,u x v u v    đóng. 

 ,x u v   thì ,  x u K v u K     và x u v u   . Do K là nón chuẩn nên tồn tại hằng số 

chuẩn N 0  sao cho: x u N v u    

Suy ra x u N v u x N v u u       . 

Vậy ,u v  là bị chặn. 

ii)       Nếu n n nx y z   thì 0 n n n ny x z x     

Do K là nón chuẩn nên n n n ny x N z x   . 

Vì lim limn n
x x

x z x
 

   nên 0n nz x   

Suy ra 0n ny x   

Vậy ( )n n n ny y x x x    . 

iii)          Ta có: ,  
kn

x x k   và ,  
kn n nx x x x n    . 



Vì 
kn

x x  nên 
0

0,  :  
kn

k x x
N


    . 

Khi đó:  

0 0 0 0
,  0

k k kk n n n n n nn n x x x x x x x x x N x x                

Vậy ta có  nx x . 

iv)     Giả sử  nx  là dãy đơn điệu và hội tụ yếu về x. Gọi N là hằng số chuẩn của nón chuẩn K. 

Với mỗi *f K  , ta có:  

( ) ( )n mf x f x  với n m . 

Cho m , ta được ( ) ( ) , .n nf x f x x x n     

Theo định lý Mazur, 
1

0,  :  
1i

m

i n
i

z t x z x
N






     


  

Đặt  0 1 2max , ,..., mn n n n  thì ta có: 

0,  0n nn n z x x z x z         

1
n

N
x z N x z

N


    


 

n nx x x z z x         

Vậy dãy  nx  hội tụ về x.                                                                                ■ 

 

Định nghĩa 1.1.5 (Nón chính quy) 

Nón K trong không gian Banach X được gọi là nón chính quy nếu mọi dãy đơn điệu tăng, bị chặn 

trên trong X đều hội tụ. 

Ví dụ: 

 Trong không gian [0,1]X L , nón K là nón các hàm không âm hầu khắp nơi là nón chính 

quy. 

 Trong không gian [0,1]X C , nón K là nón các hàm không âm  không phải là nón chính 

quy. 

 

 

 

 

Mệnh đề 1.1.4: 



Cho K là nón trong không gian Banach X. 

i) K là nón chính quy trong X khi và chỉ khi mọi dãy đơn điệu giảm, bị chặn dưới trong X 

đều hội tụ. 

ii) K là nón chính quy thì K là nón chuẩn. 

 

Chứng minh: 

i)     Giả sử K là nón chính quy trong X. 

Ta xét dãy  nx  giảm, bị chặn dưới: 1 2 ... ...nx x x x     . 

Khi đó, dãy 1( )nx x  là dãy đơn điệu tăng và bị chặn trên bởi 1x x . 

Vì K là nón chính quy nên dãy  hội tụ. 

Vậy  nx  hội tụ. 

Giả sử mọi dãy giảm, bị chặn dưới trong X đều hội tụ. 

Ta xét dãy ( )nx  tăng, bị chặn trên: 1 2 ... ...nx x x x     . 

Khi đó, dãy 1( )nx x  là dãy giảm và bị chặn dưới bởi 1( )x x  nên dãy 1( )nx x  hội tụ. 

Suy ra  nx  hội tụ. 

Vậy K là nón chính quy. 

ii)     Giả sử ngược lại K không phải là nón chuẩn. 

Khi đó ,  ,  ,  0N N N NN x K y K x y        nhưng N Nx N y . 

Cho 2N n , ta được các dãy ( ) ,( )n nx K y K   thỏa mãn: 

20 ,  n n n nx y x n y    

Với 0nx  , ta xét các dãy: ' n
n

n

x
x

x
  và ' n

n
n

y
y

y
 . 

Ta có: ' ' ' '
2

1
0 ,  1,  

n n nnx y x y
n

    . Suy ra chuỗi '

1
n

n

y



  hội tụ. 

Đặt '

1
n

n

y y




   thì '

1

,
n

n
k

y y n


  . 

Ta thấy dãy ' ' '
1 2 ...n nz x x x     tăng và bị chặn trên bởi  y  nên  ( )nz  hội tụ  

( vì K là nón chính quy). 

Suy ra  1( ) 0n n nx z z     

Mâu thuẫn với điều kiện ' 1
n
x   



Vậy K là nón chuẩn.                                                                                         ■ 

 

1.2 Nón liên hợp: 

     Định nghĩa 1.2.1: 

  Nếu K  là nón thì ta định nghĩa nón liên hợp của K như 

       * * :  ( ) 0,  K f X f x x K      

 *K có tính chất i), ii) trong định nghĩa nón. 

 Ta có thể chứng minh :    *
* *

X
K K K K X     . 

 

Mệnh đề 1.2.1 :  *
0 0( ) 0, x K f x f K     . 

 

Chứng minh : 

              ) Giả sử *
0( ) 0  f x f K    nhưng 0x K  

 Theo định lí tách tập lồi *
0:  ( ) ( ), g X g x g y y K      

 Cố định x K , ta có 0( ) ( ),  0.g x g tx t    Cho t  ta có 0( ) 0g x   

 Vậy *,g K  nhưng 0( ) 0 g x  . 

    

   Định nghĩa 1.2.2: Cho E là không gian Banach thực với nón được sắp K.  

K gọi là nón solid nếu int( )K   .                                   

 

 

1.3 Chuẩn P 

Định nghĩa 1.3.1:   

Cho không gian banach  ,  .E với nón solid K  và p K


. Khi đó với mọi x E  tồn tại số 

0   để p x p    . 

Chứng minh: 

Thật vậy, giả sử  r là số thực dương thỏa mãn ( , )B p r K .  

Khi đó với 0x   ta có  

 
2 2

( , )
2 2

x xr r
p x B p r p x K p x p

x x r r
          



+ Ta xây dựng một chuẩn như sau: 

   inf 0 |
p

x p x p        

Dễ thấy: . . , 
p p

x p x x p x E       

Ngoài ra, nếu 0 x y   thì vì 

     0 | 0 |  p y p p x p              nên 
p p

x y  

Định lí 1.3.1: 

 Giả sử K là nón chuẩn, solid và p K


. Khi đó chuẩn .
p

có tính chất sau: 

 1)  ,  .
p

E là không gian Banach  

 2) .
p

tương đương với chuuẩn ban đầu trong E. 

Chứng minh: 

1) Vì K là nón chuẩn nên [ ; ]p p  bị chặn hay 

  0 :  [ ; ]m x p p x m        

 Ta có: . .  
p p

x p x x p    nên  [ ;  ]
p

x
p p

x
   

   
p

x
m

x
   hay  

p
x m x  (1) 

Xét { nx } là dãy Cauchy trong  ,  .
p

E . Do (1) ta thấy { nx } cũng là dãy Cauchy trong  ,  .E , ta 

sẽ chứng minh lim nx x  trong  ,  .
p

E . 

Xét 0 tïy ý;   do            

             . .  n m n m n mp p
x x p x x x x p      và 

,
lim 0n m pn m

x x


   

Nên tồn tại 0n  sao cho 0,  ,  n mp x x p n m n        

Cho m , ta có        0,   np x x p n n  

Do đó theo định nghĩa chuẩn .
p

, ta có 0,   nx x n n      

Vậy ta đã chứng minh lim nx x  trong  ,  .
p

E  

Do  ,  .E và  ,  .
p

E  là các không gian Banach và các chuẩn . , .
p

thỏa (1) nên theo 

hệ quả của định lý ánh xạ ngược Banach chúng tương đương nhau.    



CHƯƠNG 2: 

ÁNH XẠ TỰA ĐƠN ĐIỆU TĂNG 

 

2.1 Ánh xạ tựa đơn điệu tăng: 

Định nghĩa 2.1.1: Cho E là không gian Banach, K là nón solid trong E và D E , 

 1. Một ánh xạ :  f D E  gọi là đơn điệu tăng nếu 

  ,  ,  ( ) ( )x y D x y f x f y     . 

 2. Một ánh xạ :  f D E  gọi là tựa đơn điệu tăng nếu 

     *,  ,  :  ,  ( ) ( ) ( ) ( )x y D K x y x y f x f y            . 

 3. Một ánh xạ :  [ ; ]f a b D E   gọi là tựa đơn điệu tăng đối với x nếu ánh xạ ( , )x f t x  là 

ánh xạ tựa đơn điệu tăng , [a;b]t  . 

 

Nhận xét  

 1) Trên với các thứ tự thông thường thì mọi hàm số đều là tựa đơn điệu tăng. 

Thật vậy, vì *  do đó   có dạng ,  a 0ax  nên  

            ( ) ( ) ( ( )) ( ( )),  x y x y f x f y f          

 2) Nếu f  là ánh xạ đơn điệu tăng thì  f là ánh xạ tựa đơn điệu tăng nhưng không có chiều 

ngược lại. 

Thật vậy: * , ,  ,  ,  ( ) ( )x y D K x y x y         ta có  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )f x f y f y f x K f y f x f x f y            

 3) Nếu  f  ánh xạ đơn điệu tăng thì f id  là ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

 Thật vậy, với *, ,x y D K   và  ,  ( ) ( )x y x y    ta có ( ) ( )f x f y  

           ( ) ( ) ( ) ( )f x x f x x f y y f y y                

 4. Với mỗi ,  ¸nh x¹ x x    là ánh xạ tựa đơn điệu tăng nhưng không là ánh xạ tăng khi 

0  . 

 

Định lí 2.1.1 :  

Trong n , ta có thứ tự sinh bởi nón tự nhiên 

 Xét ánh xạ  1: , ( ) ( );...; ( )n n
ng g x g x g x   . Các mệnh đề sau là tương đương. 

  1) g là ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

  2) ( , ,  vµ ( ) ( ), 1, )n
k k k kx y x y x y g x g y k n         



 

Chứng minh: 

Thật vậy: * { : 0,  1,  }n
iK K x x i n       

 ) Giả sử g là ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

Cho ,  .k kx y x y   Xét 
*(0;...; 1 ;0;...0)

k

K    

Ta có . . . ( ) . ( ) ( ) ( )k kx y g x g y g x g y         

 ) Giả sử , ,nx y x y   và ( ) ( ), 1,k k k kx y g x g y k n       

ta chứng minh g là ánh xạ tựa đơn điệu tăng 

Thật vậy: Giả sử *, . . ,K x y x y      

Vì ( 1, )i i i ix y i n    và x y   nên ta suy ra  ( 1, )i i i ix y i n    

Nếu 0i   thì ta có ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i ix y g x g y g x g y        

Vậy ta luôn có ( ) ( )k k k kg x g y   

Vậy g là ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

 

Ý nghĩa : Nếu nón được xét là nón tự nhiên không gian hữu hạn chiều thì ánh xạ f  là tựa đơn điệu 

tăng khi và chỉ khi nếu cố định biến thứ k thì hàm fk tăng theo các biến còn lại. 

Ví dụ : Hàm số 2 2:  f   với  2 2( , ) sin , cosyf x y e x x y  là một ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

    

2.2  Ánh xạ tựa đơn điệu tăng và bất đẳng thức vi phân. 

 

Định lí 2.2.1:  

Cho E là không gian Banach với nón solid K , : [ ; ]f a b D E   gọi là tựa đơn điệu tăng đối với x 

và   1,  [a, b],  u v C E , thỏa : 

 ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ))u t f t u t v t f t v t    

 ( ) ( )u a v a  

Khi đó: ( ) ( ),   [ , ]u t v t t a b  . 

 

Chứng minh 

Giả sử ngược lại nghĩa là tồn tại số [ , ] c a b sao cho ( ( ) ( ))v c u c K 


 



Do ,  u v  liên tục ,    v u a K 


nên tồn tại 0 [ , ]t a b  sao cho 

   


0( ( ) ( )) ,   [ , ] v x u x K x a t và 0 0( ( ) ( ))v t u t K   

Ta có: 0 0( ( ) ( ))v t u t K   nên  * \ 0K   sao cho: 

  0 0( ( ) ( )) 0v t u t    

 0 0

0 0 0 0

( ( )) ( ( ))

( ( , ( ))) ( ( , ( )))

v t u t

f t u t f t v t

 

 

 

 
 

Hơn nữa  

 0 0 0

0 0 0

    ( ) ( ) 0              [ , )

( ( ) ( )) 0        [ , )

v t u t t a t

v t u t t a t

   

    
 

Mà 0 0( ( ) ( )) 0v t u t    nên 0 0( ( ) ( )) 0v t u t    (*) 

Mặt khác ta có : 

 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

    ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ( ) ( )) ( ( , ( )) ( , ( ))) 0

v t u t f t v t f t u t

v t u t f t v t f t u t 

  

     


 

 0 0( ( ) ( )) 0v t u t    (**) 

Từ (*),(**) ta suy ra vô lí. 

Vậy ( ) ( )  [ , ]u t v t t a b   

Định nghĩa 2.2.1: 

 Hàm : [ , ]f a b D E   được gọi là Lipschitz địa phương liên tục đối với x  nếu 0 :   rr L      

sao cho: 

   ( , ) ( , )    [ , ],  ,  rf t x f t y L x y t a b x r y r        

 

Định lí 2.2.2: 

Cho E không gian Banach, .D E  Cho : [ ; ]f a b D E   gọi là tựa đơn điệu tăng, Lipschitz địa 

phương, liên tục đối với x  theo chuẩn p và  

,  : [ , ]u v a b E  khả vi nếu: 

( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )),  [ , ]; ( ) ( )u t f t u t v t f t v t t a b u a v a        

thì ( ) ( ),    [ , ]u t v t t a b   . 

Chứng minh 

Chọn 0r   sao cho ( ) 1,  ( ) 1,   [ , ]u t r v t r t a b       

f liên tục, Lipschitz địa phương, ta có :  



         ( , ) ( , ) ,   [ , ],  ,   
p p

f t x f t y L x y t a b x y      thỏa ; x r y r   

Xét hàm số : [ , ]h a b    xác định bởi  

 
1 1

( ) exp ( )
2

h t L t a
L L

 
 

   
 

 

Đặt ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) .u t u t h t p v t v t h t p        Ta có: 

( ) ( ) u a v a  thì 

Chọn   sao cho h 1   trên [ , ]a b  

Ta có: 

 
( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )

( , ( )) ( , ( )) ( ) .

p p
f t u t f t u t L u t u t

f t u t f t u t L h t p p

 

 

  

  
 

Do đó:  

( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))u t f t u t u t h t p f t u t f t u t f t u t   
         

                             

( ) ( , ( )) ( ) ( )

( ) ( , ( )) 2 ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )

( ) ( , ( )) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( , ( )) 2

( ) ( , ( ))

v t f t v t h t p L h t p p

v t f t v t h t p f t v t f t v t Lh t p

v t f t v t h t p Lh t p

v t f t v t p

v t f t v t

 

   

   

 

 



    

      

    

  

 

 

Áp dụng định lí 2.2.1 ta suy ra ( ) ( )u t v t  . Cho 0   ta có ( ) ( )u t v t . 

Định lí 2.2.3 : 

Cho D mở , ( , )D E f C D E  thỏa 

, ([ , ], )   ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )),  [ , ]

( ) ( )

( ) ( ),  [ , ]

v v C a b E u t f t u t v t f t v t t a b

u a v a

u t v t t a b

      



  







 

Khi đó f  là tựa đơn điệu tăng. 

 

Chứng minh 

Cố định ,p K


 xét , ,  x y D x y   và *K mà ( ) ( )x y   

Đặt  

 
( ) ( )( ( ) )

( ) ( ) ( )( ( ) )

u t x t a f x p

v t y t a p t a f y p

    


     


 



Ta có:  lim ( )u t x p p K     



  (mở) 

            

lim ( ) 2 2 \

:       f( ( )) ( )

                           f( ( )) ( ) 2 \

v t y p p E K

c t c u t f x p K

v t f y p E K

      

      

  







 

Đặt  




( )  víi 
( )

( )  víi 

u t a t c
u t

u c c t b

  
 

 
 

        
( )  víi 

( )
( )  víi 

v t a t c
v t

v c c t b

  
 

 




 

Ta có:  

 , ([ , ])u v C a b   (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0v a u a v a u a y x       (2) 

 

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) 0

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) 0

v a u a

u t f u t f x p f u t

v t f v t p f x p f u t

 

    

     





 

 ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))u t f u t v t f v t     (3) 

Từ (1);(2);(3) ta có: 

 

( ) ( )

( )( ( ) ) ( ) ( )[ ( ) ]

( ) ( ) 3

( ( )) ( ( ) 3 )

0 ( ( )) ( ( ))

u b v b

x c a f x p y c a p c a f y p

y x
f x f y p

c a

f x f y p

p f x f y

 

 

        


  



  

  





  

Vậy f  là ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

Định lí 2.2.4 : 

Cho K là nón chính quy và  * \ 0S K  thỏa: 

  ,  :  ( ) 0x K S x      là trù mật trên K , 

Giả sử ,D E D là tập mở và ánh xạ ( , )f C E D  có tính chất 

 ,  ,  ,  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))x y D x y x y f x f y         

Khi đó f là ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

 

Chứng minh 



Vì 

Lấy ,  ([ ,  ],  )u v C a b E thỏa 

  
( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

u a v a

u t f u t v t f v t  




 

Ta chứng minh: ( ) ( )  [ , ]u t v t t a b   

Đặt ( ) ( ) ( )w t v t u t  , giả sử tồn tại c sao cho ( )w c K


  

Vì ( )w a K


nên tồn tại c sao cho  

 ( ) ,  ,  ( )w t K t c w c K   


 

Ta có: 

  ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))u c f u c v c f v c    

 ( ( ) ( )) ( )f v c u c w c    

        
( ) ( )

( ( ) ( ))   ( , ) 
w c w k

f v c u c k c c
c k




    


 và 0   đủ nhỏ 

 
( ) ( )

      ( ) lim
w c w k

w c
c k

 
   

 

Do f  liên tục nên tồn tại ( )EV O  sao cho: 

  (1) 0   (1) 

Chọn Ed O  sao cho tồn tại :  ( ( ) ) 0S w c d     

Ta có: 

  ( ( ) ( )) 0v c d u c     

 ( ( ) ) ( ( ))v c d u c     

 Và ( ) ( )v c d u c   nên do tính chất của f , ta suy ra 

    ( ( ( )) ) ( ( ( )))f v c d f u c     (2) 

Từ (1) và (2) ta có: 

 
( ( ) ) ( ( )) 0

( ( )) 0

w c d w k

w k

 



  

 
 

Điều này vô lí vì 0 0( ) ( , ( )) , ( ) .u t f t u t p u t u      

Vậy 

  ( ) 0   ( , )w t t a b   

 ( ) ( )   ( , )v t u t t a b     

Do đó f  là ánh xạ tựa đơn điệu tăng theo định lí 2.2.4 

 



Định lí 2.2.5: 

 Cho D  mở, lồi, , :D E f D E  khả vi trên D . Khi đó f  là tựa đơn điệu tăng khi và chỉ khi ánh 

xạ ( )x f v x  là tựa đơn điệu tăng v D  . 

Chứng minh 

 Cho f  là tựa đơn điệu tăng, chứng minh ( )x f v x  là tựa đơn điệu tăng v D   

Cố định , , ,v D x y D K    mà , ( ) ( )x y x y   , 

 Do f  là tựa đơn điệu tăng nên ( ( )) ( ( ))f x f y   

Ta có: [0;1] : ( )t v v t y x      

  
( ) ( ( ))  (v× ( ) ( ))

( ( )) [ ( ( ))]

v v t y x y x

f v f v t y x

   

 

   

   
 

Do đó:  

  

0

0

( ( )) ( )
( )( ) lim

[ ( ( ))] [ ( )]
[ ( )( )] lim 0

[ ( )( )] [ ( )( )]

x

x

f v t y x f v
f v y x

t

f v t y x f v
f v y x

t

f v x f v y

 


 









  
  

  
   

  

 

Vậy ( )f v  là tựa đơn điệu tăng v D   

 Cho ( )x f v x  là tựa đơn điệu tăng v D  , chứng minh f  là tựa đơn điệu tăng: 

Cố định , , , : ( ) ( )x y D x y K x y      .  

Xét hàm 

 
: [0;1]

    ( ) ( ( )) ( ( ))

g

g t f y f x 



 


 

Thì ta có (1) (0) ( ( )) ( ( ))g g f y f x     

Áp dụng định lí giá trị trung bình cho hàm số g ta có: 

 0 0

0

(0;1) :  (1) (0) ( )

( ( )) ( ( )) [ ( ( ))( ))

t g g g t

f y f x f x t y x y x  

   

     
 

                               [ ( )( ))f v y x    

Với 0( )v x t y x   . Do ( )x f v x  là tựa đơn điệu tăng nên: 

 
( ( )( )) ( ( )( ))

( ( )) ( ( ))

f v x f v y

f x f y

 

 

 

 
 

Vậy f  là tựa đơn điệu tăng. 

 

 



CHƯƠNG 3 

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHỨA ÁNH XẠ TỰA ĐƠN ĐIỆU TĂNG 

 

Trong chương này, ta khảo sát nghiệm của phương trình vi phân cấp 1 

0( ) ( , ( )),  (0)x t f t t x x x    

Bổ đề 3.1:  

Cho ánh xạ  : 0, n nf T     liên tục, tựa đơn điệu tăng;  > 0, R > 0, n
ou  . Khi đó tồn tại 

ánh xạ liên tục  : 0, n nf T     thỏa 

1.          0, , , , 0, ,f t x f t x t x T B u R       

2.      0 : , , , 0, nc f t x c t x T       

3.          0 : , , , , , , 0, nL f t x f t y L x y t x t y T          

4. f  là tựa đơn điệu tăng. 

 

Chứng minh:  

Do f liên tục nên chọn số  0,1   sao cho 

           0, , , , , , 0, , 1f t x f t y t x t y T B u R       

Giả sử  ,nh C    là hàm thỏa mãn các điều kiện   0h x  , supp  0,h B  , ( ) 1
n

h x dx 


. 

Ta  định nghĩa ánh xạ f như sau:  

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
n n

f t x h z x f t z dz h z f t z x dz     
 

 

Như trong chứng minh ở các tài liệu về phương trình vi phân, ánh xạ f  được định nghĩa trên thỏa 

mãn các tính chất 1, 2, 3. ta đi chứng minh f  là tựa đơn điệu tăng. 

Xét *, ,nx y K  sao cho , ( ) ( )x y x y   . Khi đó nz   

ta có z x z y    và ( ) ( )z x z y     nên 

      ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
n n

f t x h z f t z x dz h z f t z y dz f t y       
 

 ■ 

Định lí 3.1: 

 Cho  : 0; nf T    liên tục và tựa đơn điệu tăng và bị chặn. Nếu  , : 0; nu v T   là nghiệm của 

phương trình 



  0( ) , ( ) ,  (0)x t f t x t x x    

sao cho 0 0( ) ( )u t v t thì tồn tại  : 0; nw T    là nghiệm của phương trình thỏa 

0 0 0( ) ( ) ( )u t t v t   

 

Chứng minh. 

 Vì f  bị chặn nên  0 : ( , ) ,  ( , ) 0, n
p

c f t x c t x T       

 Cố định (0;1), ( 3)R T c    . Chọn hàm  : 0, n nf T     thỏa mãn các điều kiện của bổ đề 

3.1. Đặt: 

 ( ) max ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))
p p

q f t u t f t u t f t v t f t v t       

Với mỗi  0;1   ta xét hàm: 

 : 0;1 n nF     

             
( , )  ( , ) (1 )( ( , ( )) ( , ( )))

                              ( ( , ( )) ( , ( ))) ( )

t x f t x f t u t f t u t

f t v t f t v t q p

 





  

   

  


 

 

Do f  là tựa đơn điệu tăng nên dễ thấy các hàm F  cũng tựa đơn điệu tăng. 

Xét phương trình:    ,
0( ) = ( , ( )) ;   (0) = t F t t x                 (*). 

  ( , ),  ( , )  0, ,nt x t y T     Ta có ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F t x F t y f t x f t y      .  

Do đó, theo cách chọn f  ta có F  là Lipschitz nên phương trình (*) luôn có nghiệm duy nhất 

   : 0; nT  

Hơn nữa, ta có: 

  1( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( )v t F t v t v t f t v t q p      

                                       1 1 1( ) 0 ( ) ( , ( ))q p t F t t       

  0 1(0) (0)v x    

 1( ) ( ),  0,v t t t T     

0 0 0( ) ( ) ( )u t v t t    

Lại có: 



 
1 0 0( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))

( ) ( ( , ( )) ( , ( )) ( ( , ( )) ( , ( ))) 0

t F t t t F t t F t t F t t

q p f t v t f t v t f t u t f t u t

      

 

     

 

     

     
                            

(Do cách chọn ( )q  và định nghĩa .
p

) 

Nên: 

  0 0 0 0( ) ( , ( )) 0 ( ) ( , ( ))t F t t t F t t          

  0 0(0) (0)x    

 0( ) ( ),  0, .t u t t T       

Áp dụng định lí số gia giới nội  cho các hàm ,u v  ta được:  

  
 

0

0

( ) . .

( ) . . ,  0,

p

p

u t x t c T c R

v t x t c T c R t T

   

     
 

Do đó, theo cách chọn f ta có: 

( ,( ( )) ( ,( ( )) , ( ,( ( )) ( ,( ( ))
p p

f t u t f t u t f t v t f t v t       

( , ) 3
p

F t x c     

Lần nữa áp dụng định lí số gia giới nội cho hàm   ta được: 

 0( ) .( 3 ) ,  0,
p

t x T c R t T        

 ( ,( ( )) ( ,( ( )) , 0,
p

f t t f t t t T          

 ( ,( ( )) ( ,( ( )) 4 , 0,
p

F t t f t t t T          

Ta đi chứng minh nghiệm   phụ thuộc liên tục vào   hay ánh xạ  

           : 0;1 0, , nC T    

                    

là liên tục. 

Thật vậy, giả sử ngược lại, tức là tồn tại 0   và  n n
  sao cho 0n   và 

0n      

Chú ý rằng, bằng cách áp dụng định lí số gia giới nội,  0;1   ta luôn có 

    0( ) ,  0,
pp

t x R t T      

   1 2 1 2 1 2( ) ( ) ,  , 0,
p

t t c t t t t T        



Nên theo định lí Azela – Ascoli tập   | 0,A T    là compact tương đối trong   0, , nC T  . 

Vì  
n n

A   nên tồn tại dãy con   0:
n nk kk
     trong   0, , nC T  . 

Mặt khác:  

    0

0

( ) , ( )
n n nk k k

t

t x F s s ds       (**) 

Mà ta lại có    
0

, ( ) , ( )
n nk k

F s s F s s     khi 0kn
   (do các hàm ,f f  liên tục) và :k  

       1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

1 2

, ( ) , ( ) , ( ) , ( )

( ) ( )

n n n n n nk k k k k k

n nk k

p p

p

F s s F s s f s s f s s

L s s

Lc s s

       

 

   

 

  

 

 

 

Suy ra dãy hàm   , ( )
n nk k k

F s s  là họ liên tục đồng bậc. 

       
0 0, ( )   , ( )

n nk k

u
F s s F s s  

Do đó, ta có thể cho k   trong (**) và được: 

  
00 0 0

0

( ) ( , ( ))
t

t x F s s ds     

0  là một nghiệm của phương trình 
0 0( ) ( , ( )),  (0)t F t t x     . Do phương trình này có 

nghiệm duy nhất nên 
00   . Điều này mâu thuẫn vì 

0nk
     . 

Vậy   liên tục 

Vì 0 0( ) ( )u t v t nên tồn tại 0   đủ nhỏ sao cho 0( )x v t  với mỗi x  mà 0( 0
p

x u t    (khi đó 

0 0( ) ( )v t u t   ) 

Xét hàm: 

  : 0;1    

                 0 0( ) ( ) ( )
p

t u t        

Ta có   là hàm liên tục (do là hợp của các hàm liên tục) và  

  (0) 0     

  1 0 0 0 0(1) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
p p

t u t v t u t           



Nên tồn tại (0;1)    sao cho ( ) 0    

Như vậy với mỗi 
1

k
k

  , ta xây dựng được hàm  : 0, n
k T   thỏa: 

a)  ( ) ( ),  0,ku t t t T    

b)  
4

( ) ( , ( )) ( ),  ( ) ,  0,k k k k p
t f t t g t g t t T

k
        

c) 0 0( ) ( ) .k p
t u t    

Vì tập   | 0,1   là compact tương đối nên tìm được dãy con của dãy  k k
  hội tụ về  . 

Bằng cách chuyển phương trình vi phân ở điều kiện b) thành phương trình tích phân với chú ý rằng 

các hàm dưới dấu tích phân lập thành một dãy hàm hội tụ đều về hàm ( , ( ))f t t  nên ta cho k   

trong phương trình này và được ( ) ( , ( )).t f t t    

Rõ ràng 0 0 0(0) , ( ) ( )x t u t    và do cách chọn   nên 0 0( ) ( )t v t  . 

Vậy ta đã tìm được hàm   thỏa mãn đề bài. ■ 

 

Chú ý: 

 Ta có thể thay thế điều kiện 0 0 0( ) ( ) ( )u t t v t  bởi 0 0 0( ) ( ) ( )u t t v t   nhưng tổng quát không 

thể tìm được nghiệm ( )t  thỏa mãn  

0 0 0( ) ( ) ( )u t t v t  . 

 

Bổ đề 3.2: 

 Cho E là không gian Banach và 0x E . Ánh xạ  : ,f a b E E   là liên tục và bị chặn. Khi đó, 

với mỗi 0   tồn tại hàm  : ,x a b E   sao cho 

    0( ) ( , ( )) ,   , ,  ( )x t f t x t t a b x a x        . 

 

Chứng minh: 

 Do f  liên tục nên tồn tại hàm  : ,f a b E E    Lipschitz địa phương xấp xỉ f . Vì f  bị chặn nên 

f cũng bị chặn, đặt 
 ,
max ( , )
a b E

c f t x


 . Gọi ,  ,  L    là các số thỏa 

( , ) ( , ) ,  ( , ),( , )f t x f t y L x y t x t y      mà 0,  t a x x     , 0y y   .  

Chọn 1 min ,
c


 

 
  

 
.  



Đặt   
 1

1 0
,

, , | max ( ) ,
a a

X x C a a E x t x


 


 
     
 

 ta thấy X là một không gian metric đầy đủ 

với metric 
 

 
1

( )

,
( , ) max ( ) ( )L t a

a a
d x y e x t y t



 


   

Xét ánh xạ 

  :T X X  

                  0 ( , ( ))
t

a

x x f s x s ds   

Ta có ,x y X   

             ( ) ( ) , ( ) , ( )
t

a

T x t T y t f s x s f s y s ds  

        , ( ) , ( )
t

a

f s x s f s y s ds  

    ( ) ( )
t

a

L x s y s ds    
( ) ( ). ( ) ( ) .

t
L s a L s a

a

L e x s y s e ds  

   
( )( , ) .

t
L s a

a

d x y L e ds         1
1( , ) 1 ,  ,Ld x y e t a a  

    1( ), ( ) (1 ) ( , )Ld T x T y e d x y   Do đó, theo nguyên lí ánh xạ co T  có điểm bất động 

*x , đây cũng là nghiệm của phương trình vi phân  

  0( ) ( , ( )),  ( )x t f t x t x a x    (1) 

trên đoạn  1,a a   

Xét phương trình  

  *
1 1( ) ( , ( )),  ( ) ( )x t f t x t x a x a        (2) 

Bằng cách lập luận hoàn toàn tương tự, ta tìm được 2 0   sao cho (2) có nghiệm trên 

 1 2,a a   . Khi đó ta có thể mở rộng liên tục nghiệm của (1) lên  1 2,a a    . 

Tiếp tục quá trình ta có thể mở rộng nghiệm của phương trình (1) đến b . Thật vậy, đặt 

1sup( ... )n
n

c a  


   


. Giả sử c b , chú ý rằng: 



 
2

1

* * *
1 2 2 1

2 1 2 1

,  ( ) ( ) , ( )

( ) ( ) .

t

t

t t c x t x t f t x t dt

x t x t c t t

    

   


  

nên *lim ( )
t c

x t


 tồn tại (do E  là không gian Banach). Gọi giới hạn này là *
0x , ta xét phương trình 

  *
0( ) ( , ( )),  ( )x t f t x t x c x    (2) 

Và khi đó , ta có thể mở rộng nghiệm của (1) lên  ,a c  . Điều này mâu thuẫn với định nghĩa của 

c . Như vậy, c b  và do *lim ( )
t c

x t


 tồn tại nên ta có thể mở rộng nghiệm đến b . ■ 

 

Định lí 3.2: 

 Cho K là nón chính quy,  : 0,f T E E  liên tục, tựa đơn điệu tăng đối với x  và bị chặn. Khi đó, 

phương trình vi phân  

  0( ) ( , ( )),  (0)x t f t x t x x    có nghiệm  : 0, .x T E  

 

Chứng minh: 

 Cố định p K


. Giả sử M  là hằng số thỏa ,  
p

x M x x E    

Theo bổ đề 3.2, tồn tại các hàm  : 0,nu T E  thỏa 

     
2 1 1

( ) , ( ) ,  0, ,
( 1) ( 1)

n n
n

u t f t u t p t T
n n Mn n

 
        

 (*) 

  0
1

(0)nu x p
n

   

Từ (*) ta có:  0,t T   

  
1 2 1 1

( ) , ( )
( 1) ( 1) ( 1)

n n
n

p u t f t u t p p
n n n n n n


    

  
 

 
2 2

( ) , ( )
1

n np u t f t u t p
n n

     


 

Do đó: 

       1 1( ) , ( ) ( ) , ( ) ,  0,n n n nu t f t u t u t f t u t t T       . 

Kết hợp với 0 0 1
1 1

(0) (0)
1

n nu x p x p u
n n

    


 suy ra 

   1( ) ( ),  0, ,  n nu t u t t T n     



Mặt khác, theo định lí số gia giới nội ta có 

  
2 1 1

( ) (0)
( 1) ( 1)n n
n

u t u T M p
n n Mn n

 
      

 

trong đó 
 

 
0,

sup ( , )
T E

M f t x . 

Như vậy, với mỗi  0,t T  ta có dãy  ( )n n
u t  tăng và bị chặn trên. Do K  là nón chính quy nên tồn 

tại  

  ( ) lim ( )n
x

u t u t


  

và rõ ràng hàm  : 0,u T E  chính là nghiệm của phương trình 

  0( ) ( , ( )),  (0)x t f t x t x x    ■ 

Định lí 3.3: 

 Cho K solid và  : 0, n nf T     liên tục, tựa đơn điệu tăng đối với x và bị chặn. Nếu 

 , : 0, nu w T   thỏa,  0,t T   

  ( ) ( , ( )),  ( ) ( , ( )),  ( ) ( )u t f t u t w t f t w t u t w t     

thì tồn tại  : 0, nv T    là nghiệm của phương trình  

  0( ) ( , ( )),  (0)x t f t x t x x    0( (0) (0))u x w   

thỏa     ( ) ( ) ( ),  0,u t v t w t t T . 

Chứng minh: 

 Đặt ( , ) ( , ) ( )f t x f t x x x    với  

  

( ) nÕu ( )

     nÕu u ( ) ( )

u ( ) nÕu ( )

i i i

i i i i i

i i i

w t x w t

x x t x w t

t x u t

 


  




 

Ta có f  liên tục, tựa đơn điệu tăng đối với x . Do đó phương trình vi phân  

  
0( ) ( , ( )),  (0)x t f t x t x x    

có nghiệm địa phương. Gọi   : 0, nv     là nghiệm tối đại của phương trình này. 

Ta đi chứng minh T  . Thật vậy, giả sử .T   Vì f  bị chặn và các hàm ,u v  liên tục nên 

     0, 0,0,

sup ( , ) max{sup ( ), sup ( )}
n T TT

M f t x u t v t


  


 

    ( , ) ,  ( , ) 0, nf t x M x t x T       



     0

0

( ) ( ) ,  0,
t

v t x M v s ds t        

Đặt  0

0

( ) ( )
t

z t x M v s ds    ta có:  

   0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,  0,
t

z t z t M v t x M v s ds M t 
 

          
 
 

  

nên theo bất đẳng thức Gronwall 

     0( ) ,  0,tz t x M e t      

    0( ) ( ) ,  0,v t z t x M e t        

điều này mâu thuẫn với giả thiết v  là nghiệm tối đại 

Ta lại có 

             
2

1

1 2 2 2, ( ) ( ) ( , ( ))

t

t

t t T v t v t f t v t dt       

   2 1 0 2 1( ) ( ) Tx t x t M x TM e t t       

do đó lim ( )
t T

v t


 tồn tại và có thể mở rộng nghiệm của phương trình đến T . 

Vậy phương trình có nghiệm  : 0, .nv T   

Ta đi chứng minh  ( ) ( ) ( ),  0,u t v t w t t T     

Lấy 0,   ta chứng minh  

   ( ) ( ) ,  {1,  2,  3,  ...,  },  0,i iv t w t n n t T       

Thật vậy, giả sử    0 0 0, ,  1,2,...,t T i n    sao cho 0 0
0 0( ) ( )i iv t w t   . Khi đó, tồn tại  

      0 0
0inf  0, : ( ) ( ) ,  ,i ic t T v t w t t t t         

Do 0 0,i iu w  liên tục và 0 0 0(0) (0) (0)i i iu w w     nên 0c   và 0 0( )i iv c w    

Ta có:  0 ,t c t   

  00 0 0( ) ( ) ( )
ii i iv t w v t w t     

và 0( ) ( ),  
i iv t w t i i    (do cáh chọn ( )

i
v t ) 

vì thế, kết hợp với giả thiết f  là tựa đơn điệu tăng đối với x , ta được 



 
  0 0 0 0

0

( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )

( , ( ))

i i i i

i

f t v t f t v t v t w t

f t v t 

  

 

 

                            0 0( , ( )) ( ),  ,i if t v t w t t c t


     (*) 

Mặt khác, lấy 0h   đủ nhỏ ta có 

  0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i iv c h v c w c h w c w c h w c            

      0 0 0, ( ) ( ) ( )i i if c w c v c w c
 

    (**) 

Từ (*) và (**) dẫn tới điều mâu thuẫn 

Vậy    ( ) ( ) ,  1,2,..., ,  0,i iv t w t i n t T       cho 0t   ta nhận được  ( ) ( ),  0,v t w t t T    

Tương tự, ta cũng chứng minh được  ( ) ( ),  0,u t v t t T   . Và khi đó 

    ( , ( )) ( , ( )),  0,f t v t f t v t t T    

Hay nói cách khác v  chính là nghiệm của phương trình vi phân 

  0( ) ( , ( )),  (0)x t f t x t x x    ■ 

 

Định lí 3.4: 

 Cho  : 0; n nf      liên tục, tựa đơn điệu tăng đối với x,  

*,K p K  
 

 và  : 0;L     liên tục thỏa 

  ( , ) ( , ) ( ) ( ),  0,f t y f t x L t y x t y x        

Khi đó, các phương trình dạng 

   0 0( ) , ( ) ,  ( )x t f t v t x t x    

có duy nhất nghiệm trên  0;t  . Nếu ta kí hiệu nghiệm này là 
0 0,t xx  thì 

 0
0 0 0 0

( )

, , 0 0 0( ) ( ) ,  

t

t

L s ds

t x t y pp
x t x t N x y e t t


      (*) 

Chứng minh: 

  Gọi  0: ; nx t w    là nghiệm tối đại của phương trình 

    0 0( ) , ( ) ,  ( )x t f t v t x t x    

Đặt  : 0; ,  ( , ) ( , ) ( , ) ( ,0)n ng t x g t x f t x f t       . Vì f  liên tục, tựa đơn điệu tăng đối với 

x  nên g  cũng là liên tục, tựa đơn điệu tăng đối với x . 



Đặt        : 0; 1; ,  ( , 0) 1
p

t f t . Thì    0;t    ta có 

  
( ,0) ( ) 0

( ,0) ( ) 0

f t t p

f t t p





 

 




 

Chọn   sao cho 0p x p     (nếu 0 0x   chọn 1  , nếu 0 0x   chọn 02 px  ). 

Gọi    0 0: ; , : ;n nu t w v t w    lần lượt là nghiệm tối đại của các phương trình 

  
 

 
0

0

( ) , ( ) ( ) ,  ( )

( ) , ( ) ( ) ,  ( )

x t g t x t t p x t p

x t g t x t t p x t p

 

 

    

   
 

Giả sử 1 2, .w w    Đặt  1 0 1: ; , 0nu t w t   . Ta có 

       1 1 0 1( ) , ( ) ( ) 0 ( ) , ( ) ,  ,u t g t u t t p u t g t u t t t w         

  0( ) 0 ( )u t p u t    

 1 0 1( ) ( ) 0,  ,u t u t t t w     

Tương tự, ta cũng có  0 2( ) 0,  ,v t t t w  . 

Xét 

 

   
   

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ,0) , ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u t u t

f t f t u t t p

L t u t t p

 

  

  

   

  

  





 

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta có 

     
( ) ( )

0 0

0

0( ) ( ) ( ) ( )

s t

L r dr L s ds
t t

t

t

u t u t s p e ds e   


 

  
    

  
 

  

Đặt vế phải của bất đẳng thức là ( )h t . Rõ ràng h  liên tục trên  0 1,t w  nên tồn tại 
 0 1,
max ( )
t w

M h t . 

Vì *K 


 nên theo mệnh đề 1.9 tồn tại , 0    sao cho  

  ( ) ,  
p p

x x x t K       

Do đó, ta có 

   0 1
( ( )) ( )

( ) , ,
p

u t h t M
u t t t w



  


      

Điều này mâu thuẫn với giả thiết u  là tối đại. Suy ra 1w    

Tương tự, ta cũng chứng minh được 2w    



Ta lại có 

     ( ) , ( ) 0 ( ,0) ( ) ( ) , ( )x t f t x t f t t p u t f t u t        

      0( ) , ( ) 0 ( ,0) ( ) ( ) , ( ) ,  ,x t f t x t f t t p v t f t v t t t w          

  0 0 0( ) ( ) 0 ( )u t x t v t   

 0( ) ( ) ( ),  ,u t x t v t t t w     

 0( ) ( ) ( ) ( ) ,  ,
p p

x t u t v t u t t t w     . 

Giả sử w   , khi đó vì ,u v  là các hàm liên tục trên  0,t w  nên tồn tại 

 
   0 0

1 2
, ,

max ( ) ,  max ( ) ( )
p pt w t w

M x t M v t u t    

 

 1 2 0( ) ,  ,
p

x t M M t t w     . Điều này mâu thuẫn với giả thiết x  là nghiệm tối đại. 

Vậy w    

Ta đi chứng minh nghiệm x  là duy nhất. Cố định 0  , xét các phương trình  

   1 0 0( ) , ( ) ,  ( )x t f t x t x t x p     (1) 

   2 0 0( ) , ( ) ,  ( )x t f t x t x t x p     (2) 

Trong đó 1 2( , ) ( , ) , ( , ) ( , )f t x f t x p f t x f t x p      

Ta có 1 2,f f  liên tục, tựa đơn điệu đối với x  và với y x  

     1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )f t y f t x f t y f t x f t y f t x L t y x          Do đó theo chứng 

minh trên (1) và (2) có nghiệm lần lượt là  

     0 0: ; , : ;n nu t v t       

Để  ý rằng khi đó: 

      0( ) , ( ) ( ) , ( ) ,  u t f t u t p x t f t x t t t          

      0( ) , ( ) ( ) , ( ) ,  v t f t v t p x t f t x t t t         

  0 0 0 0 0( ) ( ) ( )u t x p x t x p v t        

0( ) ( ) ( ),  u t x t v t t t      

Bây giờ, giả sử  0: ; ny t     cũng là nghiệm của phương trình 

    0 0( ) , ( ) ,  ( )x t f t v t x t x    

ta cũng có được 0( ) ( ) ( ),  u t y t v t t t      

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  u t v t x t y t v t u t t t          . Nên 



  0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,  
p p

x t y t v t u t v t u t t t   


       

Ta lại có 

 

     
    
  0

( ) ( )

, ( ) , ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( )  

v u t v u t

f t v t f t u t p

L t v u t p t t

   

 

 

 

 

 

   

  

    





 

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall ta được: 

     0

( )

0 0( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )( )

t

t

L s ds

v t u t t v u t p t t e     


       

Cố định 0t t , cho 0   ta được ( ) ( ) 0
p

x t y t   

0( ) ( ),  x t y t t t     hay x y  

Ta đi chứng minh (*). Cố định 0  , đặt: 

 
 

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

2

1

2

u x y x y p p

v x y x y p p





    

    

 

Ta có: 0 0 0 0 0 0;  u x v u y v     và 0 0 0 0 2
p p

v u x y      

Xét các phương trình 

 
0 0

0 0

( ) ( , ( )) ,   ( )

( ) ( , ( )) ,   ( )

x t f t x t p x t u

x t f t v t p x t v





   

   
 

Các phương trình này có nghiệm lần lượt là  

  0 0:[ , ) , :[ , )n nu t v t       

Ta có 

     
0 0 0 0, ,( ) , ( ) 0 ( ) , ( )t x t xu t f t u t p x t f t x t         

                                                         
0 0 0 0, , 0( ) , ( ) ,  t y t yx t f t x t t t     

     
0 0 0 0, ,( ) , ( ) 0 ( ) , ( )t x t xv t f t v t p x t f t x t         

                                                         
0 0 0 0, , 0( ) , ( ) ,  t y t yx t f t x t t t     

  
0 0 0 00 , 0 0 0 , 0 0( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( )t x t yu t x t v t u t x t v t        

0 0 0 0, , 0( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ),  t x t yu t x t v t u t x t v t t t          



Lại có 

 

   
    

0

( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) , ( ) 2 ( )

( ) ( )( ) 2 ( ),  

v u t v u t

f t v t f t u t p

L t v u t p t t

   

 

 

 

 

 

   

  

    





 

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall ta được: 

    

 

 

  

0

0

0

0

( )

0 0

( )

0 0 0

( )

0 0 0

( )

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )( )

( ) 2 ( )( )

2 ( )( )

2 2 ( )( ) ,  

t

t

t

t

t

t

t

t

L s ds

L s ds

L s ds

p

L s ds

p

v t u t t v u t p t t e

v u p t t e

v u p t t e

x y p t t e t t

     

 

 

  


    


   


   


      

 

Do đó 0 t t   

   0

0 0 0 0

( )

, , 0 0 0( ) 2 2 ( )( )

t

t

L s ds

t x t x pp
x t x x y p t t e


  




      

Cho 0   ta được (*) ■ 



Chương 4: 

ĐIỂM BẤT ĐỘNG CỦA ÁNH XẠ TỰA ĐƠN ĐIỆU TĂNG 

 

4.1. ĐIỂM BẤT ĐỘNG CỦA ÁNH XẠ TỰA ĐƠN ĐIỆU TĂNG 

 

Đối với ánh xạ tăng ta có định lý điểm bất động sau: 

 Giả sử f  là ánh xạ tăng và tồn tại các phần tử 0 0 0 0,  ,  u v u v  sao cho 

 1.   0 0 0 0( ), ( )u f u f v v   

 2.  Với mọi dãy tăng { nx } 0 0[ , ]u v  thì dãy { f ( nx )} hội tụ 

Khi đó f  có điểm bất động trong 0 0[ , ]u v  

Trong chương này ta sẽ mở rộng định lý trên cho ánh xạ tựa đơn điệu tăng. 

 

Định lí 4.1.1: 

 Cho 0,T   g là một hàm khả vi và :[0, ] ny T    là nghiệm của phương trình ( ) ( ( ))y t g y t  . 

Khi đó: 

  y tăng nếu  (0) 0g y    

 y giảm nếu  (0) 0g y   

Chứng minh: 

  Giả sử  (0) 0,g y   ta đi chứng minh y  tăng. 

Đặt  

     : 0, ,   ( , ) ( )n nf T f t x g y t x     

Dễ thấy rằng f  là tựa đơn điệu tăng và Lipschitz địa phương đối với x. 

Đặt , :[0, ]   ( ) 0nu v T u t   và ( ) ( )v t y t . Ta có 

  ( ) ( , ( )) 0 ( ,0) 0u t f t u t f t      

   ( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( ) 0v t f t v t y t g y t y t        

( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ))u t f t u t v t f t v t      

   (0) 0 (0) (0) (0)u g y y v     

Nên suy ra  0 ( ) ( ) ( ),  0,u t v t y t t T     . Vậy hàm số y  tăng 

Chứng minh tương tự cho trường hợp  (0) 0g y                                        ■ 

Định lí 4.1.2: 



  Cho 0 0, nu v  , g khả vi liên tục, tựa đơn điệu tăng sao cho  0 0 0 0,  ( ) 0,  ( ) 0.u v g u g v    Khi 

đó, tồn tại 0
nx   sao cho 0( ) 0g x  . 

 

Chứng minh : 

Do g  là tựa đơn điệu tăng nên phương trình  ( ) ( )y t g y t   có nghiệm. 

Gọi u, v lần lượt là nghiệm của các phương trình  

  0( ) ( ( )),   (0)y t g y t y u    

  0( ) ( ( )),   (0)y t g y t y v    

trên [0, )  

Xét hàm ( , ) ( )f t x g x , ta có f tựa đơn điệu tăng, Lipschitz địa phương và: 

     ( ) , ( ) 0 ( ) , ( )u t f t u t v t f t v t      

  0 0(0) (0)u u v v    

 ( ) ( ),  0;u t v t t      

 Theo định lí 4.1 ta có u là hàm tăng, v là hàm giảm.  

Vì u tăng và 0( ) ( ) ,u t v t v   0t   nên tồn tại lim ( )
t

u t


. Đặt giới hạn này là 0x  thì ta có 

0( ) 0g x  . Thật vậy, với mỗi  1,2,...,i n  vì ig liên tục nên  0( ) lim ( )i i
t

g x g u t


 . Chú ý rằng iu  

là hàm khả vi và  ( ) ( )i ig u t u t , ta tìm được dãy n n
t sao cho ( 1, )nt n n   và 

 ( ) ( 1) ( ) ,i i i nu n u n g u t   n . Ta viết 

    
1 1

( ) ( ) ( 1) ( ) ,  1,2,...
n n

i i i i i k
k k

u n u k u k g u t n
 

       

Do 0lim ( ) i
i

n
u n x


  nên chuỗi  

1

( )i k
k

g u t



  hội tụ. Điều này dẫn tới  lim ( ) 0i k

n
g u t


  hay 

0( ) 0ig x                                                                    ■               

Định lí 4.1.3 Cho : n ng   khả vi liên tục và tựa đơn điệu tăng. Cho 0 0, nu v   sao cho 

0 0u v , 0 0( )g u u , 0 0( )g v v . Khi đó g có điểm bất động trong đoạn thứ tự 0 0[ , ]u v  

Chứng minh:  Áp dụng định lí 4.2 cho ( )x g x x                                     ■ 

 

Định lí 4.1.4: 



  Cho không gian Banach E có thứ tự sinh bởi nón chính quy K, :f E E liên tục và tựa đơn điệu 

tăng. Giả sử tồn tại , E   thỏa 

 Nếu  th× ( )x f x    

   ( )f   

Khi đó f  có điểm bất động 0z  thỏa 0z   . 

 

Chứng minh:   

  Đặt 
( )

2

f
p

 
  ta có  vµ ( ) 0p K f p   



  

Xét ánh xạ 

 :[0, )   ( , ) ( , ) ( ) e .tg E E t x g t x f x x p       

Thấy rằng g  là liên tục, tựa đơn điệu tăng nên phương trình vi phân 

 ( ) ( , ( ));   (0)x t f t x t x     (1) 

có nghiệm địa phương. Gọi :[0, )x a E  là nghiệm tối đại, ta có:  

 (0) 0, (0) ( ) 0x g x f p         

Do đó, tồn tại (0, )a   để ( ) (0)x t x   

  x  tăng trên [0, )a . Thậy vậy, lấy (0, ],   đặt  

  ( ) ( ),  [0, )x t x t t a       

Ta có: 

 ( ) ( , ( )) 0 e e . ( ) ( , ( ))   [0, )t tx t g t x t p x t g t x t t a             

 (0) (0)x x  

( ) ( )x t x t   hay ( ) ( )  [0, ); ( , ]x t x t t a a          

 Với 1 20 ,t t a   ta chia đoạn 1 2,t t  bởi các điểm chia  

1 1 2 2... nt t t t t         sao cho 10 ,  1,2,...,i it t i n     . Khi đó, ta có: 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )nx t x t x t x t x t       

   Ta đi chứng minh x bị chặn trên [0, ).a  Thật vậy, chú ý rằng với mỗi 0t  , ( ) (0)x t x    nên 

 ( )f x t   và ta có 

 ( ) ( ( )) ( ) e . ;   (0)tx t f x t x t p x       

0

( ) e . e ( ( )) .e .
t

t s t tx t f x s ds t p       



             
 

 

e . 1 e .e .

e . .

t t t

t

t p

t p

 

   

  



   

    
 

Do đó, vì K  là nón chính quy, nên lim ( )
x

x t


tồn tại. Đặt giới hạn này là 0z , ta có 0z  . 

Cho 0  , vì 0lim ( )
t

x t z


  nên tồn tại 1t  sao cho   0( ) ( ) ,
2

f s t f z


   1t t  . Và lim ( ) 0
t

I t


   

 
1

0 0

0

( ) ( ( ) ( ) ( )

t
s t tI t e f x s f z ds e f z 

 
   
 
 

  

nên tồn tại 2t  sao cho 2( ) ,  
2

I t t t


    

Ta viết 

   

   
1

1

0 0 0

0 0

0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t
s t s t t

t t
s t s t t

t

e f x s ds f z e f x s f z ds e f z

e f x s f z ds e f x s f z ds e f z

  

  

      

          

 

 

 

   1
0 1 2

0

( ) ( ) (1 ) ,   max ,
2 2

t
t ts te f x s ds f z e t t t

 
        . 

Hay   0

0

lim ( ) ( )
t
s t

t
e f x s f z


 . Cho t trong (*) ta được 0 0( )z f z .■ 

 

4.2 Ánh xạ tựa đơn điệu tăng và bài toán cực trị. 

 

Trong phần này ta sẽ nghiên cứu sự tồn tại của điểm bất động bội của toán tử liên tục tựa đơn điệu 

tăng trong không gian Hilbert. 

Phương pháp sử dụng trong phần này dựa trên khái niệm tập bất biến theo quỹ đạo giảm. 

 

 * Các khái niệm. 

Cho H là không gian Hilbert, 2 0 /: , ,f H R f C f x Ax    và :A H H  là toán tử tựa đơn 

điệu tăng. 

Xét bài toán IVP sau : 



                    

0(0)

dx
Ax x

dt

x x


 


 

                                                                    ( 4.2.1) 

Theo lý thuyết phương trình vi phân trong không gia Banach, bài toán (4.2.1) có nghiệm duy nhất, 

kí hiệu bởi 0( , )x t x , với khoảng tồn tại nghiệm lớn nhất bên phải là  00, ( )x . 

 

 

Định nghĩa 4.2.1:   

Cho M, là một tập con của H . Nếu   0 0( , ) 0, ( ) ,x t x t x M   thì M được gọi là tập bất biến theo 

quỹ đạo giảm của f . 

Ta có các bổ đề sau: 

 

Bổ đề 4.2.1:  0( ( , ))f x t x  là giảm với mọi  00, ( )t x . 

Thật vậy, ta có 

  / /
0 0 0( , ) ( ( , ), ( , ))

df
x t x f x t x x t x

dt
  

                           

 
 

/
0 0 0

/ /
0 0

2/

0

( , ) ( , ), ( , )

( , ), ( , )

( , ) 0.

x t x Ax t x x t x

x t x x t x

x t x

 

 

  

 

                                                                                                                          ■ 

Bổ đề 4.2.2 :  Các kết luận sau là đúng: 

(i) H là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . 

(ii) Nếu  \M    là một họ các tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , ở đây   là một 

tập chỉ số, thì các tập ,M M 
  
   cũng là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f  

(iii) Với mọi a , các tập af
 ,và af

  đều là các tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . 

 

Định nghĩa 4.2.2 : Cho M và D là các tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , D M . Đặt 

 0 0( ) ,MC D x x M  tồn tại 0' [0, ( ))t x  thỏa 0( ', )x t x D . 

Khi đó ( )MC D  gọi là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm sinh bởi D. 

Nếu ( )MD C D , thì D gọi là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của f  đối với M. 

Nhận xét:  



1) H là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của H. 

2) Nếu 1 2,D D  là hai tập bất biến theo quỹ đạo giảm rời nhau của f , thì 

1 2( ) ( )M MC D C D  . 

 

Bổ đề 4.2.3:  Giả sử tập liên thông M là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , D là một tập 

con mở của M và là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của f . Nếu D M  thì biên của D 

đối với M, ký hiệu M D , khác rỗng và là tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của f . 

 

Chứng minh 

Do các giả thiết M liên thông và D M  nên ta có M D    

Thật vậy, nếu M D   thì    \ , \
M M

D M D M D M D     

(Ký hiệu 
M

D để chỉ bao đóng của D đối với M). Điều này mâu thuẫn với giả thiết M là tập liên 

thông. 

Trước hết ta chứng minh M D  là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , tức là  

  0 0( , ) 0, ( )x t x t x  M D  , với mọi 0 Mx D . 

Giả sử trái lại, với mọi 0 Mx D  , ta xét bài toán IVP (4.2.1). Nếu tồn tại  /
00, ( )t x sao cho 

0( ', ) Mx t x D , khi đó  0( ', ) \
M

x t x D M D   ( theo định nghĩa của biên) 

Nếu 0( ', )x t x D  thì 0 ( )Mx C D D    (vì D là tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của f ). Điều 

này mâu thuẫn với 0 Mx D  và D là tập con mở của M. 

Mặt khác, nếu \
M

M D   , 0( ', ) \
M

x t x M D  ,  chú ý rằng \
M

M D là mở đối với M, do sự phụ 

thuộc liên tục của phương trình vi phân với điều kiện đầu, ta biết rằng tồn tại một lân cận U của 

0x trong M sao cho với mọi /
0x U , tồn tại // /

00, ( )t x sao cho //
0( , ) \

M

x t x M D  ta có thể 

lấy /
0x D U   sao cho // /

0( , ) \
M

x t x M D .Điều này mâu thuẫn với giả thiết D là tập bất biến theo 

quỹ đạo giảm của f  . 

Vậy   0 0( , ) 0, ( )x t x t x  M D . 

Vì M D là một tập đóng đối với M nên M D là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . 

Tiếp theo, ta chứng minh M D là tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của f  , tức là 

( )M M MC D D    



Hiển nhiên, ta có ( )M M MD C D    

Ta chứng minh ( )M M MC D D   . 

Với 0 ( ) ,M Mx C D M   thì tồn tại  1 00, ( )t x sao cho  1 0, Mx t x D . Khi đó 0x D (vì D là 

tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ của f ). 

Giả sử 0 \
M

x M D . Xét bài toán IVP sau: 

                      

 1 0(0) ,

dx
x Ax

dt

x x t x


 


 

                                           (4.2.2) 

Gọi ( )x t  là nghiệm duy nhất của (4.2.2). đặt 1t t   , khi đó  

 

1 0

0

1

0

1 0 1 0

( , )

( , )

( )

( , )

( , ) ( , )

dx t t x

dt

dx x

d t

dx x

d

x t t x A x t t x














 

   

                                                        (4.2.3) 

Điều này có nghĩa 1 0( , )x t t x  là nghiệm của hệ (4.2.2). 

Do tính duy nhất nghiệm của hệ (4.2.2), ta có 

        ( )x t = 1 0( , )x t t x                   10 t t                                           (4.2.4) 

và 0 0( ) (0, )x t x x x  . Do sự phụ thuộc liên tục của phương trình vi phân với điều kiện đầu, tồn tại 

một lân cận U của (0)x trong M sao cho với mọi *
0x U , tồn tại / *

00, ( )t x   Thỏa 

* /( ) \ .
M

x t M D  Ở đây,  
*
( )x t  kí hiệu cho nghiệm duy nhất của hệ 

                             
*
0(0)

dx
x Ax

dt

x x


 


 

                                                           (4.2.5) 

Và *

00, ( )x  kí hiệu cho khoảng tồn tại nghiệm lớn nhất của 
*
( )x t . Đặc biệt ta có thể lấy 

*
0x U D   và xét bài toán IVP sau: 

                          

 
* /(0)

dx
Ax x

dt

x x t


 


 

                                                        (4.2.6) 

Bằng cách chứng minh tương tự như (4.2.3) và (4.2.4), ta có  



                
* */ / /( , ( )) ( ),0x t x t x t t t t    .                                            (4.2.7)  

Lấy /t t  trong (4.2.7), ta được 
* */ *

0( , ( )) (0)x t x t x x D   . 

Do đó, 
*
( ) ( )Mx t C D . Vì ( )MC D D , nên 

* /( )x t D . Điều này mâu thuẫn với 
* /( ) \

M
x t M D . 

Do đó 0 \
M

x M D  hay 0 Mx D D  . Vì 0 ,x D  nên 0 Mx D . 

Bổ đề 4.2.3 được chứng minh.                                                                     ■ 

 

Bổ đề 4.2.4 :     Cho M là tập liên thông và là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , D là một tập 

con mở của M và cũng là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . Khi đó  

i) ( )MC D  là một tập con mở của M. 

ii) Nếu ( ) , inf ( )
M

M
x D

C D M f x


   , thì
( )

inf ( ) inf ( )
M M Mx C D x D

f x f x
 

  trong đó M D và ( )M MC D  lần 

lượt là biên của D và của ( )MC D  đối với M. 

 
Chứng minh. 
Do tính phụ thuộc liên tục của phương trình vi phân vào điều kiện đầu, nên ta có kết luận thứ nhất 
của bổ đề. 
Giả sử kết luận của ii) không đúng, khi đó tồn tại 0 ( )M Mx C D  sao cho 0( ) inf ( )

Mx D
f x f x


 . Vì 

( )f x  liên tục nên tồn tại một lân cận mở U của 
0

x  trong M sao cho ( ) ,MU C D  và với mọi 

1 1, ( ) inf ( )
Mx D

x U f x f x


  . Ta có thể chọn 1 ( )Mx U C D    và xét bài toán IVP (4.2.1) với giá trị 

đầu là 1x . Khi đó, tồn tại  /

10, ( )t x  sao cho  /
1, .x t x D  Do đó, tồn tại  /0,t t  với  

 1, .Mx t x D  Theo Bổ đề 4.2.1 ( f  là hàm giảm), và do  1 1, (0).x t x x x   ( f giảm theo biến t , 

 0,t t  ), ta có 

 1 1( , ) ( ) inf ( )
Mx D

f x t x f x f x


  . 

Điều này mâu thuẫn. Vậy kết luận ii) của bổ đề được chứng minh.       ■ 
 
Định lý 4.2.1: 
Giả sử M là tập đóng bất biến theo quỹ đạo giảm của f , f thỏa điều kiện P.S. trên M, và 

inf ( )
x M

f x


   . Khi đó, f  có ít nhất một điểm tới hạn trong M, và inf ( )
x M

c f x


  là giá trị tới hạn 

của f  . 

 
Chứng minh 

Đặt inf ( )
x M

c f x


 . Với mọi n , tồn tại 
0

nx  sao cho 0

1
( )nc f x c

n
   . 

Đặt  0, nx t x là nghiệm duy nhất của (4.2.1) và 00, ( )nx là khoảng tồn tại nghiệm lớn nhất. 

Ta có     
2/ / /

0 0 0 0( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) 0.n n n nd
f x t x f x t x x t x x t x

dt
             (4.2.8) 

Do bất đẳng thức Holder, ta có 



      
2 2

1 1

1

2 12 2/ / 2
0 0 2 1( , ) ( , )

t t

n n

t t

x t x dt x t x dt t t
 

   
 

  .                                 (4.2.9) 

Mặt khác từ (4.2.8), ta suy ra 

     
2 2

1 1

2/

0 0 1 0 2 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
t t

n n n n

t t

d
x t x dt f x t x dt f x t x f x t x

dt
            (4.2.10) 

Do f  là hàm giảm theo biến t trên 0
0, ( )nx ,

1 2 00 ( )nt t x   , ta suy ra 

   1 0 0 0( , ) (0, ) ( )n n nf x t x f x x f x                                                    (4.2.11) 

Vì     inf ( )
x M

c f x


 ,        2 0, nx t x M , 

Nên   2 0( , )nf x t x c  hay  2 0( , )nf x t x c                                    (4.2.12) 

Từ (4.2.9), (4.2.10), (4.2.11), (4.2.12), ta suy ra 

   
1 1
2 2

2 0 1 0 0 2 1( , ) ( , ) ( )n n nx t x x t x f x c t t                                          (4.2.13) 

Bây giờ ta chứng minh  0

nx   . Giả sử trái lại  0

nx   ,  

Do (4.2.13), ta thấy 2 0 1 0( , ) ( , ) 0n nx t x x t x   khi 
1 0( )nt x   và 

2 0( )nt x  . Do đó tồn tại *x M  

sao cho  
0

*

0
( )

lim ,
n

n

t x
x t x x

 
 . 

Suy ra, khoảng tồn tại nghiệm lớn nhất của  0, nx t x là  *

00, ( ) ( )nx x    với *( ) 0x  . Điều này 

mâu thuẫn với tính cực đại của 00, ( )nx  

Vậy 00, ( )nx   . 

Từ (4.2.8) với mọi t > 0 ta có  

     
2

1

2/

0 0 0 0( ( , )) (0, ) ( , )
t

n n n n

t

f x t x dt f x x f x t x f x c       

Vì thế tồn tại    0 0( , ) 0, ( ) ,n n

n nt x t x t x t    sao cho 

   0 0

1
( , ) ,n n

nc f x t x f x c
n

     /

0

1
( , )n

nf x t x
n

  

Phiếm hàm f  thỏa: với mọi dãy    0
, ( , ), ( )n

n n n n
y y x t x f y  bị chặn /lim ( ) 0n

x
f y


 , nên theo điều 

kiện P.S. dãy  ny  có dãy con  
kny  hội tụ. Giả sử   0lim

kn
x

y y


 , khi đó 
0

y M  ( vì M đóng). 

Do 
0

1
( ) ( )k

k

n

n

k

f y f x c
n

    

Cho k   trong (4.2.14), ta được 
0( ) .f y c  

Mặt khác, do inf ( )
x M

c f x


 , 
0

y M   nên 
0

( ).c f y  

Do đó 
0( ) inf ( )

x M
f y c f x


  . 

Điều này chứng tỏ 0y  là điểm tới hạn của f  và 0( ) inf ( )
x M

f y c f x


  .■ 

 
Từ các Bổ đề 4.2.3 và 4.2.4 ta có định lý sau: 
 
Định lý 4.2.2: 
Giả sử  M là tập liên thông và là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , D là một tập con mở 

của M và cũng là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . Khi đó 



i) ( )
M

C D  là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f  và ( )
M

C D  là một tập con mở của M. 

ii) nếu ( )MC D M , thì ( )M MC D là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm đầy đủ. 

iii) Nếu ( )
M

C D M  và inf ( )
Mx D

f x


  thì 
( )

inf ( ) inf ( )
M M Mx C D x D

f x f x
 

 . 

 
Định lý 4.2.3: 
Giả sử M là tập liên thông và là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f , D là một tập con đóng của 

M, int D   .( int D  ký hiệu cho phần trong của D đối với M), và D là tập bất biến theo quỹ đạo 
giảm của f . Giả sử f thỏa điều kiện P.S. trên 

M D , f không có điểm tới hạn trên 
M D  và 

inf ( )
Mx D

f x


  . Khi đó, các kết luận của định lý 4.2.2 vẫn đúng  

 
Chứng minh 
Ta chỉ cần chứng minh ( )MC D  là một tập con mở của M. 

Với mọi 
0 ( )Mx C D tồn tại  /

0
0, ( )t x  sao cho /

0( , ) intx t x D  

Khi đó do tính phụ thuộc liên tục của phương trình vi phân vào điều kiện đầu, ta có ( )MC D  là một 

tập con mở của M. 
 Định lý 4.2.3 được chứng minh.                                                   ■  
 

4.3 Sự tồn tại nhiều điểm bất động của các toán tử tựa đơn điệu tăng. 

 

Trong phần này, chúng ta đề cập tới các điểm bất động bội của toán tử tựa đơn điệu tăng. 

 

Bổ đề 4.3.1: 

Cho P là nón trên E. Giả sử rằng. 

(i)    0 0 0 0, , , , , ,u v C t t a E f C t t a E E            và ( , )f t x  là tựa đơn điệu tăng theo x  với mỗi 

 0 0,t t t a  . 

(ii)        / /, ( ) , ( ) ,u t f t u t v t f t v t     0 0,t t t a  . 

(iii)   ( , ) ( , ) , , \ ,f t x f t y g t x y x E P y P     ,với g là hàm duy nhất. 

Khi đó, nếu 
0 0( ) ( )u t v t , thì  0 0( ) ( ), ,u t v t t t t a   . 

 

Bây giờ, ta đặt thêm một số điều kiện: 

1
( )H  Cho H là một không gian Hilbert, P H  là nón solid , :f P    là hàm thuộc 2 0C  . Giả sử 

/ ( ) , :f x x Ax A P P    là tựa đơn điệu tăng, và f thỏa điều kiện . .P S  trên P . 

2
( )H  Tồn tại 

0 0
int , intx D y D   sao cho 

0 0 0 0
,Ax x Ay y  . 

 Với điều kiện 1( )H , thì P  là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm. 

 

Định lý 4.3.1 



Giả sử rằng các điều kiện 1
( )H , 2

( )H  đúng . 

i) 0 0
y x  

ii) 
1

inf ( ) ,
x D

f x f


  không có điểm tới hạn trên 1P
D , trong đó  1 0,D x . 

Khi đó A có ít nhất hai điểm bất động trên P . 

 

Chứng minh 

Đặt  2 0:D x P x y   . Vì H  là không gian Hilbert và P  là tập lồi đóng nên theo bổ đề 4.3.1 thì 

1 2
,D D  là các tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . Vì 0 0

y x  nên 1 2
D D  . Theo định nghĩa 

của 
1( )PC D , ta có 

1 2 1( ) , ( )P PC D D C D P    . 

Từ đó, theo Định lý 4.2.3 thì 1
( )

P P
C D  là một tập bất biến theo quỹ đạo giảm của  f  và  

1 1
1

( )
inf ( ) inf ( )
P P Px C D x D

c f x f x
 

    . 

Đặt 
1

2 int ( )
x D

c f x


  . Theo Định lý 4.2.1 thì 
1 2
,c c  là các giá trị tới hạn và tồn tại 

1 2
,x x sao cho  

1 1
( )

P P
x C D  ,   

2 1
x D  , ( ) ,  1,2.

i
f x c i   

Do đó /

1( ) 0f x  , suy ra 
1 1 0x Ax   hay 

1 1x Ax  . Vậy 
1x  là điểm bất động của A trên P . 

Tương tự ta cũng có 
2

x  là điểm bất động của A trên P . 

Định lý được chứng minh.                                                                               ■ 

 

Định lý 4.3.2: 

Giả sử các điều kiện 1( )H , 2( )H  thỏa và  

i) 
0 0y x . 

ii) Tồn tại  0 2z D với 0 0z x  sao cho    
1 2

0
(

max ( ), ( ) inf ( )
Px D D

f f z f x
 

 , ở đây 

   1 0 2 0
, , .D x D x P x y     

iii) f  không có điểm tới hạn trên 
1 2

1 2
( )

( ), inf ( ) .
P

P
x D D

D D f x
 

     

Khi đó, A có ít nhất 5 điểm bất động. 

 

Chứng minh 

Đặt 
3 1 2

D D D  . Theo Bổ đề 4.3.1 ta suy ra 
1 2
,D D  là hai tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . 

Vậy 3D  cũng là tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . Theo (4.3.1), ta suy ra 

1 23 0 3( ), ( )D DC D z C D    . 



Từ Định lý 4.2.3, ta có 
1 1 2 23 3( ), ( )D D D DC D C D   là hai tập bất biến theo quỹ đạo giảm của f . 

Đặt 
11 1 3

\ ( ),
D

F D C D   
22 2 3

\ ( )
D

F D C D  ta chứng minh được rằng ( 1,2)
i

F i   là các tập bất biến 

theo quỹ đạo giảm của f .  

Đặt 

                   
3 31 1 2 2

1 2 3

1 2
( ) ( )

3 4 5

inf ( ),  inf ( )

inf ( ),  inf ( ),  inf ( )

D D D Dx C D x C D

x F x F x D

c f x c f x

c f x c f x c f x

 

  

 

  
 

Theo Định lý 4.2.1, ta có ( 1, 2,3, 4,5)ic i   là các giá trị tới hạn, và tồn tại năm điểm 

( 1,2,3,4,5)
i

x i   sao cho ( ) ( 1,2,3,4,5)
i i

f x c i  . 

Rõ ràng ( 1,2,3,4,5)ix i   là năm điểm cố định của A.  

Định lý được chứng minh.                                                                                ■ 

 

Bổ đề 4.3.2: 

Cho 2X   ,    1 2: , ( , ) ( , ); ( , ) .f X X f x y f x y f x y   nếu 1( , )f x y  là hàm tăng theo biến y  và 

2
( , )f x y  là hàm tăng theo biến x  thì f  là tựa đơn điệu tăng. 

 

Chứng minh. 

Đặt   2; 0, 0K x y x y     và   * 2

1 2 1 2; 0, 0K a a a a    . 

 Với          / / / / *

1 2; , ; ; ; ; , ;x y x y K x y x y a a K      thỏa    / /( , ) ( , ) ,x y x y   ta cần 

chứng minh     / /( , ) ( , )f x y f x y   

Thật vậy, ta có   1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ),f x y a f x y a f x y    

                         / / / / / /

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )f x y a f x y a f x y    

Từ    / /( , ) ( , ) ,x y x y    suy ra / /

1 2 1 2a x a y a x a y    hay / /

1 2( ) ( )a x x a y y                                                                          

(4.3.2) 

Vì 
1 0a   và /x x nên /

1( ) 0a x x   

Tương tự, vì 
2 0a   và /y y  nên /

2 ( ) 0a y y   

Do đó (4.3.2) xảy ra khi và chỉ khi

1 2

/

1

/

2

/ /

0 và 0

0 và y=y

0 và x

 và y

a a

a

a x

x x y

 



  

 

 



 Nếu 
1 2 0a a  , thì    / /( , ) ( , ) 0f x y f x y    

 Nếu /

1 0 và y = ya  , thì    2 2( , ) ( , )f x y a f x y   và    / / / /

2 2( , ) ( , )f x y a f x y   

Do 2
f  là hàm tăng theo x  và /x x , nên    / /( , ) ( , )f x y f x y   

 Nếu /

2 0 và x = xa  , thì     1 1( , ) ( , )f x y a f x y   và    / / /

1 1( , ) ( , )f x y a f x y   

Do 1
f  là hàm tăng theo y  và /y y nên    / /( , ) ( , )f x y f x y   

 Nếu /x x và /y y  thì     / /( , ) ( , )f x y f x y   

Vậy Bổ đề được chứng minh.                                                                           ■ 

 

Ví dụ 4.3.1. 

Cho 2H   , . P     Xét ánh xạ 2 2: ,  A           

      2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
( , ) 1 sin , 5 (1 cos ) ; ,

8 4 4
A x x x x x x x x

 
      
 

 . Khi đó A có ít nhất hai điểm 

bất động trên P . 

Thật vậy 

 Ta có :A P P  là tựa đơn điệu tăng vì ánh xạ  2 1 2

1 1
1 sin

8 4
x x x   tăng với mọi 

1x  và 

 1 1 2

1
5 1 cos

4
x x x   tăng với mọi 

2
x . 

 Đặt 

  
     

 

2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1 1 2 2 2

1
, , ,

2

1 1 1
, cos 5 5 sin .

8 8 4

f x x x x g x x

g x x x x x x x x x 

  

    

 

Khi đó, ta có 

   
 

  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

, , 1 1 1
, 1 sin , 5 (1 cos )

8 4 4

                                     = A x ,

g x x g x x
x x x x

x x

x


    

       
     . 

   
 

   1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

, , , ,
, , ,      

f x x f x x g x x g x x
x x

x x x x

      
    

      
 

                                         1 2=x-A x , x  

       với   1 2,x x x  

đặt 0 0( , ), ( ,8 ).
2

x y

     Khi đó, ta có 



0

0

1 1 1
1 sin , 5 (1 cos )

8 2 4 4 2

1
      = , ,

4 4 8 2

                                    

Ax

x

 
  

  


  
      

  

   
     

   
 

 

 

 

0

0

1 1
1 sin 2 , 5 (1 cos8 )

8 4

1 41
      = 2 , ,8 .

8 4

                                    

Ay

y

    

   

 
     
 

 
   

 
 

Bây giờ ta chứng minh      2

1 2 1 2, 5 , , 0, 0,
16 2

f x x x x
 

 
 

      
. 

Thật vậy, hàm 1 1 1

1 1
( ) cos

8 8
g x x x   giảm trên 0,

2

 
  

,  nên  1
2 16

g x g
  

   
 

,  hàm 

 2 2 25 5 sing x x x     giảm trên  0,  nên    1 5g x g     , và    1 2, 0, 0,
2

x x



 

    
, 

ta có     
2

2 2

1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 3
, 0.

2 4 4 4
h x x x x x x x x x x x x        

Từ 
0 0 0 0 0 0

,   (do x -y P)y x y x    và  

     2

1 2 1 2, 5 , , 0, 0,
16 2

f x x x x
 

 
 

       
, 

Ta suy ra     
 

 
0

2

1 2
,

inf , 5
16x x

f x x






    

Ta cũng chứng minh được rằng    , , , , , ,0 ,0 .
2 2 2

A y y A x x x y
  

  
   

        
   

 

Vậy f  không có điểm tới hạn trên biên của   0, 0,
2




 
  

. Theo Định lý 4.3.1, thì A  có ít nhất hai 

điểm bất động trên P . 

 

 

 

 

 

 

 



KẾT LUẬN 

        Từ quá trình nghiên cứu tài liệu, cùng với sự hướng dẫn, tận tình lí giải thêm của thầy hướng 

dẫn tôi đã nắm được nội dung lý thuyết về ánh xạ tựa đơn điệu tăng trên không gian có thứ tự. Đến 

nay theo cách hiểu của mình, tôi đã trình bày lại các kết quả nghiên cứu được trong luận văn với 

bốn chương. Trong luận văn này tôi đã cố gắng lý giải chi tiết hơn, cụ thể hơn những chỗ khó với 

mong muốn bạn đọc chỉ cần có những kiến thức cơ sở về giải tích số và giải tích hàm cũng có thể 

tiếp nhận được nội dung của tài liệu này. Đồng thời tôi cũng thêm vào một số mệnh đề mà theo tôi 

nghĩ với kết quả của nó chúng ta sẽ dễ dàng hơn khi tiếp cận với các chứng minh, các kết quả trong 

tài liệu. Tôi hy vọng với luận văn này sẽ góp phần làm cho lý thuyết về không gian có thứ tự, ánh xạ 

tựa đơn điệu tăng trở nên phổ biến hơn, gần gũi hơn với các sinh viên học toán. Và tôi nghĩ nếu đề 

tài được tiếp tục nghiên cứu và phát triển chắc chắn sẽ còn nhiều điều thú vị được tìm thấy. 

Đây là lần đầu tiên tôi soạn thảo một tài liệu lớn; với quĩ thời gian cũng tương đối ngắn và kiến thức 

cá nhân cũng còn hạn hẹp và tôi cũng chưa có kinh nghiệm  trong việc trình bày một văn bản vì thế 

chắc chắn sẽ có những hạn chế, thiếu sót. Tôi rất mong nhận được sự góp ý chân tình của quý thầy 

cô và các bạn. 
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