
 
 

 
 

                                              BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO 
TRƯỜNG ĐẠI HỌC SƯ PHẠM TP. HỒ CHÍ MINH 

--------------o0o------------- 
 
 
 
 
 

 

Đinh Phước Vinh 
 
 

 
 

 
 

BÀI TOÁN BIÊN KHÔNG CHÍNH QUI CHO HỆ 

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN HÀM BẬC CAO 

 
 
 
 

LUẬN VĂN THẠC SĨ TOÁN HỌC 
 
 
 
 
 
 
                                                                 
 
 

Thành phố Hồ Chí Minh - 2011 



 
 

 
 

BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO 

TRƯỜNG ĐẠI HỌC SƯ PHẠM TP. HỒ CHÍ MINH 

--------------o0o------------- 

 

Đinh Phước Vinh 

 

BÀI TOÁN BIÊN KHÔNG CHÍNH QUI CHO HỆ PHƯƠNG 

TRÌNH VI PHÂN HÀM BẬC CAO 

Chuyên ngành : Toán Giải Tích 

Mã số : 60 46 01 

 

LUẬN VĂN THẠC SĨ TOÁN HỌC 

 

                                                       NGƯỜI HƯỚNG DẪN KHOA HỌC 

                                               PGS.TS. NGUYỄN ANH TUẤN 

 

 
Thành phố Hồ Chí Minh - 2011 



 
 

 
 

LỜI CẢM ƠN 

 

Trước hết, tôi xin kính gửi đến Thầy, PGS.TS. Nguyễn Anh Tuấn lời cám ơn sâu sắc 

về sự tận tình giúp đỡ của Thầy đối với tôi trong suốt quá trình hoàn thành luận văn cũng 

như trong học tập. 

Xin trân trọng cám ơn Quý Thầy Cô thuộc khoa Toán của trường Đại học Sư phạm 

thành phố Hồ Chí Minh đã tận tình truyền đạt kiến thức và kinh nghiệm quý báu cho tôi 

trong suốt những năm học tập. 

Xin trân trọng cám ơn Phòng Sau Đại Học trường Đại học Sư phạm thành phố Hồ Chí 

Minh đã tạo mọi điều kiện thuận lợi cho tôi hoàn tất chương trình học tập và thực hiện luận 

văn này. 

Xin cảm ơn tất cả bạn bè đồng nghiệp đã động viên giúp đỡ tôi trong những lúc khó 

khăn nhất. 

Cuối cùng, tôi xin gửi lời cám ơn đến gia đình tôi, là chỗ dựa cho tôi về mọi mặt và đã 

tạo mọi điều kiện tốt nhất để tôi học tập và hoàn thành luận văn này. 

 

Đinh Phước Vinh 



 
 

 
 

MỤC LỤC 

LỜI CẢM ƠN .............................................................................................................. 3 

MỤC LỤC .................................................................................................................... 4 

DANH MỤC CÁC KÍ HIỆU ...................................................................................... 6 

MỞ ĐẦU ....................................................................................................................... 9 

Chương 1: BÀI TOÁN BIÊN CHÍNH QUI CHO HỆ PHƯƠNG TRÌNH VI 
PHÂN HÀM PHI TUYẾN ........................................................................................ 11 

1.1. Giới thiệu bài toán ............................................................................................................. 11 

1.2. Về sự tồn tại nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) ................................................................. 11 

1.2.1. Định lí về tính chất Fredholm của bài toán biên tuyến tính ...................................... 11 

Định lí ............................................................................................................................................ 12 

1.2.2. Định nghĩa ...................................................................................................................... 14 

1.2.3. Định lí .............................................................................................................................. 15 

1.2.4. Định nghĩa ...................................................................................................................... 19 

1.2.5. Định nghĩa ...................................................................................................................... 20 

1.2.6. Hệ quả ............................................................................................................................. 20 

1.2.7. Định nghĩa ...................................................................................................................... 21 

1.2.8. Hệ quả ............................................................................................................................. 21 

Chương 2: BÀI TOÁN BIÊN KHÔNG CHÍNH QUI CHO HỆ PHƯƠNG 
TRÌNH VI PHÂN HÀM BẬC CAO ........................................................................ 23 

2.1. Giới thiệu bài toán ............................................................................................................. 23 

2.2. Định lí về tính chất Fredholm của bài toán biên tuyến tính bậc cao ............................ 23 

2.2.1. Định nghĩa ...................................................................................................................... 24 

2.2.2. Bổ đề ................................................................................................................................ 24 

2.2.3. Định lí .............................................................................................................................. 27 

2.2.4. Hệ quả ............................................................................................................................. 29 

2.3. Về sự tồn tại nghiệm của bài toán (2.1), (2.2) ................................................................. 30 

2.3.1. Định nghĩa ...................................................................................................................... 31 

2.3.2. Định nghĩa ...................................................................................................................... 32 

2.3.3. Bổ đề ................................................................................................................................ 32 

2.3.4. Định lí .............................................................................................................................. 33 

2.3.5. Hệ quả ............................................................................................................................. 37 



 
 

 
 

2.3.6. Định nghĩa ...................................................................................................................... 38 

2.3.7. Định nghĩa ...................................................................................................................... 39 

2.3.8. Định lí .............................................................................................................................. 39 

2.4. Ứng dụng vào hệ phương trình vi phân hàm đối số lệch ............................................... 44 

2.4.1. Bổ đề ................................................................................................................................ 45 

2.4.2. Định lí .............................................................................................................................. 47 

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ................................................................................... 52 

TÀI LIỆU THAM KHẢO ........................................................................................ 53 

 

 

  



 
 

 
 

DANH MỤC CÁC KÍ HIỆU 
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MỞ ĐẦU 

 

Phương trình vi phân hàm mặc dù ra đời đã lâu nhưng bắt đầu được quan tâm từ 

những năm 20 của thế kỉ trước nhờ những ứng dụng của nó trong các lĩnh vực vật lý, cơ 

học, kinh tế, nông nghiệp,…Trong sự phát triển đó, các bài toán biên đóng một vai trò nổi 

bật ở cả lý thuyết và thực tiễn ứng dụng. 

Cho tới nay, có một lớp đủ rộng những bài toán chính quy  ( ) ( ) ( )( )nx t f x t=  với 

điều kiện biên ( ) ( )0 1,...,ih x i n= =  đã được nghiên cứu và trình bày trong các tài liệu 

chuyên khảo [1], [2]. Những điều kiện đủ cho tính giải được của những bài toán loại này 

cũng đã được giải quyết như trong [4], [5], [7], [10], [11], [16],…Tuy nhiên đối với bài toán 

biên không chính quy, các kết quả thu được còn khá khiêm tốn và chưa đủ tổng quát. Như ở 

[14], [15], trường hợp toán tử f  có dạng ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,..., nf x t g t x t x t−=  đã được nghiên 

cứu đầy đủ; trong khi với phương trình vi phân hàm ( ) ( ) ( )( )nx t f x t= , bài toán  có trọng số 

đã được giải quyết trong [13], cũng như bài toán hai điểm trong [6], [7], và bài toán nhiều 

điểm Vallée-Poussin trong [8].  

Với mong muốn phần nào lấp đầy lỗ hỏng trên, luận văn này trình bày một số kết quả thu 

được từ việc khảo sát sự tồn tại nghiệm của bài toán trong trường hợp tổng quát 
 

Nội dung của luận văn gồm hai chương.  

Chương 1 trình bày định lí về sự tồn tại nghiệm của bài toán biên chính qui 

( ) ( )( )dx t
f x t

dt
= , ( ) 0h x =  trong trường hợp các toán tử  [ ]( ) [ ]( ): , ; , ;n nf C a b L a b→   

và [ ]( ): , ; n nh C a b →   liên tục.  

Chương 2, cũng là nội dung chính của luận văn, tổng hợp một số kết quả tổng quát 

hơn được thiết lập trong [12], bởi các tác giả I. Kiguradze, B. Puza và I.P. Stavroulakis 

trong việc xây dựng tính giải được của bài toán biên không chính qui ( ) ( ) ( )( )nx t f x t=  với 

điều kiện biên ( ) ( )0 1,...,ih x i n= =  trong trường hợp các toán tử 
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h x x i n
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Một số kết quả thu được sau đó chính là sự tổng quát hoá các kết quả đã biết trước 

đó.  

  



 
 

 
 

Chương 1: BÀI TOÁN BIÊN CHÍNH QUI CHO HỆ PHƯƠNG TRÌNH VI 
PHÂN HÀM PHI TUYẾN  

 

1.1. Giới thiệu bài toán 
 

Trong chương này ta sẽ nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của hệ phương trình vi phân hàm phi 

tuyến  

 ( ) ( )( )dx t
f x t

dt
=  (1.1) 

 

với điều kiện biên  

 h(x)=0  (1.2) 

trong đó [ ]( ) [ ]( ): , ; , ;n nf C a b L a b→   và [ ]( ): , ; n nh C a b →   là các toán tử liên tục. 

Nghiệm của phương trình (1.1) được hiểu là một hàm [ ]: , nx a b →   liên tục tuyệt đối thoả 

phương trình (1.1) hầu khắp nơi trên [ ],a b . 

Một nghiệm của (1.1) thoả (1.2) được gọi là một nghiệm của bài toán (1.1), (1.2). 

 

1.2. Về sự tồn tại nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) 
 

1.2.1. Định lí về tính chất Fredholm của bài toán biên tuyến tính 

Xét bài toán biên 

 ( ) ( )( ) ( )dx t
p x t q t

dt
= +  (1.3) 

  ( ) 0x c=  (1.4) 

trong đó,  



 
 

 
 

[ ]( ) [ ]( ): , ; , ;n np C a b L a b→  , [ ]( ): , ; n nC a b →   , [ ]( ), ; nq L a b∈   và 0
nc ∈ . 

Ngoài ra ta còn giả sử: 

(i) p tuyến tính và tồn tại hàm khả tích [ ]: ,a bη →   sao cho với mọi 

[ ] [ ]( ), ,  , ; nt a b x C a b∈ ∈  , ta có ( )( ) ( ) C
p x t t xη≤  

(ii)   là toán tử tuyến tính bị chặn. 

Cùng với bài toán (1.3), (1.4) ta có bài toán thuần nhất tương ứng  

 ( ) ( )( )dx t
p x t

dt
=  (1.30) 

 ( ) 0x =  (1.40) 

Định lí 

Bài toán  (1.3), (1.4) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi bài toán thuần nhất tương ứng 

(1.30), (1.40) chỉ có nghiệm tầm thường.Hơn nữa, nếu bài toán (1.30), (1.40) chỉ có nghiệm 

tầm thường thì tồn tại số dương β  sao cho nghiệm của bài toán (1.3), (1.4) thoả đánh giá  

 ( )0C L
x c qβ≤ + . 

Chứng minh 

• Đặt [ ]( ), ; n nB C a b= ×   là không gian Banach chứa các phần tử ( ),u x c= , trong 

đó [ ]( ), ; nx C a b∈  , nc∈  với chuẩn  
B C

u x c= +  

Với tuỳ ý ( ),u x c B= ∈ , cố định [ ]0 ,t a b∈ , ta đặt 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

0 ,
t

t

f u t c x t p x s ds c x
 

= + + −  
 

∫   

và  

 ( ) ( )
0

0,
t

t

h t q s ds c
 

=   
 
∫  với mọi [ ],t a b∈ . 



 
 

 
 

Khi đó bài toán (1.3), (1.4) trở thành phương trình các toán tử trong  B 

 ( )u f u h= +  

do ( ),u x c=  là nghiệm của phương trình trên khi và chỉ khi 0c =  và x  là nghiệm của bài 

toán (1.3), (1.4). 

• f  là toán tử compact 

Ta chứng minh  f(M) là tập compact tương đối nếu M  là một tập bị chặn trong B. 

Đặt { }:M u B u K= ∈ ≤  với K dương.  

Do các giả thiết (i), (ii) của bài toán (1.3), (1.4), có K1 dương sao cho 

( ) [ ]( )1 ,  , ; n
C

x K x x C a b≤ ∀ ∈   và với mọi u M∈  ta có 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

0

02
t

t

f u t c x t p x s ds x≤ + + +∫   

  
( )( ) ( )( )

( ) ( )

0 0

0

1 1

1 1

2 2

2 2 .

t t

C
t t

t b

C
t a

K p x s ds K x K p x s ds K K

K K K x s ds K K K K s dsη η

≤ + + ≤ + +

≤ + + ≤ + +

∫ ∫

∫ ∫
 

Từ đó suy ra  f(M) bị chặn đều. 

Mặt khác, với [ ],  ,t s a b∈  ta có  

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

,0
s

t

s s s

C
t t t

f u t f u s p x d

p x d x d K d

ξ ξ

ξ ξ η ξ ξ η ξ ξ

 
− =  

 

≤ ≤ ≤

∫

∫ ∫ ∫
 

Suy ra  f(M) đồng liên tục đều. 

Theo định lí Ascoli-Arzela,  f  là toán tử compact. 



 
 

 
 

• Áp dụng luân phiên Fredholm cho phương trình các toán tử, phương trình 

( )u f u h= +  có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình ( )u f u=  chỉ có nghiệm tầm 

thường, tương đương với bài toán (1.30), (1.40) chỉ có nghiệm tầm thường. Hơn nữa, nếu 

phương trình ( )u f u=  chỉ có nghiệm tầm thường thì toán tử I f−  khả nghịch trong đó 

:I B B→  là toán tử đồng nhất. Khi đó, ( ) 1I f −−  là tuyến tính bị chặn. Suy ra nghiệm u của 

phương trình ( )u f u h= +  thoả đánh giá ( ) ( )1
0B B LB

u I f h h c qβ β−= − ≤ = + . Tuy 

nhiên khi đó 0c =  và ta có  

 ( )0 .
C L

x c qβ≤ +  

Định lí được chứng minh. 

1.2.2. Định nghĩa 

Cặp ( ),p   các toán tử [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; , ;n n np C a b C a b L a b× →    và   được gọi là hoà 

hợp nếu  

(i) Với bất kì [ ]( ), ; nx C a b∈  , các toán tử ( ) [ ]( ) [ ]( ), : , ; , ;n np x C a b L a b⋅ →    

và ( ) [ ]( ), : , ; n nx C a b⋅ →    tuyến tính; 

(ii) Với bất kì  [ ]( ), , ; nx y C a b∈   và hầu khắp trên [a,b], ta có các bất đẳng thức 

 
( )( ) ( )
( ) ( )0

, , ;

,
C C

C C

p x y t t x y

x y x y

α

α

≤

≤

 

trong đó 0 :α + +→   là hàm không giảm, [ ]: ,a bα + +× →   khả tích trên [a,b] theo 

biến thứ nhất và không giảm theo biến thứ hai; 

(iii) Tồn tại số dương β  sao cho với mỗi 

[ ]( ) [ ]( ) 0, ; ,  , ; ,  n n nx C a b q C a b c∈ ∈ ∈     mọi nghiệm y của bài toán  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0, , ,   ,
dy t

p x y t q x y t x y c
dt

= + =  (1.5) 

 đều thoả bất đẳng thức 



 
 

 
 

 ( )0 .
C L

y c qβ≤ +  (1.6) 

 

1.2.3. Định lí 

Giả sử tồn tại số dương ρ  và cặp hoà hợp ( ),p  , trong đó

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; , ;n n np C a b C a b L a b× →    liên tục và  

[ ]( ) [ ]( ): , ; , ;n n nC a b C a b× →     sao cho với bất kì ( )0,1λ ∈  mọi x là nghiệm  của bài 

toán 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,
dx t

p x x t f x t p x x t
dt

λ= + −    (1.7) 

 ( ) ( ) ( ) , ,x x x x h xλ= −     (1.8) 

đều thoả bất đẳng thức  

 .
C

x ρ≤  (1.9) 

Khi đó bài toán (1.1),  (1.2) có nghiệm.                                                                                                           
  

 

Chứng minh 

• Gọi 0, ,α α β  tương ứng là các hàm và số trong định nghĩa 1.2.2. Đặt 

 ( ) ( ) ( )( ) [ ]( ){ }2 ,2 sup : , ; , 2 ,n
C

t t f x t x C a b xγ ρα ρ ρ= + ∈ ≤  

 ( ) ( ) [ ]( ){ }0 02 2 sup : , ; , 2 ,n
C

h x x C a b xγ ρα ρ ρ= + ∈ ≤  

 ( )
1                  khi  0 s
2 /        khi  s<2
0                  khi  s 2

s s
ρ

σ ρ ρ ρ
ρ

≤ ≤
= − <
 ≥

 (1.10) 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ,  ,
C C

q x t x f x t p x x t c x x x x h xσ σ= − = −       (1.11) 



 
 

 
 

Khi đó, [ ]( ) 0, ; ,L a bγ γ∈ < +∞  và hầu khắp nơi trên [ ],a b   ta có 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ),
C

q x t x f x t p x x tσ  ≤ +   

( ) ( )( ) [ ]( ){ } ( )2 ,2 sup : , ; , 2n
C

t f x t x C a b x tρα ρ ρ γ≤ + ∈ ≤ = . 

Tương tự ta cũng có: ( )0 0.c x γ≤  

Như vậy,  

 ( )( ) ( )q x t tγ≤ , ( )0 0.c x γ≤  (1.12) 

• Với mỗi [ ]( ), ; nx C a b∈  , xét bài toán biên 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0, ,    , .
dy t

p x y t q x t x y c x
dt

= + =  (1.13) 

Ta chứng minh bài toán có nghiệm duy nhất bằng cách chỉ ra rằng bài toán thuần nhất tương 

ứng 

  ( ) ( )( ) ( ), ,    , 0
dy t

p x y t x y
dt

= =   

chỉ có nghiệm tầm thường.  

Thật vậy, giả sử y(t) là nghiệm của bài toán thuần nhất, do ( ),p   là hoà hợp và theo điều 

kiện (iii) của định nghĩa 1.2.2, với ( )( ) ( )00,  0q x t c x= = , ta có 

 ( ) ( )( )0 0
C L

y c x q xβ≤ + = , 

nên bài toán thuần nhất chỉ có nghiệm tầm thường. Khi đó, từ các điều kiện (i), (ii) của định 

nghĩa 1.2.2, các giả thiết của định lí  1.2.1 đều thoả mãn, nên bài toán (1.13) có nghiệm duy 

nhất. Giả sử y là nghiệm của bài toán (1.13). Theo định nghĩa 1.2.2 và  (1.12) ta có 

 ( ) ( )( ) ( )0 0 .
C LL

y c x q xβ β γ γ≤ + ≤ +  

và  



 
 

 
 

 ( ) ( )( ) ( )( )' ,y t p x y t q x t= +  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , .
C C C

p x y t q x t t x y t t x r tα γ α γ+ ≤ + ≤ +  

với  

 ( )0: ,
L

r β γ γ= +  

 ( ) ( ) ( )* , .
C

t t x r tγ α γ= +  

Xét toán tử  

 [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; ;n nF C a b C a b→   

 ( ) x ,F x y=  

đặt tương ứng mỗi x với nghiệm duy nhất  y của (1.13).  

Ta chứng minh F là toán tử compact. Thật vậy:  

• F  là toán tử liên tục 

Với [ ]( )1 2,  , ; nx x C a b∈  , đặt ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2,y t F x t y t F x t= = , và 

( ) ( ) ( )2 1y t y t y t= −  

Khi đó, ta có  

 ( ) ( )( ) ( )( )2 0 1 2' , , ,y t p x y t q x x t= +  

 ( ) ( )2 1 2, ,x y c x x=  

với 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 2 2 1 1 1 2 1, , , ,q x x t p x y t p x y t q x t q x t= − + −  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 0 2 0 1, , ,c x x x y x y c x c x= − + −  . 

Theo điều kiện (iii) của định nghĩa 1.2.2, y là nghiệm của bài toán nên thoả bất đẳng thức  



 
 

 
 

 ( ) ( )1 2 1 2, , .
C C L

y c x x q x xβ  ≤ +   

Hay 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 1 2 1 0 2 0 1 2 1 1 1 2 1, , , , .
C

C C L L

F x F x

x y x y c x c x p x y p x y q x q xβ

− ≤

 − + − + − + −  

Do 

các toán tử ,  ,  p q   và 0c  liên tục nên suy ra  F liên tục trên [ ]( ), ; nC a b  . 

• F  là toán tử compact 

Xét 

 [ ]( ){ }, ; : .n
r C

C x C a b x r= ∈ ≤  

Ta đã có  

 ( )C C
y F x r= ≤ ,  

và  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' *
t t t

s s s

F x t F x s y t y s y d y d dξ ξ ξ ξ γ ξ ξ− = − = ≤ ≤∫ ∫ ∫  

với mọi [ ],  ,s t a b∈ . Theo định lí Ascoli-Arzela, ( )rF C  là tập compact tương đối. Do đó, 

: r rF C C→  là ánh xạ compact.  Áp dụng nguyên lí điểm bất động Schauder cho ánh xạ 

compact liên tục F, tồn tại x trong Cr sao cho ( )( ) ( )F x t x t=  với mọi [ ],t a b∈ . Khi đó, x là 

nghiệm của bài toán (1.7), (1.8) với ( ).C
xλ σ= Ta chứng minh 

C
x ρ≤ , tức x thoả (1.9). 

Giả sử ngược lại,  

 2
C

xρ ρ< <  (1.14) 

hoặc  

 2
C

x ρ≥  (1.15) 



 
 

 
 

Giả sử có (1.14), thì ( ) ( )0,1
C

xλ σ= ∈ . Theo điều kiện của định lí thì nghiệm phải thoả 

(1.9), mâu thuẫn với (1.14). 

Giả sử có (1.15), khi đó ( ) 0
C

xλ σ= = , và x là nghiệm của bài toán thuần nhất 

 ( ) ( )( ) ( ), ,    , 0.
dy t

p x y t x y
dt

= =  

Điều này mâu thuẫn với việc phương trình này chỉ có nghiệm tầm thường. Vậy x phải thoả 

(1.9). Và do đó, x là nghiệm của (1.1), (1.2). Thật vậy, do (1.9) đúng nên ( ) 1
C

xλ σ= =  và 

x là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2). 

Định lí được chứng minh. 

 

1.2.4. Định nghĩa 

Cho các toán tử  

 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; , ;n n np C a b C a b L a b× →   , 

  [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; , ;n n nC a b C a b L a b× →      

đồng thời 

  [ ]( ) [ ]( )0 : , ; , ;n np C a b L a b→  , [ ]( ) [ ]( )0 : , ; , ;n nC a b L a b→     

là các toán tử tuyến tính.  

Ta nói cặp ( )0 0,p   thuộc tập ,
n
pΩ


 nếu tồn tại dãy [ ]( ), ; n
kx C a b∈   (k=1,2,...) sao cho với 

mỗi [ ]( ), ; ny C a b∈   ta có ( )( ) ( )( )0
0 0

lim ,
t t

kk
p x y s ds p y s ds

→∞
=∫ ∫  đều trên [ ],a b , và 

( ) ( )0lim ,kk
x y y

→∞
=  . 



 
 

 
 

Từ định nghĩa ta thấy với mỗi x cố định, nếu đặt ( ) ( )0 ,p y p x y= và ( ) ( )0 ,y x y=  thì 

( )0 0,p   thuộc tập ,
n
pΩ


. 

 

1.2.5. Định nghĩa 
Ta nói cặp ( ),p   các toán tử liên tục [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; , ;n n np C a b C a b L a b× →   , 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ): , ; , ; , ;n n nC a b C a b L a b× →     thuộc lớp 0
nΟ  nếu các điều sau đây được 

thoả: 

(i) Với mỗi [ ]( ), ; nx C a b∈   cố định, các toán tử 

( ) [ ]( ) [ ]( ), : , ; , ;n np x C a b L a b⋅ →  , ( ) [ ]( ) [ ]( ), : , ; , ;n nx C a b L a b⋅ →    là tuyến tính; 

(ii) Với bất kì [ ]( ), , ; nx y C a b∈  , và hầu khắp nơi trên [ ],a b  ta có các bất đẳng 

thức  

 ( )( ) ( ),
C

p x y t t yα≤ , ( ) 0,
C

x y yα≤ ,  

trong đó [ ]: ,a bα +→  khả tích, 0α +∈ ; 

(iii) Với mọi cặp ( )0 0 ,, n
pp ∈Ω


  bài toán  

 ( ) ( )( ) ( )0 0,  0
dy t

p y t y
dt

= =    (1.16) 

chỉ có nghiệm tầm thường. 

 

1.2.6. Hệ quả 

Giả sử tồn tại số dương ρ  và  cặp ( ) 0, np ∈Ο   sao cho với bất kì ( )0,1λ ∈ , mọi nghiệm tuỳ 

ý của bài toán (1.7), (1.8) đều thoả bất đẳng thức (1.9). Khi đó bài toán (1.1), (1.2) có 

nghiệm. 

Chứng minh 

Từ (i), (ii) của định nghĩa 1.2.5 suy ra ( ),p   thoả các điều kiện (i), (ii) của định nghĩa 1.2.2.  



 
 

 
 

Cố định [ ]( ), ; nx C a b∈  , đặt ( ) ( )0 ,p y p x y=  và ( ) ( )0 ,y x y=  . Khi đó, theo định nghĩa 

1.2.4, ( )0 0 ,, n
pp ∈Ω


 . Từ điều kiện (iii) của định nghĩa 1.2.5, bài toán (1.16) chỉ 

có nghiệm tầm thường. Theo định lí 1.2.1, tồn tại số dương β  và bài toán 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0,  
dy t

p y t q t y c
dt

= + =   

có nghiệm duy nhất thoả đánh giá  

 ( )0C L
y c qβ≤ + . 

Vậy điều kiện (iii) của định nghĩa 1.2.2 được thoả. 

Và do đó, ( ),p   là cặp hoà hợp. Từ định lí 1.2.3 ta có điều phải chứng minh. 

 

1.2.7. Định nghĩa 

Toán tử [ ]( ) [ ]( )0 : , ; , ;n np C a b L a b→   được gọi là bị chặn mạnh nếu tồn tại một hàm 

khả tích [ ]: ,a bα +→   sao cho với mọi [ ]( ), ; ny C a b∈   ta có ( )( ) ( )0 C
p y t t yα≤  hầu 

khắp nơi trên [ ],a b . 

 

1.2.8. Hệ quả 

Giả sử tồn tại số dương ρ , toán tử tuyến tính bị chặn mạnh 

[ ]( ) [ ]( )0 : , ; , ;n np C a b L a b→    và toán tử tuyến tính bị chặn 

[ ]( ) [ ]( )0 : , ; , ;n nC a b L a b→     sao cho bài toán (1.16) chỉ có nghiệm tầm thường. Hơn 

nữa với mọi ( )0,1λ ∈   bài toán  

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

,

                

dx t
p x t f x t p x t

dt
x x h x

λ

λ

= + −  

= −   

  



 
 

 
 

có nghiệm thoả đánh giá (1.9). 

Khi đó bài toán (1.1), (1.2) có nghiệm. 

Chứng minh 

Cố định [ ]( ), ; nx C a b∈  , đặt ( )( ) ( )( )0,p x y t p y t=  và ( ) ( )0,x y y=  . Ta chứng minh 

( ) 0, np ∈Ο . Thật vậy, do  0p  (tương ứng 0 ) tuyến tính và bị chặn mạnh (bị chặn) nên 0p  

và 0  liên tục. Ngoài ra 

(i) Với mỗi  [ ]( ), ; nx C a b∈   cố định, do ( )( ) ( )( )0,p x y t p y t=  và ( ) ( )0,x y y=   

nên các toán tử ( ) [ ]( ) [ ]( ), : , ; , ;n np x C a b L a b⋅ →  ,  

( ) [ ]( ) [ ]( ), : , ; , ;n nx C a b L a b⋅ →    tuyến tính; 

(ii)  Do 0p  bị chặn mạnh và  0  bị chặn nên có [ ]: ,a bα +→   khả tích  và 0α +∈  

sao cho hầu khắp nợi trên [ ],a b  ta có ( )( ) ( )( ) ( )0,
C

p x y t p y t t yα= ≤ , 

( ) ( )0 0,
C

x y y yα= ≤   với mọi [ ]( ), , ; nx y C a b∈  ; 

(iii) Bài toán (1.16) chỉ có nghiệm tầm thường. 

Vậy ( ) 0, np ∈Ο . Theo hệ quả 1.2.6 ta có điều phải chứng minh.  



 
 

 
 

Chương 2: BÀI TOÁN BIÊN KHÔNG CHÍNH QUI CHO HỆ PHƯƠNG 
TRÌNH VI PHÂN HÀM BẬC CAO 

 
 

2.1. Giới thiệu bài toán 

Xét phương trình vi phân hàm cấp n  

 ( ) ( ) ( )( )nx t f x t=  (2.1)  

với điều kiện biên  

 ( ) ( )0  1,..., .ih x i n= =  (2.2) 

Trong đó ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mf C a b L a bα β α β
− →   và ( )( ) ( )1

,: , ; 1,...,n m m
ih C a b i nα β

− → =   là 

các toán tử liên tục, ( với ( )0,ρ ∈ +∞ ), thỏa các điều kiện  

 ( )( ){ } ( )( )1
,

,sup : , ;nC
f x x L a b

α β
α βρ− +⋅ ≤ ∈  , (2.3) 

 ( ){ } ( )1
,

sup :   1,...,ni C
h x x i n

α β
ρ− ≤ < +∞ =  (2.4) 

với 

 ,a b−∞ < < < +∞  

và   

 [ ] [ ]0, 1 ,   0, 1 .n nα β∈ − ∈ −  (2.5) 

Một nghiệm của phương trình vi phân hàm (2.1) được hiểu là một hàm véctơ 

 ( )( )1
, , ;

n mx C a bα β
−

∈   thỏa (2.1) hầu khắp nơi trên ( ),a b .  

Một nghiệm của (2.1) thỏa (2.2) được gọi là một nghiệm của bài toán (2.1), (2.2). 

 

2.2. Định lí về tính chất Fredholm của bài toán biên tuyến tính bậc cao 

 



 
 

 
 

2.2.1. Định nghĩa 

Toán tử tuyến tính ( )( )1
,: , ;n m mp C a bα β
− →   được gọi là bị chặn mạnh nếu tồn tại 

( )( ), , ;L a bα βζ +∈   sao cho  

 ( ) ( ) 1
,

nC
p x t x

α β
ζ −≤ với ( )( )1

,,  , ; .n ma t b x C a bα β
−< < ∈   (2.6) 

 

2.2.2. Bổ đề 

Giả sử ( )( ) ( ), 00,  , ; ,  ,L a b t a bα βρ η +> ∈ ∈  và S   là tập các hàm véctơ 

( ): , mx a b →   khả vi liên tục tới cấp ( )1n −   thỏa các điều kiện 

 ( ) ( ) ( )1
0    1,..., ,ix t i nρ− ≤ =  (2.7) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
t

n n

s

x t x s dη ξ ξ− −− ≤ ∫  với .a s t b< ≤ <  (2.8) 

Khi đó,  ( )( )1
, , ;

n mS C a bα β
−

⊂   và S là tập compact trong không gian ( )( )1
, , ;n mC a bα β
−

 . 

Chứng minh 

Lấy tùy ý x S∈ . Khi đó từ (2.8) hàm ( )1nx −  là liên tục tuyệt đối địa phương trên ( ),a b   

và  

 ( ) ( ) ( )nx t tη≤  hầu khắp nơi trên ( ), .a b  (2.9) 

Do đó,  

 ( ) ( )( ), , ; ,n mx L a bα β∈   (2.10) 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 10
0

1
! !

j i tn n ii j n

j i t

t t
x t x t t s x s ds

j i n i

−
−− −

=

−
= + −

− −∑ ∫  (2.11) 

với ( )   1,...,a t b i n< < =  



 
 

 
 

và  

 ( ) ( ) ( )1i
ix t tε− ≤  với ( )   1,...,a t b i n< < = ,  (2.12) 

trong đó 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1     1,..., .
! !

j i tn n i
i

j i t

b a
t t s s ds i n

j i n i
ε ρ η

−
−

=

−
= + − =

− −∑ ∫  (2.13) 

Đặt  

 { } { }1 2max : 0 ,    max : 0 .i ii i i iα β= = = =  

Khi đó,  

 ,    0in i α α− ≥ =  với 1,    0ii i i nα α≤ = + − >  với 1i i>   (2.141) 

 ,    0in i β β− ≥ =  với 1,    0ii i i nβ β≤ = + − >  với 2.i i>   (2.142) 

Do đó,  

 ( ) ( )i it aε ε≤ + < +∞  với 1 0,    i i a t t≤ < <   (2.15) 

 ( )
0

11

t

i
a

s dsε + < +∞∫  nếu 1 1i n< −  (2.16) 

 ( ) ( )i it bε ε≤ − < +∞  với 2 0,    ti i t b≤ < <   (2.17) 

 ( )
2

0

1

b

i
t

s dsε + < +∞∫  nếu 2 1.i n< −  (2.18) 

Nếu 1i i>  thì từ (2.13), (2.141), với bất kì ( )00,t aδ ∈ −   ta có 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )limsup limsup

!
i

i n a
n i

i
t a t a t

t a
t a t s t s ds

n i

α δ
α ε η

+ − +
−

→ →

 − − = −   −  
∫  

 
( ) ( ) ( )1

!

a

a

s t s ds
n i

δ
α η

+

≤ −
− ∫ . 



 
 

 
 

Do δ  tùy ý nên  

 ( ) ( )lim 0i

it a
t a tα ε

→
 − =   với 1.i i>  (2.19) 

Lập luận tương tự, ta cũng có  

 ( ) ( )lim 0i

it b
b t tβ ε

→
 − =   với 2.i i>  (2.20) 

Nếu 1i i≤  (tương ứng 2i i≤ ) thì do các điều kiện (2.9), (2.141) (tương ứng (2.9), (2.142)) ta 

có  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

.
t b

n i n in n

a t

s a x s ds b s x s ds− − 
− < +∞ − < +∞  

 
∫ ∫  

Do (2.11) ta suy ra tồn tại  

 ( ) ( )1lim i

t a
x t−

→
 (tương ứng ( ) ( )1 lim i

t b
x t−

→
). 

Tuy nhiên nếu ( )1 2 i i i i> > , thì từ (2.12) và (2.19) (từ (2.12) và (2.20)) ta có  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1lim 0   limi ii i

t a t b
t a x t b t x tα β− −

→ →
− = − .  

Do vậy  ta đã chứng minh được giới hạn (2.9) tồn tại. Vì vậy  ( )( )1
, , ;

n mS C a bα β
−

⊂  . 

Do định lí Ascoli-Arzela, từ các bất đẳng thức (2.9), (2.12) và các điều kiện (2.15)-(2.20)  ta 

suy ra S là một tập compact trong không gian  ( )( )1
, , ; .

n mC a bα β
−

  

 

Xét bài toán biên  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )nx t p x t q t= +  (2.21) 

 ( ) ( )1,...,i oix c i n= =  (2.22)  



 
 

 
 

với ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mp C a b L a bα β α β
− →   là toán tử tuyến tính bị chặn mạnh, 

( )( ) ( )1
,: , ; 1,...,n m m

i C a b i mα β
− → =    là các toán tử bị chặn 

( )( ) ( ), , ; , 1,...,m m
oiq L a b c i mα β∈ ∈ =  .  

Cùng với bài toán này ta có bài toán thuần nhất tương ứng 

 ( ) ( ) ( )( )nx t p x t=  (2.210) 

 ( ) ( )0,  1,..., .i x i n= =  (2.220) 

2.2.3. Định lí 

Điều kiện cần và đủ để bài toán (2.21), (2.22)  có nghiệm duy nhất là bài toán thuần nhất 

tương ứng chỉ có nghiệm tầm thường. Hơn nữa, nếu bài toán (2.210), (2.220) chỉ có nghiệm 

tầm thường, thì tồn tại số dương γ  sao cho với bất kì ( )( ), , ; mq L a bα β∈   , 

( )1,...,m
oic i m∈ = , nghiệm  của bài toán (2.21), (2.22) thỏa đánh giá  

 1
, ,1

.n

n

oiC L
i

x c q
α β α β

γ−

=

 ≤ + 
 
∑  (2.23) 

Chứng minh 

Đặt ( )( )1
, , ;n m mnB C a bα β
−= ×    là không gian Banach các phần tử ( )1; ,..., nu x c c=  trong đó 

( )( ) ( )1
, , ; ,     1,...,n m m

ix C a b c i nα β
−∈ ∈ =   và với chuẩn 1

, 1
n

n

iB C
i

u x c
α β
−

=

= +∑ .  

Cố định ( )0 ,t a b∈  và với tùy ý ( )1; ,..., nu x c c= , đặt  

 

 ( )( )
( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

1
110

0 1 1
1

1 ; ,..., ,
1 ! 1 !

i tn ni
i n n

i t

p u t

t t
c x t t s p x s ds c x c x

i n

−
−−

=

=

 −
+ + − − −  − − 

∑ ∫  

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
01 0

1 ; ,...,
1 !

t
n

n
t

q t t s q s ds c c
n

− 
= −  − 

∫ . 

Bài toán (2.21), (2.22) tương đương  với phương trình toán tử  trong B 



 
 

 
 

  ( ) u p u q= +  (2.24) 

trong không gian Banach B bởi vì ( )1; ,..., nu x c c=  là một nghiệm của phương trình (2.24)   

nếu   và  chỉ   nếu   ( )0  1,...,ic i n= =    và  x   là  một   nghiệm   của   bài   toán  

(2.21), (2.22). Còn phương trình thuần nhất  

  ( )u p u=   (2.240) 

 thì tương đương với bài toán thuần nhất (2.210), (2.220). 

Từ điều kiện (2.6) và bổ đề 2.2.2 ta thấy ngay toán tử tuyến tính  :p B B→  là compact. Từ 

đây kết hợp với luân phiên Fredholm cho phương trình các toán tử, dẫn đến phương trình 

(2.24) là có nghiệm duy nhất nếu và chỉ nếu phương trình (2.240) chỉ có nghiệm tầm 

thường. Hơn nữa, nếu phương trình (2.240) chỉ có nghiệm tầm thường thì toán tử I p−  là 

khả nghịch và ( ) 1
:I p B B

−
− →  là toán tử tuyến tính bị chặn trong đó :I B B→  là toán tử 

đồng nhất. Do đó tồn tại 0 0γ >  sao cho q B∈ , nghiệm của phương trình (2.24) thỏa bất 

đẳng thức  

 

0 .
B B

u qγ≤  

 Tuy nhiên,  

 

,
1

1
,

n

oi LB i
q c q

α β
γ

=

≤ +∑   

với 1 1γ >   là hằng số phụ thuộc vào 0,  ,  ,  ,  a b tα β  và n . 

Do đó,   

 
,1

,
n

oiB L
i

u c q
α β

γ
=

 ≤ + 
 
∑   (2.25) 

với 0 1γ γ γ= .  

Bởi vì bài toán (2.21), (2.22) tương đương với phương trình (2.24) cho nên dễ thấy 



 
 

 
 

(2.21), (2.22) có nghiệm duy nhất nếu và chỉ nếu bài toán (2.210), (2.220) chỉ có nghiệm 

tầm thường. Hơn nữa, nếu (2.210), (2.220) chỉ có nghiệm tầm thường, thì từ (2.25) suy ra 

nghiệm x của bài toán (2.21), (2.22) thỏa (2.23).   

Xét phương trình vi phân véc tơ đối số lệch  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

1

n
n i

i i
i

x t t x t q tτ−

=

= Ρ +∑  (2.26) 

với [ ] [ ]( ): , , 1,...,i a b a b i nτ → =  là các hàm đo được, ( ) ( ): ,   1,...,m m
i a b i n×Ρ → =   là các 

ma trận hàm có các thành phần là các hàm đo được và ( )( ), , ; mq L a bα β∈  . Phương trình là 

một trường hợp đặc biệt của (2.21). Cùng với (2.26), ta có phương trình thuần nhất tương 

ứng  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1
.

n
n i

i i
i

x t t x tτ−

=

= Ρ∑   (2.260) 

Từ định lí 2.2.3 ta có hệ quả sau. 

2.2.4. Hệ quả 

Giả sử hầu khắp nơi trên ( ),a b  ta có các bất đẳng thức  

 
( )
( )

,  khi  

,  khi  
i

j

t a i n

t b j n

τ α

τ β

> > −


< > −
 (2.27) 

Hơn nữa, giả sử 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )  1,...,i i
b

i i i
a

t a b t t a b t t dt i n
α βα β τ τ

− −
− − − − Ρ < +∞ =∫  (2.28) 

Khi đó, để bài toán (2.26), (2.2) có nghiệm duy nhất, điều kiện cần và đủ là bài toán thuần 

nhất tương ứng (2.260), (2.20) chỉ có nghiệm tầm thường. Hơn nữa, nếu bài toán (2.260), 

(2.20) chỉ có nghiệm tầm thường, thì tồn tại số dương γ  sao cho với bất kì 

( )( ), , ; mq L a bα β∈  , ( )1,...,m
oic i m∈ = , nghiệm  của bài toán (2.26), (2.2) thỏa mãn đánh 

giá (2.9). 

Chứng minh   



 
 

 
 

Ta đặt  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1

n
i

i i
i

p x t t x tτ−

=

= Ρ∑  với bất kì ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈  .  

Khi đó, phương trình (2.26),  (2.260) có dạng tương tự như (2.21), (2.210).  

Mặt khác, từ các giả thiết  

Nếu i n α≤ − , thì ta có ( )( ) ( )( )0 1i i

i i i it a b t
α β

α β τ τ
− −

= = ⇒ − = − = . Do (2.28)  nên 

( ) ( ) ( )
b

i
a

t a b t P t dtα β− − < +∞∫ . Suy ra ( )( ), , ; m m
iP L a bα β

×∈  .  

Nếu i n α> − , thì từ (2.27) ta có ( ) ( )0,   0,   ,   i i i it a b tα β τ τ> > > >   nên theo (2.28) suy 

ra  ( )( ), , ; .m m
iP L a bα β

×∈   

Từ đó ( ) ( )( ), , ; mp x L a bα β∈  .  

Dễ thấy p tuyến tính và  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1
,

1 1

1 1 1
n

n n n
i i

i i i i i C
i i i

p x t t x t t x t P t x
α β

τ τ −

− −

= = =

= Ρ ≤ Ρ ≤∑ ∑ ∑  

Suy ra  

 ( ) ( ) ( )1 1
, ,1

n n

n

i C C
i

p x P t x t x
α β α β

ς− −

=

≤ =∑  

với ( ) ( ) ( )( ),
1

, ;
n

i
i

t P t L a bα βς +
=

= ∈∑   nên p bị chặn mạnh. 

Vậy ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mp C a b L a bα β α β
− →   là toán tử tuyến tính bị chặn mạnh và do đó, 

những điều kiện của định lí 2.2.3 đều được thỏa.  

 

2.3. Về sự tồn tại nghiệm của bài toán (2.1), (2.2) 
 



 
 

 
 

2.3.1. Định nghĩa 

Cho γ  là một số dương. Cặp ( )( )1
, n

i i
p

=
  các toán tử liên tục 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
, , ,: , ; , ; , ;n m n m mp C a b C a b L a bα β α β α β
− −× →    

và  

 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
, ,1

: , ; , ;n n m n m mn
i i

C a b C a bα β α β
− −

=
× →     

được gọi là γ -hòa hợp nếu: 

(i) Các toán tử ( ) ( )( ) ( )( )1
, ,, : , ; , ;n m mp x C a b L a bα β α β
−⋅ →   và 

( ) ( )( )1
,, : , ;n m m

i x C a bα β
−⋅ →     là tuyến tính với bất kì ( )( )1

, , ;n mx C a bα β
−∈   cố định và 

{ }1,...,i n∈ ; 

(ii) Với bất kì ( )( )1
,, , ;n mx y C a bα β
−∈   và với hầu hết mọi ( ),t a b∈  ta có các bất đẳng 

thức  

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1
, ,

1 1
, ,

0
1

, , ,

, ,

n n

n n

C C

n

i C C
i

p x y t x y

l x y x y

α β α β

α β α β

δ

δ

− −

− −

=

≤

≤∑
 

với 0 :δ + +→   là hàm không giảm, ( ) ( )( )1
,, , ;nL a bα βδ ρ −

+⋅ ∈  với mọi ρ +∈ , và 

( ), :tδ + +⋅ →   là hàm không giảm với mọi ( ),t a b∈ ; 

(iii) Với bất  kì ( )( ) ( )( )1
, ,, ; ,  , ;n m mx C a b q L a bα β α β
−∈ ∈  , và ( )1,...,m

ic i n∈ = , một 

nghiệm tùy ý của bài toán biên 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), ,     ,   1,...,n
i iy t p x y t q t x y c i n= + = =  (2.29)  

thỏa mãn bất đẳng thức  

 1
, ,1

.n

n

iC L
i

y c q
α β α β

γ−

=

 ≤ + 
 
∑  (2.30) 

 



 
 

 
 

2.3.2. Định nghĩa 

Cặp ( )( )1
, n

i i
p

=
  các toán tử liên tục  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
, , ,: , ; , ; , ;n m n m mp C a b C a b L a bα β α β α β
− −× →     

và  

 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
, ,1

: , ; , ;n n m n m mn
i i

C a b C a bα β α β
− −

=
× →      

được gọi là hòa hợp nếu tồn tại 0γ >  sao cho ( )( )1
, n

i i
p

=
  là γ -hòa hợp. 

Giả sử ( )( )1
, n

i i
p

=
  là cặp γ -hòa hợp  các toán tử liên tục  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
, , ,: , ; , ; , ; ,n m n m mp C a b C a b L a bα β α β α β
− −× →    

 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
, ,1

: , ; , ;n n m n m mn
i i

C a b C a bα β α β
− −

=
× →     

và ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ; ,n m mq C a b L a bα β α β
− →    ( )( ) ( )1

0 , : , ;   1,...,n m m
ic C a b i nα β

− → =   

là các toán tử liên tục.  

Với tùy  ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈  , xét bài toán biên tuyến tính 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0, ,   ,   1,..., .n
i iy t p x y t q x t x y c x i n= + = =  (2.31) 

Do ( ), ip   hoà hợp nên từ điều kiện (iii) của định nghĩa 2.3.1, bài toán thuần nhất tương 
ứng 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,   , 0  1,..., .n
iy t p x y t x y i n= = =  (2.310) 

chỉ có nghiệm  tầm thường. Theo định lí 2.2.3, bài toán (2.31) chỉ có duy nhất một nghiệm  

y. Ta đặt ( )( ) ( )F x t y t= . 

 

2.3.3. Bổ đề 

Toán tử  ( )( ) ( )( )1 1
, ,: , ; , ;n m n mF C a b C a bα β α β
− −→    liên tục. 



 
 

 
 

Chứng minh  

Giả sử  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
, , ; ,      1,2n m

i i ix C a b y t F x t iα β
−∈ = =   

và  

 ( ) ( ) ( )2 1y t y t y t= − .  

Khi đó, 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 2 0 1 2

2 1 2

, , ,   

, ,   1,..., ,

n

i i

y t p x y t q x x t

x y c x x i n

= +

= =

 

với   

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 2 1 1 2 1 2 1, , , ,q x x t p x y t p x y t q x t q x t= − + −  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 0 2 0 1, , ,    1,..., .i i i i ic x x x x x y c x c x i n= − + − =   

Do đó , từ điều kiện (iii) của định nghĩa 2.3.1 suy ra  

 ( ) ( ) ( ) ( )1
, ,

2 1 1 2 0 1 2
1

, , .n

n

iC L
i

F x F x c x x q x x
α β α β

γ−

=

 − ≤ + 
 
∑  

Do các toán tử ,  ,  ip q   và ( )   1,...,oic i n=  liên tục, nên bất đẳng thức cuối suy ra tính liên 

tục của toán tử  u. 

 

2.3.4. Định lí 

Giả sử tồn tại số dương 0ρ  và cặp hòa hợp ( )( )1
, n

i i
p

=
   các toán tử liên tục  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
, , ,: , ; , ; , ;n m n m mp C a b C a b L a bα β α β α β
− −× →     

và  

 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
, ,1

: , ; , ;n n m n m mn
i i

C a b C a bα β α β
− −

=
× →      

sao cho với tùy  ý ( )0,1λ ∈ , một nghiệm bất kì của bài toán 



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 ,nx t p x x t f x tλ λ= − +   (2.32) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 ,  1,...,i ix x h x i nλ λ− = =  (2.33) 

thỏa mãn bất đẳng thức 

  1
,

0.nC
x

α β
ρ− ≤  (2.34) 

Khi đó, bài toán (2.1), (2.2) có ngiệm. 

Chứng minh 

Xét 0,δ δ  và γ  là các hàm và số như trong các định nghĩa 2.3.1 và  2.3.2. Ta đặt 

 
( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

1
,

1
,

0 0 0

0 0 0 0 0
1

2 ,2 sup : 2 ,

2 2 sup : 2 ,

n

n

C

n

i C
i

t t f x t x

t h x x

α β

α β

η ρ δ ρ ρ

η ρ δ ρ ρ

−

−

=

= + ≤

= + ≤∑
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,

*
1 0 1 1,     , ,

L
t t t

α β
ρ γ η η η δ ρ ρ η= + = +  (2.35) 

 ( )( ){ }1
,

1
0 , 1, ; : ,n

n m
C

B x C a b x
α β

α β ρ−
−= ∈ ≤  (2.36) 

 ( ) 0 0 0

0

1,                  0
2 / ,      2
0,                 2

s
s s s

s

ρ
χ ρ ρ ρ

ρ

≤ ≤
= − ≤ ≤
 ≥

 (2.37) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
,

, , ,nC
q x t x f x t p x x t

α β
χ −= −    (2.38) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

0 ,    1,..., .ni i iC
c x x x x h x i n

α β
χ −= − =     (2.39) 

Từ (2.3) và (2.4) thì  

( )( ) ( )( )*
0 , ,,    , ; ,    , ;L a b L a bα β α βη η η+ +< +∞ ∈ ∈   

với bất kì ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈   và với hầu hết ( ),t a b∈ , ta có các bất đẳng thức 



 
 

 
 

 ( )( ) ( ) ( ) 0
1

,    .
n

oi
i

q x t t c xη η
=

≤ ≤∑  (2.40) 

Gọi ( )( ) ( )( )1 1
, ,: , ; , ;n m n mF C a b C a bα β α β
− −→   là toán tử đặt tương ứng mỗi 

( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈   với nghiệm y của bài toán (2.29).  

Theo bổ đề 2.3.3, F  là toán tử liên tục.  

Do điều kiện (iii) trong định nghĩa 2.3.1 và do cách đặt ở (2.35) ta có  

 ( )1
, , ,

0 0 1
1

.n

n

iC L L
i

y c q
α β α β α β

γ γ η η ρ−

=

 ≤ + ≤ + = 
 
∑   

Ta có  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 1

,

t
n n n

s

t

s

y t y s y d

p x y q x d

ξ ξ

ξ ξ ξ

− −− =

= +  

∫

∫
 

Do điều kiện (ii) của định nghĩa 2.3.1 

 ( )( ) ( )1 1
, ,

, ,n nC C
p x y x y

α β α β
ξ δ ξ− −≤  

Hơn nữa, do định nghĩa (2.37) ta lại có 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ){ } ( )
1

,

1 1 1
, , ,

0

,

sup : 2 ,

n

n n n

C

C C C

x f x p x x

f x x x x

α β

α β α β α β

χ ξ ξ

ξ ρ δ ξ

−

− − −

−  

≤ ≤ +
 

 ( )( ){ } ( )1 1
, ,

0 0sup : 2 , 2 .n nC C
f x x x

α β α β
ξ ρ δ ξ ρ− −≤ ≤ +  

Mặt khác, hàm δ  không giảm nên khi   

 1 1
, ,

1 0, 2n nC C
y x

α β α β
ρ ρ− −≤ ≤  

 ta có  



 
 

 
 

 ( )( ) ( )q x t tη≤   

và  

 ( )( ) ( ) ( )1 1
, ,

0 1, , 2 , .n nC C
p x y x y

α β α β
ξ δ ξ δ ρ ξ ρ− −≤ ≤  

 Suy ra  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1

*
1 1

,

,

t
n n

s

t t

s s

y t y s p x y q x d

d d

ξ ξ ξ

δ ξ ρ ρ η ξ ξ η ξ ξ

− −  
− ≤ + 

 

≤ + =  

∫

∫ ∫
 

với a s t b< ≤ < . 

Vậy 

 1
,

1,nC
y

α β
ρ− ≤  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 *
t

n n

s

y t y s dη ξ ξ− −− ≤ ∫   

với a s t b< ≤ < . 

Do đó,  theo bổ đề 2.2.2, toán tử F ánh xạ quả cầu 0B  vào tập con compact của chính 0B . 

Theo nguyên lí điểm bất động Schauder, tồn tại 0x B∈  sao cho 

 ( ) ( )( )x t F x t=  với ( ),t a b∈ . 

Với kí hiệu như trong (2.38), (2.39), thì x là nghiệm của bài toán (2.32), (2.33) trong đó  

 ( )1
,

.nC
x

α β
λ χ −=  (2.41) 

Tiếp theo ta chứng minh x thỏa (2.34). Giả sử ngược lại. Khi đó, hoặc là  

 1
,

0 02nC
x

α β
ρ ρ−< <  (2.42) 

hoặc là 



 
 

 
 

 1
,

02 .nC
x

α β
ρ− ≥  (2.43) 

Nếu (2.42) đúng, thì từ (2.37) và (2.41), ( )0,1λ ∈ , từ giả thiết của định lí ta suy ra (2.34) 

đúng. Mâu thuẫn với (2.42).  

Nếu (2.43) đúng, thì từ (2.37) và (2.41), 0λ =  và do đó x là nghiệm của bài toán (2.150). 

Khi đó, ( ) 0x t ≡  bởi vì (2.150) chỉ có nghiệm tầm thường. Nhưng điều này mâu thuẫn với 

đẳng thức (2.43). Vậy phải có (2.34). 

Do (2.34) đúng nên ( )1
,

nC
x

α β
λ χ −= , và khi đó x là nghiệm của bài toán (2.1), (2.2). 

Để ý khi 1,  0n α β= = = , thì định lí suy ra định lí 1.2.3.  

 

2.3.5. Hệ quả 

Giả sử tồn tại số dương γ , cặp γ -hòa hợp ( )( )1
, n

i i
p

=
  các toán tử liên tục 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
, , ,: , ; , ; , ;n m n m mp C a b C a b L a bα β α β α β
− −× →   , 

( ) ( )( ) ( )( )1 1
, ,1

: , ; , ;n n m n m mn
i i

C a b C a bα β α β
− −

=
× →    , hàm ( ): ,a bη + +× →   và hàm 

0 :η + +→    thỏa hầu khắp nơi trên ( ),a b  các bất đẳng thức 

   ( )( ) ( )( ) ( )1
,

, , ,nC
f x t p x x t t x

α β
η −− ≤  (2.44) 

 ( ) ( ) ( )1
,

0
1

, n

n

i i C
i

h x x x x
α β

η −

=

− ≤∑   (2.45) 

với mọi ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈  . 

Hơn nữa, 

 ( ) ( )( ),, , ;L a bα βη ρ +⋅ ∈    với ρ +∈  

và  



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1limsup , .
b

a

s a b s s dsα β

ρ

η ρ
η ρ

ρ ρ γ→+∞

 
+ − − < 

 
∫   (2.46) 

Khi đó, bài toán (2.1), (2.2) có nghiệm. 

Chứng minh 

Ta chứng minh mọi x nghiệm bài toán (2.32), (2.33) đều thoả đánh giá (2.34). 

Thật vậy, từ (2.46) suy ra tồn tại 0 0ρ >  sao cho 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 ,
b

a

s a b s s dsα βγ η ρ η ρ ρ 
+ − − < 

 
∫  với 0.ρ ρ>  (2.47) 

Gọi  x là nghiệm của bài toán (2.32), (2.33) với ( )0,1λ ∈  tuỳ ý cố định. Khi đó, y x=  cũng 

là nghiệm của bài toán (2.29) với 

 
( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

, ,

,    1,..., .i i i

q t f x t p x x t

c x x x h x i n

λ

λ

= −

= − =

 

Giả sử  1
,

nC
x

α β
ρ −= , do ( )( )1

, n
i i

p
=

  là cặp γ −hòa hợp, từ các bất đẳng thức (2.30), (2.44), 

(2.45) ta có  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

0
1

, .
bn

i L
i a

c x q s a b s s ds
α β

α βρ γ γ η ρ η ρ
=

  ≤ + ≤ + − −      
∑ ∫  

Do đó từ (2.47) suy ra 0ρ ρ≤ . Từ đó có (2.34), nên  bài toán (2.1), (2.2) là có nghiệm theo 

định lí 2.3.4.  

 

2.3.6. Định nghĩa 

Toán tử ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mp C a b L a bα β α β
− →    (toán tử ( )( )1

,: , ;n m mC a bα β
− →   ) được 

gọi là thuần dương nếu với mọi ( )( )1
, , ; ,  n mx C a bα β λ−

+∈ ∈   và hầu khắp nơi trên ( ),a b  ta 

có 



 
 

 
 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )   p x t p x t x xλ λ λ λ= =  . 

 

2.3.7. Định nghĩa 
 

Toán tử thuần dương ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mp C a b L a bα β α β
− →   (tương ứng toán tử thuần 

dương ( )( )1
,: , ;n m mC a bα β
− →   ) được gọi là bị chặn mạnh (tương ứng bị chặn) nếu tồn tại 

một hàm ( )( ), , ; mL a bα βζ +∈   (tương ứng số dương 0ζ ) sao cho với mọi 

( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈   và với hầu khắp nơi trên ( ),a b  ta có  

 ( )( ) ( ) 1
,

nC
p x t t x

α β
ζ −≤ (tương ứng ( ) 1

,
0 nC

x x
α β

ζ −≤ ). 

 

2.3.8. Định lí 

Giả sử tồn tại toán tử tuyến tính bị chặn mạnh ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mp C a b L a bα β α β
− →  , toán 

tử thuần dương, liên tục, bị chặn mạnh ( )( ) ( )( )1
, ,: , ; , ;n m mp C a b L a bα β α β
− →  , các toán tử 

tuyến tính , bị chặn ( )( ) ( )1
,: , ; 1,...,n m m

i C a b i nα β
− → =   , các toán tử bị chặn, liên tục, 

thuần dương ( )( ) ( )1
,: , ; 1,...,n m m

i C a b i nα β
− → =   , và các hàm 

( ) 0: , , :a bη η+ + +→ →     sao cho với bất kì ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈    và hầu khắp nơi trên 

( ),a b  thoả các bất đẳng thức  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
,

, ,nC
f x t p x t p x t t x

α β
η −− − ≤   (2.48) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
,

0
1

n

n

i i i C
i

h x x x x
α β

η −

=

− − ≤∑     (2.49) 

Hơn nũa, giả sử ( ) ( )( ),, , ;L a bα βη ρ +⋅ ∈   với mỗi ρ +∈ , và  



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1lim , 0
b

a

s a b s s dsα β

ρ

η ρ
η ρ

ρ ρ→+∞

 
+ − − = 

 
∫  (2.50)  

đồng thời  với bất kì [ ]0,1λ ∈  bài toán 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),   0  1,...,n
i ix t p x t p x t x x i nλ λ= + + = =   (2.51) 

chỉ có nghiệm tầm thường.  

Khi đó, bài toán (2.1), (2.2) có nghiệm. 

Chứng minh 

Trước hết ta chứng minh cặp ( )( )1
, n

i i
p

=
  hoà hợp.  

Thật vậy, các toán tử ,  ip   tuyến tính và do các toán tử ,  p p  bị chặn mạnh ; các toán tử 

( ) 1

n
i i=
 , ( ) 1

n

i i=
  bị chặn nên tồn tại ( )( ), , ;L a bα βζ +∈  , 0ζ +∈  sao cho hầu khắp nơi trên 

( ),a b  ta có 

 
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
1

,

1
,

0
1

,n

n

C

n

i i C
i

p x t p x t t x

x x x

α β

α β

ζ

ζ

−

−

=

+ ≤

+ ≤∑  

  (2.52) 

với mọi ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈  .  

Ngoài ra, mọi do bài toán (2.51) chỉ có nghiệm tầm thường nên với 0λ =  thì bài toán 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),   0  1,...,n

ix t p x t x i n= = =  chỉ có nghiệm tầm thường. Theo định lí 2.2.3 bài 

toán (2.29) có nghiệm duy  nhất thoả mãn (2.30). Vậy cặp ( )( )1
, n

i i
p

=
  hoà hợp theo định 

nghĩa 2.3.2. 

Với [ ] ( )( ),0,1 ,   , ; mq L a bα βλ ∈ ∈   và ( )0    1,...,m
ic i n∈ =  , xét bài toán biên  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ,nx t p x t p x t q tλ= + +  (2.53) 

 ( ) ( ) ( )0   1,..., .i i ix x c i nλ+ = =   (2.54) 



 
 

 
 

Ta sẽ chỉ ra mọi x là nghiệm  của bài toán này thỏa bất đẳng thức 

 1
, ,

0
1

,n

n

iC L
i

x c q
α β α β

γ−

=

 ≤ + 
 
∑  (2.55)  

trong đó γ  là hằng số dương không phụ thuộc vào ( )0,  ,  ,  1,...,iq c i nλ =  và  x. 

Giả sử  ngược lại (2.55) không đúng. Khi đó, với mỗi số tự nhiên k, tồn tại 

[ ] ( )( ),0,1 ,   , ; m
k kq L a bα βλ ∈ ∈  , ( ),  1,...,m

kic i n∈ =  sao cho bài toán 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ,n
k kx t p x t p x t q tλ= + +  

 ( ) ( ) ( )  1,...,i k i kix x c i nλ+ = =   

có nghiệm kx  thỏa bất đẳng thức  

 1
, ,1

.n

ndef

k k ki kC L
i

x k c q
α β α β

ρ −

=

 = > + 
 
∑  

Đặt  

 ( ) ( )1 ,k k kx t x tρ −=  

 ( ) ( )1 ,k k kq t q tρ −=  

 ( )1   1,..., ,ki k kic c i nρ −= =  

thế thì  

 1
,

1,nk C
x

α β
− =  (2.56) 

 

,

, ,

,

,

1

1

1 1

1

1 1 ;

1 1 ,

k L
k k nL L

k
ki k L

i

n

kin n
i

ki ki n
i ik

ki k L
i

q
q q

kk c q

c
c c

kk c q

α β

α β α β

α β

α β

ρ

ρ

=

=

= =

=

= < ≤
 + 
 

= < ≤
 + 
 

∑

∑
∑ ∑

∑

   (2.57) 



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ,n
k k k k kx t p x t p x t q tλ= + +  (2.58) 

 ( ) ( ) ( )  1,..., .i k k i k kix x c i nλ+ = =    (2.59) 

Đặt 0 2
a bt +

= . Khi đó, từ (2.58) khai triển Taylor với phần dư dạng tích phân hàm kx  tại 0t  

cho ta  

 ( ) ( ) ( ) ,k k kx t y t z t= +  (2.60) 

 với 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
0

1
110

0
1

1 ,
1 ! 1 !

i tn ni
k k k k k

i t

t t
y t x t t s p x s p x s ds

i n
λ

−
−−

=

−
= + − +

− −∑ ∫  (2.61) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

11 .
1 !

t
n

k k
t

z t t s q s ds
n

−= −
− ∫     

Từ  (2.57) ta có 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,

1 0
b b k

k k kL
a a

q t a b t q t dt q t dt
kα β

α β →+∞

= − − < ⇒ →∫ ∫ . 

Mặt khác, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 11
!

t t
n ii i

k k k k
t t

z t t s q s ds z t M q s ds
n i

−− −= − ⇒ ≤
− ∫ ∫    

trong đó M là số dương đủ lớn. 

Suy ra  

 ( ) ( ) ( ) ( )1
,

1

1
sup : 0i i

n

n
i

k kC
i

z t a b t z t a t b
α β

α β
−

−

=

 = − − < < → 
 
∑   

Ngoài ra dễ thấy 

 ( )lim 0  1,..., .kik
c i n

→+∞
= =  (2.62) 



 
 

 
 

Từ (2.61) ta có  

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

1 10
0

1
! !

j i tn n ii j
k k k k k

j i t

t t
y t x t t s p x s p x s ds

j i n i
λ

−
−− −

=

−
= + − +  − −∑ ∫  

và   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

1 1
0

t
n n

k k k k k
t

y t x t p x s p x s dsλ− −= + +  ∫  

Từ các đánh giá (2.52) và (2.56), suy ra  

 ( ) ( ) ( )1 *
0   1,..., ,i

ky t i nρ− ≤ =  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1
t t

n n
k k k k k

s s

y t y s p x p x d dξ λ ξ ξ ζ ξ ξ− −− ≤ + ≤∫ ∫  

với a s t b< < < , và *ρ  là hằng số dương không phụ thuộc vào k. Áp dụng bổ đề 2.2.2, 

không mất tính tổng quát ta có thể giả sử dãy ( ) 1k k
y +∞

=
  hội tụ theo chuẩn trong không 

gian Banach ( )( )1
, , ;n mC a bα β
−

 , cũng như có thể giả sử dãy ( ) 1k k
λ +∞

=
 hội tụ. 

Đặt  

 ( ) ( )lim ,   lim .k kk k
x t y tλ λ

→+∞ →+∞
= =  

Khi đó, từ (2.59) - (2.62) ta có  

 
1 1

, ,

1 1 1
, , ,

lim lim

lim lim lim 0

n n

n n n

k k kC Ck k

k k kC C Ck k k

x x y z x

y x z y x
α β α β

α β α β α β

− −

− − −

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

− = + −

≤ − + = − =
 (2.63) 

và ( ) ( ) ( )  1,..., ,i ix x i nλ= =   

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
0

1
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0
1

1 .
1 ! 1 !

i tn ni

i t

t t
x t x t t s p x s p x s ds

i n
λ

−
−−

=

−
= + − +

− −∑ ∫  



 
 

 
 

Do đó x là nghiệm của bài toán (2.51). Mặt khác, do 1
,

lim 0nk Ck
x x

α β
−

→+∞
− =  và 1

,
1nk C

x
α β
− =  suy ra 

1
,

1nC
x

α β
− = . 

Nhưng điều này mâu thuẫn với giả thiết bài toán (2.51) chỉ có nghiệm tầm thường. Mâu 

thuẫn này khẳng định sự tồn tại của γ  thỏa (2.55). 

Từ định lí 2.3.4, để chứng minh định lí 2.3.8 thì điều kiện đủ là phải chỉ ra rằng với  mỗi 

( )0,1λ ∈ , mọi nghiệm của bài toán  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ,nx t p x t f x t p x tλ= + −  (2.64) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ),    1,..., .i i ix x h x i nλ= − =   (2.65) 

đều thỏa bất đẳng thức (2.34). 

Ta có mỗi x nghiệm bài toán (2.64), (2.65) cũng là nghiệm của bài toán (2.53), (2.54), trong 

đó 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )0

  ,           

,    1,..., .i i i i

q t f x t p x t p x t

c x x h x i n

λ

λ

= − −

= + − = 

 (2.66) 

Theo chứng minh trên, x thỏa (2.55), kết hợp với các điều kiện (2.48),  (2.49) 

 và (2.66) ta suy ra  

 ( ) ( ) ( )1 1 1
, , ,

0 , .n n n

b

C C C
a

x x s a b s s x ds
α β α β α β

α βγ η η− − −

 
≤ + − − 

 
∫  

Mặt khác từ điều kiện (2.50) suy ra tồn tại 0 0ρ >  sao cho bất đẳng thức (2.47) đúng. 

Từ  đó ta có được đánh giá (2.34). 

 

2.4. Ứng dụng vào hệ phương trình vi phân hàm đối số lệch 
 

Trong không gian ( )( )1
,0 , ;n mC a bα
−

  xét bài toán biên 



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
1, ,...,n n

nx t g t x t x tτ τ−=  (2.67) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

lim  1,...,

lim  1,..., .

i
it a

i
it b

x t c x i k

x t c x i k n

−

→

−

→

= =

= = +
 (2.68) 

Trong đó { } [ ] [ ] [ ] ( )1,..., 1 ,   0, ,   : , ,   1,...,ik n n k a b a b i nα τ∈ − ∈ − → =  là các hàm đo 

được, ( )( )1
,0: , ;n m m

ic C a bα
− →

   là các toán tử liên tục, và ( ): , mn mg a b × →   là hàm véc 

tơ sao cho ( ) ( )1, ,..., : , m
ng x x a b⋅ →   là đo được với bất kì ( ) 1,...,m

ix i n∈ =  và 

( ), ,..., : mn mg t ⋅ ⋅ →   là liên tục với mọi ( ),t a b∈ . Hơn nữa, giả sử với i n α> −   ta có 

( )i t aτ >  hầu khắp nơi  trên ( ),a b . 

Trước hết ta chứng minh bổ đề sau. 

 

2.4.1. Bổ đề 

Giả sử { } [ ]1,..., 1 ,  0, ,k n n kα∈ − ∈ −  và ( )( )1
, , ;n mx C a bα β
−∈    là hàm véc tơ thỏa các điều 

kiện (2.68). Khi đó, trên ( ),a b   ta có các bất đẳng thức sau: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
n j ii

j
j i

x t b a c x−−

=

≤ −∑  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1    1,...,

!
i in ib a t a y x i k n

n i
α α α− − + −+ − − = +

−
 (2.69) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
n j ii

j
j i

x t b a c x−−

=

≤ −∑  

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1
1

1

   1,...,
1 ! 1 !

k

k

n k
k i

k

b a
t a y x i k

n k k i

α α
α

α

+

+

− − − +
+ − −

+

−
+ − =

− − + − −
 (2.70) 

với  

 ( ) ( ) ( ) ( ) .
b

n

a

y x s a x s dsα= −∫  (2.71) 



 
 

 
 

Chứng minh 

Lấy ( )0x t  là một đa thức bậc không lớn hơn 1n −  thỏa 

  ( ) ( ) ( ) ( )1
0   1,..., ,i

ix a c x i k− = =  

 ( ) ( ) ( ) ( )1
0   1,..., .i

ix b c x i k n− = = +  

Khi đó, 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n j ii
j

j i
x t b a c x−−

=

≤ −∑  với ( )  1,..., .a t b i n≤ ≤ =  (2.72) 

Mặt khác, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1

0

1
!

n i b
n ii i n

t

x t x t s t x s ds
n i

−
−− − −

= − −
− ∫  (2.73) 

 ( )1,..., ,i k n= +  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1    1,..., .
t

i i
i

a

x t c x x s ds i k− = + =∫  (2.74) 

Do (2.3) ta có  

 ( )0   1,...,in i i nα α− − − ≥ = . 

Do đó  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i in i n i n i as t s a s a s a b a t a s aα α α α α α α− − − − − − − − −− ≤ − − − ≤ − − −  

với ( )   1,...,a t b i n≤ ≤ = . 

Kết hợp với (2.72), (2.73) ta thu được (2.69). 

Rõ ràng là 1 1,kα + ≤  do n kα ≤ − . Nếu 1 1kα + <  thì từ (2.69), (2.72) và (2.74) suy ra (2.70). 

Để kết thúc chứng minh bổ đề ta còn phải xét trường hợp khi 1 1kα + = . Khi đó, n kα = −  và 

từ (2.72)- (2.74) ta có  



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1
1 !

t bn j k n kk n
j

j k a

x t b a c x s x s ds d
n k τ

τ τ− − −−

=

 
≤ − + − = − −  
∑ ∫ ∫   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1 !

b tn j k n k n kn n
j

j k t a

b a c x t a s a x s ds s a x s ds
n k

− − − −

=

 
− + − − + − − −  

∑ ∫ ∫  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 .
1 !

n j k
j

j k
b a c x y x

n k
−

=

≤ − +
− −∑  

Và 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 ! !

n j i k ii
j

j i
x t b a c x t a y x

n k k i
− −−

=

≤ − + −
− − −∑ , ( )1,..., .i k=  

Do đó ta có (2.70). 

 

2.4.2. Định lí 

Giả sử tồn tại, 0 :η + +→  , ( )( ) ( ),0 , ; ,  1,...,mm
i L a b i nα +Ρ ∈ =  và ( ): , mq a b + +× →    sao 

cho  

 ( ) ( )1
,0

0
1

n

n

i C
i

c x x
α

η −

=

≤∑  với ( )( )1
,0 , ;n mx C a bα
−∈    (2.75) 

và trên ( ), mna b ×  ta có bất đẳng thức 

  ( )1, ,..., ng t x x ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

, .i i
n n

i i i i i
i i

t t x q t t a x
α α

τ α τ
= =

 ≤ − Ρ + − 
 

∑ ∑  (2.76) 

Hơn nữa, giả sử ( ) ( )( ),0, , ; mq L a bαρ +⋅ ∈   với mỗi ρ +∈ , các thành phần của ( ),q t ρ  là 

không giảm theo ρ ,  

 ( ) ( ) ( )0 1lim , 0
b

a

s a q s dsα

ρ

η ρ
ρ

ρ ρ→+∞

 
+ − = 

 
∫   (2.77) 



 
 

 
 

và 

 ( ) 1r Ρ <   (2.78) 

ở đây 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1
1

1
1

1 1

1

1 ! 1 !

.
!

k
k

i

n k bk k i

i i
i ak

n i bn

i
i k a

b a
s a s a s ds

n k k i

b a
s a s ds

n i

α α
αα

α α
α

τ
α

+

+

− − − +
+ − −

= +

− − +

= +

−
Ρ = − − Ρ

− − + − −

−
+ − Ρ

−

∑ ∫

∑ ∫
 

Khi đó, bài toán (2.67), (2.68) có nghiệm. 

Chứng minh 

Bài toán (2.67), (2.68) thu được từ bài toán (2.1), (2.2) khi  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
1, ,..., ,n

nf x t g t x t x tτ τ−≡  (2.79) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

lim    1,..., ,

lim    1,..., .

i
i it a

i
i it b

h x x t c x i k

h x x t c x i k n

−

→

−

→

= − =

= − = +
  (2.80) 

Từ giả thiết ta có ( )( ) ( )( )1
,0 ,0: , ; , ;n m mf C a b L a bα α
− →   và 

( )( ) ( )1
,0: , ;   1,...,n m m

ih C a b i nα
− → =   là các toán tử liên tục thỏa các điều kiện (2.3), (2.4) 

với 0β = . 

Với ( )( )1
,0, , ;n mx y C a bα
−∈   và  ( ),t a b∈  đặt  

 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, 0, , lim    1,..., ,

        , lim    1,..., .

i
i t a

i
i t b

p x y t x y y t i k

x y y t i k n

−

→

−

→

= = =

= = +





  (2.81) 

Theo định nghĩa 2.3.2 và định lí 2.3.4, cặp ( )( )1
, n

i i
p

=
  các toán tử liên tục 



 
 

 
 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
,0 ,0 ,0: , ; , ; , ; ,n m n m mp C a b C a b L a bα α α
− −× →    

 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
,0 ,01

: , ; , ; ,n n m n m mn
i i

C a b C a bα α
− −

=
× →     

là hòa hợp. 

Để chứng minh định lí, từ 2.3.4 ta chỉ ra rằng với mỗi ( )0,1λ ∈ , mọi x là nghiệm của bài 

toán (2.32), (2.33) thỏa bất đẳng thức 

 1
,

0.nC
x

α β
ρ− ≤   (2.82) 

trong đó 0ρ  là hằng số không âm không phụ thuộc vào λ  và x. 

Do (2.79)- (2.81) bài toán (2.32), (2.33) có dạng sau: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
1, ,..., ,n n

nx t g t x t x tλ τ τ−=   (2.83) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

lim = c    1,..., ,

lim = c    1,..., .

i
it a

i
it b

x t x i k

x t x i k n

λ

λ

−

→

−

→

=

= +
  (2.84) 

Gọi x là nghiệm của bài toán (2.83), (2.84) với ( )0,1λ ∈ tuỳ ý cố định. Khi đó, do  bổ đề 

2.4.1 ta có các bất đẳng thức (2.69), (2.70) với ( )y x  là véctơ xác định như (2.71). Mặt 

khác, từ (2.76) ta có  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
1, ,...,

b b
n n

n
a a

y x s a x s ds s a g t x t x t dsα α λ τ τ−= − = −∫ ∫  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,0

1

1
, .i

n

b bn
i

i i C
i a a

s a s a s x s ds s a q s x ds
α

αα ατ −

−

=

≤ − − Ρ + −∑∫ ∫  

Nếu trong (2.69), (2.70) ta áp dụng với ( )0   1,...,i i kα = = , thì (2.70) dẫn đến  

 ( ) ( ) ( )0y x y x y x≤ Ρ +  

hay  



 
 

 
 

 ( ) ( ) ( )0E y x y x−Ρ ≤ , (2.85) 

với E là ma trận đơn vị cấp m m×  và  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0
1

i
bn n j i

i i j
i j ia

y x s a s ds b a c x
α

τ −

= =

 
= − Ρ − 

 
∑ ∑∫ ( ) ( )1

,0
, .n

b

C
a

s a q s x ds
α

α
−+ −∫   (2.86) 

Vì ma trận P  không âm và ( ) 1r P < , nên từ (2.85) suy ra   

 ( ) ( ) ( )1
0 .y x E y x−≤ − Ρ  

Do giả thiết (2.75), đánh giá (2.86), và bổ đề 2.4.1, ta có  

 ( )1 1
,0 ,0

1 ,n nC C
x x

α α
η− −≤   (2.87) 

trong đó  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 , ,
b

a

s a q s dsαη ρ µ η ρ ρ 
= + − 

 
∫  

 và µ  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào ( ), ,   1,..., ,i i i i n aα τΡ =  và b . Mặt khác, do điều 

kiện (2.77) ta có 

 ( )1lim 0
ρ

η ρ
ρ→+∞

=  

và do đó  

 ( )1η ρ ρ<  

với  

 0 ,ρ ρ> ( )1
0 inf 0 : 1,     [ , ) .

s
s

s
η

ρ ρ ρ
 

= > < ∈ +∞ 
 

 

Do đó từ (2.87), ( )1 1
,0 ,0

1 n nC C
x x

α α
η − −≥  ta suy 1

,0
0nC

x
α

ρ− ≤ , nghĩa là (2.82) đúng, trong đó hằng số 

0ρ  không phụ thuộc vào λ  và x .  



 
 

 
 

Định lí được chứng minh.  



 
 

 
 

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

 

Mục đích của luận văn là nghiên cứu tính giải được của bài toán biên không chính qui cho 

phương trình vi phân hàm bậc cao (2.1), (2.2). Đây là trường hợp mở rộng của bài toán 

(1.1), (1.2) chỉ xét bài toán biên chính qui cho phương trình vi phân hàm phi tuyến bậc nhất. 

Nội dung chính của luận văn được trình bày trong 2 chương. 

Chương 1. Khảo sát tính giải được của bài toán (1.1), (1.2). Các kết quả chính của chương 

này là định lí 1.2.1, định lí 1.2.3 và các hệ quả 1.2.6, 1.2.8. 

Chương 2. Nghiên cứu tính giải được của bài toán (2.1), (2.2). Các kết quả chính là các định 

lí 2.2.3, 2.3.4, 2.3.8, 2.4.2 và các hệ quả 2.2.4, 2.3.5. 

Từ những kết quả được đưa ra trong luận văn, một câu hỏi được đặt ra là các kết quả trên có 

còn đúng không cho bài toán biên nhiều điểm, bài toán biên dạng tuần hoàn.  

Do vậy tác giả mong muốn được tiếp tục nghiên cứu tìm hiểu thêm vấn đề này trong thời 

gian sắp tới. Với sự hiểu biết còn hạn chế, tác giả mong nhận được nhiều nhận xét, chỉ bảo 

của các Thầy, Cô trong và ngoài Hội đồng.  
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