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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài
Việc nghiên cứu về nhóm xuất hiện vào đầu thế kỷ XIX liên

quan đến việc giải quyết bài toán tìm nghiệm của các phương

trình đại số. Khởi đầu, một nhóm là một tập hợp các hoán vị với

tính chất tích của hai hoán vị bất kỳ cũng thuộc tập hợp này. Về

sau, định nghĩa này được tổng quát hoá thành khái niệm của một

nhóm trừu tượng, đó là một tập hợp cùng với một phương pháp

kết nối các phần tử của nó theo một số quy tắc nào đó. Hiện nay

lý thuyết nhóm đóng một vai trò quan trọng trong toán học và

khoa học. Nhóm xuất hiện trong cơ học lượng tử, trong hình học

và tôpô, trong giải tích và đại số, trong vật lý, hoá học và thậm

chí trong sinh học. Một trong các tư tưởng trực quan quan trọng

nhất trong toán học và khoa học là tính đối xứng. Nhóm có thể

mô tả tính đối xứng; quả thực nhiều nhóm xuất hiện trong toán

học và khoa học liên quan đến việc nghiên cứu tính đối xứng.

Trong toán học và đại số trừu tượng, một nhóm hữu hạn là

một nhóm mà tập nền của nó có hữu hạn phần tử. Trong suốt thế

kỷ XX, các nhà toán học nghiên cứu rất sâu một số hướng của

lý thuyết nhóm hữu hạn, đặc biệt là phân tích địa phương nhóm

hữu hạn và lý thuyết nhóm giải được, nhóm lũy linh. Việc xác
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định đầy đủ cấu trúc của tất cả các nhóm hữu hạn là quá nhiều

để biết được, số các cấu trúc có thể có sớm trở nên tràn ngập. Vì

vậy tìm các tính chất mở rộng cũng như phân loại nhóm hữu hạn

trở nên vô cùng khó khăn. Người ta hy vọng bằng cách mô tả trực

quan nhóm hữu hạn bằng một công cụ nào đó có thể giúp việc

nghiên cứu lý thuyết nhóm hữu hạn hữu hiệu hơn. Công cụ đó

là lý thuyết đồ thị, nó được sử dụng đầu tiên bởi W.B. Vasantha

Kandasamy qua cuốn sách Groups as Graph năm 2009. Đây là ý

tưởng rất mới, hy vọng sẽ có được những kết quả thú vị trong

tương lai nhờ vào hướng tiếp cận này.

Việc nghiên cứu nhóm hữu hạn qua việc biểu diễn dưới dạng

đồ thị là một công việc hoàn toàn mới và mang tính đột phá. Từ

cấu trúc của đồ thị, chúng ta có thể tìm hiểu các tính chất của

nhóm. Để mô tả nhóm theo một đồ thị, chúng ta khai thác khái

niệm đơn vị trong nhóm, nên chúng ta gọi đồ thị liên kết với nhóm

là đồ thị đơn vị. Ta nói hai phần tử x, y trong nhóm là kề nhau

hoặc nối nhau bởi một cạnh nếu x.y = e (e là đơn vị của nhóm

G). Vì trong nhóm ta có x.y = y.x = e nên không cần sử dụng

tính chất giao hoán. Quy ước là mọi phần tử đều nối với phần tử

đơn vị của nhóm G. Nhìn vào đồ thị có thể thấy được số các phần

tử của nhóm G là tự nghịch đảo, các tính chất khác nhau như

nhóm con, nhóm con chuẩn tắc, nhóm con p-Sylow và các phần

tử liên hợp của một nhóm.

Xuất phát từ nhu cầu phát triển của hướng tiếp cận này và

những ứng dụng của nó, chúng tôi quyết định chọn đề tài với tên:

"Biểu diễn nhóm hữu hạn dưới dạng đồ thị" để tiến hành nghiên

cứu. Chúng tôi hy vọng tạo được một tài liệu tham khảo tốt cho

những người bắt đầu tìm hiểu về biểu diễn nhóm bằng đồ thị và
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hy vọng tìm ra được một số ví dụ minh hoạ đặc sắc và tính chất

mới nhằm góp phần làm phong phú thêm các kết quả trong lĩnh

vực này.

2. Mục đích nghiên cứu
Mục đích của đề tài nhằm nghiên cứu biểu diễn nhóm hữu hạn

dưới dạng đồ thị.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu
Đồ thị đơn vị và tô màu đồ thị đơn vị của nhóm hữu hạn.

4. Phương pháp nghiên cứu
1. Thu thập các bài báo khoa học của các tác giả nghiên cứu

liên quan đến biểu diễn nhóm bằng đồ thị.

2. Tham gia các buổi seminar hằng tuần để trao đổi các kết

quả đang nghiên cứu.

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài
1. Tổng quan các kết quả của các tác giả đã nghiên cứu liên

quan đến Biểu diễn nhóm hữu hạn dưới dạng đồ thị nhằm xây

dựng một tài liệu tham khảo cho những ai muốn nghiên cứu lý

thuyết nhóm hữu hạn và các ứng dụng.

2. Chứng minh chi tiết và làm rõ một số mệnh đề, cũng như

đưa ra một số ví dụ minh hoạ đặc sắc nhằm làm cho người đọc dễ

dàng tiếp cận vấn đề được đề cập.

3. Tìm ra một vài tính chất mới trong lĩnh vực này.

6. Cấu trúc luận văn
Trong Chương 1, chúng tôi sẽ trình bày một số kiến thức cơ

sở về lý thuyết đồ thị và lý thuyết nhóm cần cho hai chương sau.

Trong Chương 2, chúng tôi sẽ trình bày các ví dụ quan trọng

về biểu diễn nhóm hữu hạn bằng đồ thị đơn vị, biểu diễn nhóm

cyclic, nhóm con, nhóm con chuẩn tắc bằng đồ thị đơn vị. Ngoài
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ra, chúng tôi cũng đưa ra ma trận liền kề của đồ thị đơn vị biểu

diễn nhóm và đồ thị của một nhóm theo các phần tử liên hợp.

Khái niệm tô màu đồ thị con đơn vị đặc biệt, tô màu đồ thị

đơn vị biểu diễn nhóm theo lớp các nhóm con và nhóm con chuẩn

tắc được trình bày trong Chương 3.
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CHƯƠNG 1

CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN

1.1 Sơ lược về đồ thị

Định nghĩa 1.1.1. Một đơn đồ thị G = (V, E) gồm một tập hữu

hạn khác rỗng V mà các phần tử của nó được gọi là các đỉnh và

một tập E của nó được gọi là các cạnh đó là các cặp không có thứ

tự của các đỉnh phân biệt.

Định nghĩa 1.1.2. Một đa đồ thị G = (V, E) gồm một tập hữu

hạn khác rỗng V mà các phần tử của nó được gọi là các đỉnh và

một họ E mà các phần tử của nó gọi là các cạnh, đó là các cặp

không có thứ tự của các đỉnh phân biệt. Hai cạnh được gọi là cạnh

bội hay song song nếu chúng cùng tương ứng với một cặp đỉnh.

Rõ ràng mỗi đơn đồ thị là một đa đồ thị, nhưng không phải đa

đồ thị nào cũng là đơn đồ thị.

Định nghĩa 1.1.3. Một giả đồ thị G = (V, E) gồm một tập hữu

hạn khác rỗng V mà các phần tử của nó gọi là các đỉnh và một họ

E các phần tử của nó gọi là các cạnh, đó là các cặp không có thứ

tự của các đỉnh (không nhất thiết phải phân biệt).



6

Với v ∈ V, nếu cạnh (v,v) ∈E thì ta nói có một khuyên tại

đỉnh v.

Tóm lại, giả đồ thị là loại đồ thị vô hướng tổng quát nhất vì

nó có thể chứa khuyên và các cạnh bội. Đa đồ thị là đồ thị vô

hướng có thể chứa cạnh bội nhưng không thể có khuyên, còn đơn

đồ thị là loại đồ thị vô hướng không chứa chứa cạnh bội và không

chứa khuyên.

Định nghĩa 1.1.4. Hai đỉnh u và v trong đồ thị G=(V,E) được

gọi là liền kề nếu (u,v) ∈E. Nếu e=(u,v) thì e gọi là liên thuộc với

các đỉnh u và v . Cạnh e cũng được gọi là cạnh nối các đỉnh u và

v. Các đỉnh u và v gọi là các điểm mút của cạnh e.

Định nghĩa 1.1.5. Bậc của đỉnh V trong đồ thị G=(V,E), ký

hiệu deg(v), là số cạnh liên thuộc với nó, riêng khuyên tại một

đỉnh được tính hai lần cho bậc của nó.

Đỉnh v gọi là đỉnh treo nếu deg(v)=1 và gọi đỉnh cô lập nếu

deg(v)=0.

Một đơn đồ thị n đỉnh sao cho mọi đỉnh đều có bậc n-1 gọi là

đồ thị đầy đủ n đỉnh, kí hiệu Kn.

Định nghĩa 1.1.6. Cho đồ thị G=(V,E), với V = {v1, v2, ..., vn}.
Ma trận liền kề của G ứng với thứ tự các đỉnh v1, v2, ..., vn là ma

trận A = (aij)16i,j6n ∈ M(n,Z) trong đó aij là số cạnh nối từ vi

tới vj.

Như vậy ma trận liền kề của đồ thị vô hướng là ma trận đối

xứng, nghĩa là aij = aji.

Định nghĩa 1.1.7. Cho đồ thị vô hướng G = (V,E), với các

đỉnh v1, v2, ..., vn và e1, e2, ..., em là các cạnh của G. Ma trận liên
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thuộc của G theo thứ tự liệt kê trên của V và E là ma trận M =

(mij) 16i6n

16j6n

∈ M(n ×m,Z), trong đó mij bằng 1 nếu cạnh ej nối

với đỉnh vi và bằng 0 nếu cạnh ej không nối với đỉnh vi .

Định nghĩa 1.1.8. Cho hai đồ thị G1 = (V1, E1) và G2 =

(V2, E2). Ta nói G2 là đồ thị con của G1 nếu V2 ⊂ V1 và E2 ⊂ E1.

Trong trường hợp V1 = V2 thì G2 được gọi là con bao trùm của

G1.

1.2 Sơ lược nhóm hữu hạn

Định nghĩa 1.2.1. Cho tập hợp S không rỗng trên tập đó đã xác

định được phép toán ∗ có tính kết hợp được gọi là nửa nhóm nếu

với mọi a, b ∈ S, a ∗ b ∈ S.

Định nghĩa 1.2.2. Một tập hợp khác rỗng G được gọi là một

nhóm nếu trên G xác định được phép toán hai ngôi ∗ có tính kết

hợp thỏa mãn các điều kiện sau:

1. Với mọi a,b ∈ G thì a ∗ b ∈ G

2. Tồn tại e ∈ G sao cho a ∗ e = e ∗ a = a với mọi a ∈ G

3. Với mọi a ∈ G có một phần tử a−1 ∈ G sao cho a∗a−1 =

a−1 ∗ a=e (tồn tại nghịch đảo trong G)

Nhóm G được gọi là nhóm aben (giao hoán) nếu a ∗ b = b ∗ a

với mọi a, b ∈ G.

Định nghĩa 1.2.3. Cho (G, ∗) là một nhóm và H là tập con của

G. Nếu (H, ∗) là một nhóm thì ta gọi H là một nhóm con của G.

Nhóm G luôn có ít nhất hai nhóm con tầm thường là {1} và G.

Ta nói nhóm con H của G là cực đại nếu H 6= G và H ⊆ K ⊆
G, trong đó K là một nhóm con của G thì K = H hoặc K = G.
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Định nghĩa 1.2.4. Cho (Si, ◦) là một nửa nhóm. Cho H là một

tập con thực sự của Si. Nếu (H, ◦) là một nhóm thì chúng ta gọi

(Si, ◦) là một nửa nhóm Smaradache, hay S - nửa nhóm.

Định nghĩa 1.2.5. Cho G là một nhóm không giao hoán. Với h,

g ∈ G tồn tại x ∈ G sao cho g = xhx−1 thì ta gọi g và h là liên

hợp với nhau. Quan hệ liên hợp là một quan hệ tương đương và

lớp tương đương [g] =
{
xgx−1|x ∈ G

}
.

Định nghĩa 1.2.6. Cho G là một tập hợp khác rỗng. Nếu ∗ là

phép toán hai ngôi trên G sao cho với mọi a, b ∈ G, a ∗ b ∈ G và

nếu a ∗ (b ∗ c) 6= (a ∗ b) ∗ c, với a, b,c ∈ G thì ta gọi (G, ∗) là một

phỏng nhóm. Ta gọi (G, ∗) giao hoán nếu a∗b = b∗a với mọi a, b

∈G.

Chú ý 1.2.1. Ta gọi phỏng nhóm G có ước của 0 nếu a∗b=0 với

a, b ∈ G\{0}, 0∈G.

Nếu G là một nửa nhóm và tồn tại e ∈ G sao cho a ∗ e = e ∗
a = a với a ∈ G thì ta gọi G là một vị nhóm. Nếu a ∈ G tồn tại b

∈ G sao cho a ∗ b = b ∗ a = e thì ta nói a là khả nghịch trong G.

Định nghĩa 1.2.7. Nhóm G được gọi là nhóm cyclic nếu nó chứa

một phần tử a sao cho mọi phần tử của G đều bằng một lũy thừa

nguyên nào đó của a. Phần tử a có tính chất như thế được gọi là

phần tử sinh của nhóm cyclic G.

Định nghĩa 1.2.8. Giả sử G là một nhóm với đơn vị e và a ∈
G. Nếu am = e với mọi m > 0, thì ta nói a có cấp vô hạn. Nếu

trái lại, thì số nguyên dương nhỏ nhất m sao cho am = e được gọi

là cấp của a.

Định nghĩa 1.2.9. Cấp của nhóm G, kí hiệu |G|, là số phần tử

của G.
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Hệ quả 1.2.1. Cấp của mọi nhóm cyclic bằng cấp của mọi phần

tử sinh của nó.

Định nghĩa 1.2.10. Một nhóm con N của G được gọi là chuẩn

tắc, kí hiệu N C G nếu gNg−1 = N với mọi g ∈ G. Ở đây , gNg−1

= {gxg−1|x ∈ N}.
Rõ ràng {1} và G là hai nhóm con chuẩn tắc của G, gọi là các

nhóm con chuẩn tắc tầm thường của G. Nếu G chỉ có hai nhóm

con chuẩn tắc tầm thường thì ta nói G là một nhóm đơn.
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CHƯƠNG 2

BIỂU DIỄN NHÓM HỮU HẠN BẰNG

ĐỒ THỊ ĐƠN VỊ

2.1 Định nghĩa và các ví dụ

Định nghĩa 2.1.1. Cho (G, ∗) là một nhóm. Đồ thị đơn vị của

nhóm G là một đơn đồ thị vô hướng, trong đó các đỉnh là các phần

tử của G và cạnh liên thuộc hai đỉnh x, y ∈ G nếu thỏa mãn : x ∗
y = y ∗ x = e , với e là phần tử đơn vị của nhóm G. Quy ước mọi

phần tử khác đơn vị trong G đều được nối bởi một cạnh với phần

tử đơn vị của G.

Ví dụ 2.1.1. Cho S3 = {e =
(

1 2 3
1 2 3

)
, p1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, p2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, p3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, p4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, p5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
}

là nhóm đối xứng bậc 3. Đồ thị đơn vị của S3 là Hình 2.1.
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1p1 p2

p5

p4

p3

Hình 2.1: Đồ thị đơn vị của S3

2.2 Biểu diễn nhóm cyclic bằng đồ thị đơn
vị

Định lí 2.2.1. Nếu G = 〈g|gp = 1〉 là nhóm cyclic có cấp p, p là

số nguyên tố và p > 2. Khi đó đồ thị đơn vị của G có p−1
2 tam

giác.

Hệ quả 2.2.1. Nếu G là nhóm cyclic có cấp n, với n là số nguyên

dương lẻ, n > 3 thì đồ thị đơn vị của nhóm G chỉ gồm các tam

giác mà không có cạnh.

Định lí 2.2.2. Nếu G = 〈g|gn = 1〉 là nhóm cyclic cấp n, vói n

là số nguyên dương lẻ, n > 3 thì đồ thị đơn vị của nhóm G được

hình thành từ n−1
2 tam giác.

Định lí 2.2.3. Nếu G = 〈g|gm = 1〉 là nhóm cyclic cấp m, m là

số nguyên dương chẵn, thì đồ thị đơn vị của nhóm G có m−2
2 tam

giác và có 1 cạnh.



12

2.3 Biểu diễn nhóm con, nhóm con chuẩn

tắc bằng đồ thị đơn vị

Định nghĩa 2.3.1. Cho G là một nhóm. Nếu H là một nhóm con

của nhóm G thì đồ thị đơn vị của nhóm H được gọi là được gọi đồ

thị con đơn vị đặc biệt của nhóm G.

Định lí 2.3.1. Cho G là một nhóm, ký hiệu Gi là đồ thị đơn vị

của nhóm G. Mỗi nhóm con của G có một đồ thị đơn vị, đồ thị

này là đồ thị con đơn vị đặc biệt của Gi và mọi đồ thị con đơn vị

của Gi nói chung không nhất thiết tương ứng với một nhóm con

của G.

Định lí 2.3.2. Cho G là một nhóm hữu hạn, Gi là đồ thị đơn vị

biểu diễn nhóm G. Với mỗi d là ước cấp của G, nói chung có thể

không có những nhóm con của G có cấp d. Ta có thể nói tương

ứng là mỗi đồ thị con đơn vị Hi của Gi nói chung có thể không có

một nhóm con của G liên kết với Hi.

Hệ quả 2.3.1. Cho G = 〈g|gp = 1〉 là nhóm cyclic cấp p với p là

số nguyên tố, Gi là đồ thị đơn vị biểu diễn G. G có các đồ thị con

đơn vị nhưng G không có nhóm con liên kết tương ứng với mỗi đồ

thị con đơn vị đó.

Hệ quả 2.3.2. Cho G là nhóm hữu hạn cấp n. Gi là đồ thị đơn

vị của G và H là một nhóm con của G có cấp m (m < n). Giả sử

Hi là đồ thị con đơn vị biểu diễn nhóm H. Khi đó đồ thị con đơn

vị của Gi có m đỉnh không nhất thiết là đồ thị con đơn vị liên kết

với nhóm con H.

Định lí 2.3.3. Cho D2p = {1, a, b|a2 = bp = 1; bab = a} =

{1, a, b, b2, ..., bp−1, ab, ab2, ..., abp−1} là nhóm dihedral cấp 2p, p là
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một số nguyên tố lẻ. Gọi Gi là đồ thị đơn vị biểu diễn nhóm D2p

với 2p đỉnh. Nếu Hi là một đồ thị con đơn vị đặc biệt của Gi với

p đỉnh thì Hi được tạo thành từ (p - 1)/2 tam giác, trong đó có p

đỉnh. Gi có duy nhất Hi là đồ thị đơn vị con đơn vị đặc biệt có p

đỉnh.

Định nghĩa 2.3.2. Cho G là một nhóm, Gi là đồ thị đơn vị biểu

diễn nhóm G và H là nhóm con chuẩn tắc của G có đồ thị đơn vị

Hi thì Hi là đồ thị con đơn vị đặc biệt của G, đồ thị này được gọi

là đồ thị con chuẩn tắc đơn vị đặc biệt của Gi.

Nếu G không có nhóm con chuẩn tắc không tầm thường thì ta

định nghĩa đồ thị đơn vị Gi là đồ thị đơn đơn vị.

2.4 Ma trận liền kề của đồ thị đơn vị biểu

diễn nhóm

Định nghĩa 2.4.1. Cho G là một nhóm với các phần tử e, g1, g2, ..., gn.

Rõ ràng cấp của G là n+1. Cho Gi là đồ thị đơn vị của G. Ma

trận liền kề của Gi là ma trận vuông X = (xij) cấp n+1, Với các

phần tử trên đường chéo là 0, nghĩa là xii = 0 với mọi i = 1, 2,...,

n+1, dòng đầu và cột đầu là 1; ngoài ra xij = 1 nếu gi là phần tử

nghịch đảo của gj, trong trường hợp này xij = xji = 1 với i 6= j.

Ta còn gọi ma trận X = (xij) cấp n+1 là ma trận đồ thị đơn vị

của nhóm G.

Nhận xét:

Ta thấy X là ma trận đối xứng với các phần tử trên đường

chéo bằng 0.

Nếu dòng gi chỉ có một số 1 ở cột đầu tiên thì gi thỏa mãn g2
i

= 1.
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Nếu dòng gi có hai số 1 và còn lại là 0 thì tồn tại dòng gk có

hai số 1 và gj .gk = gk.gj = 1.

Nhận xét này cũng đúng đối với cột.

2.5 Đồ thị của một nhóm theo các phần tử

liên hợp

Định nghĩa 2.5.1. Cho G là một nhóm không giao hoán với các

phần tử: e, g1, g2, ..., gn. Các lớp tương đương theo quan hệ liên

hợp của G ký hiệu là: [e], [g1], [g2],...,[gn], thì với mỗi phần tử hi

thuộc lớp tương đương [gi] được nối với gi, với i = 1, 2,...,n. Đồ

thị này được gọi là đồ thị liên hợp của các lớp liên hợp trong một

nhóm không giao hoán.

Định lí 2.5.1. Cho D2p = {a, b|a2 = bp = 1, bab = a} là một

nhóm dihedral cấp 2p, p là số nguyên tố lẻ. Các lớp liên hợp của

D2p tạo thành một họ các đồ thị đầy đủ với (p-1)/2 đồ thị đầy đủ

với 2 đỉnh và một đồ thị đầy đủ với p đỉnh.

Định lí 2.5.2. Cho D2n = {a, b|a2 = bn = 1, bab = a}, với n là

số nguyên dương chẵn (n = 2r). Khi đó đồ thị liên hợp của D2n

có hai đồ thị 1 đỉnh, (n-2)/2 đồ thị đầy đủ có 2 đỉnh và hai đồ thị

đầy đủ với r đỉnh.

Định lí 2.5.3. Cho G là một nhóm hữu hạn không giao hoán. Khi

đó đồ thị liên hợp của G luôn là một họ các đồ thị đầy đủ.

Chứng minh: Nếu x liên hợp với p phần tử g1, g2,...,gp thì mỗi

gi liên hợp với p phần tử x, g1, g2,..., gi−1, gi+1,..., gp. Do đó lớp

liên hợp [x] ứng với đồ thị đầy đủ p+1 đỉnh.
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CHƯƠNG 3

TÔ MÀU ĐỒ THỊ ĐƠN VỊ BIỂU DIỄN

NHÓM

3.1 Tô màu đồ thị đơn vị biểu diễn nhóm

theo lớp các nhóm con

Định nghĩa 3.1.1. Cho G là một nhóm, S = {H1,H2, ..., Hn |Hi

là các nhóm con của G thỏa mãn Hi * Hj , Hj * Hi và Hi ∩
Hj = {e} với G =

n⋃
i=1

Hi, i,j ∈ {1, 2, ...., n}} nghĩa là nhóm con

Hi không là nhóm con của Hj với mọi i,j ∈ {1, 2, ..., n}, i 6= j.

Ta gọi S là một lớp của nhóm G, nếu G chứa một lớp có n

phần tử và mọi lớp của G có nhiều nhất n phần tử. Nếu G có một

lớp có n phần tử thì ta gọi lớp của G = n, nếu n = ∞ thì ta gọi

lớp của G = ∞. Ta qui ước rằng tất cả các đỉnh của mỗi nhóm

con Hi là được cho cùng màu. Phần tử đơn vị mà tất cả các nhóm

con đều chứa nó, có thể được cho một màu nào đó trong các màu

của các nhóm con Hi.

Xét ánh xạ C: S −→ T thỏa mãn C(Hi) 6= C(Hj) với bất cứ

nhóm con Hi và Hj liền kề trong đồ thị đơn vị biểu diễn nhóm

G và tập T gọi là tập giá trị màu. Gọi k là số nguyên dương nhỏ
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nhất sao cho S được tô bởi k màu , ta có ánh xạ tô màu C: S

−→ {1, 2, ..., k}. Số k này được gọi là sắc số đơn vị đặc biệt của

nhóm G và kí hiệu là χ(S). Đồ thị đơn vị Gi với χ(S) = k được

gọi là k - sắc số, nếu χ(S) ≤ k thì nhóm G gọi là có thể tô k màu.

Định nghĩa 3.1.2. Cho G là một nhóm hữu hạn có cấp hữu hạn

(hoặc vô hạn). S = {H1,H2, ..., Hn| Hi là các nhóm con của G

thỏa mãn Hi * Hj , Hj * Hi và Hi ∩ Hj = {e} với i 6= j và G

=
n⋃

i=1
Hi}, nghĩa là lớp của nhóm tồn tại và G được tô màu thì ta

nói G là một nhóm tốt về mặt đồ thị. Nếu G không có lớp thì ta

gọi G là một nhóm xấu về mặt đồ thị và các đồ thị con đơn vị của

Gi tương ứng với các nhóm con đó được gọi là đồ thị con đơn vị

xấu đặc biệt Gi của G.

3.2 Tô màu đồ thị con đơn vị đặc biệt

Định nghĩa 3.2.1. Cho G là một nhóm có cấp hữu hạn. Nếu G

chỉ có một nhóm con không tầm thường Hi sao cho Hi * Hj với

duy nhất j, j 6= i; nghĩa là, G có một và chỉ một nhóm con cực

đại. Khi đó trong trường hợp như thế ta chỉ phải cho một màu đối

với đồ thị con đơn vị đặc biệt của nhóm con này.

Ta gọi tình huống này là một đồ thị con đơn vị đặc biệt có thể

tô màu duy nhất và gọi G là nhóm xấu có thể tô màu duy nhất.

Rõ ràng nhóm này là nhóm có thể tô màu xấu. Tuy nhiên, mọi đồ

thị con đơn vị đặc biệt có thể tô màu xấu nói chung không là một

đồ thị con đơn vị đặc biệt có thể tô màu đặc biệt duy nhất.

Định lí 3.2.1. Cho G = < g|gp2
= 1 >, trong đó p là một số

nguyên tố, là một nhóm cyclic cấp p2. Khi đó G là một nhóm xấu

có thể tô màu duy nhất.
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Định lí 3.2.2. Cho G = < g|gpn

= 1 >, trong đó p là một số

nguyên tố, n là số nguyên, n>2, là nhóm cyclic cấp pn. Khi đó G

là một nhóm xấu về mặt đồ thị có thể tô một màu.

Định lí 3.2.3. Cho G=< g|gn = 1 >, trong đó n=pq với p và q

là hai số nguyên tố khác nhau, là một nhóm cyclic cấp n. Khi đó

G là một nhóm xấu có thể tô hai màu.

3.3 Tô màu đồ thị con đơn vị biểu diễn

nhóm theo lớp các nhóm con chuẩn tắc

Định nghĩa 3.3.1. Cho G là một nhóm. Giả sử N = {N1, N2, ..., Nn}
với N1, N2,...,Nn là nhóm con chuẩn tắc của G sao cho G=

n⋃
i=1

Ni,

Ni
⋂

Nj = {1}, Ni * Nj và Nj * Ni với i6=j. Ta gọi N là lớp

các nhóm con chuẩn tắc của G và nếu có nhiều nhất n phần tử

thì ta gọi lớp của G là n. Nếu kích thước của lớp là không bị chặn

thì ta nói lớp chuẩn tắc của G là ∞.

Sắc số của đồ thị đơn vị đặc biệt Gi của G ký hiệu là χ(G) là

số k nhỏ nhất sao cho N1, N2, ..., Nn chấp nhận k màu trong đó

một màu được cho các đỉnh của một nhóm con Ni của G với i=1,

2,...,n.

Ta gọi các nhóm như thế là các nhóm tốt chuẩn tắc có thể tô

k màu.

Định nghĩa 3.3.2. Cho G là một nhóm, nếu G không có các

nhóm con chuẩn tắc Ni sao cho G=
n⋃

i=1
Ni và Ni

⋂
Nj = {1} với

i6=j thì ta nói G là nhóm con xấu chuẩn tắc có thể tô k màu,

0 ≤ k ≤ n. Nếu k=1 thì ta nói G là nhóm xấu chuẩn tắc có thể tô

một màu. Nếu k=2 thì ta nói G là nhóm xấu chuẩn tắc có thể tô
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hai màu. Nếu k=t thì ta nói G là nhóm xấu có thể tô t màu. Nếu

k=0 thì ta nói G là nhóm xấu có thể tô 0 màu.

Định lí 3.3.1. Họ các nhóm xấu chuẩn tắc có thể tô 0 màu là

khác rỗng.

Định lí 3.3.2. Cho G=< g|gpn

= 1 >, với p là số nguyên tố và

n≥2, là nhóm cyclic cấp pn. Khi đó G là nhóm xấu chuẩn tắc có

thể tô một màu.

Định lí 3.3.3. Cho =< g|gpq = 1 >, trong đó p và q là hai số

nguyên tố khác nhau, là một nhóm cyclic cấp pq. Khi đó G là

nhóm xấu chuẩn tắc có thể tô hai màu.
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KẾT LUẬN

Qua một thời gian tìm hiểu, tiếp cận và nghiên cứu về biểu

diễn nhóm hữu hạn bằng đồ thị, luận văn đã hoàn thành và đạt

được mục tiêu nghiên cứu của đề tài với những kết quả cụ thể như

sau:

Biểu diễn nhóm hữu hạn bằng đồ thị đơn vị.

Biểu diễn nhóm con, nhóm con chuẩn tắc của một nhóm hữu

hạn bằng đồ thị con đơn vị đặc biệt.

Biểu diễn các lớp liên hợp của một nhóm bằng đồ thị.

Biểu diễn nhóm hữu hạn bằng ma trận liền kề.

Tô màu đồ thị đơn vị của nhóm tốt và nhóm xấu.

Tô màu đồ thị đơn vị của nhóm tốt chuẩn tắc và nhóm xấu

chuẩn tắc.

Minh họa các điều trên bằng các nhóm cyclic hữu hạn, nhóm

đối xứng, nhóm thay phiên, nhóm dihedral.

Do hạn chế về mặt thời gian và khuôn khỗ luận văn được ấn

định nên có một số vấn đề thú vị và hấp dẫn không đưa vào được

trong luận văn, đó là vấn đề đồ thị đơn vị của một số cấu trúc đại

số như nửa nhóm, S - nửa nhóm, nửa vành, S - nửa vành. Chúng

tôi huy vọng sẽ tiếp tục nghiên cứu phát triễn đề tài theo hướng

này.
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Luận văn này là một tài liệu bỗ ích cho chính bản thân tác

giả và huy vọng cũng là sẽ là một tài liệu tham khão hữu ích cho

những ai quan tâm đến lĩnh vực lý thuyết nhóm hữu hạn và biểu

diễn nhóm hữu hạn bằng đồ thị. Trong phần trình bày của chúng

tôi chắc chắn không tránh khỏi các thiếu sót. Vì vậy, chúng tôi

rất mong nhận được sự góp ý, nhận xét của các thầy cô và đồng

nghiệp.
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