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LỜI GIỚI THIỆU 
 
1 - MỞ ĐẦU  
1.1   Lý do chọn đề tài 

     Một trong những vấn đề thời sự của Toán học trong suốt ba thế kỷ qua là việc nghiên 

cứu tìm lời giải cho Bài toán Fermat (còn được gọi là Định lý lớn Fermat hay Định lý 

Fermat-Wiles). Đây là một bài toán thuộc về lĩnh vực Lý thuyết số nhưng đã thu hút được 

sự quan tâm nghiên cứu của rất nhiều nhà khoa học. Điều thú vị nhất là trong quá trình tìm 

kiếm lời giải cho giả thuyết Fermat, người ta đã phải sử dụng tới rất nhiều kiến thức và kỹ 

thuật cũng như phương pháp nghiên cứu của rất nhiều ngành khác nhau như Lý thuyết số, 

Đại số giao hoán, Giải tích, Hình học, Lý thuyết Galois, …, và đặc biệt trong số đó có sự 

đóng góp rất quan trọng của ngành Hình học Đại số. Lý thuyết về các đa tạp, các đường 

cong đại số và các điểm hữu tỷ trên chúng, các hàm elliptic, các dạng modular, … là các 

khái niệm  rất quan trọng và các kết quả nghiên cứu liên quan là những tiệm cận của lời giải 

định lý Fermat. Chúng tôi lựa chọn đề tài này thuộc lĩnh vực Hình học Đại số với ý tưởng 

tìm hiểu và giới thiệu một số kiến thức chuyên môn về “Lý thuyết về các đường cong 

Elliptic” cùng với việc xét tính chất của một số họ đường cong trên trường số hữu tỷ và mô 

tả sự phân bố của nhóm các điểm hữu tỷ trên chúng. 

      Trong phạm vi đề tài , chúng tôi sẽ xét các đường cong Elliptic trên trường các số hữu 

tỷ được mô tả dưới dạng Weierstrass.  

Vì vậy, Luận văn được  đặt tên là : 

   “Các điểm hữu tỷ trên các đường cong elliptic trên trường hữu tỷ” 

1.2  Lịch sử của vấn đề 

     Cơ sở lý thuyết và công cụ nghiên cứu cũng như phương pháp giải quyết vấn đề trong 

Luận văn dựa trên  một số kết quả sau đây: 

a) Một là kết quả rất thú vị về tính chất tách trực tiếp của các nhóm aben hữu hạn 

sinh (các Z-mođun hữu hạn sinh ) thành phần xoắn và không có xoắn, và cuối cùng là sự 

tách trực tiếp thành tổng các hạng tử không thể tách được mà mỗi một trong chúng là nhóm 

cyclic.   



 

 

b) Định lý Nagell-Lutz về sự mô tả các điểm hữu tỷ,  Định lý Mordell-Weil khẳng 

định rằng tập các điểm hữu tỷ trên một đường cong elliptic là một nhóm abel hữu hạn sinh 

và Định lý Mazur mô tả tập các điểm có cấp hữu hạn trong tập các điểm hữu tỷ. 

c) Các kết quả và phương pháp mô tả luật nhóm trên nhóm các điểm hữu tỷ trên các 

đường cong Elliptic.     

    Luận văn của chúng tôi tập trung giải quyết một số vấn đề về: xác định nhóm các điểm 

hữu tỷ trên một số họ đường cong  trên Q được cho dưới dạng Weierstrass: 

2 3y = x + Ax + B , với ,A B Z . Một số kết quả nghiên cứu thuộc hướng này đã và đang 

được tiếp tục phát triển trong thời gian gần đây bởi nhiều tác giả.        

1.3    Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

     - Nghiên cứu cấu trúc của nhóm các điểm hữu tỷ trên một số họ đường cong elliptic 

dưới dạng Weierstrass trên trường các số hữu tỷ. 

     - Xét một số họ các đường cong với mục đích là mô tả nhóm các điểm hữu tỷ dựa theo 

luật nhóm xác định trên chúng. 

     - Phân loại nhóm con xoắn của các điểm hữu tỷ trên một số họ đường cong   

( các điểm cấp 2, cấp 3 ..)  

     - Đề tài chỉ giới hạn trong phạm vi xét các đường cong Elliptic E không kỳ dị trên Q với 

ý tưởng là mô tả cấu trúc nhóm của tập các điểm hữu tỷ E(Q). 

1.4    Mục đích nghiên cứu 

     - Mô tả cấu trúc nhóm của tập các điểm hữu tỷ E(Q) của đường cong Elliptic không kỳ 

dị E trên Q. 

     - Mô tả các điểm xoắn trên một số lớp đường cong Elliptic  

     - Mô tả thuật toán xác định các điểm xoắn hữu tỷ trên đường cong elliptic 

    1.5    Phương pháp nghiên cứu. 

      Sử dụng  các phương pháp, công cụ của Đại số và Lý thuyết số để giải quyết bài toán 

mô tả  cấu trúc của các nhóm abel hữu hạn sinh. Kết hợp các kết quả này với các Định lý 

Nagell-Lutz (mô tả các điểm hữu tỷ) và Định lý Mazur (mô tả các điểm có cấp hữu hạn) để 

xác định các điểm xoắn trên một số họ đường cong được xét. Cuối cùng, tập các điểm hữu 

tỷ trong những trường hợp cụ thể có thể xác định nhờ Định lý Mordell -Weil. Đây là một số 

hướng nghiên cứu và các phương pháp được dùng khá phổ biến trong việc xét các đường 



 

 

cong elliptic. Các hướng nghiên cứu này đã và đang được sử dụng và phát triển bởi nhiều 

tác giả trong nhiều năm gần đây. Các phương pháp nghiên cứu  và các kỹ thuật cũng như 

các thuật toán được dùng trong Luận văn này dựa trên những công cụ nghiên cứu đã được 

sử dụng trong  [Ful 74] ,[ Har 77] , [Was 03]  

 2 - NỘI DUNG 

 2 .1 Luận văn bao gồm 2 chương 

     Chương 1: Kiến thức cơ bản. 

             Chương này trình bày một số khái niệm và các kết quả nghiên cứu đã được công bố 

trong nhiều tài liệu về các chuyên ngành Toán: 

             - Các định lý cơ bản về sự tách trực tiếp các nhóm aben hữu hạn sinh. 

             - Một số kết quả quen biết về lĩnh vực Lý thuyết số. 

             - Các đa tạp xạ ảnh, afin. 

             - Một số kiến thức cơ bản và kỹ thuật, thuật toán liên quan thuộc về Hình học Đại 

số,  trích dẫn từ  [ Fri 01] , [ Mil 06] , [Sil 86] , [Sil 92] ,[Was 30] 

             - Các khái niệm, các kết quả nghiên cứu về đường cong elliptic. Các đường cong 

trên trường số hữu tỷ. Các định lý cơ bản mô tả về cấu trúc của nhóm các điểm hữu tỷ trên 

các đường cong elliptic.             

 

 Chương 2:  Các đường cong Elliptic dạng Weierstrass trên Q. 

-   Tổng quan về các đường cong dạng Weirstrass trên Q. 

-   Các điểm hữu tỷ trên đường cong Elliptic trên Q .  

           Nhóm Mordell – Weil  

-   Mối liên hệ giữa đường cong elliptic với phép nhân tử hóa  

-   Điểm xoắn hữu tỷ trên đường cong elliptic  

-   Mô tả thuật toán xác định điểm xoắn hữu tỷ trên đường cong Elliptic 

                            

 

 

 



 

 

BẢNG CÁC KÝ HIỆU 

T(A) Nhóm con xoắn của nhóm abel A 

A B  Tổng trực tiếp của A và B 

K  Bao đóng đại số của K 

X(K) Tập hợp các điểm K- hữu tỷ trên đường cong X 

X( )  Tập hợp các điểm hữu tỷ của đường cong X xác định trên   

2 Mặt phẳng xạ ảnh  

E(k)  Đường cong E xác định trên trường k , với  k , , ,Fq     

torsC( )  Tập hợp các điểm hữu tỷ xoắn của đường cong C xác định trên 

  

h(P)  Hàm chiều cao của P 

.....
 lân 

   n

n
     Nhóm abel tự do hạng n , không xoắn 

k x ,........xn1
 
  

 Vành đa thức trên trường k với n biến  

n   Không gian affine n chiều trên trường k  

 Xk  Vành tọa độ của X  

(X) Vành các hàm chính quy trên X  

I  Căn của ideal I 

k(X) Trường các hàm hữu tỷ trên X 

 Div X
k

 Nhóm các k – số chia là tập hợp của những tổng tự nhiên của các 

điểm trên  X k  

 0Div X
k

  Nhóm của những k  - số chia có bậc 0 

Pic(X)  Nhóm Picard hay nhóm lớp các số chia  của X 

Spec0F  Vành của những số nguyên của F 

  Điểm tại vô cực  



 

 

 fm   Biệt thức của fm  của m - đa thức chia 

  Biệt thức của đường cong elliptic 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

BẢNG CHÚ GIẢI THUẬT NGỮ KHOA HỌC 

Thuật ngữ  Trang 

Nhóm abel  7 

Nhóm con xoắn  7 

Không gian affine n 10 

Đa tạp đại số affine 10 

Đa tạp bất khả quy 10 

Vành Noether 11 

Không gian xạ ảnh n-chiều n  (hoặc n(k) ) trên k 13 

Đa tạp đại số xạ ảnh 13 

Vành tọa độ ( affine ) 15 

Hàm số  chính quy 15 

Ánh xạ  chính quy 16 

Đa tạp tựa xạ ảnh  18 

Đa tạp không khả quy  18 

Hàm hữu tỷ chính quy 18 

Ánh xạ đẳng cấu 18 

Ánh xạ hữu tỷ 19 

Đa tạp hữu tỷ 19 

Điểm kỳ dị 24 

Đường cong elliptic 40 

Luật nhóm  42 

Đường cong phẳng  19 

Điểm K - hữu tỷ 19 

Ideal thuần nhất 13 

Hàm chiều cao 31 

Định lý Nagell – Lutz về điểm hữu tỷ trên đường cong 39 
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Nhóm Mordell –Weil  43 
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Dạng cơ bản của đường cong elliptic 54 
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Chương 1 

CÁC KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

1.1 CÁC NHÓM ABEL HỮU HẠN SINH. 

          Định nghĩa 1 :  Một nhóm abel A được gọi là hữu hạn sinh nếu tồn tại hữu hạn phần 

tử a ,a ,...,a An1 2
  sao cho với bất kỳ x A , tồn tại các số nguyên  

k1, k2, … , kn thỏa nx = k a .
i=1 i i  

        Định nghĩa 2: Cho A là một nhóm abel. Nhóm con xoắn của A, ký hiệu T(A), là tập: 

T(A) = {a A | n N sao cho na = 0}   . 

        Định nghĩa 3: Một nhóm abel A được gọi là không có xoắn nếu  

T(A) = {0}. 

              Bổ đề 4:  Cho A là một nhóm abel. Khi đó A/T(A) là không có xoắn. 

            Định nghĩa 5:    .....
 lân 

   n

n
     được gọi là nhóm abel tự do  

         hạng n. 

                     Định lý 6 :  Nếu A là một nhóm abel không có xoắn hữu hạn sinh mà có một 

tập hợp nhỏ nhất các phần tử sinh gồm n phần tử, thì A đẳng cấu với nhóm abel tự do hạng 

n. 

           Chứng minh:Áp dụng phương pháp quy nạp trên số phần tử sinh nhỏ nhất của A. 

Nếu A là cyclic (nghĩa là được sinh bởi một phần tử khác 0), khi đó A   . Giả sử rằng kết 

quả trên đúng với tất cả các nhóm abel không có hữu hạn sinh với một tập hợp các phần tử 

sinh nhỏ nhất có số phần tử ít hơn n phần tử. Giả sử rằng A là không có xoắn và giả sử rằng 

{a ,a ,...,an1 2
} là một tập nhỏ nhất các phần tử sinh của A. Nếu T(A/< a

1
>)={0} khi đó 

A/< a
1

> là không có xoắn và được sinh bởi n -1 phần tử nên  < a
1

> .   Nếu T(A/<a
1

>) 

không là nhóm tầm thường thì có một nhóm con B A  sao cho T(A/< a
1

>)   B/<a
1

>. 

Như thế với bất kỳ phần tử 0 b B  có một số nguyên  0 i   sao cho ib<a
1

>. Nhưng 

ta lại có  ib = ja
1

 với số nguyên j . Khi đó , ta định nghĩa một ánh xạ : 



 

 

                                               
f : B Q

     b  f(b) = j/i




 (và  f(0) = 0). 

            Ánh xạ này là một phép đồng cấu được xác định trên các nhóm abel. Ánh xạ này có 

hạt nhân tầm thường, và do dó là một đơn ánh nên B f(B) . Bây giờ, nếu B được sinh hữu 

hạn (vì   là một vành Noether) thì B là cyclic.  

Để thấy điều này giả sử  B = <b1, …, bm>. Khi đó:  

 f(B) = < f(b1), … , f(bm) > = <j1/i1, … , jm/im > là một nhóm con của nhóm cyclic 

<1/i1…im>, do đó là cyclic.  

Nếu B = A thì A tự do trên một phần tử sinh. Nếu không, khi đó: 

 A/B =< a ,...,a >=< a ,...,a >n n1 2
và  

A/B (A/ < a >)/(B/ < a >) (A/ < a >)/T(A/ < a >).
1 1 1 1

   

              Do đó, A/B là không có xoắn và được sinh bởi nhiều nhất n – 1 phần tử, do đó A/B 

là nhóm abel tự do có hạng m < n do quy nạp . Điều đó dẫn đến mA B     và 

mB A/   và là hữu hạn sinh. Khi đó , B là cyclic nên ta có điều phải chứng minh.Chú ý 

rằng  m = n – 1 vì n là cực tiểu. 

              

            Định nghĩa 7: Cho A là một nhóm abel, và cho B và C là các nhóm con của A. Ta 

nói rằng A là tổng trực tiếp trong của B và C, ký hiệu A = B C , nếu  

A = B + C và B C = {0} , ở đây  B + C = { b + c | bB và cC}. 

             Định nghĩa 8:  Cho P là một phạm trù và cho X và Y là các vật của P. Một cấu xạ 

f : X  Y  được gọi là đơn xạ khi với bất kỳ vật Z của P và bất kỳ cặp cấu xạ:  i, j  :  Z  

X, nếu f i = f j   thì i = j. 

           Định nghĩa 9:  Cho P là một phạm trù và cho X và Y là các vật của P. Một cấu xạ  

f : X  Y  được gọi là toàn xạ khi với bất kỳ vật Z của P và bất kỳ cặp cấu xạ:  i, j  :  Y  

Z, nếu i o f = j o f  thì i = j. 

          Định nghĩa 10: Cho A và B là các nhóm abel. Tổng trực tiếp ngoài của A và B trong 

phạm trù của các nhóm abel, ký hiệu A B  là một nhóm abel A B  với các phép đồng 



 

 

cấu chính tắc  i  :  A     A B  và j  :  B  A B  với tính chất rằng cho bất kỳ nhóm 

abel C và các cấu xạ  f  :  A    C  và g  :  B    C, có  một ánh xạ duy nhất  k  :  A B   

 C làm cho biểu đồ sau giao hoán: 

    i jA A B B    

                       

                                                       C 

Suy ra i, j là các phép đơn cấu . 

             Như vậy : Định nghĩa 10 là một ví dụ về đối tượng được biết đến khi định nghĩa bởi 

tính chất phổ dụng. Chú ý rằng, định nghĩa này có ý nghĩa trong phạm trù bất kỳ, nhưng do 

một vật không nhất thiết tồn tại trong mỗi phạm trù; vật phải đưa một cấu trúc và chứng 

minh rằng nó thỏa mãn tính chất phổ dụng. 

               Định lý 11:  Cho A là một nhóm abel được sinh hữu hạn. Khi đó có một phép 

đẳng cấu f : A T(A) A/T(A)  . 

                       Chứng minh:  Giả sử A =< a ,....,a >n1
. Khi đó  A/T(A) =< a ,...,a >n1

 sao 

cho A/T(A) là hữu hạn sinh . Chọn  < x ,..., x >m1
là một tập hợp tối thiểu các phần tử sinh 

cho A/T(A). Nếu  a A/T(A)  thì 
m

i i
i=1

a = k x   với các số nguyên ik  , suy ra 

m

i
i=1

a - k x T(A) i .  Do đó, A = < x ,...,x > +T(A)m1
. 

               Hơn nữa, vì A/T(A) là không có xoắn, điều đó dẫn đến  

< x ,..., x > T(A) = {0}m1
 , và do đó: A = < x ,...,x > T(A)m1

 . 

              Chú ý  Nếu : π : A A/T(A)  là đồng cấu thương và τ : A/T(a) A được cho bởi  

τ(x ) = x
i i

 khi đó  π τ  là đồng cấu đồng nhất của A/T(A) và   là một đơn  cấu  

              Hệ quả 12:  Mỗi nhóm abel hữu hạn sinh là tổng trực tiếp của một nhóm hữu hạn 

và một nhóm abel tự do hạng n với số nguyên n   . 

             Chứng minh:  Ta có T(A) là một nhóm hữu hạn. A/T(A) là hữu hạn sinh và không 

có xoắn, vì thế, do định lý 6, nó là một nhóm abel tự do hạng n với số nguyên n   . 

1.2 CÁC ĐA TẠP XẠ ẢNH – ĐA TẠP AFFINE  

f g 
k 



 

 

1.2.1 Các khái niệm cơ bản  

1.2.1.1 Các đa tạp affine  

Chúng ta nghiên cứu trên trường k , và nếu không ghi chú gì thêm thì  k là trường đóng đại 

số. 

             Định nghĩa 13:  Không gian affine n-chiều n (hoặc n (k)) trên trường k là tập 

hợp các n – bộ của các phần tử của k. Một phần tử p = (p1, p2, …, pn)  n được gọi là một 

điểm, các pi là các tọa độ affine của p. 

               Ta ký hiệu  k[x1, …, xn] là vành đa thức trên k với n biến. Các phần tử của k[x1, 

…, kn] là các hàm  kn   k. 

            Định nghĩa 14:  Một tập con X  n  là một đa tạp đại số affine , nếu nó là một tập 

zero của một tập hữu hạn của các đa thức trong k[x1, …, xn]. Cho  

f1, …, fk  k[x1, …, xn] thì: X = Z(f1, …, fk) = { | ( ) 0, }.  np A f p ii  

         Định nghĩa 15:  Một đa tạp X  n  là bất khả quy nếu nó không là hợp hữu hạn của 

các đa tạp con thực sự, nghĩa là đối với các đa tạp X1, X2   n  sao cho  X 
1 2

 X X  dẫn 

đến X = X1 hoặc X = X2. 

           Mệnh đề 16:  Bất kỳ đa tạp X có thể được phân tích như là hợp hữu hạn của các đa 

tạp con bất khả quy ...
1 2

  X X X Xm  với iX  Xj với mọi i j . Phép phân tích trên 

là duy nhất sai khác phép hoán vị 

           Ví dụ 1:  Một đa tạp tuyến tính là tập nghiệm của một hệ tuyến tính l1, …, lk. Nếu X 

= Z(l1,…, lk) khác rỗng và các phương trình tuyến tính xác định là độc lập, khi đó số chiều 

của X  là  n – k và số đối chiều của X là:   

codimX = dimAn  - dim X = k.        

 Việc định nghĩa về số chiều của các đa tạp tuyến tính có thể được lấy từ đại số tuyến 

tính. Trong trường hợp các đa tạp không tuyến tính ta dựa vào một khái niệm trực giác về 

số chiều. 



 

 

             Ví dụ 2:  Một siêu mặt X  n  là một đa tạp được cho bởi phương trình  X = 

Z(f). Nó là một đa tạp của đối chiều 1. Nếu n = 3, siêu diện được gọi là một mặt. 

 Cho f = (x2 + y2 - z2)(z – 1) [ , , ].k x y z  Khi đó,  ( )Z f  3  là khả quy bao gồm hai 

thành phần: một hình nón qua O và một mặt phẳng. 

   Ví dụ 3:  Một siêu mặt trong 2 là một đường cong đại số phẳng. Một parabol có 

thể được cho bởi tham số hóa 2( , )t t t  hoặc đơn giản là 2 [ ; ] y x k x y           

             Ví dụ 4:  Một cubic xoắn là một đường cong trong 3 được cho bởi tham số hóa  

2 3( , , )t t t t  hay được cho bởi hai phương trình 2
1f y x   và [ ; ; ]

2
  f z xy k x y z . 

            Ví dụ 5:  Hợp và giao của hữu hạn các đa tạp affine là một đa tạp affine. Nếu 

,X Y n  với X = Z(f1, …, fk) và Y = Z(g1, …, gl), thì  

( ,..., , ,..., )
1 1

X Y Z f f g g
k l

  và ( | 1,..., . ,..., ).X Y Z f g i k j i li j     

            Ví dụ 6:  Cho X   n được xác định bởi  f1, …, fk 1[ ,..., ]nk x x  và Y   m cho bởi 

1 1,..., [ ,..., ].l mg g k y y  Khi đó tích của X và Y là một đa tạp trong m + n là một tập zero của 

f1, …, fk, g1, …, gl  với fi, gj  được hiểu như các đa thức trong k[x1, …, xn, y1, …, ym]. 

1.2.1.2 Định lý cơ bản của Hilbert 

             Chú ý rằng, nếu một đa tạp affine X n được xác định bởi  

X = Z(f1, …, fk), fi 1[ ,..., ]nk x x , thì với mỗi f  thuộc ideal I = (f1, …, fk) ta có  

f(p) = 0 với mọi .p X  

 Hơn nữa, nếu hai tập hợp của các phương trình sinh ra cùng ideal,  

(f1, …, fk) = (g1, …, gl) thì ta luôn có Z(f1, …, fk) = Z(g1, …, gl). Do đó ta có thể thay đổi 

định nghĩa của một đa tạp affine bằng cách thay vì định nghĩa các phương trình định nghĩa 



 

 

thì ta sẽ định nghĩa bằng các ideal định nghĩa : X n là một đa tạp affine nếu nó là một 

tập zero của một ideal hữu hạn sinh trong k[x1, …, xn]. 

 Ta xét R là một vành giao hoán (nó cũng có thể là một trường hoặc một vành đa thức 

trên một trường) , có đơn vị 1 

             Định nghĩa 17: Vành R là Noether nếu bất kỳ ideal của R có hữu hạn phần tử sinh 

. 

             Định lý 18: (Định lý cơ bản của Hilbert) Nếu R là một vành Noether thì R[x] cũng 

là vành Noether . 

             Hệ quả 19 : Mọi ideal trong k[x1, …, xn] là hữu hạn sinh. 

     Từ định lý cơ bản Hilbert dẫn đến giao của các đa tạp đại số là một đa tạp, vì nó là 

một tập zero của một ideal được sinh bởi tất cả các phần tử sinh của các ideal định nghĩa  

Hơn thế nữa, tập rỗng   và toàn bộ n  cũng là các đa tạp trong n . Do đó ta có định 

nghĩa sau đây:  

           Định nghĩa 20:  Trong tôpô Zariski , các tập mở là phần bù đối với các đa tạp đại số. 

 Các tập mở trong tôpô Zariski là rất lớn. Mỗi tập mở khác rỗng là trù mật trong n . 

Hơn nữa bất kỳ hai tập mở khác rỗng đều giao nhau, vì thế nó không phải là tôpô 

Hausdorff. 

1.2.1.3 Hilbert’s Nullstellensatz( Định lý về các không điểm của Hilbert )  

            Ví dụ 7:  Ideal định nghĩa của một đa tạp là không duy nhất. Trong k[x, y] ta xét: 

   f1 = x2 – y2    I1 = (f1). 

   f2 = (x – y)2(x + y)   I2 = (f2). 

 Rõ ràng,  I1   I2 nhưng Z(I1) = Z(I2). 

          Định nghĩa 21:  Cho [ ,..., ]
1

I k x xn  là một ideal. Căn của I là: 

  { [ ,..., ] | , }.
1

mI f k x x f I mn     

            Nếu I I , ideal I được gọi là một ideal căn . 

 Một số tính chất về căn của một ideal: 

(i) Với mỗi ideal I, căn I  cũng là một ideal. 



 

 

(ii) I I  

Từ VD7 trên ta có:  
1 2

I I  = (x2 – y2). 

            Định nghĩa 22:  Cho X   n là một tập bất kỳ. Ideal triệt tiêu của X là: 

  (X)  =  {f 1[ ,..., ] | ( ) 0, }nk x x f p p X    . 

         Bổ đề 23: Với mỗi nX A , (X) là một ideal căn . 

        Định lý 24 (Định lý không điểm của Hilbert 1):  Cho n là một không gian affine 

trên một trường k đóng đại số. Khi đó với bất kỳ ideal [ ,..., ]
1

I k x xn  ta có 

 ( ( ))Z I I .Do đó, có một song ánh X   (X)  của tập các đa tạp đại số trong An và tập 

của các ideal căn trong k[x1, …, xn] 

           Định lý 25 (Định lý không điểm của Hilbert 2): Cho n  là một không gian affine 

trên một trường k đóng đại số và cho I là một ideal trong k[x1, …, xn]. Nếu I  k[x1, …, xn] 

thì Z(I) là khác rỗng. 

 Giả thiết k là đóng đại số là cốt yếu , như kết quả được minh họa trong các ví dụ sau: 

          Ví dụ 8: Cho k = C. Nếu 2 2( 1) [ , ]I x y k x y     thì , [ , ]I I I k x y  , nhưng 

( ) .Z I    

           Ví dụ 9:  Cho k = C. Trong k[x, y] lấy I1 = (x2 + y2) và I2 = (x, y). Khi đó cả hai 

ideal là ideal căn. 1 2 ,I I  nhưng 1 2( ) ( ).Z I Z I  

           Ta có mối liên quan giữa các khái niệm đại số và hình học như sau:  

 

X (X) 

1 2X X  (X1)   (X2) 

X  bất khả quy (X) là nguyên tố 

1 ... mX X X    là một phép phân tích (X) = 1 .... mI I   là một phép giao của các 



 

 

thành các đa tạp con bất khả quy. ideal nguyên tố, ở đây Ii = (Xi) 

Nhìn chung, nó không thể phân tích một ideal đã cho như một phép giao của các ideal 

nguyên tố (ví dụ: [ ]I k x  được sinh bởi x2), nếu ideal đã cho là một ideal căn. 

1.2.1.4 Các đa tạp xạ ảnh 

            Định nghĩa 26: Không gian xạ ảnh n-chiều n  (hoặc n(k) ) trên k là tập hợp các 

lớp tương đương của (n + 1) - bộ của các phần tử của k, không bằng  0, với quan hệ tương 

đương  , ở đây 0 1( ,..., ) ( ,..., )n na a b b  nếu có một hằng số kl  sao cho 

,    i = 0, ..., n.i ib al   

 Một phần tử 0( : ... : )np p p  n  được gọi là một điểm. Các pi  là các tọa độ thuần 

nhất của p. 

 Một tập zero trong Pn  của một đa thức bất kỳ f 0[ ,..., ]nk x x  không được định nghĩa 

tốt. Nhưng nó được định nghĩa tốt nếu f  là một đa thức thuần nhất, vì khi đó 

0 0( ,..., ) ( ,..., )d
n nf p p f a al l l  . d là  bậc của f. 

           Định nghĩa 27: Ideal [ ,..., ]
0

I k x xn  là thuần nhất, nếu nó được sinh ra bởi các đa 

thức thuần nhất. 

           Định nghĩa 28:  Một tập con X n  là một đa tạp đại số xạ ảnh, nếu nó là một tập 

zero của một ideal thuần nhất trong 0[ ,..., ].nk x x  

 Tổng tích và giao của các ideal thuần nhất lại là một ideal thuần nhất, cũng tương tự 

như căn của một ideal. Hơn thế nữa, nếu một ideal thuần nhất I không là nguyên tố thì có 

các đa thức thuần nhất f, g sao cho fg I  nhưng ,f g I . Do đó tương tự như trong 

trường hợp affine, ta có tôpô Zariski trong trên Pn. 

 Ta luôn có thể nhúng một không gian affine vào không gian xạ ảnh có cùng số chiều 

với ví dụ như sau: 

  nA  Pn ,     1 1( ,..., ) (1: : ...: ).n np p p p  

 Nói một cách khác, một không gian xạ ảnh có số chiều n có thể bị phủ bởi  

n + 1 biểu đồ affine . 



 

 

 0 ...n
nP U U     với   0{ ( : ... : ) | 0}.n

i n iU p p p P p     

Khi đó, một phép đẳng cấu  n
iU A  được mô tả như sau: 

   10 1( :...: ) : ... : : : ... : .0

pp p pii np pn p p p pi i i i

       
  

 Định lý 29 ( Định lý không điểm Hilbert 1) : Cho n là một không gian xạ ảnh trên 

trường đóng đại số k. Khi đó , tồn tại một song ánh từ: ( )X I X , giữa tập hợp các đa tạp 

đại số trong nP  và tập hợp các ideal thuần nhất trong [ ,..., ]
0

k x xn , ngoại trừ I . 

           Định lý 30 ( Định lý không điểm Hilbert 2): Cho n là một không gian xạ ảnh trên 

trường đại số đóng k và I  là một ideal thuần nhất trong [ ,..., ]
0

k x xn . Nếu ( ) nZ I P  là tập 

rỗng thì tồn tại một giá trị m N  sao cho I  chứa 
mI  

            Ví dụ 10:  Một đa tạp tuyến tính trong n với đối chiều k là tập zero của  k dạng 

độc lập tuyến tính . 

             Ví dụ 11:  Cubic xoắn trong 3 được cho bởi tham số hóa: 

3 2 2 3( : ) ( : : : )s t s s t st t  và được biểu diễn bằng ba đa thức: 

2 2, ,
0 2 1 1 3 2 0 3 1 2

  x x x x x x x x x x . 

 Nếu ta bỏ một trong ba phương trình định nghĩa thì tập zero sẽ bao gồm cubic xoắn 

và một đường thẳng cắt cubic tại hai điểm , điều đó có thể tìm thấy trong [Har95]  

 Trong trường hợp siêu diện, ta có thể dễ dàng tìm được bao đóng xạ ảnh của đa tạp 

bằng cách ta thuần nhất phương trình định nghĩa: Nếu ( )  nX Z f A , trong đó: 

...
0 1

   f f f f
d

 với [ ,..., ]
1

f k x xni  có bậc là i , thì bao đóng của nó trong n  là 

1( ... )
0 0 0 1

  d dZ x f x f f
d

. 



 

 

             Ví dụ 12:  Đường cong chuẩn tắc hữu tỉ bậc d ,  dC P là tham số hóa cho bởi: 

1( : ) ( : : ... : ) d d ds t s s t t . Ta có thể mô tả nó bằng một tập hợp các phương trình bậc hai 

sao cho ma trận: 
...

0 1 2 1
...

1 2 3

 
 
 
 


x x x x

d
x x x x

d
 

có hạng là 1. Nghĩa là đường cong là tập zero của các đa thức:  

.2, ,..
0 2 1 0 3 1 2

 x x x x x x x  

            Ví dụ 13: Hình chiếu của một đa tạp xạ ảnh từ một điểm nằm ngoài đa tạp cũng là 

một đa tạp xạ ảnh.  

1.2.2 Các hàm và các ánh xạ  

1.2.2.1 Các hàm chính quy trên các đa tạp affine. 

                Cho  nX A  là một đa tạp affine trên trường đại số đóng k, cho ( )I X  là ideal 

triệt tiêu của X . 

           Định nghĩa 31: Vành tọa độ ( affine ) của X  là vành thương. 

[ ] [ ,..., ]/ ( )
1

k X k x x I Xn  

 

           Mệnh đề 32: Một đại số giao hoán A  trên trường k đẳng cấu với vành tọa độ [ ]k X  

của một đa tạp X  nào đó nếu và chỉ nếu A  không có lũy linh và là hữu hạn sinh như một 

đại số trên k. 

          

           Định nghĩa 33: Một hàm số : f X k  là chính quy, nếu có một đa thức 

[ ,.., ]
1

F k x xn  sao cho ( ) ( ),  x X  f x F x . Vành các hàm chính quy trên X , ký hiệu là 

( )O X . 

 Từ định nghĩa này ta có: ( ) [ ]O X k X . 

          Ví dụ 14: Nếu nX A  thì [ ] [ ,..., ]
1

k X k x xn , bởi vì  ( ) 0I X . 



 

 

          Ví dụ 15: Giả sử X là parabole ,  2X Z y x   2A  , thế thì 

 

 
 

k x, y
k X k x

2y x
    


 . Do đó , ta có 1[ ]  

  
k X k A . 

 Định lý cơ bản của Hilbert đối với [ ]k X  được “ thừa hưởng “ từ vành đa thức 

[ ,..., ]
1

k x xn : với một ideal [ ]I k X  thì 1( ) [ ,..., ]
1

 I k x xn  cũng là ideal , trong đó:   là 

phép chiếu tự nhiên [ ,..., ] [ ]
1

k x x k Xn . 

 Nếu 1   được sinh bởi ,...,
1

F F
k

 thì I  được sinh bởi ( ),..., ( )
1

F F
k

  . 

 Do đó, ta có thể định nghĩa tôpô Zariski trên X  bằng cách lấy các đa tạp con của X  

như là các tập đóng ( các tập zero của các iđêan trong [ ]k X ). 

Tương tự, Nullstellensatz Hilbert cũng thỏa mãn trong [ ]k X , do đó ta có song ánh ( )Y I Y  

giữa các đa tạp con của X  và các iđêan căn trong [ ]k X . 

         Bổ đề 34: Các phát biểu sau là tương đương: 

 (i)  nX A  là bất khả quy, 

 (ii) một tập con mở khác rỗng là trù mật trong X , 

(iii) nếu 1 2,U U  là các tập con mở khác rỗng của X  thì 
1 2
 U U . 

1.2.2.2 Các ánh xạ chính quy của các đa tạp affine. 

 

          Định nghĩa 35: Một ánh xạ : X Y  là chính quy ( một cấu xạ ), nếu có m  hàm 

chính quy ,..., ( )
1

f f O Xm  sao cho ( ) ( ( ),..., ( ))
1

x f x f xm . 

         Định nghĩa 36: Ánh xạ chính quy : X Y  là phép đẳng cấu, nếu nó có một chính 

quy nghịch đảo . Khi đó các đa tạp ,X Y được gọi là đẳng cấu. 

        Ví dụ 16: Parabol 2( ) P Z y x  đẳng cấu với đường thẳng afin: 
1:

2    ( , )





A P

t t t


có 

ánh xạ ngược: 
1:

( , )





P A

x y x

  

Rõ ràng,    là ánh xạ đồng nhất trên P  và    là ánh xạ đồng nhất trên 1A . 



 

 

 Một cấu xạ của các đa tạp : X Y   cảm sinh một đồng cấu của các k-đại số 

[ ] [ ]k Y k X  chuyển [ ]f f Y  thành f  . Thật vậy, nếu f  là một hàm chính quy thì nó 

được mô tả bởi một đa thức [ ,..., ]
1

F k y ym . Vì   là một cấu xạ nên có 

,..., [ ,..., ]
1 1

F F k x xm n  sao cho ( ,..., )
1

 F Fm . Do đó đối với : f X k  thì ta có: 

( ) ( ( ),..., ( ))
1

f x F F x F xm  và nó thật sự là một hàm chính quy trên X . 

 Ánh xạ * : [ ] [ ]k Y k X  chuyển f  thành f   được gọi là cái níu lại của   và dễ 

thấy  *  là đồng cấu k-đại số. 

 Mặt khác, với mỗi đồng cấu k-đại số : [ ] [ ]k Y k X  thì tồn tại một cấu xạ 

: X Y  sao cho *   . 

         Định lý 37: Các đa tạp affine X  và Y  là đẳng cấu nếu và chỉ nếu [ ]k X  và [ ]k Y  là 

đẳng cấu như các k-đại số. 

 

1.2.2.3 Các hàm hữu tỉ trên các đa tạp affine  

 Cho  nX A  là một đa tạp bất khả quy. Vành tọa độ của nó [ ]k X  không có ước của 

0 và do đó có thể được nhúng vào trường các thương mà ta ký hiệu là  k X . Nói cách 

khác,  k X  là tập các lớp tương đương  / | , [ ,.., ], ( ) |~1
 G H G H k x x H I Xn ,trong đó , 

/ ~ '/ 'G H G H  nếu ' ' ( ) GH HG I X  và phép “+”,”.” được định nghĩa theo nghĩa thông 

thường. 

          

         Định nghĩa 38: Trường  k X  được gọi là trường các hàm hữu tỉ trên X hay là trường 

hàm của X . 

          Định nghĩa 39: Hàm  f k X  là chính quy tại x X  nếu có , [ ,..., ]
1

G H k x xn sao 

cho 
G

f
H

 và   0H x . 

          Định lý 40:  Nếu một hàm hữu tỉ [ ]f k X  là chính quy tại mọi điểm x X  thì nó 

chính quy . 

1.2.2.4 Các ánh xạ hữu tỉ của các đa tạp affine. 



 

 

 Cho , n mX A Y A là các đa tạp affine bất khả quy. 

          Định nghĩa 41: Một ánh xạ hữu tỉ : X Y  là một m-bộ các hàm hữu tỉ 

 ,...,
1

f f k Xm  sao cho ( ,..., )
1

 f fm . Nếu if  là chính quy tại x  với mọi x X thì ánh 

xạ   là chính quy tại x . 

          Định nghĩa 42: Một ánh xạ hữu tỉ : X Y được gọi là trội, nếu ảnh của X  qua   

là trù mật trong Y . 

         Định nghĩa 43:Một ánh xạ hữu tỉ : X Y là song hữu tỉ ( tương đương song hữu tỉ 

) nếu nó có ánh xạ ngược hữu tỉ , nghĩa là nếu có : Y X  sao cho: 

 Cả   và   đều trội, 

 1
Y

   và 1
X

  , tại nơi các phép hợp thành là xác định. 

Khi đó, X  và Y  được gọi là tương đương song hữu tỉ ( song hữu tỉ ). 

          Ví dụ 17: Một cubic lùi 2 3( ) C Z y x  là song hữu tỉ tới 1A :  

ánh xạ       
1:

2 3( , )





A C

t t t


    có ánh xạ ngược hữu tỉ  

1:

( , )





C A

y
x y

x


 

 Nếu ánh xạ hữu tỉ : X Y   là trội thì cái níu lại    * : k Y k X  được xác định. 

Khi đó: với mỗi [ ]f k Y  ta có:  *( )f k X . Ánh xạ này được mở rộng duy nhất  k Y . 

Tương tự như trường hợp các ánh xạ chính quy, *  là một song ánh giữa các ánh xạ hữu tỉ 

trội X Y  và các phép nhúng k-đại số ( ) ( )k Y k X . 

          Định lý 44: Các đa tạp X  và Y  là song hữu tỉ nếu và chỉ nếu ( ) ( )k X k Y . 

1.2.2.5 Các hàm trên các đa tạp tựa xạ ảnh. 

 Với mỗi đa tạp xạ ảnh  nX P , vành tọa độ của X được xác định tương tự như trong 

trường hợp affine: [ ] [ ,..., ]/ ( )
0

k X k x x I Xn ,nhưng bây giờ nó có một cấu trúc cộng của 

một vành phân bậc, nghĩa là nó là tổng trực tiếp của các không gian vectơ : 

[ ] ...
0 1 2

   k X R R R ,trong đó ,   R R Ri j i j . 



 

 

         Ví dụ 18: Cho 2 2 2 2( )
1 2 0

   X Z x x x P  là đường tròn đơn vị thì k[X]  là tổng trực 

tiếp của các không gian vectơ: 

1 ,
0

, , ,
1 0 1 2

2 2 2 2 2, , , , , ( )
2 0 0 1 0 2 1 1 2 2 0 1

  

  

    

R
k

R x x x
k

R x x x x x x x x x x x
k

                                             

           Định nghĩa 45 : Một đa tạp tựa xạ ảnh X n là một tập con mở của một đa tạp xạ 

ảnh  

  

             Định nghĩa 46 : Đối với  một đa tạp bất khả quy X n , trường của những hàm 

hữu tỷ trên X ( trường hàm của X ) là một tập hợp các lớp tương đương  

                        g / h g,h R  mà d , h 0 modI(X)
d

    

với g / h g '/ h '  khi gh’ – hg’ = 0 (modI(X)) . Các phần tử trên k(X) được gọi là các hàm 

hữu tỷ trên X . 

             Định nghĩa 47 : Một hàm hữu tỷ f : X k  là chính quy tại x X  nếu tồn tại một 

tập con mở U X chứa x và với g,h k X    thuần nhất cùng bậc sao cho h không bị triệt 

tiêu trên X và f = g/h  

Hàm f : X k  là chính quy nếu nó chính quy tại mọi điểm x X . Vành các hàm chính 

quy trên X được ký hiệu là (X)  

             Định lý 48 : Nếu X n là đóng nghĩa là X là đa tạp xạ ảnh thì  (X)  k  

1.2.2.6 Ánh xạ trên những đa tạp tựa xạ ảnh   

             Cho X n và Y m là những đa tạp tựa  xạ ảnh  

            Định nghĩa 49: Một ánh xạ : X Y   của những đa tạp tựa xạ ảnh là chính quy ( 

một cấu xạ ) nếu với mọi tập con mở V X  và với mỗi hàm f : V k  chính quy trên V thì 

hàm số  1f : V k   cũng là chính quy .  



 

 

Sự giải thích sau đây có thể là hữu ích hơn . Ánh xạ : X Y   là chính quy nếu với mỗi 

x X  thì tồn tại các dạng f ;.....;f k x ,........., xm n0 0
 
  

  có cùng bậc sao cho  

         +  f : ....... : fm0
  xác định trên một tập mở U X  chứa x  

         +  f x 0
i

  đối với ít nhất một giá trị I .  

              Định nghĩa 50 : Một cấu xạ : X Y   là một phép đẳng cấu nếu nó có ánh xạ 

ngược chính quy .Khi đó X và Y được gọi là đẳng cấu . Một ánh xạ : X Y   được gọi là 

phép nhúng nếu nó là một đẳng cấu của X và ảnh của nó là  X  .  

             Ví dụ 19: Một conic  2C x x x
0 2 1

    trong 2 là một đẳng cấu với một đường 

thẳng xạ ảnh . Nếu  s : t  là tọa độ thuần nhất trên 1 và  x : x : x
0 1 2

 là tọa độ thuần nhất 

trên 2 thì ánh xạ chính quy : 1
  C  

                                                        2 2s : t s : st : t  

có ánh xạ ngược chính quy :C 1 được xác định như sau : 

                                                  x : x : x x : x
0 1 2 0 1

  trên U0 ( x 0
0
 ) 

                                                                       x : x
1 2

 trên U2 ( x 0
2
 ) 

Vì    C C U C U
0 2

     , ta có thể mô tả ánh xạ   tại mọi điểm .Định nghĩa   là một 

định nghĩa tốt kể cả trong trường hợp x 0  i
i
   thì ta luôn có 

       2x : x x x : x x x : x x x : x
0 1 0 1 1 0 1 0 2 1 2

     

Lưu ý rằng vành tọa độ của một đa tạp xạ ảnh chứa nhiều thông tin hơn vành tọa độ affine 

tương ứng . Trong ví dụ trên ,  conic C là đẳng cấu với 1 , tuy nhiên những vành tọa độ 

của chúng không đẳng cấu , vì khi k C    được sinh bởi 2 phần tử . Vành k X    không 



 

 

những phụ thuộc vào lớp đẳng cấu của đa tạp mà còn phụ thuộc vào phép nhúng của X vào 

không gian xạ ảnh . 

               Định nghĩa 51 :Ánh xạ : X Y   là hữu tỷ nếu nó được xác định ít nhất trên một 

tập con mở trù mật của X và nó chính quy trên miền xác định . Hơn nữa ,ánh xạ đó còn là 

song hữu tỷ nếu nó có ánh xạ ngược hữu tỉ , khi đó X và Y được gọi là tương đương song 

hữu tỷ  

               Định nghĩa 52 :Một đa tạp X được gọi là hữu tỷ nếu nó tương đương song hữu tỷ 

với d . Sự tương đương song hữu tỷ này được gọi là một tham số hóa của X .Đa tạp X 

được gọi là đơn hữu tỷ nếu nó là ảnh hữu tỷ của một d .  

            Định lý 53 : Các đa tạp X và Y là song hữu tỷ khi và chỉ khi    k X k Y  

             Định lý 54 : Mọi đa tạp đại số đều là song hữu tỷ với một siêu diện trong m , với 

một m  

             Chứng minh : Vì k(X)  là mở rộng hữu hạn sinh của một trường đóng đại số , do 

đó   k(X) k y ,......, y ym1 m 1



 với y ,...ym1

 là độc lập siêu việt trên k và ym là đại số 

trên k(y1,....,ym – 1) . . Gọi   p' k y ,......, y x
1 m 1




 là đa thức nhỏ tối thiểu của ym .Bằng các 

phép biến đổi đa thức , ta xác định được một phần tử p k y ,......., y ,x
1 m 1

 
  




 . Khi đó , X 

là song hữu tỷ với bao đóng xạ ảnh của  Z p  mà đây là một siêu mặt trong m .  

1.2.2.7 Một vài ví dụ  

                Ví dụ 20 : Chúng ta hay gọi “ đa tạp affine ” với ý nghĩa là một đa tạp tựa  xạ ảnh 

đẳng cấu với một đa tạp affine . Một “ tập con mở chính ” của n được hiểu là phần bù của 

một siêu diện , là tập hợp { p n f (p) 0 } với các đa thức đơn f k x ,....x
1 n 1

 
 




. Ta 

thấy rằng một tập con mở chính của n  là một đa tạp affine  



 

 

Cho : (n\Z(f)) n+1 xác định bởi    p ,....p p ,...,p ,1/ f (p)n n1 1
  thì   là chính quy 

với ảnh Y = Z(g) với g = fx 1 k x ,...., xnn 1 1
 
  

 


 . Ánh xạ ngược là phép chiếu 

   : p ,....,p p ,....,pn1 n 1 1



  

              Ví dụ 21 : Chúng ta hay gọi “ một đa tạp xạ ảnh ”  là một vật thể mà có thể được 

nhúng vào trong một không gian  xạ ảnh như là một đa tạp xạ ảnh . Trên thực tế , tích n 

m là một đa tạp xạ ảnh vì nó có thể được nhúng vào N với  

N= (n + 1)(m + 1) -1 như sau : 

     x :....: x ;y :...y x y : x y :....x y z : z :....zn m n m nm0 0 0 0 0 1 00 01
  

Ánh xạ nói trên được gọi là phép nhúng Segre  

 

1.3 ĐƯỜNG CONG ELLIPTIC  

1.3.1 Các đường cong phẳng   

       Cho K là một trường. Ví dụ chẳng hạn, K có thể là trường   của các số hữu tỷ, trường 

  của các số thực, trường   của các số phức, trường p  của số  

p – adic ( xem [Kob] ) , hoặc trường hữu hạn q  của q  phần tử ( xem chương 1 , của 

[Ser1]) . Cho K  là một bao đóng đại số của K. 

       Một đường cong phẳng X trên K được xác định bởi phương trình ( , ) 0f x y  , với 

 jif(x, y) = a x y K x, y
ij

   là bất khả quy trên K . Ta định nghĩa bậc của X và f  như sau : 

deg X = deg f = max{ i + j : aij  0}. 

       Một điểm K - hữu tỷ (hoặc đơn giản là  K - điểm ) trên X là một điểm (a,b)  với tọa độ 

thuộc K sao cho f(x, y) = 0. Tập tất cả các điểm K - hữu tỷ trên X được ký hiệu  X(K). 



 

 

       Ví dụ 22 : Phương trình 2 26 11 0  x y y  xác định một đường cong phẳng  X trên 

  bậc 3 và   
1

5, X
2

 
 
 

   

       Vấn đề đặt ra là : Liệu có tồn tại một thuật toán mà khi ta cho một đường cong phẳng X 

trên   thì ta có thể xác định X(), hoặc ít nhất xác định được  X() có khác rỗng hay 

không? 

             Mặc dù X( ) không nhất thiết phải hữu hạn, nhưng ta thấy rằng, nó luôn luôn tồn 

tại một sự mô tả hữu hạn, vì thế vấn đề về sự xác định X() có thể được xác định rõ ràng 

bằng cách sử dụng máy Turing ( xem [HU]) về mối quan hệ giữa câu hỏi trên và bài toán số 

của Hilbert , xem [Po2] 

            Bài tóan hiện tại là liệu rằng có tồn tại các phương pháp xác định X( ) khi ta cho 

một đường cong X cụ thể , mặc dù hiện tại ta chưa chứng minh được những phương pháp 

đó có thể dùng trong trường hợp tổng quát . Chính vì vậy , có những vấn đề mà chưa tìm ra 

câu trả lời 

                  (1) Có tồn tại thuật toán mà khi cho một đa thức bậc bốn : f(x)   [x] thì ta có 

thể  xác định những điểm  2y = f(x)  là điểm hữu tỷ hay không? 

                 (2) Có tồn tại thuật toán mà khi cho một đa thức bậc ba : f(x, y) [x, y]  thì ta có 

thể xác  định những điểm f(x, y) = 0là điểm hữu tỷ hay không? 

1.3.2 Hình học xạ ảnh   

1.3.2.1 Mặt phẳng xạ ảnh  

             Mặt phẳng affine 2 là mặt phẳng thông thường, với  

2(K) = {(a,b) : a,b K}  với mọi trường K. Compact hóa 2  bằng cách nối một số điểm “ 

tại vô cực ” để sinh ra mặt phẳng xạ ảnh 2.  

        Tập hợp những K - điểm trên mặt phẳng xạ ảnh P2 có thể được định nghĩa một cách 

trực tiếp như:  P2(k) :=  (k3 – 0)/ k*. Nói cách khác, một điểm K- hữu tỷ trên P2 là một lớp 

tương đương của bộ ba (a,b,c)  với 0  a,b,c K , với quan hệ tương đương  ,  ở đây 



 

 

*(a,b,c) (λa,λb,λc),  λ K . Lớp tương đương của (a,b,c)  được ký hiệu  (a : b : c) . Ta 

cũng có thể đồng nhất P2(K) với tập hợp của các đường qua 0 trong không gian (x, y,z) . 

         Đơn ánh  A2(k) P2(k) ánh xạ (a,b)  vào (a : b :1)  hầu như là một song ánh: các điểm 

của P2(K) không thuộc trong ảnh, có dạng (a : b : 0)hình thành một đường xạ ảnh P1(K) của 

“ các điểm tại vô cực ”. Xem P2(K) như đường qua 0 trong không gian (x, y, z) , A2(K) là 

tập hợp các đường như thế đi qua (a,b,1)  với a,b K , và phần bù P1(K) là tập hợp các 

đường qua 0  trong mặt phẳng (x, y) . P2 cũng có thể được bao phủ bởi ba bản sao của A2, 

là: {(x : y : z) | x 0} , {(x : y : z) | y 0} , và {(x : y : z) | z 0} . 

1.3.2.2 Bao đóng xạ ảnh của các đường cong:  

               Phép thuần nhất của một đa thức f(x,y)  bậc d là d X Y
F(X,Y,Z) := Z f ,

Z z

 
 
 

. Nói 

cách khác, ta thay đổi x bởi X , y bởi Y, và thêm vào đủ các thừa số của Z để mỗi đơn thức 

mang bậc tổng như nhau bằng d. Ta có thể thu lại f như sau:  f(x, y) = F(x, y,1) . 

             Nếu f(x, y) = 0 là một đường cong  phẳng C trong A2, bao đóng xạ ảnh của nó là 

đường cong C  trong P2 được định nghĩa bởi phương trình thuần nhất  

F(X, Y, Z) = 0. Đường cong C  bằng với C cộng với một số điểm “ tại vô cực”. 

             Ví dụ 23:  Nếu  2 3( , ) 7f x y y x x    , thì: 

                  F(X, Y, Z)  = Y2Z – X3 + XZ2 – 7Z3 

                         Và      
*

{zeros of   F }
C(Q) =

Q
  

            *

{zeros of   F(X, Y, Z)} - 0
= {zeros of   F(X, Y, 1)} U 

Q

= C(Q) U {P},

 

ở đây P là điểm (0 : 1: 0) “tại vô cực”. 

1.3.2.3  Định lý Bézout   

             Một trong những lý do chủ yếu sớm được đề cập đến việc nghiên cứu trong mặt 

phẳng xạ ảnh là thu được một lý thuyết tương giao tốt. Cho  



 

 

F(X, Y, Z) = 0 và G(X, Y, Z) = 0 là những đường cong trong P2 trên K, bậc m và n, tương 

ứng. Định lý Bézout chỉ ra một cách chính xác rằng chúng giao nhau tại  mn điểm trong P2, 

và thỏa : 

 (1)  F và G  không có các thừa số chung không tầm thường. 

 (2)  Chúng cắt nhau trên một trường đóng đại số 

 (3) Những điểm tương giao là vô số trong trường hợp chúng là những điểm kì dị hay 

là những tiếp điểm 

1.3.3 Xác định X(): sự phân chia bằng bậc   

         Ta trở lại vấn đề xác định tập hợp các điểm hữu tỷ X() với X là một đường cong 

affine phẳng  f(x, y) = 0  trên hoặc trên bao đóng xạ ảnh của nó . Cho d = deg f . Ta sẽ 

xem xét bài toán bằng việc cho tăng dần giá trị của d. 

                3.3.1- Khi  d = 1: X là đường thẳng. Ta đã biết cách tham số hóa các điểm hữu tỷ 

trên đường thẳng ax + by + c = 0  

                3.3.2 - Khi  d = 2: X là đường conic. Legendre đã chứng minh rằng các đường 

conic thỏa mãn Nguyên lý Hasse . Điều này nghĩa là: X có một  - điểm nếu và chỉ nếu X 

có một  - điểmvà một điểmp - điểm  với mỗi số nguyên tố p. Vì một đường conic xạ 

ảnh được mô tả bởi một dạng bậc hai 3 ẩn số , do đó kết quả của Legendre có thể được xem 

như một trường hợp đặc biệt của định lý Hasse-Minkowski [Ser1] , khẳng định rằng một 

dạng toàn phương n biến trên  biểu diễn 0  nếu và chỉ nếu nó biểu diễn 0  trên  và p với 

mọi p. 

              Định lý của Legendre dẫn đến một thuật toán để xác định sự tồn tại của một  - 

điểm trên đường conic X. Thuật toán: bổ sung chính phương , nhân một hằng số, và thu về 

các biến, để rút gọn thành  2 2 2aX + bY + cZ = 0  trong 2, với a,b,c 0 ,không chính 

phương có quan hệ từng đôi nguyên tố với nhau . Khi đó ta có thể chứng minh rằng tồn tại 



 

 

một - điểm  nếu và chỉ nếu a,b,c  đều không cùng dấu và: 

2

2

2

ax + b 0   (mod c)

by + c 0   (mod a )

cz + a  0  (mod b)

 



 

 là giải 

được trong tập   

             Hơn nữa, trong trường hợp này , 2 2 2aX + bY + cZ = 0  luôn có một nghiệm nguyên 

không tầm thường X, Y, Z thỏa mãn  
1/ 2 1/ 2 1/ 2

X bc ; Y ac ; Z ab    , xem [Mo2] . 

        Trong trường hợp đường conic X có một   - điểm P0, vấn đề còn lại là  làm thế 

nào để mô tả tập hợp tất cả các    -điểm . Khi đó , ta sẽ dùng một thủ thuật quen thuộc : 

với mỗi điểm P  X() vẽ một đường qua P0 và P ,  và gọi t là hệ số góc của đường thẳng 

sao cho t    (hoặc có thể  là  ). Ngược lại, cho t   , định lý Bézout bảo đảm rằng 

đường qua P0 với hệ số góc t sẽ cắt đường conic tại một điểm khác ( miễn là đường này 

không tiếp xúc với conic tại P0), và đây sẽ là một điểm hữu tỷ. 

         Ví dụ 24 :  Nếu X là đường tròn  2 2 1x y   và P0(-1, 0), thì: 
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2 2

1 2
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1 1
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xác định các ánh xạ song hữu tỷ từ A1 đến X và ánh xạ ngược :điều đó có nghĩa là  khi ta bỏ 

đi một số hữu hạn các tập con có chiều nhỏ hơn (có thể chỉ là một vài điểm), thì các ánh xạ 

được cho bởi các hàm hữu tỷ của các biến mà cảm sinh một song ánh giữa các   - điểm  

trên mỗi chiều. Những ánh xạ song hữu tỷ được định nghĩa trên  ; các hệ số của các hàm 

hữu tỷ thuộc  , vì thế chúng cũng cảm sinh một song ánh giữa các   - điểm . Đặc biệt, 

tập hợp những nghiệm hữu tỷ của đường tròn 2 2 1 x y  là 

21 2
, : t {( 1,0)}.

2 21 1
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                3.3 Khi d = 3: X là các đường phẳng bậc 3 . Lind [Lin] và Reichardt [Rei] đã 

nhận thấy rằng những Nguyên lý Hasse có thể không đúng với các đường cong phẳng bậc 

ba. Xét một phản ví dụ : theo  Selmer [Sel] thì đường cong   

3X3 + 4Y3 + 5Z3 = 0  trong P2 có một  - điểm 
1/3

4
:1:0

3

       

 và một  p  - điểm với 

mỗi số nguyên tố p, nhưng nó không có   - điểm (Vì p > 5, sự tồn tại các p  - điểm có 

thể được chứng minh bằng cách sử dụng bổ đề Hensel [ Kob] để chứng minh sự tồn tại của 

các nghiệm đồng dư modulo p. Với p = 2, 3, 5, dạng tổng quát hơn của của bổ đề Hensel [ 

Kob] có thể được sử dụng . Sự không tồn tại của các - điểm khó thiết lập hơn .) 

Bài tóan liệu một đường cong phẳng bậc ba có điểm hữu tỷ hay không hiện tại là một bài 

toán chưa được giải quyết. Do đó ta sẽ chú ý đến những đường cong phẳng bậc ba  mà có 

một điểm hữu tỷ. Những đường này được gọi là các đường cong elliptic 

1.3.4 Các đường cong elliptic 

1.3.4.1 Các định nghĩa tương đương  

            Cho K là một trường hoàn chỉnh. Một đường cong elliptic trên K có thể được định 

nghĩa bằng một trong những cách sau: 

            (1)  Bao đóng xạ ảnh của một đường cong không kỳ dị được định nghĩa bởi 

một “phương trình Weierstrass” :  

                            2 3 2
1 3 2 4 6

     y a xy a y x a x a x a  

Với a a ,a ,a ,a K.
1, 2 3 4 6

  Nếu đặc số của K không là 2 hoặc 3, người ta có thể hạn chế sự 

chú ý tới các bao đóng xạ ảnh của các đường cong  3 3y = x + Ax + B. 

 Ta có thể chứng minh rằng nó không kỳ dị nếu và chỉ nếu   x3 + Ax + B  có  các nghiệm 

khác biệt trong K , và điều này tồn tại nếu và chỉ nếu lượng 3 2: 16(4 27 )   A B  0. 

                       (2)  Một đường cong giống một xạ ảnh không kỳ dị trên K được liên kết với 

một điểm K - hữu tỷ 0. 

                       (3) Một đa tạp nhóm xạ ảnh một chiều trên K 

1.3.4.2 Các điểm kỳ dị   



 

 

             Nếu (0, 0) là một điểm trên đường cong affine ( , ) 0f x y  trên K, khi đó  

(0, 0) là một điểm kỳ dị nếu cả hai f
x




 và f
y




 triệt tiêu tại (0, 0). Một cách tương 

đương, (0, 0) là điểm kỳ dị nếu   f = f2 + f3 + . . . + fd, ở đây mỗi  fiK[x, y] là một đa thức 

đồng nhất bậc i. Chẳng hạn (0, 0) là kỳ dị trên  y2 = x3 và trên y2 = x3 + x2, nhưng không là 

điểm kỳ dị trên đường y2 = x3 – x. Tổng quát hơn, ( , )a b  là kỳ dị trên f(x, y) = 0 nếu và chỉ 

nếu (0, 0) là kỳ dị trên  ( , ) 0  f X a Y b . 

 Một đường cong affine là không kỳ dị nếu nó không có các điểm kỳ dị. Một đường 

cong xạ ảnh F(X, Y, Z) = 0 là không kỳ dị nếu “ các mảnh affine” của nó  

F(x, y, 1) = 0, F(x, 1, z) = 0, F(1, y, z) = 0 là không kỳ dị. 

  Thuật ngữ “ trơn ” là một từ đồng nghĩa với không kỳ dị, ít nhất cho các đường cong 

trên một trường hoàn chỉnh K . 

1.3.4.3 Giống (Loại)   

            Cho X là đường cong xạ ảnh không kỳ dị trên một trường hoàn chỉnh K . Giống của 

X là một số nguyên không âm g để đo độ phức tạp hình học của X. Nó có các định nghĩa 

tương đương sau: 

 (A)  dimkg   , ở đây   là không gian véctơ của vi phân chính qui trên X. (Chính 

quy mang nghĩa  “không cực điểm”: Nếu k = , thì chính quy tương đương với chỉnh hình.) 

 (B) g là giống tôpô của mặt Riemann compact X(). (Định nghĩa này chỉ có nghĩa 

nếu K có thể được nhúng vào .) 

 (C)  
( 1)( 2)

2

d d
g

 
  - (các số hạng của các kỳ dị) ở đây Y là một đường cong 

phẳng bậc d song hữu tỷ với X ( có thể là một điểm kỳ dị).   

1.3.4.4 Luật nhóm - Định nghĩa    

             Một đường cong elliptic E trên K là một đa tạp nhóm nghĩa là có một ánh xạ “phép 

cộng” E x E  E được cho bởi các hàm hữu tỷ, mà cảm sinh ra một cấu trúc nhóm trên  

E(L) cho bất kỳ sự mở rộng trường L của K. Luật nhóm được đặc trưng bởi hai quy luật 

sau: 



 

 

                          (1) Điểm O = (0 : 1 : 0) tại vô cực là đơn vị của nhóm. 

                          (2) Nếu một đường L cắt E tại 3 K - điểm là  P, Q, R  E(K) thì khi đó:  P 

+ Q + R = O trong luật nhóm. 

Từ những điều này ta suy ra: 

           a)  Cho P  E(K), P  O , đường thẳng đứng qua P cắt E trong P, O, và một điểm thứ 

3 là  - P. 

           b) Cho P, Q  E(K) khác O, đường thẳng qua P và Q (lấy tiếp tuyến với E tại P nếu 

P = Q) cắt E tại P, Q và điểm thứ 3 là R  E(k). Nếu R = O, thì P + Q = O , mặt khác P + Q 

= -R, ở đây  - R có thể được xây dựng như trong a). 

Chú ý rằng E(K) là một nhóm abel. 

1.3.4.5 Luật nhóm -  các công thức    

             Một cách tổng quát, tọa độ của P + Q có thể được biểu diễn như các hàm hữu tỷ 

theo tọa độ của P và Q. Ở đây ta trình bày các công thức nhằm tìm ra một thuật toán cho 

phép tính P + Q.  Sự tồn tại của các công thức này sẽ là quan trọng khi ta phát triển phương 

pháp phân tích đường cong elliptic 

 Để tính tổng R của các điểm P, Q  E(K)   trên  y2 = x3 + Ax + B trên K : 

1) Nếu P = O, đặt R = Q và ngừng. 

2) Nếu Q = O, đặt R = P và ngừng. 

3) Mặt khác cho  P = (x1 : y1 : 1)  và  Q = (x2 : y2 : 0). Nếu x1  x2, đặt: 

                              = (y1 – y2) (x1 – x2)
-1, 

                             x3 = 2 – x1 – x2, 

                             y3 = (x1 – x3) – y1, 

                             R  = (x3 : y3 : 1) 

và ngừng. 

4) Nếu x1 = x2 và y1 = -y2, đặt R = O và ngừng. 

5) Nếu x1 = x2 và y1  -y2 (như vậy P = Q), đặt   

                               =  2 1,
1 1 2(3 )( )x A y y    

                 x3  =    2 - x1 – x2, 

         y3 = (x1 – x3) – y1, 



 

 

                 R  = (x3 : y3 : 1) 

và ngừng. 

1.3. 4.6 Luật nhóm - các ví dụ     

             Cho E là đường cong elliptic  y2 = x3 – 25x. (Từ bây giờ, khi ta đưa ra một phương 

trình không thuần nhất cho đường cong elliptic E, nó được hiểu rằng ta cho E được định 

nghĩa như bao đóng xạ ảnh của đường cong affine này).  

Vì x3 – 25x có các nghiệm khác nhau, E không kỳ dị, vì thế E thật sự là một đường cong 

elliptic. Đường thẳng L đi qua P :=  (-4, 6) và Q := (0, 0) có phương trình   

y = (-3/2)x. Ta tính L E  bởi sự thay thế:  ((-3/2)x)2 = x3 – 25x 

                     0  = (x + 4) x (x – 25/4) 

và tìm  { , , }L E P Q R  ở đây  R := (25/4, - 75/8). Do đó  P + Q + R = 0 trong luật nhóm, 

và  P + Q = - R = (25/4, 75/8). 

 Sự tương giao của đường X = 0 trong 2 với E: Y2Z = X3 – 25XZ2 là  

X = 0 = Y2Z, mà (0 : 1 : 0) = O và (0 : 0 : 1) = Q, có bội  2. (điều này tương ứng với đường  

x = 0 đang tiếp xúc với E tại Q). Do đó  Q + Q + O = O, và  

2Q = O ; nghĩa là Q là một điểm có cấp 2 , một điểm 2-xoắn. (Tổng quát, các điểm 2 - xoắn 

khác không trên  y2 = x3 + Ax + B là (, 0) ở đây  là một nghiệm của  x3 + Ax + B: chúng 

hình thành một nhóm con của ( )E K  đẳng cấu với 
2 2
  .) 

1.3.5 Cấu trúc E(K) đối với các trường K khác nhau   

1.3.5.1 Đường cong Elliptic trên trường số phức  

               Trên một phương diện nào đó E( ) là một đa tạp phức nhưng trên một phương 

diện khác thì nó là một nhóm và tọa độ của P + Q là hàm hữu tỉ theo tọa độ của P và Q. Do 

đó , E( )  là một nhóm Lie 1- chiều trên   . Hơn nữa , E( ) là đóng trong 

2( )P C compact nên E( ) là compact , liên thông . Theo sự phân lớp của nhóm Lie compact 

liên thông 1- chiều trên   , ta xem ( ) / E C  như  là nhóm Lie trên   , với dàn 

   
1 2

Z Z , trong đó  ,
1 2

 là một  - cơ sở của   . Các 
i
 được gọi là các chu kỳ 

vì tồn tại  một hàm phân hình ( )p z  trên   được xác định sao cho : 

    ( ) ( )p z p z . 



 

 

              Gỉa sử , ta bắt đầu xét trên   một dàn  rời rạc có hạng là 2 :    
1 2

Z Z  với 

 ,
1 2

 là  - cơ sở của  , ta cần chỉ ra là làm thế nào để tìm ra  một đường cong tương 

ứng trên   . 

                Tập   
' 460

2
g  và   

6'140
3
g trong đó ,ký hiệu ‘ nghĩa là bỏ 

đi số hạng 0   . 

               Đặt :         
2 2 2'( ) (( ) )p z z z  

                Khi đó : ta có thể chứng minh như sau : 

+ ( )p z là phân hình trên C với cực điểm trên   . 

+      ( ) ( )p z p z  và  ,( ( ), ( ))z p z p z xác định một phép đẳng cấu giải tích 

 / ( )C E  với E  là đường cong elliptic trên  có phương trình :   2 34
2 3

y x g x g  ( 

cực điểm của ( )p z  qua đẳng cấu tương ứng là gốc tọa độ  ( )O E ). 

-  Vi phân 
dx

y
  trên E cái níu với dz  trên /C   . 

 -   Do đó , ánh xạ ngược :  ( ) /C E C  được xác định bởi :  

                           
a(a;b) dx dx

(a;b) =
y 30 4x - g x - g

2 3


    

         Tổng quát hơn , Riemann đã chứng minh rằng : một mặt Riemann compact bất kỳ 

đẳng cấu với ( )X đối  với một đường cong xạ ảnh không kỳ dị X trên   . 

1.3.5.2 Đường cong Elliptic trên trường số thực  

           Cho đường cong elliptic 2: ( )E y f x  trên   . Trong đó : 

   3( ) [ ]f x x Ax B x  là không chính phương . 

          Ta có ( )E  nhóm Lie compact giao hoán 1- chiều trên   . 

          Ta xét các miền mà f  là không âm . Khi đó : ta nhận thấy rằng E( ) có 1 hoặc 2 

thành phần liên thông , f có 1 hoặc 3 nghiệm thực .Khi đó , nhóm đường tròn : 

  


{ : 1}z C z là một nhóm Lie giao hoán compact 1- chiều liên thông trên  . 



 

 

với 
/             neu f có 1 nghiêm thuc

E( )
/ /2     neu f có 3 nghiem thuc






 
 

  
  

            Nhóm ( )E có thể được xem như là một nhóm con của ( )E cố định bằng phép 

liên hợp phức .Nếu E được xác định trên   , ta có thể chọn  của mặt cắt trước nhằm ổn 

định qua phép liên hợp phức và tác động lên các tọa độ thành phần của phép liên hợp phức 

trên ( )E  tương ứng với tác động tự nhiên trên /C  . Trong trường hợp này ta định nghĩa 

chu kỳ thực như là hàm sinh dương của nhóm cyclic vô hạn    . Một cách chính xác , 

  được xác định một cách duy nhất bởi một số thực khác 0 ; việc chọn  tương đương với 

việc chọn một vi phân của E  trên   và chu kỳ thì phụ thuộc vào việc lựa chọn trên  

1.3.5.3 Đường cong Elliptic trên trường  hữu hạn  

                Cho E là một đường cong elliptic trên trường hữu hạn Fq có q phần tử . Vì E (F q ) 

là một tập con của P 2 (F q ) , E(F q ) là một nhóm aben hữu hạn . Hass đã chứng minh được : 

#E ( F q )  = q +1- a trong đó ,  2a q . Đây là trường hợp đặc biệt của “giả thuyết Weil” . 

Hơn nữa , thuật toán của Shoof  [Sch] đã tính #E ( F q ) với độ phức tạp 0(1)(log )q  như sau : 

ta sẽ không giải thích sự xác định #E ( F q ) theo modun l   với mỗi số nguyên tố l  ta có xấp 

xỉ logq , định lý số dư Trung hoa đã xét xong  #E ( F q ) . 

                Ví dụ 25: Cho E là đường cong elliptic   2 3 1y x x  trên trường F 3 . Định lý 

Hass chỉ ra : 1 #E(F 3 ) 7  .Thật ra  

E ( F 3 ) = {(0,1),(0,-1),(1,1),(1,-1),(2,1),(2,-1),O} và E(F 3 )   7
  . 

                Ví dụ 26: Cho E  là đường cong elliptic  2 3y x x  trên trường F 3 thì  

E ( F 3 ) = {(0;0),(1;0),(2;0),0} và E ( F 3 )   Z/2Z/2 . 

1.3.6 Đường cong elliptic trên trường hữu tỷ  

1.3.6.1 Định lý Mordell  

            Cho E là đường cong elliptic trên trường  . Mordell đã chứng minh rằng  E() là 

một nhóm aben hữu hạn sinh : E ()  Z r T  với rZ 0  , r  : gọi là hạng và T = : 

E(Q) tors là nhóm aben hữu hạn sinh gọi là nhóm xoắn . (Định lý Mordell còn được gọi là 



 

 

định lý Mordell -Weil , vì Weil đã tổng quát hóa đối với các  đa tạp aben trên các trường số 

. Đa tạp aben là đa tạp nhóm xạ ảnh với số chiều tùy ý ) . 

            Ví dụ 27 : Cho E là đường cong elliptic trên trường  :  2 3 2y x x  . Ta có thể 

chỉ ra rằng : E (Q)  ZZ/2z/2  trong đó : E(Q)/ E(Q) tors được sinh bởi  

(-4;6) . 

             Ví dụ  28 : Cho E là đường cong elliptic trên trường   :   2 3 2y y x x  còn 

được gọi là  “ đường cong modular (11)
1

X ” thì 

                              E(Q)={(0,0),(0,-1),(1,0),(1,-1),0} Z/5  .  

           Ví dụ  29 : Cho E là đường cong elliptic trên trường   :  2 31062y x x  ( không 

phải dạng Weierstrass nhưng nó đẳng cấu với   22 3 1063y x x ) . Sử dụng “ các điểm 

Heegner trên các đường cong modular”  , Elkies [Elk] đã tính được  

 E(Q)  ZZ/2z/2 .  

Trong đó , E(Q)/ E(Q) tors được sinh bởi 1 điểm với hoành độ  2 /1063q  

và 
11091863741829769675047021635712281767382339667434645

31734265754477218073520797732090001252280793677887
q  

 

           Ví dụ 30 : Cho E là đường cong elliptic : a b    2 3y xy y x x  

Trong đó : a  120039822036992245303534619191166796374  

    và  b  504224992484910670010801799168082726759443756222911415116  

Martin và McMillen [MM] đã chỉ ra rằng  E(Q)  Z r trong đó 24r   . 

1.3.6.2 Các đa tạp nhóm affine 1 – chiều trên trường K  

             Các đa tạp nhóm affine 1- chiều G trên K có thể được phân lớp . Một cách đơn giản 

, ta có thể giả sử K là một trường hoàn chỉnh có đặc số khác 2 . Ta có bảng   

G Đa tạp Luật nhóm G(K)  

G a  1 1 2 1 2x ,x x + x  K ,  với phép + 

G m  1xy   
1 1 2 2 1 2 1 2(x , y ),(x , y ) (x x , y y )  *K , với phép . 



 

 

G a

m  2 2x ay 
 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1(x , y ),(x , y ) (x x + ay y ,x y + x y )

 

chuaån* *ker(k( a ) k )

 

 

- Cột 1 : Đa tạp nhóm G , cũng là nhóm cộng tính G a  hoặc nhóm nhân G m  hoặc độ xoắn 

G a

m với *a K  . 

+ Loại đẳng cấu của G a
m  xem như là 1 đa tạp nhóm được xác định bởi ảnh của a  trên 

* *2K /K  . Nếu *a K  thì G a

m   G m . 

- Cột 2 : Mô tả G như là 1 đa tạp , ở mỗi trường hợp G cũng là A 1 hoặc là 1 đường cong 

phẳng trong A 2 . 

-  Cột 3 : Biểu diễn quy luật nhóm cấu xạ :  G G G  trong hệ tọa độ . 

-  Cột 4 : Mô tả nhóm các điểm hữu tỉ G(K) . 

1.3.6.3 Các cubic Weierstrass  kỳ dị   

            Nếu E là một đường cong kỳ dị được định nghĩa như là bao đóng xạ ảnh của : 

   2 3 2y x ax bx c  thì có tối đa một điểm kì dị .Giả sử 0P  là điểm kỳ dị . Bằng cách 

đổi biến số ta có thể giả sử : 0 (0;0)P  .Phương trình có dạng : 2 3( ) 0y ax x    . Đường 

thẳng tiếp xúc với các nhánh tại (0;0)  là : y = ±x a  .            Các điểm kỳ dị được gọi là 

điểm nút hoặc điểm lùi khi 0a   hoặc 0a  . 

            Trong trường hợp còn lại : ns 0E := E -{P } trở thành đa tạp nhóm affine 1- chiều có 

cấu trúc tương tự như cấu trúc hình học trong trường hợp không kỳ dị ( Một đường thẳng L 

đi qua 2 điểm không kỳ dị không thể đi qua 0P , vì sẽ trái với kết quả định lý Bézout ) 

            Thật vậy : 

G khi a = 0       ( diem lùi)a
*2E G khi a K    (diem nút)ns m

aG khi a không chính phuong (diem nút)m








  

            Ví dụ 31: Nếu E  là bao đóng xạ ảnh của : 2 3y x  , có điểm lùi tại (0;0) thì phép 

đẳng cấu được cho bởi :  



 

 

                                                      

E Gns a

(x,y) x/y

3 -2 -3(t :1: t ) = (t , t ) t







 

             Ta có thể kiểm tra với 3 3 3(t :1: t ),(u :1: u ),(v :1: v ) là cộng tuyến trong P 2 với : 

t + u + v = 0 . 

1.3.6.4 Sự rút gọn mod p  

             Với bất kỳ u *  , đường cong elliptic 2 3E: y = x + Ax + B  trên   đẳng cấu 

với : 2 3 4 6Y = X + u AX + u B (  nhân các phương trình với 6u  ,đặt : 3 2Y = u y ; X = u x  ) . 

             Do đó : ta có thể giả sử : A,B  .Khi đó : ta có thể rút gọn phương trình theo mod 

p ( nguyên tố ) để được đường cong bậc ba E  trên Fp . Nhưng E  có thể kỳ dị . Điều này 

xảy ra nếu và chỉ nếu p là ước của   . 

             Ta nói rằng E có rút gọn tốt tại p nếu có một phương trình Weierstrass cho E ( thu 

được bằng cách đổi biến số ) mà sự rút gọn theo mod p là không kỳ dị . Tương tự : nếu có 

một phương trình Weierstrass cho E mà sự rút gọn theo mod p  là một đường cong bậc ba 

có một điểm nút thì ta nói rằng E có sự rút gọn với nhân tại p . Khi đó : ta nói rằng E có sự 

rút gọn nhân tách hoặc rút gọn nhân không tách khi E
ns

 là Gm hoặc là một xoắn . 

             Trái lại nếu E không có rút gọn tốt hoặc rút gọn nhân thì tất cả các  phương trình 

Weierstrass đối với E rút gọn theo mod p tới một đường cong bậc ba với một điểm lùi và ta 

nói E có sự rút gọn cộng .  

Ta có bảng tóm tắt : 

Điểm kỳ dị Ens Thuật ngữ . 

Không có điểm 

nào 

E  Rút gọn tốt . 

Điểm lùi Ga  Rút gọn cộng . 

Điểm nút Gm hoặc G ( )d

m  Rút gọn nhân . 

 

1.3.6.5 Sự hữu hạn của nhóm xoắn torsT := E( )  



 

 

             Giả sử một đường cong elliptic E trên   có sự rút gọn tốt tại p . Bất kỳ  điểm trên  

E() có thể được viết dưới dạng (a : b : c)  với a;b;c  sao cho : gdc(a,b,c) =1 thì a, b , c 

có thể được rút gọn theo mod p cho ta một điểm trên E (Fp) . Điều này xác định 1 phép 

đồng cấu : E()  E (Fp). 

             Định lý 55: Nếu E có sự rút gọn tốt tại p > 2 thì nhóm con xoắn T của E()  nhúng 

được vào trong E (Fp) 

            Mệnh đề 56: T là hữu hạn . 

            Ví dụ 32 : Cho đường cong elliptic E : 2 3y = x - 4x + 4 trên    thì :        

                                    3 2 816(4( 4) 27.4 ) 2 .11  

vì E là rút gọn tốt tại p khi p  2,11 .Ta tính được : #E (F 3 ) =7 và  

#E  (F 5 ) = 9 . 

             Nhóm duy nhất được nhúng đơn ánh vào các nhóm cấp 7 và 9 là nhóm tầm thường 

. Vậy {0}T   . Đặt biệt : (0;2)E( ) : có cấp vô hạn và E( ) có hạng dương . 

1.3.6.6 Các định lý khác về nhóm con xoắn T. 

              Định lý 57 ( định lý Luzt - Nagell  ):  

             Cho A,B  và 2 3E: y = x + Ax + B là 1 đường cong elliptic . Nếu P T  và 

P O  thì 0 0P = (x , y )  trong đó : 0 0x , y   và 2 3 2
0y 4A + 27B   

Điều này cho ta một phương pháp để xác định T . 

             Định lý 58 ( định lý Mazur) :  

             Nếu E là một đường cong elliptic trên   thì : T N   với N 12  , N 11  hoặc 

T    /2   /2N  với N 4  . Đặc biệt : T # 16 . 

            Với mỗi m 1  , ta có thể sử dụng luật nhóm để tính các đa thức ( )m x  [ ]x  mà 

các nghiệm của đa thức là hoành độ của các điểm có cấp là m trong E( ) . Việc tìm những 

điểm có cấp m trong E() là tìm những nghiệm hữu tỷ của m  và kiểm tra xem chúng có 

tung độ hữu tỷ .Theo định lý Mazur chỉ có hữu hạn m được xét từ đó cho ta thuật toán thời 

gian đa thức để tính T . 



 

 

1.3.6.7 Các hàm độ cao   

            -  Ta mô tả các bước để chứng minh định lý Mordell :  

Nếu P = (a : b : c)P 2 ( )  

Ta có thể giả sử : a,b,c  và gdc(a,b,c) =1 .  

Khi đó ta định nghĩa : H(P) := max( a , b , c )  và h(P) := log H(P)  

Ta gọi h(P)  là độ cao của P  . 

Dễ thấy : với bất kỳ B > 0, #{P P 2 (): 3H(P) B} (2B +1)   

Vì vậy :  

(1) : {P P 2 (): h(P) B} là hữu hạn . 

Đây là trường hợp đặc biệt của định lý Northcott [Ser2] . Nếu E  P 2  là 1 đường cong 

elliptic trên   thì ta có thể chỉ ra rằng P,Q E () và n  

(2) : h(P + Q) + h(P- Q) = 2h(P) +2h(Q) + O(1) 

Định nghĩa độ cao chính tắc hay độ cao Néron- Tate của PE() bởi 


n

h(P) := lim


(2 )/ 4n nh P . Sau đây là các kết quả của (1) và (2) với P,QE() và n  

(a)  h(2P) = 4h(P) + 0(1)  

(b)  Định nghĩa giới hạn h(P) là tồn tại . 

(c)  h(P) = h(P) + 0(1).  

(d)     h(P + Q) + h(P - Q) = 2h(P) + 2h(Q) . 

(e)   2h(nP) = n h(P) . 

(f)  h(P) 0  . Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi  : PE( ) tors . 

Đặc biệt : h  là dạng toàn phương bậc 2 trên E()/ E() tors . 

                Hơn nữa , theo (1) và (2) , định lý Mordell-Weil khẳng định sự hữu hạn của 

E()/2 E() thì E() là hữu hạn sinh .Nếu các phần tử sinh của  

E( )/2 E( ) được tìm một cách hiệu quả thì hạng của E( )  và các phần tử sinh của 

E() cũng tìm được một cách hợp lý . 

1.3.7 Phương pháp phân tích đường cong elliptic  



 

 

1.3.7.1 Giải thích về sự phân tích  

               - Giả sử  p , q  là 2 số nguyên tố lớn chưa biết và N= pq  . Ta tìm cách xác định 

một số nguyên n sao cho m  0(mod )m p  nhưng  0(mod )m q  . Khi đó  

gdc(m , N)  có thể được tính tóan nhanh  

1.3.7.2 Một số phương pháp phân tích : 

           Ta có thể tìm ra các phương pháp phân tích khác nhau từ quan điểm vừa trình bày ở 

mục trước ( xem  N
 như là cách viết gọn của vành thương N / ). 

           Thử chia với : m =2 , m = 3 , m = 5 …. 

           Pollard p : Cho hàm : f :  N
    N

  

          Xét dãy các phần tử của N
  với x ,x ,x ...

1 2 3
 sao cho :  x = f(x )

i+1 i
 và kiểm tra  với 

: m = x - x (i j)
i j

  

          Sàng toàn phương bậc 2 , sàng trường số :  tìm nghiệm không tầm thường : 

2 2x y (modn)  và kiểm tra với  m = x + y  

           Pollard p -1  : Chọn ngẫu nhiên một số a mod N .  Lấy  K= k!  với  k 1  và thử : 

km = a -1  

           Phương pháp đường cong elliptic của Lenstra : Thay aK  với a ( N
 )* , ta xét K.P 

với P E ( N
 ), trên đường cong elliptic E . Ở đây , ta xem  K.P = P + P + ... + P

K lan
   , trong 

một nhóm aben E( N
 ) đã được xác định 

1.3.7.3  Phương pháp  Pollard p – 1   

             Phương pháp  đường cong elliptic có thể được xem như tương tự như phương pháp 

Pollard p – 1 . Với phương pháp đường cong elliptic ở đây người ta mô tả phương pháp p – 

1 một cách đầy đủ , nhưng bỏ qua những chi tiết và sự cải tiến hữu ích 

          Để phân tích N  

          1) Chọn một số nguyên K > 1 có nhiều ước số , có thể như K = k! với k 1  

          2) Chọn tùy ý một số nguyên a thỏa a N1 1    

          3) Nếu gdc(a , N) > 1 , khi đó ta dừng lại , ngược lại ta tiếp tục  



 

 

          4) Dùng khai triển nhị phân của K để tính aK mod N 

          5) Tính g = gcd(aK – 1, N) .  

                    + Nếu 1 < g < N thì ta tiếp tục thực hiện cho tới khi g là ước số không tầm 

thường của N  

                     +  Nếu g = N , thì ta thực hiện quá trình với giá trị a khác , hay ta thay K bởi 

một ước số khác  

                     + Nếu g = 1 , ta thực hiện lại quá trình với K lớn hơn  

            Nếu K là bội số của p – 1 ( với số nguyên tố p) chia hết N  , thì tại bước 4 ta sẽ có ( 

aK mod p ) là một lũy thừa của  ( ap – 1 mod p ) , nó là  (1 mod p ) , do định lý nhỏ Fermat . 

Khi đó , tại bước 5 , aK – 1 sẽ là chia hết cho p , do đó g = p  

            Vấn đề của phương pháp này là sẽ không dễ dàng để tìm K mà chia hết bởi p – 1 

trong khi ta không biết p là gì .Cách tốt nhất ta có thể làm là chọn một số K có nhiều ước số 

và hy vọng có chứa nhân tử p – 1 

1.3.7.4 Các phương án của phương pháp p – 1  

             Thay vì định lý Fermat nhỏ trên *Fp  , ta có thể nhận thấy rằng mọi phần tử của 

*F 2p
*FP

 có bậc chia hết p + 1 , có thể phát triển một phương pháp p +1 bởi việc thực hiện 

trên 

 
*A

*
N


 mà 
  tNA

2t b

  






 với bất kỳ b N
  . 

          Bằng cách tương tự ta có thể dùng nhóm con của *F rp
 cho số r đủ nhỏ để phát triển 

phương pháp đang thực hiện tốt khi p2 + p + 1 là trơn . Khi p2 + 1 là trơn , thì (p)r  là trơn 

với (z)r  là r – đa thức chia vòng tròn bậc r . Điều đó nhanh chóng trở nên vô dụng bởi vì  

p2 + p + 1 là quá lớn so với p – 1 và do đó trở nên khó trơn  

             Phương pháp của Lenstra là : thay thế *Fp  bởi nhóm  E Fp  mà E là đường cong 

Elliptic .Khi đó sẽ có nhiều E khác nhau để thực hiện . 

1.3.7.5 Đường cong Elliptic trên N
   



 

 

              Cho N là số nguyên dương . Để cho việc giải thích đơn giản , ta xem như gcd(N , 

6) = 1 . Định nghĩa :  

                   
    

 

a : b : c a,b,c ,gcd a,b,c,N 1N2P :N *
N

 





 

           Một đường cong elliptic E trên N
  đươc cho bởi một công thức thuần nhất : 

2 3 2 3Y Z X AXZ BZ    với A,B N  sao cho  3 2: 16 4A 27B     thuộc  
*

N
 . 

Khi đó ,  E N
  là tập con của những điểm (a : b : c )  2P N   thỏa mãn phương trình 

bậc ba . Với bất kỳ số nguyên tố p ước số của  N , E p
 
 
 
  là tập hợp những điểm trong 

2P p
 
 
 
  thỏa mãn phương trình quy gọn theo mod p . 

           Để đơn giản , giả sử N= pq với p , q là những số nguyên tố phân biệt lớn hơn 3 . 

Định lý số dư trung Hoa dẫn đến  

                            
N p q


  
                           ( như là những  vành )  

                       
* **

N p q

    
    

     


  
                  ( như là những nhóm )  

                    2 2 2P P P
N p q

    
    

     


  
             ( như là những tập hợp )  

                     E E E
N p q

    
    

     


  
                  ( như là những nhóm )  

              Do đó tập hợp  E N
  thừa hưởng cấu trúc của một nhóm abel . Phần lớn những 

cặp điểm trên  E N
  có thể có thể được thêm vào bởi việc sử dụng công thức ở phần trên . 

Thực tế , những công thức đó chỉ sai nếu có một vài phép tính trên N
  là 0 mod p và khác 

không mod q hay ngược lại . Khi đó N đã được phân tích  

1.3.7.6 Phương pháp đường cong Elliptic  



 

 

             Giả sử rằng số nguyên N là  thừa số thỏa mãn gcd(N ,6) = 1 và N rn với mọi số 

nguyên n , r   2 . Để tìm ra những thừa số của N nhỏ hơn P ta thực hiện như sau :  

             1) Cố định một giới hạn  trơn y nhỏ hơn P và cho K là LCM của tất cả các số 

nguyên trơn y nhỏ hơn hay bằng P 

             2) Chọn bất kỳ những số nguyên A, x1 ; y1 1;N    

             3) Đặt B = 2 3y x Ax N11 1
    và cho E là 2 3y x Ax B    sao cho 

   P : x ;y E1 1 1 N   . Nếu gcd( 4A3 + 27B2 , N) 1  , trở lại bước 2  

             4) Dùng sự mở rộng nhị nguyên của những thừa số của K để tìm ra  

K . Dùng công thức của luật nhóm tính  P1  E N    

               5) Nếu tại một vài điểm , công thức không thỏa thì chúng ta tìm một thừa số của N 

. Trái lại trở lại bước 2 và thực hiện trên một đường elliptic khác  

            Chú ý rằng trong bước 2 và bước 3 ta phải chọn được những điểm đầu tiên và tìm ra 

đường cong elliptic đi qua những điểm đó . Do những phức tạp về mặt thuật tóan để tìm ra 

một điểm ngẫu nhiên trên đường cong elliptic , ta sẽ thực hiện bằng cách đơn giản hơn : 

trước tiên chọn tọa độ  x , lấy căn bậc hai của các phần tử của N
 . 

1.3.7.7 Những phân tích đặc trưng của phương pháp đường cong elliptic  

           Nếu #E p
 
 
 
  chia hết K , thì K.P1 sẽ rút gọn thành 0 mod p . Trong trường hợp đó , 

ta có thể giả thiết rằng K.P1 có thể không phải là O mod N , hay tối thiểu tại một vài điểm 

của phép tính K.P1 , thu được K’ sao cho K’.P1 là 0 mod N . Do đó điều cần thiết của sự 

phân tích N đòi hỏi một chút may mắn để chọn E sao cho # E p
 
 
 
 chia K  

               Giả sử rằng N có một thừa số nguyên tố p sao cho p 1 2 p P    . Chọn s là xác 

suất cho viêc xây dựng nên E ngẫu nhiên bởi thuật tóan , cấp của E p
 
 
 
  là y – trơn . Nếu 

E p
 
 
 
  là y- trơn , thì  

 
 

K#E p
  , do định nghĩa của K và do định lý Hasse rằng 

# E p 1 2 pp
 
 
 

    . Do đó , số đường cong elliptic cần thiết trong suốt thuật tóan là 



 

 

O  1 s  . Mỗi phép thử dẫn đến O(logN) phép toán luật nhóm, đòi hỏi  0(1)logN toán tử bit, 

cần thời gian tổng cộng là  0(1)1R 0 s (logK)(logN)  

                Đặt L(x) =  exp (logx)(log logx) , sao cho logx L(x) x   khi x   . Đặt 

ay L(P)  với a  > 0 . Để diễn tả thời gian chạy R trong giới hạn những tham số của thuật 

toán , đặt tên là N , P , và a , và trước tiên ta tính K :                             

log P ylK l P P
l y l y

 
    

 
 

                                            a 0(1)logK y logP L(P)    

               Kế đó ta cần ước lượng về xác suất trơn s. Đinh lý của Canfield - Erdos -   

Pomerance chỉ ra rằng xác suất để một số nguyên bất kỳ thuộc   1,x  để L(x)a – trơn là 

1/(2a) 0(1)L(x)   khi x  . Dùng thuật tóan Deuring về số đường cong elliptic trơn được 

cho trên p
  , ta có thể chỉ ra rằng #E p

 
 
 
  là đóng được phân bố đều trên hầu hết các 

khỏang biến thiên Hasse p 1 2 p;p 1 2 p 
 
     

            Để tiếp tục ta giả sử rằng kết quả của định lý Canfield – Erdos – Pomerance cho số 

nguyên bất kỳ là nhỏ hơn nhiều với biên độ . Thì s = 1/(2a) 0(1)L(P)   

           Theo giả thiết , tổng thời gian của phương pháp đường cong elliptic là   

                                a 1/(2a) 0(1) 0(1)R L(P) (logN)   

            Đẳng thức đó sẽ đạt tối ưu hóa khi 
1

a
2

  , y = 

1
2L(P)  và 

2 0(1) 0(1)R L(P) (logN)   

            Để hoàn thành phân tích N , ta đặt P N  , và tính thời gian chạy của 1 0(1)L(N)   .  

              Một thuận lợi của phương pháp đường cong Elliptic so với phần lớn các phương 

pháp phân tích thành thừa số khác là thời gian chạy chỉ phụ thuộc vào kích cỡ của phần tử 

được tìm thấy , nó có khả năng tìm thấy những phân tử nhỏ hơn mà nhanh hơn  



 

 

             Trong thực tế , khi tối ưu hóa cách chọn y và do đó K phụ thuộc vào P , việc thực 

hiện phương pháp đường cong Elliptic là hợp lý với P đủ nhỏ cho truớc . Hơn nữa , nếu 

không tìm được thừa số , ta có thể thực hiện lại bằng cách gia tăng dãy các giá trị của P . 

Cuối cùng nếu không tìm được những phần tử nào đủ nhỏ thì ta chuyển sang thực hiện trên 

một miền số khác sao cho tiệm cận nhanh hơn nếu những phần tử là lớn  

1.3.7.8 Những kết quả của phương pháp đường cong Elliptic   

             Thừa số lớn nhất được tìm thấy bởi phương pháp đường cong Elliptic là một số 

nguyên tố gồm 54 chữ số : 

 484061254276878368125726870789180231995964870094916937    của 

  
42436 1 1  .  

              Richard Bent đã suy ra rằng những kết quả của phương pháp đường cong Elliptic 

là một con số gồm D chữ số trong năm Y(D): 9.3. D 1932.3                        

                Ví dụ 33: Như Y(54) = 2000.6 và Y(60) = 2004. 3 

1.3.8 Một số loại đường cong  

1.3.8.1 Những số chia  

              Những số chia có thể được dùng để tạo ra những đường cong Elliptic tương tư có 

cấp cao hơn  , kết nối để được những đường cong  có cấp cao hơn . Chúng cũng là những 

chứng minh một cách tự nhiên nhất về tính kết hợp thành từng nhóm của những đường 

cong Elliptic 

             Cho X là một đường cong xạ ảnh không suy biến trên một miền hòan hảo k . Nhóm 

các k – số chia  Div X
k

 là tập hợp của những tổng tự nhiên của các điểm trên  X k  . 

Nhóm con của những k – số chia hữu tỷ  Div X  là nhóm con của kGal k
 
 
 

- số chia ổn 

định . Bậc của số chia D n (P ) ......... n (P )r r1 1    là số nguyên n .......... nr1    . Khi đó 

 0Div X
k

 là nhóm của những k  - số chia có bậc 0 .Tương tự , là định nghĩa của 0Div (X)  

             Ví dụ 34: Cho E là đường cong Elliptic y2 = x3 + 17 trên   . Những điểm 

 P 1 7; 2 7     ;  Q 1 7; 2 7     ; R( -1 ; 4) nằm trên  E   . Số chia D:= 2(P) 



 

 

+ 2(Q) – 7(R) là ổn định trên QGal Q
 
 
 

mặc dù P và   là không ổn định , và D Div(E)  . 

Bậc của  D là 2 + 2 – 7 = -3 

1.3.8.2 Những số chia chính quy và nhóm Picard :  

            Nếu f là một hàm hữu tỷ khác 0 trên X và  P X k  , đặt  ord fP  biểu thị tất cả các 

bậc của f triệt tiêu tại P , thì số chia của f là    0f : ord (f).P Div XP k
P X k 

 
 

 


, và nếu hệ 

số của f là k , thì   0f Div (X) . Tập hợp những dạng f như thế là tập con Princ(X) của số 

chia chính quy . Nếu D;D' Div(X)  , ta viết D D'  nếu D D' Princ(X)   . Định nghĩa 

nhóm Picard hay nhóm lớp các số chia  của X là 
Div(X)

Pic(X) :
Pr inc(X)

  ; 
0Div (X)0Pic (X) :

Pr inc(X)
   

            Ví dụ 35 : Nếu E , P , Q , R là các ví dụ phần trước , f = y – x + 3 thì ta có  

                 (f) = (P) + (Q) + (R) – 3(O) , và (P) + (Q) + (R)  3(O) trên Pic(E)  

           Định lý 59 : Nếu E là đường cong Elliptic trên k , ánh xạ 0E(k) Pic (E)  biến P 

thành lớp của (P) – (O) là song ánh  

           Cấu trúc nhóm trên Pic0(E) cảm sinh từ cấu trúc nhóm trên E(k)  

 

1.3.8.3 Sự tương đương   

            Thật hữu ích khi ta tìm hiểu những sự tương tự giữa những trường số đại số và 

những đường cong hình học  

                                       

Trường số Hàm tương ứng 

Z k(t) 

  k(t) 

P  k(t) 

Trường số F Sự mở rộng hữu hạn của k(t) 

Spec0F (0F là vành của những số 

nguyên của F  ) 

Đường cong affine trơn X 



 

 

Sự mở rộng hữu hạn F’ của F Phủ X' X  

Ideal phân thức Số chia 

Ideal chính quy Số chia chính quy 

Nhóm các lớp Pic(X) 

Hàm phân thức (s)  , giả thiết 

Rieman , giả thiết Rieman tổng quát 

Giả thiết Weil 

 

1.3.8.4 Điểm hữu tỷ trên đường cong  

           Ta sẽ tìm hiểu ngắn gọn về điểm hữu tỷ trên đường cong tùy ý . Một đường cong 

trên   có thể có X() = Ø . Trong bảng bên dưới , giả thiết rằng X là một đường cong 

phẳng trên   có X()   Ø và ta định nghĩa  

                                N (B) : # P X( ) : h(P) BX     

            Dáng điệu định tính của X( ) và trong trường hợp cụ thể , tốc độ gia tăng của hàm 

phân thức NX(B) đựơc xác định bởi giá trị  

                

          

 

 

 

 

 

 

Trong cột thứ 3 , c1 ; c2 ; c3 > 0 ; c4 0  là những hằng số phụ thuộc vào X và sự ước lượng 

đạt đến khi B  

            Thực tế thì X( ) là hữu hạn khi bậc lớn hơn hay bằng 2 , đã được khẳng định bởi 

Mordell [Mo1] . Những chứng minh được thực hiện bởi Falting [Fa] và Vojta [Vo] và bản 

chứng minh thu gọn của Vojta được ghi chép bởi Bombieri [Bo] . Tất cả những chứng minh 

đã được biết đều không hiệu quả vì đã không chỉ ra đựơc có hay không tồn tại một thuật 

tóan để xác định X() cho dù thuật tóan đó là duy nhất .  

Giá trị X(Q) NX(B) 

0 Vô hạn   c B2c o(1) e1   

1 Nhóm abel hữu hạn   c4c o(1) B3   

2 Hữu hạn O(1) 



 

 

1.3.8.5 Jacobians : Một công cụ để tìm hiểu những đường cong có cấp cao hơn : 

            Nhắc lại rằng , cho đường cong Elliptic E , ta có một nhóm đẳng cấu 

0E(k) Pic (k)  . Nhưng nếu X là một đường cong xạ ảnh không suy biến có bậc lớn hơn 1 

trên miền k , thì sẽ không có một song ánh giữa X(k) và Pic0(X) và trên thực tế X không thể 

được tạo từ một đa tạp nhóm  

            Một đa tạp abel là một đa tạp nhóm xạ ảnh sao cho mỗi đường cong Elliptic là một 

đa tạp abel một chiều . Lấy X bất kỳ có bậc g trên đó , có một đa tạp abel J có số chiều g 

được gọi là Jacobian của X với tính chất 0J(k) Pic (X)  . điều đó chỉ có khi X là một 

đường cong Elliptic sao cho J trùng X. 

             Nếu P X(k)0   thì có một ánh xạ nhúng đa tạp X vào trong J , biến mỗi điểm P trên 

X thành lớp số chia của (P) – (P0) trong Pic0(X)  

             Ví dụ 36: Bây giờ ta thực hiên một vài phép tính trên một Jacobian của đường cong 

Fermat . Cho X là một bao đóng xạ ảnh của x13 + y13 = 1 trên Q . Bậc của X là 

(13 1)(13 2)
g 66

2
 

   . Cho P= (1;0) và Q(0;1) trên X(Q) . Gọi J là Jacobian của X thì J 

là một đa tạp abel 66 chiều . Số chia của đa thức 
y 1
x 1



 trên X là 13(Q) – 13(P) , do đó lớp 

của 13(Q) – 13(P) trên Pic0(X) là tầm thường . Do đó lớp của (Q) – (P) là một điểm 13 – 

xoắn trên J(Q)  

          Giả sử rằng X là một đường cong xạ ảnh không suy biến trên Q có bậc g 2 với 

X() : = Ø . Do định lý Mordell – Weil , J(Q) là một nhóm abel hữu hạn . Hơn nữa 

,
J(Q)

J(Q)tors
 có thể được  trang bị một hàm 


h  tòan phương chính tắc cao hơn .                               

Tính hữu hạn của X() trong chứng minh của Vojta nghiên cứu có bao nhiêu điểm của 

X() có thể có bên trong mang lưới bởi ứng dụng của kỹ thuật xấp xỉ điophan  

                  Không  may ,  kỹ thuật xấp xỉ điophan không hữu hiệu . Chúng đem lại cho ta số 

lượng những điểm hữu tỷ nhưng không giới hạn độ cao của chúng (Hạn chế độ cao giúp 

làm giảm số lượng những bài tóan để thành những phép tính hữu hạn ) 

               Hơn thế , tồn tại những kỹ thuật thường được sử dụng để xác định X( ) trên phần 

lớn các đường cong X , được trình bày trong [Po1] và [Po2] . Bên cạnh đó , một số các kết 



 

 

quả gần đây chỉ ra rằng X() có thể được tính trực tiếp trên tất các các đường cong X trên 

  , xem phần F.4.2 của [HS]  

1.4 CÁC ĐIỂM HỮU TỶ TRÊN ĐƯỜNG CONG ELLIPTIC   

1.4.1 Lịch sử  

                Một phần quan trọng của lý thuyết số là thuật tóan Diophantine . Có những đa 

thức mà ta hy vọng rằng có thể tìm được tập hợp các nghiệm nguyên hay nghiệm hữu tỷ 

của đa thức . Chúng được quan tâm  sau khi Diophantus of Alexandria , một trong những 

nhà tóan học nêu ra nhiều vấn đề về điều đó . những câu hỏi thường được đưa ra là : 

             1) Có tồn tại những nghiệm nguyên không ? 

              2) Có tồn tại những nghiệm và có thành phần hữu tỷ ? 

              3) Có bao nhiêu nghiệm nguyên trên đó ? 

              4) Có bao nhiêu nghiệm hữu tỷ trên đó ? 

             Với những đa thức bậc hai tuyến tính , ta đã biết câu trả lời cho những câu hỏi ở 

trên . Với biểu thức tuyến tính ax + by = c , luôn tồn tại vô hạn những nghiệm hữu tỷ . Nếu 

gcd(a , b) không chia hết cho c , thì có vô hạn nghiệm nguyên . Ngược lại , nếu gcd(a, b) 

chia hết cho c thì không có nghiệm nguyên . Với một đa thức bậc hai , nếu có thể tìm thấy 

một nghiệm hữu tỷ thì sẽ có vô hạn các nghiệm hữu tỷ khác . Nhưng với đường cong 

elliptic 2 3 2y x ax bx c     thì sao ? Những nghiệm nguyên và hữu tỷ của dạng đa thức 

trên không được bíêt chính xác . Viêc mô tả những nghiệm này cần sự phối hợp giữa đại số 

, lý thuyết số và hình học  

1.4.2 Những điểm nguyên và hữu tỷ  

                 Trong thập niên 1920 , Siegel đã chỉ ra rằng , một đường cong elliptic có hữu 

hạn những nghiệm nguyên . Sau đó , vào 1970 , Baker và Coates đã chỉ ra nhóm các 

nghiệm lớn nhất dựa trên những hệ số của đường cong elliptic . Tuy nhiên,  tập hợp này quá 

lớn và không thực tiễn .  

                 Vào năm 1901 , về những điểm hữu tỷ trên đường cong eliptic , Poincaré ước 

đóan tồn tại hữu hạn một tập hợp những điểm mà có thể đại diện cho tất cả những điểm hữu 

tỷ . Điều này đã được chứng minh vào nămm 1923 bởi Mordell .Hơn nữa , phương pháp 



 

 

Moredell cho phép tìm ra tập hợp đại diện hữu hạn , nhưng điều đó chưa từng đươc chứng 

minh bởi các kết quả . Do đó , điều đó vẫn chỉ là sự phỏng đóan  

1.4.3 Các điểm hữu tỷ - Sự mô tả định tính   

               Cho E là 1 đường cong Elliptic trên   và 

     E( ) (x,y) E x,y       được gọi là nhóm cộng tính của những điểm hữu tỷ trên E . Ta 

sẽ tìm hiểu về nhóm này , về kích cỡ và cấu trúc của nó 

            Định lý 60 ( định lý Nagell – Lutz ) : Cho E: 2 3 2y f (x) x ax bx c      là một 

đường cong elliptic và cho D là biệt thức của f(x) . Nếu P =(x,y) là 1 điểm hữu tỷ xác định 

thì x; y là những số nguyên và y = 0 hay y D 

           Định lý 61 ( định lý Mazur ): Cho E là một đường cong elliptic trên   và giả sử 

rằng  E  chứa một điểm có cấp xác định là m thì 1 m 10   hay m = 12  

           Định lý trên sẽ chỉ cho ta một hạn chế trên những nhóm con xác định của  E   

             - Từ đó ta sẽ tiếp tục giới thiêu khái niệm về chiều cao của một số hữu hạn và 

phương pháp làm giảm . Ta sẽ thảo luận về phương pháp 2- descent and , time and space 

permitting .và phương pháp chung p – descents  

           Định lý 62 (định lý Mordell – Weil)  : Cho E là một đường cong elliptic thì  E   

là nhóm aben hữu hạn sinh  

            Dựa trên định lý Mordell – Weil người ta chú ý đến một số đường cong elliptic và 

tìm cách tính độ xoắn của nhóm con của E và hạng của E . Một cách tổng quát , việc tính 

hạng của  E   là khó , nhưng ta sẽ xét một số kết quả cụ thể trong chương sau. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Chương 2 

CÁC ĐƯỜNG CONG ELLIPTIC DẠNG WEIERSTRASS 

TRÊN   

 

2.1 TÌM ĐIỂM HỮU TỶ TRÊN ĐƯỜNG CONG ELLIPTIC  

2.1.1 Đại cương về đường cong elliptic    

             -Một đường cong elliptic xác định trên một trường K là tập hợp những điểm 

 ,x y0 0  với ,x y K0 0   thỏa phương trình đa thức ( dạng Weierstrass dài ) :  

                           2 3 2y a xy a x a x a x a1 3 2 4 6           (1)                                                       

  với a1 , a2 , a3 , a4 , a6 là hằng số thụôc K  

             - Bây giờ chúng ta sẽ tìm hiểu những nghiệm trên trường K và chú ý đến những 

nghiệm hữu tỷ của (1) . Do đó chúng ta thực hiện phép đổi biến nhằm làm cho đơn giản 

biểu thức của đường cong elliptic , nghĩa là biểu diễn tổng quát của một đường cong elliptic 

là biểu diễn dạng Weierstrass ngắn   Y2 = X3 + a4X + a6 2) với a
i
   

             - Một cách đặc biệt , trước tiên ta thực hiên phép đổi biến  

                                             Z = x  

                                            W = y + 
aa 31 x

2 2
       (3)  

            -  Khi đó (1) trở thành 

2 2a a2 3 21 3W Z a Z a Z a2 4 64 4

 
 
  
 

       

              Ta có thể viết lại biểu thức cho phù hợp 2 3 ' 2 'W Z a Z a Z a2 4 6        (4)  

              Ta thực hiện phép đổi biến số 

,a
2X Z
3

   ; Y= W                (5)  

              Ta thu được : 2 3 ' "Y X a X a4 6                                             (6)  



 

 

             - Bây giờ ta sẽ tiếp tục chú ý đến những điểm trên (2) với tọa độ hữu tỷ . Nếu ta có 

một đường cong 
pm2 2Y X x

n q
   với m , n, p , q là những số nguyên , thì ta có thể nhân 

thêm vào biểu thức n6q6 để được :   

                               
2 23 3 2 2 3 4 2 2 6 5n q y n q x mn q n q x pn q    

Và thực hiện phép đổi biến X’ = n2q2X ; Y’ = n3q3Y là song tuyến tính hữu tỷ thực hiện trên 

biểu diễn ngắn Weierstrass với A = mn3q4 và B = pn6q5  

               - Một chú ý quan trọng  : Những ánh xạ song hữu tỷ thực hiện những phép biến 

đổi trên không tạo ra và không làm mất đi những điểm có tọa độ hữu tỷ trên đường cong . 

Một điểm (x , y) với x , y hữu tỷ  ánh xạ thành điểm  

( f1(x , y) ; f2(x, y)) với f1(x , y) ; f2(x , y) hữu tỷ và ngược lại , hàm ngược 1f (x,y)1
  và 

1f (x,y)2
  biến những 1 điểm hữu tỷ thành 1 điểm hữu tỷ  

                - Như vậy ta có thể thực hiện trên phần lớn những biểu diễn tổng quát của đường 

cong elliptic ở dạng Weierstrass ngắn : y2 = x3 + Ax + B với A , B là những số nguyên và 

nghiệm của phương trình này có các tọa độ hữu tỷ . 

2.1.2 Nhóm Mordell – Weil của đường cong elliptic  

               - Từ rất lâu , đã có những sự quan tâm đặc biệt trong viêc tìm tất cả những nghiệm 

hữu tỷ của các phương trình (2) . Giả sử rằng ta có hai điểm P (x y )1 1 1,  và P (x , y )2 2 2  mà tất 

cả các thành phần tọa độ là hữu tỷ thì ta dễ dàng tìm được điểm thứ ba . Lưu ý rằng ,một 

đuờng thẳng cắt đồ thị đa thức bậc ba taị 3 vị trí . Đường thẳng qua P1 và P2 có phương 

trình y = mx + b với 
y y2 1m
x x2 1





; và b y mx1 1  . Do đó tương giao của đường thẳng với 

(2) là :  

                            

          2 3  y x Ax B

2 3mx b x Ax B

3 2 2 2              0 x m x (A 2mb)x B b

  

   

     

 



 

 

Khi đó , đa thức bậc ba có 3 nghiệm và 2 trong 3 nghiệm là x1 và x2 , ta có thể viết                                         

0 (x x )(x x )(x x )1 2 3
3 20 x (x x x )x (x x x x x x )x x x x1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

   

       
 

Đồng nhất các hệ số :  

                              

       2 m x x x1 2 3
A 2mb x x x x x x1 2 2 3 3 1

2   B b x x x1 2 3

  

   

  

 

               Thực tế  : Cho 2 điểm P (x y )1 1 1,  và P (x y )2 2 2,  trên đường cong elliptic :  

y2 = x3 + Ax + B thì điểm thứ ba là giao giữa đường cong và đường thẳng có tọa độ là :  

                             

 

2
y y2 1x x x3 1 2x x2 1

y y2 1y x x y3 3 1 1x x2 1

 
 
 
 

 
 
 
 


  




  



  

                Lưu ý : Nếu hai điểm trùng nhau thì ta không thể tính được hệ số góc m bằng 

cách này thì khi đó ta phải tính hệ số góc từ đường thẳng tiếp xúc . Ta lấy vi phân dạng 

Weierstrass ngắn 
2dy 3x A22y(dy) (3x A)(dx)

dx 2y


    

              Khi đó hệ số góc m của đường thẳng tiếp xúc đường cong tại P (x ; y )1 1 1  là 

23x A1m
2y1


  và ta sử dụng giá trị này khi cần tính hệ số góc của đường thẳng . 

                 Khi ta cho một điểm đơn trên đường cong , thì ta có thể tìm nhiều điểm hơn bằng 

cách sử dụng đường thẳng tiếp xúc để tìm điểm thứ hai và phương pháp dây cung – tiếp 

tuyến để tìm các điểm cho đến khi ta không thể tìm thêm . Lưu ý rằng , mỗi điểm mà ta tính 

bằng phương pháp này sẽ có tọa độ hữu tỷ cung cấp cho ta một  điểm đơn có toạ độ hữu tỷ 

để bắt đầu với điểm đơn đó bởi vì tất cả tất cả các phép biến đổi đại số đều khả nghịch hữu 

tỷ. 

2.1.2.1 Điểm tại vô cực 



 

 

              - Có những điểm mà ta phải đặt câu hỏi : Điều gì sẽ xảy ra nếu ta có một điểm hữu 

tỷ mà đường thẳng tiếp xúc tại đó là một đường thẳng đứng .Khi tìm tập hợp những điểm là 

nghiệm của phương trình (2) , thì nó sẽ bao gồm cả một điểm đơn tại vô cực   

              - Một trong những câu hỏi chính về đường cong elliptic là làm cách nào có thể tìm 

hết được tất cả những nghiệm hữu tỷ bằng phương pháp dây cung – tiếp tuyến ở trên . Đó 

chính là nội dung quan trọng nhất của định lý đươc trình bày bởi Louis Mordell : tất cả 

những điểm hữu tỷ trên đường cong ( bao gồm cả điểm tại vô hạn ) có thể được tìm thấy 

bởi việc áp dụng phương pháp dây cung – tiếp tuyến trên một số hữu hạn những điểm sinh 

và do đó tập hợp những nghiệm hữu tỷ là một nhóm abel hữu hạn sinh , gọi là nhóm 

Mordell –Weil  

                Luật nhóm : Tập hợp những điểm hữu tỷ trên một đường cong elliptic kể cả 

điểm tại vô cực là một nhóm với phép toán “ cộng điểm” 

             1) Đơn vị của nhóm là điểm tại vô cực   

              2) Cho một điểm P1(x1 , y1) với y1  0 , phép cộng P1 với chính nó được thực hịên 

bằng cách sử dụng công thức tiếp tuyến để xác định điểm (x3, y3) như là điểm thứ ba trên 

đường thẳng tiếp xúc . Phép cộng điểm là  ,P P P x y1 1 3 3 3     

               3) Cho điểm P1(x1 , y1) với y1 = 0 , thì tổng của P1 với chính nó là điểm tại vô cực  

              4) Cho hai điểm phân biệt P1(x1 , y1) và P2(x2,  y2) , tổng P1 và P2 đựơc hiện bởi 

việc sử dụng công thức trên (x3, y3) như là điểm thứ ba trên đường thẳng nối P1 và P2 , phép 

cộng điểm là   ,P P P x y1 2 3 3 3     

              5) Nghịch đảo của P1(x1 ; y1) là điểm - P1(x1 , -y1)  

              Một quan điểm khác khá đơn giản về luật nhóm là : tổng của ba điểm thẳng hàng 

là điểm zêrô tại vô cực . Điều này dẫn đến một trường hợp đặc biệt là tổng của điểm (x1 , 

y1) và (x1 , - y1) ứng với đường thẳng nối hai điểm là một đường thẳng đứng thì điểm thứ ba 

là điểm tại vô cực . Với quy ước đó thật dễ dàng để chỉ ra rằng bản chất của phép cộng các 

điểm trên đường cong elliptic thỏa mãn tất cả các tiêu chuẩn của một nhóm giao hóan với 

điểm vô hạn là đơn vị  

2.1.2.2 Ví dụ   



 

 

                 - Cho đường cong 2 3y x x 1    . Có 6 cặp điểm có tọa độ nguyên trên đường 

cong này là :                             

Điểm x y 

P0 

P1 

P2 

P3 

P4 

P5 

-1 

0 

1 

3 

5 

56 

 1 

 1 

 1 

 5 

 11 

 419 

                 

   - Liên quan đến những điểm trên ta thu được :  

                                                  

P P P0 0 3
P P P0 1 4
P P P0 2 2
P P P1 1 2
P P P1 2 3
P P P2 3 4
P P P53 4

   

   

   

   

   

   

   

 

              - Và các điều sau đây là chính xác :  

                                                   

,

,

,

P P P0 0 3
1 7

P P1 1 4 8

P P P2 2 0
19 103

P P3 3 25 125

159 1861
P P4 4 121 1331

 
 
 

 
 
 

 
 
 

  

  

 

  

  

 

2.1.3 Những đường cong elliptic đồng dư số nguyên tố   

             - Ta xét dạng khai triển Weierstrass ngắn: 2 3y x Ax B     

và những nghiệm hữu tỷ (x, y)  của phương trình trên. Nhưng ta cùng xem xét đến những 

nghiệm hữu tỉ mà tử số và mẫu số tăng rất nhanh , dẫn đến việc tính toán hiệu quả là không 



 

 

thể. Do đó, ta chỉ quan tâm đến những đường cong elliptic vì ta có thể xem xét những 

nghiệm đồng dư số nguyên tố p và tổng quát hơn là đồng dư số nguyên m 

  - Khi xét những đường cong và các điểm hữu tỷ , thực sự ta có thể tìm thấy một 

điểm hữu tỷ đơn trên đường cong và dùng thuật toán dây cung - tiếp tuyến để tìm ra vô hạn 

điểm trên đường cong. Trong trường hợp những đường cong đồng dư số nguyên tố p, chắc 

chắn rằng không có nhiều hơn p2  điểm trên đường cong                                 

              Định lý 63 : Cho 2 3y x Ax B    là một đường cong elliptic đồng dư số nguyên 

tố p . Khi đó số điểm trên đường cong là p – 1 + a với a 2 p  . Hơn nữa với mỗi giá trị 

thuộc tập bị chặn này , có ít nhất một đường cong đồng dư p với đúng p -1 + a điểm. 

  Kết quả chính thứ hai là những điểm trên đường cong được lấy theo đồng dư p làm 

thành một nhóm mà cấu trúc  được cảm sinh từ nhóm các điểm hữu tỷ trên đường cong. 

Nếu ta tiếp tục thực hiện cách cộng điểm vào những số hữu tỷ  bằng việc biểu diễn của 

những mẫu số như là thực hiện phép nghịch đảo đồng dư p, thì tất cả những phần việc số 

học mà chúng ta tính toán cũng chỉ như là những số hữu tỷ cho đến khi chúng ta có mẫu số 

sao cho nó là zero đồng dư p tại điểm mà ta áo thể xem như những số hữu tỷ có mẫu số là 

zero được xem như là điểm tại vô cưc                                                                         

2.1.3.1 Ví dụ 

 - Xét đường cong  2 3y x x 1   đồng dư 7. Những điểm nguyên trên đường cong 

luôn tồn tại, nhưng ta chú ý rằng điểm P5  biến thành điểm P1 vì  

56 = 0 (mod 7) và 419 =-1 (mod7), và ta lưu ý rằng ta thêm vào điểm quen thuộc được đặt 

tên là P6 . 

Điểm x y 

P0 

P1 

P2 

P3 

P4 

P5 

P6 

6 

0 

1 

3 

5 

0 

2 

 1 

 1 

 1 

 2 

 3 

 1 

0 



 

 

Bây giờ , ta có thể khẳng định :  

                          

1  P 1,11    1,1  

2    P 1,1 1,11     6,1  

3    P 1,1 6,11     0, 1   

4    P 1,1 0, 11      3,2  

5    P 1,1 3,21     5, 3   

6    P 1,1 5, 31      2,0  

7    P 1,1 2,01     5,3  

8    P 1,1 5,31     3, 2   

9    P 1,1 3, 21      0,1  

10    P 1,1 1,11     6, 1   

11    P 1,1 6, 11      1, 1   

12    P 1,1 1, 11        

 

 

2.1.4 Những đường cong elliptic với mục đích nhân tử hóa  

            - Ý tưởng chính trong việc sử dụng những đường cong elliptic để nhân tử hóa là ở 

chỗ những nhóm các đường cong elliptic đồng dư nguyên tố p có thể được dùng tương tự 

như nhóm đồng dư p được dùng trong phương pháp nhân tử hóa  

(p -1) của  Polland . Tuy nhiên, không giống như Polland, ta có thể chọn nhiều đường cong 

khác nhau bằng việc thay đổi các lựa chọn nhằm thu được một nhóm trơn. 

  - Giả sử rằng, ta cố gắng thực hiện phép phân tích n = pq là tích của hai nguyên tố. 

Khi đó, cấp của nhóm elliptic đồng dư p là p – 1 + a  với a bị chặn, cấp của nhóm là p, cấp 

của nhóm các nguyên tố đồng dư p là p – 1 gần với p . 

 - Chọn một đường cong Weierstrass ngắn, chọn một điểm cơ bản  



 

 

P = (x0,y0) trên đường cong và thực hiện nhiều phép tích phức hợp trên bộ phận M . Bây 

giờ tính tóan M.P trên đường cong đồng dư n. Trên các số đồng dư n , ta sẽ tìm đựoc những 

số nghịch đảo đồng dư n .Ta thực hiên điều này bằng cách dùng định lý số dư Trung Hoa và 

tính nghịch đảo đồng dư p và đồng dư q nhưng do ta không biết p và q do đó ta cứ thực 

hiện như thể n là một số nguyên tố và hy vọng điều tốt nhất sẽ đạt được . Nếu chúng ta có 

một điểm mà chúng ta không thể nghịch đảo các thành phần để đồng dư n , khi đó ta sẽ biết 

rằng ta sẽ có một mẫu số sao cho zero đồng dư p nhưng trên thực tế thì không phải là zero   

           - Khi một thuật tóan không thể thưc hiện , điều đó có nghĩa là , ta không có đủ 

những thông tin cần thiết về hệ số n . Và khi đó gcd của mẫu thức với n và p sẽ không thể 

có  

          -  Thuật tóan TWEAK :Ta sẽ thưc hiện trên những số hữu tỷ và giũ cho tử số và mẫu 

số là những biến số độc lập .   

          - Ý tưởng chính : Có nhiều đường cong elliptic do có nhiều cách chọn A và B . Mỗi 

đường sẽ có  A;B  và do đó sẽ có bậc nhóm khác nhau . Chúng ta có thể thực hiện nhiều 

bước song song và chúng ta cần một trong những đường đó có giá trị  A;Bp 1    sao cho 

đường đó là trơn . Điều đó sẽ tốt hơn Pollard vì với Pollard ta chỉ có một cơ hội duy nhất 

sao cho p – 1 với p chia hết n là trơn . Hơn nữa khi chọn một đường cong , ta có thể cố định 

B = 1 và cố tính bội số của A . Do đó khi ta có điểm   0, 1  trên đương cong y2 = x3 + Ax 

+ 1 , chúng ta không phải tìm kiếm một điểm cơ bản để bắt đầu  

2.1.5 Các đường cong elliptic và vấn đề độ rời rạc   

            - Trong thập niên 1980, với những phát hiện độc lập của Victor Miller và Neal 

Kodlitz mà điều then chốt trong bài tóan trao đổi khóa Diffice – Hellman đã có thể cài đặt 

bằng việc sử dụng nhóm những điểm đồng dư modulo p trên một đường cong elliptic thay 

thế cho những số nguyên đồng dư một số nguyên tố p lớn. 

 - Thuận lợi của điều trên là có thể dùng những phương pháp đã biết như là phương 

pháp thực hiện phép tính trên các chỉ số nhằm giải quyết những vấn đề về độ rời rạc trên 

đường cong. Do đó, những số nguyên tố dùng cho những đường cong có thể nhỏ hơn  

những số đựơc dùng cho thuật toán sự trao đổi khóa dạng RSA. 

2.1.6 Phép tịnh tiến đến tọa độ xạ ảnh  



 

 

             - Xét đường cong dạng Weiertrass ngắn 2 3y x Ax B    với những nghiệm hữu 

tỷ của phương trình này . Việc xử lý những số hữu tỷ là vất vả bởi vì phép chia khó khăn. 

Tốt hơn nếu ta thay bằng tọa độ xạ ảnh bởi vì khi đó ta có thể tách các tử số và mẫu số và 

tránh thực hiện phép chia. 

 - Xét dạng xạ ảnh biểu diễn Weierstrass ngắn : 2 3 2 3y z x Axz Bz   trên đó ta 

thêm vào ẩn số z nhằm làm cho tất cả các đơn thức đều có cùng tổng số mũ ( bậc toàn phần 

như nhau) . Ta viết lại biểu thức 
y

2 3x x
A B

z z z
     
     
     

   . 

          - Và dĩ nhiên khi được viết lại đồng dư p cho một và số nguyên tố thì ta luôn luôn có 
thể bắt đầu bằng một cặp nghiệm (x;y) và biến nó thành nghiệm (x;y;z) với  z = 1 

        - Hệ số góc 
y

m
x





của đường thẳng nối 2 điểm  1 1x ;y  và  2 2x ;y là    

                                      

y y2 1
z z y z y z u2 1 2 1 1 2m
x x x z x z v2 1 2 1 1 2
z z2 1




  




 

       - Do đó , ta cần   
 2 22 u z z v x z x zx x xu 1 2 1 2 2 13 1 2

2z v z z v z z3 1 2 1 2

 
 
 

 
     

         - Ta viết :   2 2x k u z z v x z x z3 1 2 1 2 2 1    

                           2z kv z z3 1 2  

         - Ta thu được  
y3
z3

 tổng của những điểm  ( nhưng không là điểm thứ ba trên đường 

thẳng . 

              

 

  

 

y xy x3 31 1m
z z z z3 1 3 1

2 2y y kv z m x x kv z3 1 2 3 1 2

ux2 3y kv y z kuvx z3 1 2 1 2v
ux2 3y kv y z kuvx z3 1 2 1 2v

2 2u k u z z v x z x z1 2 1 2 2 12y kv y z kuvx z3 1 2 1 2v
3ku z z2 1 2y kv y z kuv x z x z kuvx z3 1 2 1 2 2 1 1 2v

 
 
 
 

 
 
 

   

   

   

   

 
   

     

 



 

 

Từ đó ta kết luận rằng k v   nếu không thì chúng ta phải loại ra những phần dư trong mẫu 

thức  . Do đó  

                       
3 3 2 2y kv y z ku z z kuv x z kuv x z3 1 2 1 2 1 2 2 1
3 2 2 3    = ku z z 2kuv x z kuv x z kv y z1 2 1 2 2 1 1 2

    

   
 

             - Ta chú ý rằng : 
y y x xu2 1 2 1
z z v z z2 1 2 1

 
 
 
 

    

Ta quy đồng thì thu được :     2 3uv x z x z v y z y z 01 2 2 1 2 1 1 2     

            - Nếu ta cho k  = 2 và thêm giá trị zerô thì ta thu được  : 

                              2 2 3y u 3v x z x z 2u z z v y z y z3 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1      

           - Biểu thức dùng để cộng 2 điểm phân biệt có thể được trình bày như sau : 

                            

 

    

2 3x 2u vz z 2v x z x z3 1 2 1 2 2 1

2 2 3y u 3v x z x z 2u z z v y z y z3 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

3z 2v z z3 1 2

  

    



 

          - Một cách tương tự , ta có công thức cộng một điểm với chính nó như sau :  

                                
 

2 2m 3x Az1 1
2 2x 2y z m 8x y z3 1 1 1 1 1

3 2 4 2y m 12mx y z 8y z3 1 1 1 1 1
3 3z 8y z3 1 1

 

 

   



 

2.2  ĐIỂM XOẮN CỦA ĐƯỜNG CONG ELLIPTIC TRÊN TRƯỜNG SỐ  

2.2.1 Tổng quan  

             - Chủ đề về điểm hữu tỷ trên đường cong elliptic có thể được xem như là một thành 

phần của lý thuyết về phương trình Diophantine. Việc nghiên cứu về những đường cong 

elliptic càng trở nên thiết thực  khi bắt đầu với những đường cong elliptic được dùng trong 

lĩnh vực mật mã. Những nghiên cứu sau không tập trung vào những đường cong elliptic 

trong lĩnh vực mật mã , thay vào đó, sẽ tập trung tìm hiểu về công cụ cơ bản để hiểu về 

những điểm hữu tỷ trên một đường cong elliptic mà nghiệm mà thành phần tọa độ của 

chúng có thể được biểu diễn thành các phân số. 

- Với mỗi phép toán 2 ngôi  , ta có thể biến tập hợp những điểm hữu tỷ ký 



 

 

hiệu  C   thành một nhóm giao hoán. Hơn nửa, ta có thể phân biệt các thành phần thành 

những điểm xoắn  và những điểm không xoắn mà bậc hữu hạn hay bậc vô hạn tương ứng . 

Khi xem xét tập hợp những điểm xoắn , ký hiệu  
tors

C   , ta nhận thấy rằng tập hợp này 

lập thành một nhóm con . Điều đó được biết đến đối với một đường cong elliptic C trên   , 

chứa một điểm có bậc hữu hạn m với 1 m 10   hay m = 12 . Chính xác hơn , tập hợp 

những điểm có bậc hữu hạn trên  C   lập thành một nhóm con có một trong 2 dạng sau :  

            (i) Một nhóm cyclic có bậc N với 1 N 10   hay N = 12  

            (ii) Tích của một nhóm cyclic cấp 2 và một nhóm cyclic có cấp 2N với 1 N 4  . 

         - Đặc trưng đã nêu của  
tors

C   được biết đến từ định lý Mazur  

           Định lý 64 (định lý Nagell- Lutz) : Cho 2 3 2y f (x) x ax bx c     là một đường 

cong bậc ba không suy biến với các hệ số nguyên a , b, c và D là biệt thức của f(x) với 

3 2 2 3 2D 4a c a b 18abc 4b 27c       . Giả sử P(x, y)  là một điểm hữu tỷ có cấp hữu hạn 

, thì x và y là các số nguyên  . Nếu y = 0 thì P có cấp bằng  hai , trái lại thì y là ước số của D  

 

          - Khi đường cong bâc ba ở dạng chuẩn thì định lý Nagell –Lutz cho ta một phương 

pháp để tìm ra những điểm có cấp hữu han trên đường cong elliptic . Phương pháp đó đơn 

giản  : tính D và tìm hết tất cả các số nguyên là ước số của D . Những số đó đều là giá trị có 

thể của y . Từ đó , ta thế giá trị y vào đường cong và hệ số của đưòng bậc ba , thì ta thu 

được giá trị nguyên x . Mặt khác , có một kết quả mạnh hơn của Nagell- Lutz chỉ ra rằng y2 

cũng là ước số của D chứ không chỉ là y . Điều đó có nghĩa là ta chỉ cần tìm trên những 

bình phương là ước số của D thay vì trên từng số nguyên . Sau khi có tất cả các (x , y) thỏa 

định lý , ta chỉ cần kiểm tra xem đâu là điểm xoắn . 

           - Nhằm có được một phương pháp để tìm những điểm hữu tỷ xoắn trên một đường 

cong cho trước , có một cách được dùng là tìm những điểm xoắn có cấp xác định trên 

đường cong . Với mỗi số nguyên n , tồn tại môt đa thức với các hệ số hữu tỷ , gọi là  n x  

mà những nghiệm của đa thức này là những giá trị x của những điểm xoắn có cấp n . Với 

những điểm xoắn hữu tỷ cấp n , ta tập trung xem xét những nghiệm hữu tỷ của  n x  . 

            Ví dụ 37: Để tìm tất cả những điểm xoắn cấp ba của đường cong  



 

 

y2 = x3 + bx +c , ta sử dụng 4 2 2(x) 3x 6bx 12cx b3     . Tìm nghiệm của (x)3  , ta 

sẽ có thành phần x của những điểm xoắn . Để tìm giá trị y , ta thay các giá trị x vào đường 

cong elliptic và giải chúng tìm ra y . Lưu ý rằng , bởi đường cong của chúng ta có y2 ,  ta sẽ 

thu được hai giá trị y cho mỗi giá trị x . Với mỗi giá trị x sẽ có hai điểm xoắn .   

           - Lưu ý rằng  n x  sẽ cho tất cả các điểm xoắn có thể tìm đươc có cấp n , kể cả hữu 

tỷ và không hữu tỷ . Nếu  n x  không có nghiệm hữu tỷ thì không có điểm xoắn hữu tỷ có 

cấp n  

          - Mặc dù những kiến thức về đưòng cong elliptic trên   là rất nhiều , ở đây muốn 

mở rộng hơn nữa khi xem xét các đường cong elliptic trên các trường số đại số . Một 

trường số đại số là một mở rộng của trường hữu hạn số hữu tỷ . Điều đó có nghĩa là , đây là 

một trường chứa    , hữu hạn chiều , nếu được xét như là một không gian vectơ trên   . 

Hay nói cách khác là : cho   và bổ sung thêm vào nó một nghiệm số của đa thức mà 

nghiệm đó không xác định trên   . Điều đó cho ta một trường chứa   và tất cả các tổ hợp 

tuyến tính của lũy thừa của nghiệm bổ sung                         

           - Ta chú ý đến đường cong 2 3 2X (11) : y x 4x 160x 12640      trên trường số đại 

số  11  với 
11
  là một nghiệm không hữu tỷ của x11 – 1 = 0 tức là một nghiệm của 

10 9 8 7 6 5 4 3 2x x x x x x x x x x 1 0            

             - Khi xem xét kích cỡ của nhóm con xoắn của  0X (11)  trên  11  , ta nhận thấy 

nhóm con này có lực lượng là 5 cùng lực lượng với nhóm con xoắn trên   . Thực sự , 5 

điểm giống nhau hình thành 2 nhóm con xoắn . Do đó đối với 0X (11)  , việc xác định nhóm 

con xoắn không hiệu quả bởi việc tìm những điểm trên  11  thay vì trên   

2.2.2 Nội dung   

2.2.2.1 Các đường cong – Một cách nhìn khác   

               - Trước khi tìm hiểu về những đường cong elliptic , ta nhắc lại vài định nghĩa cơ 

bản , bắt đầu bằng việc định nghĩa lại về một đường cong . Một đường cong C là một biểu 

thức f(x,y) = 0 với f là một đa thức  f x, y  . Ta luôn giả sử rằng các đường cong ta xét 



 

 

không thể rút gọn được ( nghĩa là f là một đa thức bất khả quy và trơn nghĩa là hệ phương 

trình 

 

x

y

f x, y 0

f 0

f 0



 
 

vô nghiệm  

             - Một nghiệm hữu tỷ của đường cong là một cặp (x , y) với x, y  và  

f(x, y) = 0 . Nghiệm nguyên của đường cong là cặp (x , y) với x, y  và  

f(x ,y) = 0 . Những định nghĩa nghiệm hữu tỷ và nghiệm nguyên cho ta hai tập con tự nhiên 

của đường cong được ký hiệu là  C   và  C   

            - Khó khăn khi tìm  C   phụ thụôc vào bậc cuả đường cong .Kiến thức về những 

đường cong tuyến tính không phải là quá phức tạp . Do đó thay vì chú y đến những đừơng 

cong bâc hai , ta hãy xem nó như là những conic 

2.2.2.2 Điểm hữu tỷ trên conic  

             - Dạng tổng quát của một đường cong bậc hai hay một conic là :  

                              2 2f x, y ax bxy cy dx ey f 0        

Với a,b,c,d,e,f   . Để tìm hiểu làm thế nào tìm  C   cho một đường bậc hai , ta hãy 

xem ví dụ cơ bản trong viêc tìm  C   của đường tròn đơn vị :  

                                     (C) : x2 + y2 =   1 . 

            - Khi ta vẽ một đường tròn đơn vị , có 4 điểm hữu tỷ ( là các điểm nguyên ) trên 

đường tròn là (1,0) ; (0,1) ; (-1,0) ; (0,-1) . Một vài điểm hữu tỷ khác dễ dàng nhận ra như 

3 4 5 12
, ; ,

5 5 13 13

   
   
   

 . Lưu ý rằng , tối thiểu có 2 điểm có dạng 
m l

x ;y
n n

   mà ước chung lớn 

nhất cuả m và n là 1 ; l và n là 1 . Khi ta thay giá trị x , y vào C , ta có 

2 2
2 2 2m l

1 m l n
n n

   
       

   
. Do đó (m , l , n) là một bộ ba Pitagore nguyên thủy . Quá 

trình đó cũng có chiều ngược lại và tạo nên quan hệ  

1 – 1 giữa bộ ba P nguyên thủy và những điểm hữu tỷ trên đường tròn đơn vị . Do đó ta dễ 

dàng nhận thấy những ví dụ về điểm hữu tỷ trên đường tròn đơn vị có quan hệ với những 



 

 

bộ ba Pitagore nguyên thủy. Một câu hỏi được đặt ra là làm thế nào để tìm tất cả những 

điểm hữu tỷ trên đường tròn đơn vị  

2.2.2.3 Phương pháp tìm nghiệm hữu tỷ đối với đường bậc hai  

                - Buớc đầu tiên trong việc giải quyết vấn đề trên là chọn một điểm hữu tỷ trên 

đường cong . Ta có thể chọn bất kỳ điểm nào , ví dụ chọn  0P 1,0   nhằm dễ dàng cho 

việc tính toán các bước kế tiếp .  

              - Giả sử ta viết được phương trình đường thẳng qua P0 có hệ số góc t là  

y = t(x + 1)   (1) 

              - Nếu  P C   khác P0 , thì đường thẳng nối P và P0 có hệ số góc hữu tỷ  Điều 

ngược lại ở đây là : Liệu có đường thẳng có hệ số góc hữu tỷ đi qua P0 cắt đường tròn đơn 

vị tại một điểm  P C   khác P0 ? Câu trả lời là : Có . Do đó ta có thể nhận thấy một 

phương pháp để tham số hóa tất cả những điểm hữu tỷ dựa trên P0 với tham số hữu tỷ t .  

            - Ta chứng minh điều ngược lại bằng cách cho y = t(x + 1) cắt x2 + y2 = 1 .Thay y = 

t(x + 1) ta có :  2 2 2 21 t x 2t x t 1 0             (2) 

            - Do x = -1 là một nghiệm , và do cách chọn P0 , phân tích (2) ta có :             

   
2

2 2 2 2 2

2

1 t
x t (x 1) 1 0 x 1 x t 1 t 1 0 x 1 x   (3)

t 1

                 
 

          - Ta biết rằng hệ số góc t được cho là một số hữu tỷ . Do đó (3) là một số hữu tỷ 

nghĩa là  x là hữu tỷ . Thay (3) vào (1) , ta thu được : 

                                          
2

2 2

1 t 2t
y t 1

t 1 1 t

 
   

  
 

           - Do đó, ta nhận thấy rằng điều ngược lại là đúng. Ta có thể tham số hóa   

  C   như sau :  
2

2 2

1 t 2t
C , t

1 t 1 t

   
   

    
   

            - Phương pháp tìm điểm hữu tỷ trên có thể dùng cho bất kỳ biểu thức bậc hai với giả 

sử rằng ta đã có một điểm hữu tỷ.  C  có thể là tập rỗng hay tập có kích cỡ vô hạn và 

trong trường hợp này được tham số hóa bởi một tham số hữu tỷ. 

2.2.2.4 Không gian xạ ảnh. 



 

 

                Định nghĩa 65 :  Một đường cong xạ ảnh là tập hợp các không điểm của một đa 

thức thuần nhất ba biến số F(x,y,z) = 0 với giả thiết rằng F có các hệ số nguyên. Lưu ý rằng 

F(x,y,z) là thuần nhất có bậc d nếu    dF kx,ky,kz k F x, y,z  với mọi hằng số k. 

            - Những đường cong chúng ta đang xem xét có hai biến số và không bị giới hạn bởi 

sự thuần nhất. Bất kỳ một đường cong hai ẩn có thể trở nên thuần nhất ba ẩn . Xét f là một 

đường cong hai ẩn và thay 
X

x
Z

  và 
Y

y
Z

 ,  thì f(x,y) = 0 trở thành 
X Y

f , 0
Z Z

 
 

 
 ; để cho 

dễ viết , ta ký hiệu là F(X, Y, Z) = 0. 

             -  Đặc biệt hơn, nếu ta nhân vào hai vế của 
X Y

f , 0
Z Z

 
 

 
 bởi Zd  với d là bậc lớn 

nhất của các hạng tử riêng của f, ta có biểu thức thuần nhất F(X, Y, Z) = 0. Việc thay thế và 

nhân thêm vào này có thể được thực hiện bởi việc bổ sung vào mỗi đơn thức có tổng bậc là 

d với d xác định như trên. Ví dụ, cho đường cong 2 3 2y x x 17   có thể trở thành 

2 3 2 3Y Z X X Z 17Z                  . 

             - Việc giới thiệu biến phụ nhằm biến đường cong phẳng f(x,y) = 0 vào trong mặt 

phẳng xạ ảnh 2 . Xét tập hợp các bộ ba (X,Y,Z) 3  trừ (0,0,0). Trên tập hợp này, ta giới 

thiệu một quan hệ tương đương :   

                        X,Y,Z X, Y, Z    với X                    . 

            - Mặt phẳng xạ ảnh phức 2
 là tập hợp các lớp tương đương của quan hệ tương 

đương  trên. Dựa trên định nghĩa, hai điểm là tương đương nếu chúng có tọa độ tỷ lệ . Ta 

viết không gian xạ ảnh là: 

                        2 =      X,Y,Z X,Y,Z / X : Y : Z    

           - Điều đó có nghĩa là    x : y : z x : y : z     với 0   . Ví dụ như  1:0,5 :1,5  cùng 

là một điểm trong không gian xạ ảnh như  2:1:3  

            - Vậy những điểm xạ ảnh này có liên quan gì đến quá trình thuần nhất ta mô tả ở 

trên. Cho [X:Y:Z] trong 2
  với Z 0  , ta luôn có thể viết  



 

 

 
X Y

X : Y : Z : :1
Z Z

 
   

 .Nếu F(X,Y,Z) = 0 và Z 0  thì (x,y)
X Y

,
Z Z

 
  
 

                    trên 

đường cong ban đầu f(x,y) = 0, ngược lại cho điểm (x,y) trên f(x,y) = 0, ta có 1 điểm xạ ảnh  

[x:y:1] trên  F(X,Y,Z) = 0. Lưu ý rằng đường cong xạ ảnh F(X,Y,Z) = 0  chứa tất cả những 

điểm trên f(x,y) = 0 khi Z 0  nhưng thêm vào những điểm tại vô cực khi Z = 0. Những 

điểm thêm vào nhằm hoàn chỉnh đường cong để đạt được những kết quả khác . 

2.2.3 Đường cong elliptic  

2.2.3.1 Định nghĩa 

                Định nghĩa 66: Một đường cong elliptic trên   là một đường cong xạ ảnh 

(không suy biến ) trơn bậc ba, trang bị trên đó điểm hữu tỷ cơ bản 0.( F có hệ số hữu tỷ)  

              - Một dạng cơ bản của đường cong elliptic là:  

                                2 3 2
1 3 2 4 6y a xy a y x a x a x a       

              - Đây là dạng mà Pari dùng để giới thiệu về một đường cong elliptic mới. Pari là 

một chương trình toán học hữu ích khi làm việc với những đường cong elliptíc cũng như là 

với những ngành khác của toán học. 

2.2.3.2 Dạng Weierstrass 

             - Ta luôn dùng những đường cong ở dạng chuẩn đươc gọi là dạng Weierstrass. 

Tổng thể là bất kỳ biểu thức bậc ba nào cũng có thể viết dưới dạng này. Dạng Weierstrass 

cổ điển là 2 3y 4x g x g2 3                                                      

             - Một dạng khác của dạng Weierstrass mà ngày nay dùng nhiều hơn dạng đề cập 

đến ở trên là: 2 3 2y x ax bx c                                    . 

          - Do đó từ bây giờ, tất cả những đường cong ta xét đều ở dạng Weierstrass. 

2.2.3.3 Nhắc lại định nghĩa 

            - Dựa trên định nghĩa trên, có ba điều kiện mà ta gặp khi xét một đường cong bất kỳ 

có là đường cong elliptic. 

                         * Thứ nhất: Đường cong phải là xạ ảnh. 

            * Thứ hai: Đường cong phải trơn nghĩa là gradien của F  

F F F
, ,

x y z

  

  
 không đồng thời triệt tiêu (ba thành phần của vectơ trên không đồng thời 



 

 

bằng 0) trên đường cong. Điều đó cho ta thấy sẽ không có giao điểm tự cắt hay nút thắt trên 

đồ thị của những đường cong và phần đồ thị bậc ba sẽ có ba nghiệm khác biệt. Ta có thể 

thấy rằng : 2 3 2y x ax bx c     là trơn khi và chỉ khi đa thức bậc ba theo x không có 

nghiệm trùng nhau. 

2.2.3.4 Nhắc lại về không gian xạ ảnh 

             - Điều kiện thứ ba trên đường cong phải liên kết điểm hữu tỷ cơ bản 0. Điều đó có 

nghĩa là  C   của đường cong elliptic C không bao giờ rỗng, C luôn có ít nhất một điểm 

hữu tỷ. Thực sự, C bị hạn chế là một đường cong xạ ảnh, ta luôn có một cách viết hợp lý về 

điểm cơ bản hữu tỷ. 

            - Trong không gian xạ ảnh, f(x,y) = 0 trở thành F(X,Y,Z) = 0 và do đó, ta hạn chế f 

trở thành một đường cong elliptic. Điều đó có nghĩa là khi f trở nên thuần nhất, tất cả các 

hạng tử của hai vế của biểu thức sẽ có tối thiểu một lũy thừa của Z, ngoại trừ hệ số 3X . Do 

đó, tất cả những đường cong ta xét có dạng:            

                                 2 3 2 2 3Y Z X aX Z bXZ cZ     

              - Nếu Z = 0 thì tất cả các hệ số trở nên 0 trừ  3X  và ta thu được  3X 0 X 0     . 

Ta thu được một điểm xạ ảnh đơn  0 : Y :0 0 :1:0        tại chỗ giao nhau của đường cong 

và đường thẳng tại vô cực Z = 0. Ta gọi điểm này tại vô cực  0 :1: 0             . 

             - Thực sự rằng những đường cong elliptic do định nghĩa là những đường cong xạ 

ảnh; đường cong elliptic C chứa điểm tại vô cực. Điều đó có ý nghĩa rằng điểm hữu tỷ cơ 

bản được đề cập trong định nghĩa của những đường cong elliptic thì tuơng đương với điểm 

tại vô cực. Do qui ước, bất cứ khi nào đường cong của chúng ta là Weierstrass thì điểm 0 sẽ 

được xem là điểm gốc của đường cong. 

2.2.4 Luật nhóm  

2.2.4.1 Định nghĩa   

              - Xét đường cong elliptic  y2 = x3 + ax2 + bx + c ta sẽ định nghĩa một phép toán hai 

ngôi, kí hiệu   trên  C  . Cho P và Q thuộc  C  với    P x , y ;Q x , y1 1 2 2   . Giả sử 

rằng ta có thể vẽ một đường thẳng nối P và Q. Dễ dàng nhận ra rằng tồn tại một điểm mà 

đường thẳng cắt đường cong elliptic. Ta cố gắng tìm ra tọa độ giao điểm này. 



 

 

               - Dùng hệ số góc của đường thẳng, ta có    PQ : y y x x1 1    


 với 

y y2 1
x x2 1


 


  , ta có   y y x x1 1    , thay y vào đường cong elliptic, ta thu 

được:    
22 2 2 3 2y x x 2 x x y y x ax bx c1 1 1 1            

Chuyển tất cả qua vế phải ta thu được :  

               3 2 2 2 2 2 30 x x a x b 2x 2 y c x 2 x y y1 1 1 1 1 1
              

              - Do đây là một đa thức bậc ba theo x nên có 3 nghiệm. Ta có  

                   
   

3 2 2 2 2 2 3x x a x b 2x 2 y c x 2 x y y1 1 1 1 1 1

x x x x x x1 2 3

           

   
       

Dùng hệ thức Viette, cho phép ta tìm được các hệ số của x dưới dạng những nghiệm của đa 

thức, ta có   x x x1 2 3    là hệ số của x2  mà  x1 và x2 từ P và Q, do đó ta có: 

2x a x x3 1 2     với  x3 là hữu tỷ. Giá trị x3 này là giá trị x của giao điểm. Từ đây, thay 

x3  vào đường thẳng, ta thu được  y3  cũng là hữu tỷ. Giao điểm của đường thẳng PQ và 

đường cong elliptic có tọa độ hữu tỷ   x ;y3 3           . 

              - Vì đường thẳng nối hai điểm nên  C  cắt đường cong tại điểm khác trên  C  , 

điều đó tuơng tự với điều chúng ta nhận thấy với conic . Thực tế với những đuờng cong bậc 

ba có 2y  , nên luôn tìm được điểm thứ tư trên  C   gọi tên là  P Q có tọa độ  x ; y3 3 . 

Chúng ta định nghĩa điểm thứ tư này là  P Q               

2.2.4.2    P Q P Q    

                - Từ định nghĩa của  , ta có vài chú ý. Trước tiên, điều gì sẽ xảy ra nếu ta thực 

hiện    P Q P Q   .  Ta không thể dùng các phương pháp thông thường vì   không tồn 

tại. Giải pháp là đặt    P Q P Q   bằng điểm tại vô cực, kí hiệu là O. Chú  ý rằng ta 

đang làm việc với những đường cong xạ ảnh. Bởi vì ta làm việc trên đường cong elliptic, ta 

chú ý rằng: - O  = O . Ngoài ra, đường thẳng nối P Q  và P Q cắt đường cong tại một 

điểm thứ ba. 



 

 

              - Dễ dàng nhận ra rằng P + O = P và ta thu được: 

                i) P O P   

                ii) P Q P Q O     

2.2.4.3 P P  

            - Mặc dù ta đã định nghĩa giữa hai điểm phân biệt, P O khả nghịch  , bây giờ 

ta định nghĩa phép   giữa một điểm và chính nó. Ta không thể dùng phuơng pháp thông 

dụng bởi vì   không tồn tại. Câu hỏi về định nghĩa P P  phụ thuộc vào câu trả lời ta chọn 

hệ số góc như thế nào? 

            - Cách tốt nhất để xác định   là lấy đạo hàm đường cong tại P và sử dụng giá trị 

này làm hệ số góc. Cách dễ nhất để tìm   là dùng phép lấy đạo hàm ẩn. Ví dụ, cho đường 

cong y2 = x3 + 17 . Lấy đạo hàm ẩn trên đường cong, ta có:   
23x22yy' 3x y '

2y
                       

.    

            - Tổng quát,  ta có: 
2 f '(x)3x 2ax b

y'
2y 2y
 

                                         

            - Để có được hệ số góc tại điểm P, ta sẽ thêm vào hệ số a, b, c và tọa độ của điểm P. 

Do đó,    được xác định. 

             - Điều đó dẫn đến sự thuận lợi nhằm có được một biểu thức hoàn hảo cho 2P thay 

vì cho tọa độ của chính P. Nếu ta thay 
f '(x)
2y

   vào biểu thức  
22y x x1    quy đồng 

mẫu số chung, thay y2 bởi  f(x) ta có được: 

                   Tọa độ x trong 2(x,y) là 
4 2 2

3 2

x 2bx 8cx b 4ac

4x 4ax 4bx 4c

   

  
        

             - Điều đó dẫn đến rằng việc cộng một điểm vào chính nó một lần, hai lần, ba lần, n 

lần là một điều thú vị khi tìm hiểu về những đường cong elliptic. Bởi vì, với một số điểm 

 P C  , luôn tồn tại một số nguyên n nhỏ nhất sao cho nP = O với 

nP P P P ......... P
n lan 

      . Bất kỳ  điểm nào thỏa thuộc tính trên với n tồn tại thì được 

gọi là điểm xoắn cấp hữu hạn n. Bất kỳ điểm nào mà không tồn tại n thì được gọi là điểm 

xoắn cấp vô hạn. 



 

 

2.2.4.4 Đường cong elliptic và    

              - Ta nhận thấy rằng, tập hợp những điểm hữu tỷ trên một đường cong elliptic với 

quan hệ    sẽ ứng với một đơn vị O duy nhất và làm cho mọi điểm có nghịch đảo. Kết hợp 

những điều đó thì tập hợp những điểm hữu tỷ trên đường cong elliptic là một nhóm. Vậy 

 C  là một nhóm với  .  

              - Thật ra,  C  là một nhóm cho phép ta khảo sát như là sự tồn tại cấu trúc của 

nhóm. Sự phân loại cấu trúc của nhóm hữu tỷ được đề cập bởi định lý Mordell – Weil. 

              Định lý 67:  Cho C là một đường cong bậc ba không suy biến, thì  C  là một 

nhóm abel hữu hạn sinh đẳng cấu với r F   

                      với r Z Z Z .... Z
r lan   

      ;  

                              F= {  P C   P có cấp hữu hạn }  

                               r = rank : là số luợng phần tử sinh tối thiểu. 

              - Định lý trên chỉ ra rằng nếu C là đường cong bậc ba không kỳ dị thì          C  là 

hữu hạn sinh. Điều đó có nghĩa là: tồn tại hữu hạn  những điểm  trên           C  mà ta có 

thể lấy tất cả các tổ hợp tuyến tính giữa những điểm đó. Chúng sinh ra  C   

2.2.5 Điểm xoắn  

2.2.5.1 Định nghĩa điểm xoắn 

               - Mỗi điểm trên một đường cong elliptic thuộc một trong hai dạng: một điểm với 

cấp hữu hạn hay cấp vô hạn. P là một điểm có cấp hữu hạn nghĩa là tồn tại một số nguyên 

nhỏ nhất n sao cho nP = 0. Nếu n không tồn tại thì P là điểm có cấp vô hạn. Một cách khác, 

P là một điểm có cấp vô hạn nghĩa là ta không thể tìm được một điểm tại vô cực bằng cách 

cộng P vào chính nó một số lần . Sự khác biệt giữa những điểm hữu hạn và vô hạn dẫn đến 

định nghĩa sau: 

               Định nghĩa 68: Một điểm  P C   được gọi là điểm xoắn có cấp n nếu P có cấp 

n. Tập hợp tất cả những điểm xoắn của một đường cong elliptic C sẽ tạo thành một nhóm 

con hữu hạn của C(Q), gọi là   C tor . Vậy    

               C tor = {  P C  P có cấp hữu hạn }  C     



 

 

2.2.5.2 Điểm có cấp 2 

              - Ta thực sự muốn biết điều gì về những điểm có cấp hữu hạn. Bắt đầu với cấp 2. 

ta cần 2P = 0 với P  0. 

             - Đặt P = (x,y) thì –P =  (x,-y) .  

                Do đó  2P = 0  P = -P  (x,y) = (x,-y)  y = 0 

              - Do đó, tất cả những điểm cấp 2 phải có y = 0. Lấy x C , ta có thể tìm được bốn 

điểm cấp 2 là:       S 0; ,0 ; ,0 ; ,01 2 3     trong đó , ,1 2 3     là những nghiệm của x3 + 

ax2 + bx + c  . Ta có S là một nhóm cấp Bốn, là tích trực tiếp của hai nhóm cấp 2. 

             - Nếu ta giới hạn x là số thực, ta có hai khả năng: hoặc cả ba nghiệm là số thực, 

trong trường hợp này ta có nhóm Bốn; hay chỉ có một nghiệm là số thực thì ta có một nhóm 

cyclic cấp 2. 

            - Tương tự, nếu ta giới hạn x trên Q, thì ta có hai khả năng, cộng với khả năng S = 

 0 , không có nghiệm hữu tỷ. 

2.2.5.3 Điểm cấp 3 

             - Điểm xoắn có cấp 3 là những điểm thỏa mãn 3P = 0  2P = -P sử dụng công thức 

nhân đôi cho ta thấy giá trị x của 2P dựa trên giá trị x của  

P = (x,y). Ta cần 2P = -P = (-x,y) nghĩa là giá trị x của 2P phải bằng với giá trị x của (-P). 

Vậy ta có biểu thức: 
4 2 2x 2bx 8cx b 4ac

x
3 24x 4ax 4bx 4c

   


  
 

             - Bằng cách nhân chéo và chuyển vế các số hạng, ta thu được một biểu thức đơn 

giản của x. Ta gọi biểu thức đó là 3  . Vậy:    24 3 2x 3x 4ax 6bx 12cx 4ac b3        

              - Những nghiệm của đa thức là giá trị x của điểm có cấp 3. 

              - Nếu x   , ta sẽ có bốn nghiệm phân biệt. Ta biết những nghiệm này phân biệt 

vì ta có thể dễ dàng nhận thấy rằng  x3 và  ' x3  không có những nghiệm chung . 

Trong trường hợp chúng có một nghiệm chung thì f(x) và f’(x)có một nghiệm chung , điều 

này mâu thuẫn với f(x) là không suy biến. Thay bốn nghiệm của  x3 vào đường cong 

elliptic sẽ cho ta tất cả 8 điểm phân biệt . Với những điểm đó, ta sẽ có 9 điểm cấp 3 gồm 8 



 

 

điểm đề cập ở trên và điểm tại vô cực O. Khi đó, sẽ có một nhóm giao hoán có cấp 9 với 

mỗi thành phần có cấp 3, và đó là tích của hai nhóm cyclic có cấp 3. 

             - Nếu ta hạn chế x trên R, ta sẽ luôn thu được một nhóm cyclic có cấp 3. Nếu 

x  , ta sẽ chỉ có nhóm cyclic cấp 3 hay nhóm tầm thường  0 . 

             - Không quá khó để nhận ra rằng ta có thể sử dụng cách trên khi tìm những điểm 

xoắn có cấp 3 để tìm những điểm xoắn có cấp cao hơn ba.         

2.2.5.4 Định lý Nagell – Lutz        

            - Số lượng những điểm có cấp vô hạn nhiều hơn điểm có cấp hữu hạn.  Điều đó là 

hiển nhiên khi ta cố gắng tìm hiểu những phần tử trên  C tor  bởi các tính toán. Thực tế, 

đó là điều không tưởng khi tìm kiếm những điểm xoắn của một đường cong bằng phương 

pháp phỏng đoán và kiểm tra. Định lý sau được đưa ra bởi hai nhà toán học Trygue Nagell 

(1895-1988) công bố 1935 và Elisabeth Lutz (1937) sẽ giúp cho việc tìm  C tor  dễ dàng 

hơn  

               Định lý 69 :Cho đường cong 2 3 2y f (x) x ax bx c      . Nếu  

P = (x,y) là một điểm hữu tỷ có bậc hữu hạn thì khi đó x và y là những số nguyên, và ta có 

y = 0 (điểm có cấp 2) hay y là ước số của D với D là biệt thức 

3 2 2 3 2D 4a c a b 18abc 4b 27c       

          - Sử dụng định lý này cho ta một cách để tìm tất cả những điểm hữu tỷ có cấp hữu 

hạn. Một điểm hữu tỷ  trên một đường cong elliptic có thể có các hệ số nguyên với y là ước 

của D và không là điểm hữu tỷ xoắn. 

          - Có một dạng mạnh hơn của định lý Nagell- Lutz như sau  

            Định lý 70 : Cho 2 3 2y f (x) x ax bx c      là một đường cong bậc ba không 

suy biến với các hệ số nguyên a, b, c và D là biệt thức của đa thức bậc ba f(x),  

3 2 2 3 2D 4a c a b 18abc 4b 27c      . Nếu P(x , y) là điểm hữu tỷ có cấp hữu hạn  thì x  

và y là những số nguyên và khi y = 0 thì P có cấp 2 hay y2  là ước số của  D. 

             - Định lý Nagell – Lutz cho ta một phương pháp để tìm kiếm những điểm hữu tỷ có 

cấp hữu hạn trên một đường cong elliptic. Quá trình khá đơn giản: tính D và tìm các số 

nguyên là ước số của D .  Đó là tất cả các giá trị có thể của y. Từ đó, ta thay đổi mỗi giá trị 



 

 

y vào đường cong và tìm được số nguyên x. D càng lớn thì quá trình càng dài. Tuy nhiên , 

theo định lý Nagell – Lutz vì y2  là ước số của D , ta chỉ cần chú ý đến những số chính 

phương là ước số của D thay vì từng số nguyên. Điều đó sẽ loại bớt các giá trị y khi ta thực 

hiện. Sau khi có được tất cả (x,y) thỏa mãn giả thiết định lý, ta chỉ cần kiểm tra từng cặp số 

nào thực sự là điểm xoắn. 

               - Lưu ý rằng định lý Nagell – Lutz không thể dùng để chứng minh một điểm hữu 

tỷ có cấp hữu hạn, nhưng nó có thể được dùng để chứng minh một điểm hữu tỷ có cấp 

không hữu hạn. 

2.2.5.5 Định lý Mazur   

           - Định lý Mazur sau đây cho một mô tả cấu trúc của nhóm  C tor  

           Định lý 71: Cho C là một đường  cong bậc ba hữu tỷ, không suy biến và giả sử rằng 

C( )  chứa một điểm có cấp hữu hạn m thì  1 m 10   hay m = 12 . Hơn nữa, tập hợp các 

điểm có cấp hữu hạn trên C( ) là một nhóm con của C( ) có dạng sau:  

               i)   Một nhóm cyclic có cấp N với 1 N 12   hay N = 12  

               ii)   Tích của một nhóm cyclic có cấp 2 và một nhóm cyclic có cấp 2N với 

1 N 4   

            - Định lý trên chỉ ra rằng sẽ không có điểm hữu tỷ xoắn có cấp lớn hơn 12, không có 

điểm hữu tỷ xoắn có cấp 11. 

2.2.5.6  xn  

            - Giả sử rằng ta đã tìm được tất cả những điểm hữu tỷ xoắn của một cấp nào đó thay 

vì tìm kiếm tất cả những điểm hữu tỷ xoắn. Mục 2.2.5.2 và 2.2.5.3 đã chỉ ra những điểm 

xoắn có cấp 2 và 3.  

          *  Với cấp 3 ta dùng    

                       4 3 2 2x 3x 4ax 6bx 12cx (4ac b )3          

          * Với cấp 2 ta dùng    3 2x x ax bx c2     mà những nghiệm tương ứng với 

những giá trị của đường cong elliptic khi y = 0.   

          * Từ 4P = 0 => 2P = -2P cho ta 

                         6 4 3 2 2 2 3x 4y x 5bx 20cx 5b x 4bcx 8c b4         



 

 

          - Những nghiệm của phương trình   x 04  có thể được dùng để tìm những điểm 

xoắn có cấp 4. 

           - Khi (x) 04   cho ta điểm cấp 2 (ứng với y = 0 )  hay 

06 4 3 2 2 2 3x 5bx 20cx 5b x 4bcx 8c b        cho ta điểm có cấp 4. 

          - Từ đó, ta có thể tìm ra biểu thức  xn  với mỗi số nguyên n mà nghiệm của  

 xn  là những giá trị x của mỗi điểm có bậc n. Nếu n >4, tập hợp các biểu thức đệ quy 

tiếp tục cho phép ta một cách thức dễ dàng để tính  xn .                             

         Dùng (x) 2y2   và   4 3 2 2x 3x 4ax 6bx 12cx (4ac b )3        Ta có :  

           Định nghĩa 72 : 

                 
3 3x (x) x x xn2n 1 n 2 n 1 n 1           với n 2  

           
         

2 2x x x x xn n 2 n 1 n 2 n 1
x2n 2y

 
 
  

        
    với n 3  

           - Lưu ý ngắn về  xn : những nghiệm của những đa thức này là những điểm xoắn 

có cấp n. Những đa thức này chứa cả những điểm hữu tỷ xoắn và không hữu tỷ xoắn của 

một đường cong được cho. Khi phân tích những đa thức này thành thừa số, ta thấy rằng 

không có giá trị x nguyên, hay không có nghiệm nguyên  dẫn đến giá trị y nguyên. Khi đó 

sẽ không có điểm hữu tỷ xoắn của cấp đó. Hơn nữa,  13 x  sẽ có ít nhất một nghiệm thực, 

tuy nhiên sẽ không bao giờ có nghiệm nguyên. Đó là kết luận trực tiếp từ định lý Mazur. 

2.3 MỘT SỐ THUẬT TOÁN XÁC ĐỊNH ĐIỂM XOẮN HỮU TỶ TRÊN 

ĐƯỜNG CONG ELLIPTIC  

2.3.1 Giới thiệu  

             - Cho K là một trường số và E là một đường cong elliptic trên K . Theo định lý 

Mordell- Weil [Sil 86] thì ta có  E K  (nhóm các điểm hữu tỷ trên K )  là một nhóm hữu 

hạn sinh . Điều đó có nghĩa là  E K tors  nhóm các điểm hữu tỷ xóăn trên K là hữu hạn . 

Bây giờ ta sẽ tập trung vào trường hợp K =   .Định lý Mazur [Sil 86] giới thiệu cho ta về 

nhóm   E K tors  



 

 

            - Một phương pháp dùng để tính tóan những điểm hữu tỷ xoắn trên đường cong 

elliptic là dùng định lý Nagell – Lutz [Sil 86]  . Điều cốt lõi của phương pháp này là sự 

phân tích thành thừa số biệt thức của đường cong elliptic và biệt thức này có thể có những 

ước số chính phương , dẫn đến việc tối ưu tính toán . Phương pháp này không còn phù hợp 

cho đến khi Doud [Dou 98]  phát hiện ra thuật tóan thời gian đa thức sử dụng nhiều kỹ 

thuật giải  tích phức tạp và thực hiện theo thời gian bậc ba mà kích cỡ nguồn vào là kích cỡ 

của hệ số của đường cong elliptic  

          - Thuật tóan “ Thời gian bậc hai  mềm ” ( “  Mềm ” là nơi mà sự phân tích logarith 

không tồn tại ) được phát triển bởi Garcia –Selfa  dựa trên việc tính tóan trên dạng “ Tate ” 

cơ bản của đường cong elliptic .Quá trình đó dùng thuật tóan  

“ Tìm căn bậc hai Loos ” và không sử dụng đến bất kỳ điều gì về sự liên quan giữa biệt 

thức của Fm  và biệt thức của đường cong elliptic . Do đó một số nguyên tố khác được dùng 

để tính những nghiệm của Fm  với mỗi m  

           - Chúng ta cũng chú ý đến mối quan hệ giữa  fm  biệt thức của fm  của m - đa 

thức chia và   biệt thức của đường cong elliptic .  Với việc sử dụng  

Magma và Pari –GP , ta có thể tính toán biệt thức của những đa thức với giá trị m đủ nhỏ 

mà cho ta sự ước đóan sau :  

                          
 

d(d 1)m 1
d 1 61 m       m = 2k +1 , k  2

fm
d(d 1)

4 d 4 62 m                m = 2k , k 










  

 


  





 

 Với d= deg(fm)    

2.3.2 Các đa thức chia  

             - Cho K là một trường số và K  là bao đóng đại số của K . Cho E là một đường 

cong elliptic trên K cho bởi dạng Weierstrass : 2 3y x ax b    với a,b  và   là vành 

các số nguyên của K  

           Định lý 73:           E K m m m       [Sil 86]   

           - Định nghĩa m  như sau : 



 

 

           

 

 

4 2 21  ; 2y   ; 3x 6ax 12bx a1 2 3
6 4 3 2 2 3 22x 10ax 40bx 10a x 8abx 2a 16b4 2

3 3              k 22k 1 k 2 k 1k k 1
2 2

k 2 k 1 k 2 k 1 k
   k 22k
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            - Định nghĩa với m > 2 : 

    khi m = 2k +1 , km
f mm    khi m = 2k ,k

2







 









   

           - Tọa độ x của những điểm m –xoắn của E tương ứng với những nghiệm của 

fm [BSS 99] . Cho  P E K  sao cho P không là điểm xoắn cấp hai . Do đó  

    P E m f x P 0m    

         - Giả sử d là bậc của fm  với 
2m 1

d
2


  nếu m lẻ và  
2m 4

d
2


  nếu m chẵn và hệ số 

cao nhất của fm  là m nếu m lẻ và 
m

2
 nếu m chẵn trong đó m > 2 .  

        - Giả sử S là miền nguyên với trường thương L và bao đóng đại số L  . Lấy g S X    

với n là bậc của g và  lc g  là hệ số cao nhất . Giả sử i  là những nghiệm của g trong L  

.Ta định nghĩa biệt thức của g là :  
   

n(n 1)
1 .R g,g '2

g
l(g)




    Với R(g , g’) là tích chập 

của g và g’ .  

Ta có :       2n 1 deg g'g lc g . i j
1 i j n

 
 
 

    
  

 

          - Cho f = x3 + ax + b và    3 2f 4a 27b     , thì biệt thức của đường cong elliptic 

được xác định là :    3 2E 16 4a 27b     . Từ đây , ta sẽ luôn giả thiết rằng E là một 

đường cong elliptic trên   được cho bởi 2 3y x ax b    với a,b   . Điều đó dẫn đến 



 

 

các đa thức chia có hệ số nguyên và biệt thức  fm  , điều này là rõ ràng do định định 

nghĩa các biệt thức dưới dạng ma trận Sylvester [Coh 00]   

             Bổ đề 74 :  Cho m = 2k + 1 > 1 là số nguyên , ta có  

                               

 

'1. f fm
22. 2 f 'm

3. m 'm

d-14. m fm





 

          Chứng minh :  

         1) Ta có '
3f 12f  : bổ đề đúng . Ta chứng minh cho trường hợp các chỉ số lẻ ( trường 

hợp chỉ số chẵn tương tự )  

         - Giả sử '
if f  với mọi i lẻ và i < m . Cho k là một số lẻ , ta có  

  33 3 3 4 3 4 3 2
2k 1 2k 1 k 2 k k 1 2 k 1 2 k 2 k k 1 k 1 2 k 2 k k 1 k 1f f f f f f f f f f f 2 f f f                     Mặt 

khác  
'' ' 3 2 ' 4 3 2 5 3 '

2k 1 k 2 k k 2 k k k 1 k 1 k 1 k 1f f f 3f f f 2 f f f 2 f f ff           

f chia hết '
k 2f   và '

kf  do giả thiết quy nạp , do đó f chia hết mỗi hệ số trong '
2k 1f   . Đặc biệt f 

chia hết '
2k 1f   , trái lại 2k 1f   sẽ có các nghiệm lặp  

        2) Chứng minh tương tự 1  

        3) Cho mỗi giá trị m , thì  
,2

mm    và p    2
m  với p là số nguyên tố lẻ  

[Cas 49]. Giả sử i
i

m p  với pi là số nguyên tố lẻ . Do ở phần trên '
m mm    nên 

'
i m mp     và do đó cũng có pi      m  . Do đó '

i mp   và '
mm   

        4) Từ phần 3 , ta có lc(fm) = m và định nghĩa của các biệt thức , các hệ số '
mf  được lặp 

lại trong 
2m 1

2


 dòng  

           Bồ đề 75  :Cho m = 2k > 2 là số nguyên  thì : 



 

 

                           

 

 

1. k fm

22. 2 f 'm

3. m fm





 

               Chứng minh :  

        1)  Ta có :  lc f km   và hệ số của xd – 1 của fm là 0 .Xét ma trận kết hợp   R f ,f 'm m . 

Cột đầu tiên của ma trận có giá trị là k tại vị trí (1;1) và 
2m 4

k
2


 tại 
2m 4

,1
2

 
 
 
 


 và 0 tại 

các vị trí còn lại . Cột thứ 2 có giá trị là k tại vị trí (2,2) và     
2m 4

k
2


 tại vị trí 

2m 4
1,2

2

 
 
 
 


  và 0 tại các vị trí khác . Do đó  2k R f ,f 'm m  và  k fm  do định nghĩa 

biệt thức .     

      2)  

      -  Ta có 2 '
42 f  : bổ đề đúng với trường hợp cơ bản  

      - Giả sử 2 '
i2 f  với i chẵn , i < m . Bây giờ  

   ' 2 2 ' ' 2 ' ' 2 '
2k k 2 k 1 k 2 k 1 k k 2 k 1 k 2 k 1 k 1 k 2 k 1 k 2 k 1 k 1 kf f f f f f f f f .2.f f f f f .2.f f f                    

Giả sử rằng k lẻ ( tương tự cho trường hợp k chẵn ) , từ bổ đề trên ta biết 22 chia hết 

' ' '
k k 2 k 2f ;f ;f   . Do giả thiết quy nạp , 22 cũng chia hết ' '

k 1 k 1f ,f   .  

Do đó 2 '
m2 f  

               Bổ đề 76 : Giá nguyên tố của  mf  = giá nguyên tố của m   giá nguyên tố  của 

  , với m > 2 là số nguyên  

             Chứng minh : Ta có 2 và m chia hết  mf  . Do đó ta chỉ cần chứng minh rằng khi 

(m ; p) = 1 thì giá nguyên tố của  mf  bằng với tập hợp những số nguyên tố mà E có sự 

rút gọn xấu trên   

         - Cho E là 1 đường cong elliptic trên p  . Cho L là sự mở rộng hữu hạn của p  . 

Cho      là số nguyên tố trong p vành các số nguyên của L ,F  là trường phần dư và e là 



 

 

chỉ số rẽ nhánh  

         - Giả sử 2 3 2x u x ' r ; y = u y ' su x ' t     là phép đổi tọa độ được cho bởi dạng 

Weierstrass thu gọn đối với E/L xác định bởi E’ .Biệt thức '  của E’ thỏa mãn 

   12v ' v u
      

           - Giả sử xi và ,x
i
 , 1 i d   là những nghiệm của đa thức m - chia kết hợp với E và E’ 

tương ứng  . Với i j  , ta có  

                       j i j, , i
i j 2 2 2

x r x xx r
v x x v v

u u u
  

    
      

   
 

Do đó      , ,
i j i jv x x 2v u v x x       

          - Kế tiếp , ta xét giá trị của biệt thức của đa thức m- chia bậc m liên kết của E trên 

p  

                         , ,
m m i j

1 i j d

v f 2d 2 v lc f 2 2v u v x x   
  

       

         - Vậy , ta có thể giả sử rằng (m , p) = 1 , chú ý rằng    v . ev .   . Vì  v m 0   , ta 

có     mv lc f v m 0    khi m lẻ và   m

m
v lc f v 0

2
 

 
  

 
khi m chẵn  

          Trường hợp 1 : Cho E là một đường cong elliptic mà có sự rút gọn tốt trên p  . Đặt 

   p pL E m   là một mở rộng hữu hạn của p  sao cho trên đó E có sự rút gọn tốt 

[Sil 94] nghĩa là  v ' 0    và  
 v

v u
12





   

           Hơn nữa , ánh xạ thu gọn đồng dư  :      E L m E F m  là phép nhúng  [Sil 86]  

(mệnh đề VII.3.1) và do đó  , ,
i jv x x 0    với i j  và ta có      m

d(d 1)
v f v

6
 


      

          Do đó , nếu p là số nguyên tố cho sự thu gọn tốt trên E/  thì p     mf  và nếu p là 

số nguyên tố của sự thu gọn không tốt thì  mp f  



 

 

           Trường hợp 2 : Cho E là một đường cong elliptic với sự thu gọn tích trên p  . Cho 

   p pL E m   là một mở rộng hữu hạn của p  sao cho E có sự thu gọn tích nghĩa là 

 v ' 0    và  '
4v c 0   . Ta biết rằng    ' 4

4 4v c v u c
   nên  

 4v c
v u

4


   . Do đó 

3
4c

j


 và   

                4

1
v c v v j

3
      

                   , ,
m i j

1 i j d

d(d 1)
v f v v j 2v x x

6
   

  


       0  

Bây giờ ,    v v j    phụ thuộc vào E có sự thu gọn tích hay tổng trên p  . Trong mỗi 

trường hợp thì luôn tồn tại i và j sao cho  , ,
i jv x x 0     . Do đó   mv f 0     . Do đó 

nếu p là số nguyên tố của sự rút gọn không tốt ( tích hay tổng ) của E trên   thì    mp f              

2.3.3 Thuật toán  

          Định lý 77 : [Sil 86] (Nagell- Lutz) Cho E là một đường cong elliptic trên với 

dạng Weierstrass 2 3y x ax b    với a;b  . Giả sử rằng  
tors

O P E    thì x(P) , 

y(P)   và y(P) = 0 hay    2 3 2y P 4a 27b   

         Định lý 78 :  [Sil 86] ( Mazur) 

                  
tors

n     1 n 10 ; n = 12     (i)
E

2 2n       1 n 4    (ii)

 
 

  

 


   
 

          - Giả sử  
tors

P E   thi x(P) là nghiệm của x3 + ax + b – y(P)2 và do Nagell – Lutz 

ta có    2 3 2y P 4a 27b  dẫn đến  
3 24a 27b

x P b
k

 
 

 
 với  

k   . Do đó , tọa độ của những điểm xoắn là O(C) với C=  3 2max a , b  

          - Sau đây là bổ đề Hensel : 



 

 

         Bổ đề 79 : Cho u p  và h  p x  , lấy k thỏa kp h '(u)  và giả sử rằng n kp h(u)  

với n > k Đặt 
k

k

p h(u)

p h '(u)




   và v u    thì  

                         n 2n kv u modp  ; p h(v) ; p h '(v)  

         Bổ đề trên đã dẫn đến một phương pháp hiệu quả để tìm ra những điểm được tạo từ 

những nghiệm của đa thức mà đảm bảo rằng quá trình sẽ không tốn quá nhiều thời gian ( 

softly – linear time )  

          - Như đã trình bày ở phần giới thiệu , thuật tóan được thực hiên như sau : Cho một 

đường cong elliptic E trên   , ta xem nó như là một đường cong trên l  và tìm những 

điểm m – xoắn l  - hữu tỷ và sau dó ta kiểm tra xem chúng có thuộc  E   . Số nguyên tố 

l được chọn sao cho sự thu gọn E trên l  là tốt . Những số nguyên m được chọn dựa trên 

định lý Mazur là : 2 ,3 , 4, 5 ,7 , 8, 9 

         Giả sử rằng ta muốn tính nghiệm của các đa thức m - chia . Nếu l > 2 là một số 

nguyên tố và l    m thì bổ đề trên cho ta những nghiệm của fm là phân biệt đồng dư l .Với bổ 

đề Hensel , ta có thể lấy ra một nghiệm Fl của fm trên l  với k = 0 .Trong trường hợp nếu p 

là số nguyên tố tốt cho sự thu gọn và ip m thì ta có thể lấy một nghiệm  Fp của ip
f  và dùng 

bổ đề Hensel với k = i [Sat 00] 

           Bổ đề 80: Cho E là một đường cong ordinary trên p  cho bởi dạng Weierstrass y2 = 

x3 + ax +b có sự thu gọn tốt tại p với p > 2 và ab   0 . Giả sử  ur i
pE p O     . Nếu 

 ur i
pP E p     là một điểm không tầm thường thì    ip p

v x P i  .  

          - Bổ đề trên đóng vai trò quan trọng trong thuật tóan . Nếu số nguyên tố được chọn là 

3 , 5, 7 thì ta tính được điểm 3 ,9 ,5, 7 – xoắn . 

          - Bổ đề được dùng cho những đường cong elliptic ordinary do đó trước khi áp dụng 

bổ đề , ta phải loại bỏ những trường hợp supersingular . Quá trình dưới đây là cách để kiểm 

tra tính supersingular [BSS 99]: Cho E là một đường cong elliptic trên p  mà có sự thu 

gọn tốt tại p . E supersingular nếu  



 

 

               * p 5 và  p#E F p 1   

               * p =2, 3  và   p#E F 1,p 1,2p 1    

            Thuật tóan : 

Đầu vào : Cho một đường cong elliptic E có dạng y2 = x3 + ax + b với a;b   

Đầu ra : T; t i  với   T E t   và i = 1 ;2 và những điểm sinh của  E tors    

1. Chọn một số nguyên tố l > 2 và l      

2. Dùng f tính  E 2l     

3.  r #E 2 1     . Lấy R1 ….Rr là tọa độ x của những điểm không tầm thường  

4. Nếu r = 0 thì  

       (a) Cho p = 3 , 5 , 7 và thực hiện như sau : 

                 (i) Nếu p      #E Fl  thì quay trở lại bắt đầu của quá trình lặp và thực hiện lại với 

số nguyên tố kế tiếp  

                 (ii) Dùng fp tính     Q E p \ Ol   

                 (iii) Nếu  Q E   thì quay trở lại bắt đầu của quá trình lặp và thực hiện lại với 

số nguyên tố kế tiếp  

                 (iv) Nếu p = 5 , 7 trở lại Q,p  

                 (v) Nếu  23 #E Fl  thì  

                              + Dùng f9 tính    S E 9 \ E 3l l          . Nếu  S E   thì trở lại Q;3  

và trái lại thì quay về S;9  

                             + Trường hợp khác trở lại  Q;3  

    (b) Trở lại O;1  

5. Nếu r = 1 thì  

      (a) Với p = 3 , 5 thực hiện như sau : 

                (i) Nếu p      #E F pl    thì quay trở lại điểm bắt đầu của quá trình lặp và thực hiện 

lại với số nguyên tố kế tiếp  



 

 

                (ii) Dùng fp tính     Q E p \ 0l   

                (iii) Nếu  Q E   thì quay trở lại điểm bắt đầu của quá trình lặp và thực hiện lại 

với số nguyên tố kế tiếp  

                (iv) U R Q1   

                (v) Nếu p = 5 ,7 trở lại U,10  

                (vi) Nếu 4     #E Fl  thì trở lại  U,6   

                (vii) Dùng f4 tính    V E 4 \ E 2l l          

                (viii) Nếu  V E  thì  

                               + Trở lại V Q,12  

                              + Hoặc trở lại U,6  

    (b) Nếu 4     #E Fl  thì trở lại  1R ,2  

    (c) Dùng f4 tính    W E 4 \ E 2l l          

    (d) Nếu  W E  thì  

                            + Nếu 8     #E Fl  thì trở lại  W,4  

                            + Dùng f8 tính    Z E 8 \ E 4l l         

 

                            + Nếu  Z E  thì 

                                      * Trở lại Z,8  

                                      * Hoặc trở lại W,4  

   (e) Trở lại 1R ,2  

6. Nếu r = 3 thì  

    (a) Thực hiện như sau  :  

                  (i) Nếu 3     #E Fl  thì thoát vòng lặp  

                  (ii) Dùng f3 tính    Q E 3 \ 0l       



 

 

                  (iii) Nếu  Q E  thì 

                                      A . U R Q1   

                                      B. Trở lại U,6  và 2R ,2  

    (b) Thực hiện như sau  :  

                  (i) Nếu 8     #E Fl  thì trở lại 1R ,2  và 2R ,2  

                  (ii) Dùng f4 tính     24W E \ El l       

                  (iii) Nếu  W E  thì 

                            *  Nếu 16     #E Fl  thì trở lại W,4  và 2R ,2  

                            *  Dùng f8 tính     48Z E \ El l       

                            *  Nếu  Z E  thì   

                                        - Trở lại Z,8  và 2R ,2  

                                       - hay trở lại W;4  và 2R ;2  

    (c) Trở lại 1R ,2  và 2R ,2  

               Bổ đề 81 :  Thuật tóan là thỏa yêu cầu  

               Chứng minh : Nếu   #E 2 4  thì do định lý 78 , chúng là trường hợp (ii) của 

Mazur .Ngược lai nếu trường hợp (ii) xảy ra thì do giả thiết    #E 2 1,2  dẫn đến mâu 

thuẫn  

              - Chọn số nguyên tố l > 2 sao cho E có sự thu gọn tốt tại l và do đó ánh xạ thu gọn 

     l lE m E F m  là phép nhúng với tất cả m thỏa  

(m ,l ) = 1 [Sil 86]  . Hơn nữa ánh xạ      lE p E p   là phép nhúng   

            - Do đó trước tiên chúng ta tính những điểm trên   lE 2  và kiểm tra xem nếu 

chúng ta có 1, 2, 4 điểm trên   E 2  .  

2.3.4 Sự phân tích thời gian hoàn thành :  



 

 

              - Cho M(N) là các toán tử bít cần thiết để thực hiện phép nhân hai số có kích cỡ N . 

Chúng ta giả sử rằng thuật tóan nhân số nguyên nhanh nhất giống như Schonhage – 

Strassen [GG 99] được dùng trong trường hợp M(N) = O(NlogNloglogN) =  O(N)  

             - Một số nguyên có kích cỡ N có thể được biểu diễn p –adically bằng cách dùng đệ 

quy để tìm ra sự chuyển đổi cơ số [GG 99] trên thời gian   0 M Nlog p log N   

            - Để tìm ra số nguyên tố l , ta tính f và những đa thức m-  chia với  

m = 3, 4, 5, 7, 8, 9  và kích cỡ của các hệ số của những đa thức bị giới hạn bởi 

   O logC O log    

           - Trong trường hợp độ lớn của số nguyên tố này là  O log  thì thời gian để tính 

# ( )E F
l

là không đáng kể và nghiệm Fl – hữu tỷ của các đa thức chia là  O log  

          - Khi ta tìm được một nghiệm gần đúng ta dùng phép nâng Hensel để tính chính xác  

l  - hữu tỷ  .  

2.3.5 Biệt thức của các đa thức DIV : 

              - Khi tính toán biệt thức của các đa thức m - chia , ta tìm được một công thức được 

biểu thị qua   fm  , hệ số m ,và biệt thức của đường cong elliptic E   

               - Dùng Magma chạy trên PentiumIV 1.80Ghz ; 128MB Ram ; Windows XP , ta 

tính được biệt thức theo bảng sau :  

 

m d  fm  Thời gian 

3 4 3 23   0 

4 6 4 2 52 .4   0 

5 12 11 225   0.047s 

6 16 4 12 402 6   0.234s 

7 24 23 927   7.407s 

8 30 4 26 1452 8   1ph 0.437s 

9 40 39 2609   15ph  56.953s 

10 48 4 44 3762 10   1h 34ph 37.984s 



 

 

11 60 59 59011   13h 15ph 27.812s 

12 70 4 66 8052 12   50h 36ph  25.907s 

 

             - Dựa vào trên , ta có giả thuyết  sau  : 

                 
 

d(d 1)m 1
d 1 61 m   khi m = 2k +1 , k 2

fm
d(d 1)

4 d 4 62 m            khi m = 2k , k










  

 


  





 

              Dựa trên bổ đề 76 ,  ta thấy rằng , giả thuyết trên xảy ra khi  

(m , p ) = 1 và E là đường cong elliptic có sự thu gọn tốt trên p  .Dưa trên đó , ta thu được 

vài kết quả như trên [BH 05] 

 

                 Bổ đề 82 : Giả thuyết trên đúng khi m = p là số nguyên tố lẻ và E là một đường 

cong elliptic thu gọn tốt trên  p  

                 Chứng minh: Cho    L E mp p   là sự mở rộng hữu hạn của  p  sao cho 

trên đó E có sự thu gọn tốt nghĩa là  v ' 0p    và    v u v /12p p   và  lc f pp    

                Trường hợp 1 : Gỉa sử E  trên Fp  là một đường cong elliptic siêu kỳ dị . Khi đó 

 E F 0p   và      E L p E L p1    

                - Cho ti là những tọa độ địa phương của những điểm mà tọa độ x là ,x
i
 và tọa độ y 

là dương . Xét các hệ số ti ta biết rằng  , ,2 2 3x t a t 0 ti ii i
    và  , ,3 2y t a t 0 ti ii i

     . 

Do đó  

       , , 2 2v x x v t t v t t v t t 2v t 2v tp p p p p pi j i j i j i ji j
         

        
        

           

               -  Với mỗi i , ta có vp(ti) > 0 vì những tham số địa phương là những phần tử  của 

một nhóm đường cong elliptic tức là phần tử của ideal tối đại của vành các số nguyên của L 

. Ta biết 
2m 1

t t ;1 i ji j 2


      và  



 

 

  e e
v tp i 2 2dp 1

 


 với mọi i [BG 03] , và ta có t t t ti j i j    + hệ số của bậc cao hơn 

của những hạng tử này . Do đó v t t v t tp pi j i j
   
   
   

    vì gía trị của các hệ số bậc cao 

hơn thực sự tất cả những giá trị còn lại . Tương tự như thế vp( ti  tj) = vp( ti – tj) .  

Do đó  
 2 e e, ,v x xp i j 2d d

 
 
 


      

             - Ta có  

      
 

 

 
 

 
 

 

d d 1 , ,v f 2d 2 v p v 2 v x xp p p p p i j6 1 i j d

d d 1 d d 1e
2d 2 e v 2d(d 1) (d 1)e vp p6 2d 6

 
 
 


      

  

 
         

 

            - Do đó     
 

d d 1
v f d 1 vp p p6


      

             Trường hợp 2 : Cho E  trên Fp  là một đường cong elliptic ordinary . Do đó 

  E F p pp     và dãy khớp ngắn         0 E L p E L p E F p 0p1     là đẳng 

cấu với dãy ngắn 0 p p p p 0              

         - Đặt   Q E L p1  và      P E L p \ E L p1  thì  

              p
p 1 p 1

1 i 1 i ;0 j p 1
2 2

X X x iQ X x iP jQ
 

      

       

        - Cho ti là tham số địa phương của điểm iQ , ta có  p i

e
v t

p 1



  

[BG 03] . Do đó  : 



 

 

 
    
    

   

   

   
   

   
   

   

   

2
y jQ y iP

x iP jQ x iP x jQ
x jQ x iP

2
3 , 2

t a t 0 t y iPj j j 2 , 2 3
x iP t a t 0 tj j j2 , 2 3

t a t 0 t x iPj j j

2
3 , 4 5

1 y iP t a t 0 tj j j2 2 , 2 3
t x iP t a t 0 tj j j j2 , 4 5

1 x iP t a t 0 tj j j

2
t 2x iP 2y iP tj j


   




   


    


  

   
 

    
  


  

 
  
 

 
 
  
 

 
 
  
 

         
       

2 2 3 2 , 2 3
3x iP t 4x iP y iP t .... x iP t a t 0 tj j j j j

2 2 , 2 3
x iP 2y iP t 3x iP t a t 0 tj j j j


      

    

             

- Ta xét  :  , ,
p i j

1 i j d

2v x x
  

  

1)       
  

p 3
p 1

1 i j
2

p 1 p 3e
2v x iQ x jQ 2 2

p 1 2
  

 
  


  

2)       
 2

p 2
p 1

1 i;j ;0 k p 1
2

p 1 pe
2v x iQ x jP kQ 2 2 .

p 1 2
    


   


  

3)     
1 2

2

p 1 2 2
p 1

1 i ;0 j j p 1
2

e p(p 1)
2v x iP j Q x iP j Q 2. .

p 1 2
     


   


  

4)     
1 2 1 2

p 1 2
p 1

1 i i ;0 j j p 1
2

2v x i P jQ x i P jQ 0


      

     

5)     
1 2 1 2

p 1 1 2 2
p 1

1 i i ;0 j j p 1
2

2v x i P j Q x i P j Q 0


      

     

6)     
1 2 2 1

p 1 1 2 2
p 1

1 i i ;0 j j p 1
2

2v x i P j Q x i P j Q 0


      

     

Ta có : 



 

 

 

 
  

 
   

 

, ,
p i j

1 i<j d

2 2

3 2 2

*    2v x x

p 1 p 3 p 1 p p 1 pe e e
2 2 . 2 2 . 2 .

p 1 p 1 p 12 2 2

d 1 e

 



   
    

  

  



 

      
 

 

 
 

 
 

 

d d 1 , ,*  v f 2d 2 v p v 2 v x xp p p p p i j6 1 i j d

d d 1 d d 1
2d 2 e v (d 1)e (d 1)e vp p6 6

 
 
 




      

  

 
        

 

Do đó   
 

 p m p

d d 1
v f d 1 v

6


      

Bổ đề được chứng minh  

2.4 MỘT SỐ CÁC KẾT QUẢ TRÊN CÁC ĐƯỜNG CONG ĐẶC BIỆT  

Thí dụ 38 : 

               -  Cho đường cong  y2 + y = x3 – x2 – 10x – 20 . Ta sẽ biến đổi lại      

                
21 12 3 2y y y x x 10x 20

2 4
 
 
 

         

         -  Cộng 
1

4
 vào các vế và thay 

1
Y y

2
   , ta thu được        

                                 
12 3 2Y x x 10x 20
4

       

               - Viêc đổi biến này dẫn đến việc thay đổi hệ trục mà hệ trục mới Y bằng trục cũ 

cộng thêm 
1

2
. Thực hiện sự thay đổi 3y d Y  và 2x d x  . Thay 3Y d y  và 2x d x  , 

ta có 

                                
2 3 2 16 6 4 2d y d x d x 10d x 20

4
         

Từ đây , nhân thêm d6 vào toàn bộ biểu thức , ta thu được :  

                                   
62 3 2 d2 4 6y x d x 10d x 20d
4

      

Cho d = 2 , ta thu được : 
2 3 2

y x 4x 160x 1264     

Thí dụ 39  : 



 

 

      - Tìm  C tor đối với đường cong y2 = x3 + 4 ( a = 0,b= 0,c =4, D= 432)   

       - Những giá trị có thể của y là  0,1, 1,2, 2,3, 3,4, 4,6, 6,12, 12       

3 30 0 x 4 x 4 x          không có điểm ứng với y = 0  

3 31 1 x 4 3 x x           không có điểm ứng với y = 1  

3 32 4 x 4 x 0 x 0          (0 ;2) và (0 ; -2)  

3 33 9 x 4 5 x x          không có điểm ứng với y = 3  

3 34 16 x 4 12 x x          không có điểm ứng với y = 4  

3 36 36 x 4 32 x x          không có điểm ứng với y = 6  

3 312 144 x 4 140 x x          không có điểm ứng với y = 12  

Tất cả những điểm có thể là :      0,2 2 0,2 0, 2 2P P        cấp 3 

     0, 2 2 0, 2 0,2 2P P         cấp 3. 

 O    cấp 1. 

Do đó    C O ; (0 ,2);(2,-2)tor   .  

Cấu trúc của  C tor  là một nhóm cyclic cấp 3. 



 

 

KẾT LUẬN 

         

            Ngoài phần kiến thức chuẩn bị và một số nội dung trình bày các phương pháp mô tả 

đường cong Elliptic theo các quan điểm khác nhau , trong Luận văn đã tiếp cận một số ý 

tưởng khai thác các đặc trưng định tính của đường cong Elliptic được mô tả qua các định lý 

Nagell – Lutz , Mordell – Weil và Mazur để tìm hiểu phương pháp xây dựng thuật toán xác 

định các điểm hữu tỷ xoắn trên đường cong Elliptic 
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