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LOI GIOI THIEU

1-MOPAU
1.1 Ly do chon deé tai

Mot trong nhirng van dé thoi su cua Toan hoc trong sudt ba thé ky qua 1 viéc nghién
ctru tim 101 giadi cho Bai toan Fermat (con dugc goi 1a Pinh 1y 16n Fermat hay Dinh ly
Fermat-Wiles). Day 1a mot bai toan thudc vé linh vuc Ly thuyét sé nhung da thu hat duoc
su quan tim nghién ctru ciia rat nhiéu nha khoa hoc. Diéu thu vi nhat 1a trong qua trinh tim
kiém 10i giai cho gia thuyét Fermat, nguoi ta di phai st dung t6i rat nhiéu kién thic va ky
thuét ciing nhu phuong phap nghién ctru cta rat nhidu nganh khac nhau nhu Ly thuyét so,
Pai s6 giao hoan, Gidi tich, Hinh hoc, Ly thuyét Galois, ..., va dac bi¢t trong sd do co su
dong gop rat quan trong cua nganh Hinh hoc Pai sb. Ly thuyét vé cac da tap, cac duong
cong dai sb va cac diém hitu ty trén chung, cac ham elliptic, cic dang modular, ... 1a cac
khai niém rat quan trong va cac két qua nghién ciru lién quan 1a nhiing tiém can cua 10i giai
dinh 1y Fermat. Chang t61 lya chon dé tai nay thugc linh vuc Hinh hoc Dai s6 voi y tudng
tim hiéu va gidi thiéu mot sd kién thirc chuyén mén vé “Ly thuyét vé cac dudng cong
Elliptic” cing véi viéc xét tinh chat ciia mot sé ho duong cong trén trudng sd hiru ty va mo
ta sy phan bd ctia nhom cac diém hiru ty trén ching.

Trong pham vi d¢é tai , chung t6i s& xét cac duong cong Elliptic trén truong cac sd hitu
ty duogc mo ta dudi dang Weierstrass.

Vi vay, Luan van duoc datténla:
“Cac diém hiru ty trén cac dwong cong elliptic trén trwong hiru ty”
1.2 Lich sir ciia van dé

Co s6 Iy thuyét va cong cu nghién ciu ciing nhw phwong phdp gidi quyét van dé trong
Ludn van dwa trén mot s két quad sau day:

a) Mot la két qua rat tha vi vé tinh chét tach truc tiép cua cac nhom aben hitu han
sinh (cic Z-modun hitu han sinh ) thanh phan xodn va khéng c6 xodn, va cudi cung 1a sy
tach truc tiép thanh tong cac hang tir khong thé tach dugc ma mdi mot trong ching 1a nhom

cyclic.



b) Pinh 1y Nagell-Lutz vé sy mé ta cac diém hiru ty, Dinh Iy Mordell-Weil khang
dinh rang tap cac diém hiru ty trén mot dudng cong elliptic 14 mot nhom abel hitu han sinh
va Dinh Iy Mazur mo ta tap cac diém co cap hiru han trong tap cac diém hitu ty.

c) Céc két qua va phuong phap mo ta luat nhém trén nhém céc diém hitu ty trén cac
duong cong Elliptic.

Luan vian cta ching toi tap trung giai quyét mot sd van dé vé: xac dinh nhom cac diém
hiru ty trén mot s6 ho dudng cong trén Q duoc cho dudi dang Weierstrass:
y’=x’+ Ax+ B, v6i 4,BeZ. Mot s6 két qua nghién ctru thudc hudéng nay da va dang
dugc tiép tuc phat trién trong thoi gian gan diy boi nhiéu tac gia.

1.3 Péi twong va pham vi nghién ciru

- Nghién ctru cdu triic ctia nhém cac diém hiru ty trén mot s ho duong cong elliptic
du6i dang Weierstrass trén truong cac sb hiru ty.

- Xét mot ) ho cac duong cong véi muc dich 1a mé td nhém cac diém hitu ty dua theo
luat nhom xéc dinh trén chung.

- Phan loai nhém con xo0dn cua cac diém hitu ty trén mot s ho dudng cong
( cac diém cap 2, cdp 3 ..)

- Pé tai chi gi6i han trong pham vi xét cac dudng cong Elliptic E khong ky di trén Q véi
y tuong 1a mo ta cdu triic nhom cua tap cac diém hitu ty E(Q).

1.4 Muc dich nghién ctru

- M6 ta ciu tric nhom cua tap cac diém hiru ty E(Q) ciia duong cong Elliptic khong ky
di E trén Q.

- MO ta cac diém xoan trén mot sb 16p dudng cong Elliptic

- M6 ta thuat toan xac dinh cac diém xoan hitu ty trén dudng cong elliptic

1.5 Phwong phap nghién ciru.

Str dung cac phuong phép, cong cu cia Dai s6 va Ly thuyét s dé giai quyét bai toan
mo ta cu tric clia cac nhoém abel hitu han sinh. Két hop cac két qua nay véi cac Dinh 1y
Nagell-Lutz (md ta cac diém hitu ty) va Dinh Iy Mazur (mo6 ta cac diém c6 cip hiru han) dé
x4c dinh cac diém xodn trén mot sé ho duong cong dugc xét. Cubi cung, tap cac diém hiru
ty trong nhitng truong hop cu thé c6 thé xac dinh nho Pinh 1y Mordell -Weil. Pay 1a mot s6

hudng nghién ctru va cac phuong phap duoc dung kha phd bién trong viée xét cac duong



cong elliptic. Cac hudng nghién ctru nay da va dang dugc sir dung va phat trién boi nhiéu
tac gia trong nhidu nim gan day. Cac phuong phap nghién ciru va cac k¥ thuat cling nhu
cac thuat toan dugc dung trong Luan van nay dya trén nhitng cong cu nghién cuu da dugc
st dung trong [Ful 74],[ Har 77] , [Was 03]
2 - NOI DUNG
2 .1 Luan vin bao gém 2 chwong
Chwrong 1: Kién thirc co ban.

Chuong nay trinh bay mot s6 khai niém va cac két qua nghién ctru da duoc cong bd
trong nhiéu tai liéu vé cac chuyén nganh Toan:

- Cac dinh ly co ban vé su tach truc tiép cac nhom aben hiru han sinh.

- Mot s6 két qua quen biét vé linh vuc Ly thuyét sd.

- Céc da tap xa anh, afin.

- Mot sb kién thirc co ban va ky thuat, thuat toan lién quan thudc vé Hinh hoc Dai
s0, trich dAn tir [ Fri 01], [ Mil 06], [Sil 867, [Sil 92] ,[Was 30]

- Céc khai niém, cac két qua nghién ctiru vé dudng cong elliptic. Cac duong cong
trén truong s6 hiru ty. Cac dinh 1y co ban mo ta vé cau tric cia nhom cac diém hiru ty trén

cac duong cong elliptic.

Chuong 2: Cac dwong cong Elliptic dang Weierstrass trén Q.

Tong quan vé cac dudng cong dang Weirstrass trén Q.

Céc diém hitu ty trén duong cong Elliptic trén Q .

Nhom Mordell — Weil

MGéi lién hé giita duong cong elliptic v6i phép nhan tir hoa
- Piém xoan hitu ty trén duong cong elliptic

- Mo ta thuat toan xéac dinh diém xoén hitu ty trén dudng cong Elliptic



BANG CAC KY HIEU

T(A) Nhom con xoin ctia nhom abel A
A®B Téng tryuc tiép cua A va B
K Bao dong dai s6 ciia K
X(K) Tap hop cac diém K- hitu ty trén duong cong X
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Q
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AP Khong gian affine n chiéu trén trudong k
k[X] Vanh toa do cia X
OX) Vanh céc ham chinh quy trén X
JI Can cua ideal I
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DiV(XE) Nhom cac k — s6 chia 13 tap hop cua nhiing tong ty nhién ciia cac
diém trén X(E)
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SpecOg Vanh ctia nhitng s6 nguyén cta F
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Chuong 1
CAC KIEN THUC CHUAN BI

1.1 CAC NHOM ABEL HU'U HAN SINH.
Pinh nghia 1 : M({t nhom abel A dugc goi 1a hitu han sinh néu ton tai hiru han phén

tu A1,85,..,8p € A sao cho v6ibatky x e 4, ton tai cac sd nguyén
ki, ko, ..., kythoa x =31 ka..

Pinh nghia 2: Cho A 12 mt nhom abel. Nhém con x0dn cla A, ky hiéu T(A), 1a tap:
T(A)= {ae A|3Ine Nsaochona=0}.

Pinh nghia 3: Mot nhom abel A duoc goi 1a khong c6 xoan néu
T(A) = {0}.

B6 dé 4: Cho A 1a mot nhom abel. Khi d6 A/T(A) 1a khong ¢ xodn.

Dinh nghia5: Z"=7Z®Z®....®Z duogc goi la nhéom abel ty do
n lan

hang n.

Dinh 1y 6 : Néu A la mot nhom abel khong co xo04n hitu han sinh ma c6 mét
tap hop nho nhét cac phan tir sinh gdm n phan ti, thi A dang ciu v6i nhém abel tu do hang
n.

Chitng minh:Ap dung phuong phép quy nap trén sd phan tir sinh nho nhét cua A.
Néu A 1a cyclic (nghia 1a duoc sinh boi mot phan tir khac 0), khi 46 4 =Z. Gia st rang két
qua trén dung vai tit ca cac nhom abel khong ¢ hitu han sinh véi mot tap hop céc phan tir
sinh nho nhat c¢6 sb phan tir it hon n phan tir. Gia st rang A 1a khong c6 xodn va gia st rang

{aj,a5,.apn } 12 mot tap nho nhit cac phan tir sinh cia A. Néu T(A/<a;>)={0} khi d6
A/< a;> 1a khong c6 xodn va duge sinh bai n -1 phan tir nén <a;> = 7. Néu T(A/<a1>)
khong 12 nhom tam thuong thi c6 mdt nhém con B A sao cho T(A/< a1>) = B/<a1>.
Nhu thé véi bat ky phan tir 0= b e Bcd mot sé nguyén 0#ieZ sao cho ibe<a1>. Nhung

talaico ib= ja1 voi s6 nguyén je 7Z.Khi do , ta dinh nghia mdt dnh xa :



f:B—>Q 1) -0
b £y = jfi '

Anh xa nay 12 mot phép dong ciu duoc x4c dinh trén cac nhom abel. Anh xa nay co
hat nhan tim thuong, va do do 1a mot don anh nén B = f(B). Bay gid, néu B duoc sinh hiru
han (vi Z 1a m{t vanh Noether) thi B 14 cyclic.

Pé thay diéu nay gia st B =<b,, ..., by>. Khi d6:

f(B) = < f(by), ..., f(bm) > = /i1, ... , Jw/ln > 1 MmOt nhom con ctia nhém cyclic
<1/i;...1,>, do do 1a cyclic.
Néu B = A thi A tu do trén mot phén tir sinh. Néu khong, khi do:

A/B=< 1>-an >=< yomdp >va
A/B=(A/< a >)/(B/ < a >)=(A/< a >)/T(A/ < a >).
Do d6, A/B 1a khong co x0éan va dugc sinh boi nhidu nhatn — 1 phﬁn tir, do do6 A/B
13 nhom abel tir do ¢6 hang m < n do quy nap . Piéu d6 din dén A=B®2z™ va

B = A/Z™ va 13 hiru han sinh. Khi d6 , B 13 cyclic nén ta c6 diéu phai ching minh.Chua y

rang m =n— 1 vin la cuc tiéu.

Pinh nghia 7: Cho A 12 mgt nhom abel, va cho B va C la cdc nhém con cua A. Ta
noi rang A 1a tong tryc tiép trong cia B va C, ky hiéu A=B® C, néu
A=B+CvaBnC={0},6diy B+C={b+c|beBvaceC}.

Pinh nghia 8: Cho ‘3 1a m{t pham tru va cho X va Y 1a cac vat cua . Mdt cAu xa
f:X > Y duogc goi la don xa khi v&i bat ky vat Z ciia P va bat ky cap cuxa: i,j : Z—
X,néu foi=fojthii=j.

Pinh nghia 9: Cho P 1a mot pham trti va cho X va Y 1a céc vat ciia 3. Mot cdu xa
f: X > Y dugc goi la toan xa khi voi bt ky vat Z cia 3 va batky cap cduxa: i,j : Y —
Z,néuiof=jof thii=j.

Pinh nghia 10: Cho A va B 1a cdc nhom abel. Tong truc tiép ngoai ciia A va B trong

pham tru ctia cdc nhom abel, ky hi¢u A @ B 1a mot nhém abel A @ B voi cac phép déng



ciuchinhtic i : A —> A®B vaj : B—> A®B véi tinh chat ring cho bat ky nhom
abel Cvaciacciduxa f: A > C vag : B > C,co méténhxaduynhét k: A®B
— C lam cho biéu db sau giao hoan:

A—SADB« B

'k
C

Suy ra i, j 1a cac phép don cau .

Nhu véy : Dinh nghia 10 1a mot vi du vé d6i tuong duogc biét dén khi dinh nghia bai
tinh chat phd dung. Chu y rang, dinh nghia niy c6 y nghia trong pham trii bat ky, nhung do
mot vat khong nhat thiét ton tai trong moi pham tru; vat phai dua mot ciu trac va chung
minh rang né thdéa man tinh chit phd dung.

Pinh ly 11: Cho A 1a mdt nhém abel dugc sinh hitu han. Khi d6 c6 mot phép
dang céu f: A=T(A) @ A/T(A).

Chitng minh: Gia st A=<a,...,ay >. Khi d0 A/T(A)=< i,...,£> $a0

1

cho A/T(A) 1a hitu han sinh . Chon < 1>

.»Xm >1a mot tap hop t6i thiéu cac phan tir sinh

cho A/T(A). Néu EeA/T(A) thi E=Zkix_i v6i cac s6 nguyén k.€Z, suy ra

i=1

Xy > TT(A).

a-» kx, €T(A). Dodd, A= <x,..,
i=1

Hon nfta, vi A/T(A) la khéong c¢6 xodn, diéu d6 dan dén

<Xq5e X > (T(A) ={0}, vado do: A =<X,,..., Xy > DPT(A).

I I

Chii ¥ Néu :m:A — A/T(A) 1a dong céu thuong va t:A/T(a) — A duge cho bai
r(x_i) =X, khi d6 7ot la ddng cdu dong nhat cia A/T(A) va 7 1a mot don céu

HE¢ qua 12: MOdi nhom abel hitu han sinh 1a téng truc tiép cua mdt nhém hiru han
va mot nhom abel tu do hang n véi s6 nguyénn € Z.

Chirng minh: Ta c6 T(A) 1a mt nhém hitu han. A/T(A) 1a hitru han sinh va khong
c6 x0an, vi thé, do dinh Iy 6, n6 1a mot nhom abel ty do hang n véi s6 nguyénn € Z.

1.2 CAC PA TAP XA ANH - PA TAP AFFINE



1.2.1 Cac khai niém co ban
1.2.1.1 Cac da tap affine
Chung ta nghién ctru trén truong k , va néu khong ghi chu gi thém thi k 1a truong dong dai

4
A

SO.

Pinh nghia 13: Khong gian affine n-chiéu A" (hodc A" (k)) trén truong k 1a tap

hop cac n — bd cua céc phﬁn tir cua k. Mot phén tr p = (p1, P2» ---» Pn) € A" dugc goi la mot

diém, cac p; la cac toa do affine cua p.
Ta ky hi¢u k[xy, ..., X,] 12 vanh da thtc trén k voi n bién. Cac phén tor cua k[xi,

..., ko] 1a cac ham k" — k.

Dinh nghia 14: Mot tip con X < A" 1a mot da tap dai s6 affine , néu n6 la mot tap

zero cua mot tap hiru han cua cac da thtrc trong k[xy, ..., X,]. Cho

fi, oo e € KXy, oo Xo] this X = Z(fi, ..., f) = {pe 4" | £;(p) =0,Vi}.

Pinh nghia 15: Mot datap X — A" 1a bat kha quy néu n6 khong 1a hop hitu han cua

cac da tap con thuc sy, nghia la ddi véi cac da tap X1, X, < A" sao cho X = X1 U X2 dan

dén X = X, hoic X = X,.
Ménh dé 16: Bat ky da tap X c6 thé dugc phan tich nhu 14 hop hitu han cta cac da

tap con bat kha quy X = X1 U X2 U.. Xy, voi X, Z X; v6i moi i # j . Phép phan tich trén

1a duy nhét sai khac phép hoan vi

Vi du 1: Mot da tap tuyén tinh 1a tap nghiém ciia mot hé tuyén tinh 1, ..., I,. Néu X
= Z(l,,..., 1) khac rdng va cac phuong trinh tuyén tinh xac dinh 13 doc 1ap, khi d6 sb chiéu
ciia X 1a n—k va sd ddi chidu cua X 1a:
codimX = dimA" - dim X =k.

Viéc dinh nghia vé sd chiéu ctia cac da tap tuyén tinh co6 thé duoc 14y tir dai sb tuyén
tinh. Trong trudng hop cac da tap khong tuyén tinh ta dwa vao mot khai niém tryc giac vé

sO chiéu.



Vi du 2: Mot siéu mat X < A" la mot da tap duge cho bai phuong trinh X =
Z(f). N6 1a mot da tap cua ddi chiéu 1. Néu n = 3, siéu dién duoc go1 la mot mat.
Cho f=(x*+y*-2)(z—1) eklx,y,z]. Khi d6, Z(f)e A’ 1a kha quy bao gom hai
thanh phan: mot hinh nén qua O va mot mat phang.

Vi du 3: Mgt siéu mat trong A® 13 mot duong cong dai s6 phiang. Mot parabol c6

thé dugc cho bai tham sb hoa ¢ (7,¢7) hodc don gian 1a y — x* € k[x; y]
y y

Vi du 4: Mot cubic xodn 1a mot dudng cong trong A’ duoc cho boi tham sé hoa

t (t,£2,¢°) hay dugc cho bdi hai phuong trinh £, =y — x* va fy=z-xyeklx;y;z].
Vi du 5: Hop va giao cta hitu han cic da tap affine 1a mot da tap affine. Néu

X,YQAH vol X:Z(fl, ceey fk) VE‘IYZZ(gl, ...,gl), thi

XﬂY=Z(f1,...,fk,g1,...,gl)va‘1 XUY:Z(fl.gj li=1,.,kj=1i,..1]).

Vidu 6: Cho X C A" dugc xac dinh boi 1, ..., fk €k[x,,...,x,] va Y C A™ cho boi

21ss 8, € K[V,,..., v, ]. Khi d6 tich cua X va Y 1a mot da tap trong A™ " " 1a mot tap zero cla

fi, ..., fi, g1, ..., g vOifj, g duoc hiéu nhu cac da thic trong k[Xy, ..., Xn, Y15 -++» Ym)-

1.2.1.2 Dinh ly co ban cua Hilbert

Chuy rﬁng, néu mot da tap affine X CA" duoc xac dinh bsi

X =Z(f, ..., f), fick[x,,...,x,], thi véi mdi f thudc ideal I = (f, ..., fi) ta c6
f(p)=0 véimoi p e X.
Hon nita, néu hai tdp hop cua cac phuong trinh sinh ra cing ideal,
(fi, ..., fi) = (g1, ..., g) thi ta luén co Z(f,, ..., f) = Z(gi, ..., g). Do d6 ta c6 thé thay ddi
dinh nghia ctia mot da tap affine bang cach thay vi dinh nghia cic phuong trinh dinh nghia



thi ta s€ dinh nghia bﬁng céc ideal dinh nghia : X CA" la mot da tap affine néu né 1a mot

tap zero cia mdt ideal hiru han sinh trong k[xj, ..., X;].
Ta xét R 1a mot vanh giao hoan (né ciing c6 thé 1a mot trudng hodc mot vanh da thirc
trén mat truong) , c6 don vi 1

Pinh nghia 17: Vanh R 1a Noether néu bat ky ideal ctia R ¢6 hitu han phan tir sinh

Pinh 1y 18: (Pinh 1y co ban cua Hilbert) Néu R 1a mot vanh Noether thi R[x] cling
la vanh Noether .
H¢ qua 19 : Moi ideal trong k[xy, ..., x,] 14 hitu han sinh.
Tt dinh 1y co ban Hilbert dan dén giao cua céc da tap dai s6 1a mot da tap, vino la

mot tap zero ciia mot ideal dugc sinh boi tat ca cac phan tir sinh cia céc ideal dinh nghia

Hon thé nita, tdp rong & va toan bd A" ciing 1a cc da tap trong A" . Do d6 ta c¢6 dinh

nghia sau day:

Pinh nghia 20: Trong topd Zariski , cic tdp mé 1 phan bu d6i véi cac da tap dai so.

Céc tap md trong topd Zariski 1a rat 1on. Mdi tdp mo khac rdng 1a tri mat trong A" .

Hon nita bat ky hai tdp mo khic rdng déu giao nhau, vi thé nd khong phai 1a topd
Hausdorff.
1.2.1.3 Hilbert’s Nullstellensatz( Pinh Iy vé ciac khong diém cia Hilbert )
Vidu 7: Ideal dinh nghia cia mot da tap 1a khong duy nhat. Trong k[x y] ta xét:
fi=x"—y’ L = (f).
f,=(x-yx+y) L= ().
RO rang, I; = I, nhung Z(I;) = Z(L,).
Dinh nghia 21: Cho / C k[xl,...,xn] la mdt ideal. Céan cua I la:

VI ={f €k[xumxn ]| f™ €L.m N},

Néu xﬁ =1, ideal I dugc goi 1a mot ideal can .

M6t s6 tinh chat vé can cua mot ideal:

(1) V6i mdi ideal 7, cin JI cling 1a mot ideal.



(i) WI =T
Tt VD7 trén ta co6: \/Z = \/g = (x*—y°).

Pinh nghia 22: Cho X C A"1a mot tap bat ky. Ideal triét tiéu ciia X 1a:

I(X) = {f S k[xla'-'axn] | f(p) = Oavp S X} °

B6 dé 23: Voimdi X C 4", Z(X) 1a mét ideal can .

Pinh ly 24 (Pinh ly khong diém ciia Hilbert 1): Cho A" 1a mot khong gian affine
trén mot truong k doéng dai sb. Khi do véi bat ky ideal [e k[xl,...,xn] ta co
Z(Z(1))= JI Do d6, co6 mot song anh X — Z(X) cua tap cac da tap dai s6 trong A" va tap
cua cac ideal can trong k[x,, ..., x,]

Pinh Iy 25 (Pinh 1y khong diém ciia Hilbert 2): Cho A" 1a mot khong gian affine
trén mot truong k dong dai s6 va cho I 1a mot ideal trong k[x, ..., X,]. Néu [# k[xi, ..., Xq]
thi Z(I) 1a khac rong.

Gia thiét & 1a dong dai s6 1a bt yéu , nhu két qua dugc minh hoa trong cac vi du sau:

Vi du 8: Cho k = C. Néu /= (x?+y* +1)Ck[x,y] thi 1=+1,I=k[x,y], nhung
Z()=2o.

Vi du 9: Cho k = C. Trong k[x, y] ldy I, = (x* + y*) va I, = (x, y). Khi d6 ca hai

ideal 1a ideal can. I, = I,, nhung Z(1,) = Z(1,).

Ta c6 moi lié€n quan gitra cac khai ni¢m dai s6 va hinh hoc nhu sau:

X (X)
X, CX, Z(X;) O I(X>)
X bét kha quy 7(X) 12 nguyén t6
X =X, U..UX, lamodtphép phantich | Z(X)= I,N...NI, 1a mot phép giao cua céc




thanh cac da tap con bat kha quy. ideal nguyén t6, & day I, = Z(X;)

Nhin chung, n6 khong thé phan tich mdt ideal da cho nhu mgt phép giao cua cac ideal
nguyén t6 (vi du: 7 C k[x] duoc sinh boi x7), néu ideal di cho 1a mot ideal can.
1.2.1.4 Cac da tap xa anh

Pinh nghia 26: Khong gian xa anh n-chiéu P" (hoic P"(k) ) trén k 1a tap hop cac

16p twong dwong cua (n + 1) - bd cua cac phan tir cia k, khong bang 0, v6i quan hé twong
duong ~, o day (a,,...a,)~(b,....b,) néu c6 moét hing s6 Ae€k sao cho

b =Xa, Vi=0,..,n.

Mot phén th p=(p,:...:p,) € P" dugc goi 1a mot diém. Cac p; la cac toa do thuan

nhit cia p.

Mot tap zero trong P" ctia mot da thirc bat ky f € k[x,,...,x,] khong duoc dinh nghia
t6t. Nhung no dugc dinh nghia t6t néu f 1a mot da thirc thuan nhét, vi khi do
Fpysesdp,) =X\ f(ay,...,a,) . d1a bac cta f.

Dinh nghia 27: Ideal 7/ C k[x,...,x;] 1a thuan nhat, néu n6 dugc sinh ra boi cac da
thirc thuan nhat.

Dinh nghia 28: Mot tip con X < P" 1a mot da tap dai s6 xa anh, néuno 1a mot tap

zero clia mot ideal thuan nhét trong A[x,,...,x, ].

Téng tich va giao ctia cac ideal thuan nhat lai 12 mot ideal thuan nhét, cling tuong tu
nhu c¢in ctia mot ideal. Hon thé nita, néu mot ideal thuan nhat 7 khong 1 nguyén t6 thi co
céc da thirc thuan nhat £, g sao cho fg €I nhung f,g & I. Do d6 tuong ty nhu trong
truong hop affine, ta c6 topd Zariski trong trén P".

Ta ludn c6 thé nhung mot khong gian affine vao khong gian xa anh ¢ cing s6 chiéu
vo1 vi du nhu sau:

A" P, (p,.p)—A:ip:.:p).
No6i mot cach khac, mot khong gian xa anh c6 sb chiéu n ¢ thé bi phu boi

n + 1 biéu dd affine .



P'=U,U..UU, v6i U,={p=(p,:..:p,)EP" | p,=0}.

Khi d6, mot phép dang cau U, — 4" duge md ta nhu sau:

p P, 1 Py p
(pO:...:pn)r—> Il e il a e Y /N
P Pp P P

Pinh Iy 29 ( Pinh Iy khong diém Hilbert 1) : Cho P" Ia mot khong gian xa anh trén
truong dong dai sd k. Khi do , ton tai mot song anh tir: X — (X)), giita tap hop cac da tap
dai sb trong P* va tap hop cac ideal thuan nhat trong A[x s Xy |, ORI tTUE 1.

Pinh Iy 30 (Pinh Iy khong diém Hilbert 2): Cho P" 1a mot khong gian xa anh trén

truong dai s6 dong k va I 1a mot ideal thuan nhat trong k[x

0 n - Néu Z(I)c P" latap

rong thi ton tai mot gia tri m e N sao cho I chua [/ e
Vidu 10: Mot da tap tuyén tinh trong P voi ddi chiéu k 1a tap zero ciia k dang
doc lap tuyén tinh .

Vidu 11: Cubic xo0idn trong P’ duwoc cho boi tham sé hoéa:
(s:0)> (55 :5%t:5t2:63)  va  duoec  bidu dién  bing ba da  thic

Xo%y —xlz, X)X —x%, XoX3 ~ XXy -

Néu ta bo mot trong ba phuong trinh dinh nghia thi tap zero s& bao gém cubic xodn
va mot dudng thing cit cubic tai hai diém , diéu d6 c6 thé tim thay trong [Har95]

Trong trudng hop siéu dién, ta c6 thé dé dang tim dugc bao dong xa anh cia da tap

bang cach ta thuan nhat phuong trinh dinh nghia: Néu X =Z(f)c 4", trong do:

f:fo +f1 +...+fd voi f; €klxpxpy] €6 bac la i, thi bao dong cua nd trong P" la

Z(ng0+xg_1fl +...+fd).



Vi du 12: Puong cong chuén tic hiru ti bic d, Cc P91a tham sb hoa cho béi:
(s:)— (sd 97 td). Ta c6 thé mé ta n6 bang mot tip hop cac phwong trinh béc hai
Xy X; Xn oo X

sao cho ma tran: { 07172 d_lJ
X Xy Xy X

c6 hang la 1. Nghia la duong cong la tap zero cua cac da thirc:
X0%y —xlz, XX3 =X Xg s
Vi du 13: Hinh chiéu ctia mot da tap xa anh tor mot diém nam ngoai da tap cling 1a
mot da tap xa anh.
1.2.2 Cac ham va cac anh xa
1.2.2.1 Cac ham chinh quy trén cic da tap affine.
Cho X < A" 1a mot da tap affine trén truong dai s6 dong k, cho 7(X) 1a ideal
triét ti€u cua X .
Pinh nghia 31: Vanh toa d§ ( affine ) cia X 1a vanh thuong.
K[ X]=k[x,....x,; ]/ 1(X)

Ménh dé 32: Mot dai sb giao hodn 4 trén trudng k déng cdu v&i vanh toa do k[X]
cia mot da tap X nao d6 néu va chi néu 4 khong ¢ lily linh va 14 hitu han sinh nhu mét

dai soO trén k.

Pinh nghia 33: Mot ham s6 f:X —k 1a chinh quy, néu c6 mot da thic
F e klx;,..,x;] sao cho f(x)=F(x), VxeX. Vanh cac ham chinh quy trén X, ky hi¢u la
0(X).

Twr dinh nghia nay ta c6: O(X) = k[ X].

Vidu 14: Néu X = 4" thi KX 1=kl x,], bOTVE 1(X) =0,



Vi du 15: Gia si X Ia parabole |, X:Z(y—xz)cAz , thé thi
k[X]k[X% 5 =k[x] . Do do , ta co k[X];k[Al}.
y-x?|

Pinh 1y co ban cia Hilbert d6i v6i A[X] duoc * thira huéng “ tir vanh da thirc
k[x,,...,x; ]: vo1 mot ideal J < A[X] thi ﬂ_l(l)gk[x ,.-»X;; ] cling la ideal , trong do: 7 la
phép chiéu tu nhién k[x;,...,x, ] —> k[ X].

Néu 7' dugc sinh boi F, e B thi 1 duge sinh boi 7(F)),..., 7(F).

Do d6, ta c6 thé dinh nghia topd Zariski trén X bang cach liy cac da tap con cia X
nhu 1a cac tap dong ( cac tap zero cua cac id€an trong k[ X]).
Tuong tu, Nullstellensatz Hilbert cling thoa man trong A[ X], do do6 ta c6 song anh Y — 1(Y)
gifra cac da tap con cia X va cac idéan can trong k[ .X].
B6 dé 34: Céc phat biéu sau 13 twong duong:
(i) X < A" 1a bat kha quy,
(11) mot tdp con mo khéc rSng 1a tru mat trong X,

(iii) néu U,,U, 1a cac tap con mé khac réng ciia X thi U1 mUz =D,

1.2.2.2 Cac anh xa chinh quy cua cac da tap affine.

Dinh nghia 35: Mt anh xa ¢: X — Y 1a chinh quy ( mdt ciu xa ), néu c6 m ham
chinh quy fl,...,fm € O(X) sao cho ¢(x) = (fl(x),...,fm (x)).
Pinh nghia 36: Anh xa chinh quy ¢: X — Y 1a phép dang c4u, néu né c6 mot chinh

quy nghich dao . Khi d6 cac da tap X, Y duoc goi la dang ciu.

1

2 4 . 2 . A % P

Vi du 16: Parabol P:Z(y—xz) dang cau véi duong thang afin: 4 co
t > (t,t2)

o l//:P—)Al

anh xa nguo
(x,y) = x

R& rang, @oy 1a anh xa dong nhat trén P va w o 13 anh xa dong nhét trén AL



Mot cdu xa cua cac da tap ¢: X ->Y cam sinh mdt d@)ng cdu cua cac k-dai s
k[Y]— k[ X] chuyén f e f[Y] thanh fog. That vay, néu # 1a mot ham chinh quy thi n6

duoc mo ta boi mot da thac Fek[yl,...,ym]. Vi ¢ la mot cdu xa nén co

Fl""’F € klx,,...,x;]

fop(x)=F (F1 (%),..., F};,(x)) vano that sy la mot ham chinh quy trén X .

sao cho @=(F},...,F},,). Do do dbi voi fop: X —k thi ta co:

Anh xa ¢ :k[Y]— k[X] chuyén f thanh fog dugc goi la cai niu lai cta ¢ va d&
thiy ¢ 1a dong ciu k-dai sd.

Mit khac, voi mdi déng ciu k-dai sb @ k[Y]—> k[X] thi ton tai mot cdu xa
@: X =Y sao cho (0* =¢.

Pinh 1y 37: Cic da tap affine X va v 1a dang cau néu va chi néu k[X] va k[Y] la

dang cau nhu céc k-dai so.

1.2.2.3 Cac ham hiru ti trén cac da tap affine

Cho X < 4" 1a mot da tap bat kha quy. Vanh toa dg cua n6 A[X] khong c6 udc cua
0 va do d6 c6 thé dugc nhing vao truong cac thwong ma ta ky hiéu 1a k(X). Noi cach
khac, k(X) 1a tap cac 16p tuong duong {G/H G, H € k[x,,..x,],H eI(X)} |- trong 6 ,
G/H~G'H' néu GH'-HG'e I(X) va phép “+”,”.” duoc dinh nghia theo nghia thong

thuong.

Dinh nghia 38: Truong k(X)) duoc goi la truong cac ham hitu ti trén X hay la truong
ham cua X .
Dinh nghia 39: Ham f €k (X) la chinh quy tai xe X néu c¢6 G,H €k[x sees Xpp ] SO
cho fzg va H(x)#0.
H
Pinh ly 40: Néu mot ham hiru ti / e k[ X] 13 chinh quy tai moi diém xe X thi nd

chinh quy .

1.2.2.4 Cac anh xa hiru ti cua cac da tap affine.



Cho X c A",Y < A™1a cac da tap affine bat kha quy.

Dinh nghia 41: M¢{t 4nh xa hitu ti @: X —>Y 1la mot m-by cidc ham hiu ti
iseees fn € k(X)) 520 €ho @=(f{ses i) Néu £ 1a chinh quy tai x véi moi xe X thi anh
xa ¢ la chinh quy tai x.

Dinh nghia 42: Mot anh xa hitu ti @: X — Y dugce goi 1a troi, néu anh cia X qua ¢
la tru mat trong Y.

Pinh nghia 43:Mo6t anh xa hitu ti @: X — Y 1a song hitu ti ( tvong duong song hiru ti
) néu né ¢ anh xa nguoc hitu ti , nghia 1a néu ¢6 w : Y — X sao cho:

. Ca ¢ va y déu troi,
o poy = IY vayop= 1X , tai noi cac phép hop thanh la xac dinh.
Khidé, x va Y dugc goi la twrong duong song hiru ti ( song hiru ti ).

Vi du 17: Mot cubic 1ti C = Z(y2 —x3) 12 song hitu ti téi 4':

p: Al 5 C p:C— Al

anh xa ) 3 c6 anh xa nguoc hitu ti
t - (,1)

(x,y) 2
X

Néu 4nh xa hitu ti p: X -7 1a trdi thi cai niu lai ¢ :k(Y)— k(X) dugc xéc dinh.
Khi do: véi mdi f ek[Y] taco: ¢ (f)ek(X). Anh xa nay dugc mé rong duy nhét k(Y).
Tuong tu nhu truong hop cac anh xa chinh quy, ¢ 1a mot song anh gitra cac anh xa hiru ti
trdi X — Y va cac phép nhung k-dai sé k(Y) = k(X).

Pinh Iy 44: Cac da tap X va ¥ la song hitu ti néu va chi néu k(X) = k(Y).
1.2.2.5 Cac ham trén cac da tap tua xa anh.

Véi mbi da tap xa anh X < P, vanh toa d9 ciia X dugc xac dinh twong ty nhu trong
truong hop affine: A[X]=k[x,,...,x;,]/1(X) ,nhung bay gid n6 c6 mot cdu triic cong cua

mot vanh phin bac, nghia 1a né 1a tong truc tiép cia cac khong gian vecto :

kK[ X]= RO (—BR1 (—BR2 ®...,trong do RiRj c Ri+j'



Vi du 18: Cho X = Z(xlz +x§ —x(z)) — P2 1a dudng tron don vi thi k[X] 14 téng truc

tiép cua cac khong gian vecto:
Rl :<x ’xl’x2>k’

_ 7.2 2 2_.2 2
Ry ={x XX X0 X X 5 X g > (X5 = —7)

DPinh nghia 45 : Mot da tap twa xa anh X <P" 1a mot tdp con m& ciia mot da tap xa

anh

Pinh nghia 46 : B6i voi mot da tap bat kha quy X cP", trudng cia nhitng ham

hiru ty trén X ( treong ham cua X ) 1a mot tdp hop cac 16p twong duong
{g/ h d

v6i g/h~gVh' khi gh’ — hg’ = 0 (modI(X)) . Cac phan tir trén k(X) duoc goi 1 cac ham

gheRymid, h #0(modl(X))| ~
hitu ty trén X .

Pinh nghia 47 : Mot ham hitu ty £:X —k 1a chinh quy tai x € X néu ton tai mot
tap con mé U < Xchira x va véi g,h e k[X] thuan nhat ciing bac sao cho h khong bi triét
tiéu trén X va f = g/h
Ham f:X —k 1a chinh quy néu né chinh quy tai moi diém x € X. Vanh cac ham chinh

quy trén X duogc ky hi¢u la O(X)
Pinh Iy 48 : Néu X —P"la dong nghia la X 1a da tap xa anh thi O(X) =k

1.2.2.6 Anh xa trén nhiing da tap tua xa anh

Cho X cP"va Y cP" 1a nhitng da tap twa xa anh

Dinh nghia 49: Mt 4nh xa ¢: X — Y cua nhiing da tap tya xa anh 1a chinh quy (
mot ciu xa ) néu véi moi tap conmd V < X va voi mdi ham f:V — k chinh quy trén V thi

ham s6 foq: (p_l (V)— kciing 1a chinh quy .



Su giai thich sau ddy c6 thé 1a hiru ich hon . Anh xa ¢:X — Y 1a chinh quy néu véi mdi
x € X thi ton tai cac dang f;.....;fn € k[x ,xn} co cung bac sao cho
+ o= (fo s :fm)xéc dinh trén mot tdp mé U < X chura x
+ £, (x)# 0 doi véi it nhat mot gia trj 1.
Pinh nghia 50 : Mot cdu xa ¢: X — Y 1a mot phép dang cdu néu nd c6 anh xa
nguoc chinh quy .Khi d6 X va Y duogc goi 1a dang cdu . Mot anh xa @: X — Y duoc goi 1a

phép nhing néu né 1a mot déng céu clia X va anh ciiand 1a ¢(X) .

Vi du 19: M6t conic C= Z(x0x2 —x12) trong P 1a mot dang céu v6i mot duong
thang xa anh . Néu (s:t) la toa do thuan nhét trén P' va (XO 1Xy :x2) 1a toa d6 thuan nhét
trén P* thi 4nh xa chinh quy ¢: P'> C

(s:t)|—>(s2 :st:t2)
c¢6 anh xa nguoc chinh quy v : C — P' dwoc xé4c dinh nhu sau :
(XO 1Xy :xz)H(xO :xl) trén Ug (XO #0)
(Xl :x2) trén U, (x2 #0)
ViC= (Cm UO)U(Cm U2) ,ta co thé mé ta anh Xa y tai moi diém Dinh nghia y 1a mot

dinh nghia t6t ké ca trong truong hop xi;tO Vi thi ta ludén cob

e = AN ) _ .
(XO 'Xl)_(XOXI 1X )_(XOXI .x0x2)—(x1 .x2)
Luuy réng vanh toa d¢ cia mot da tap xa anh chtra nhiéu thong tin hon vanh toa d¢ affine

twong tng . Trong vi du trén , conic C 13 dang cdu v6i P' | tuy nhién nhitng vanh toa do

ciia chung khong dang cdu , vi khi k[C] duoc sinh boi 2 phan tir . Vanh k[X] khong



nhitng phu thudc vao 16p dang cdu ciia da tap ma con phu thudc vao phép nhung cta X vao
khong gian xa anh .

Pinh nghia 51 :Anh xa ¢:X — Y 1a hitu ty néu n6 dugc xac dinh it nhat trén mot
tdp con mo tru mat cia X va n6 chinh quy trén mién xac dinh . Hon nita ,anh xa d6 con 1a
song hitu ty néu nd c6 anh xa nguoc hitu ti , khi d6 X va Y duoc goi 1a trong duong song
hiru ty

Pinh nghia 52 :Mot da tap X dugc goi 1a hitu ty néu n twong duong song hiru ty

v6i P! . Su twong duong song hitu ty nay dugc goi 1a mot tham sé hoa cia X Pa tap X
dugc goi 1a don hitu ty néu né 1a anh hitu ty ciia mot P¢ .

Dinh ly 53 : Cac da tap X va'Y la song hitu ty khi va chi khi k(X)=k(Y)

Pinh ly 54 : Moi da tap dai s6 déu la song hitu ty véi mot siéu dién trong P, v6i

mot me N

Chitng minh : Vi k(X) 12 mé rong hiru han sinh ctia mot truong dong dai sb , do

trén k(yy,.....ym_1) - . Goi p'e k(yl, ...... Yol )[x] 1a da thie nho t6i thiéu cua y,, .Bang cac
phép bién d6i da thire , ta xac dinh duge mot phén tr pe k[yl, ....... ,ym_l,x} .Khido, X
1a song hiru ty voi bao dong xa anh ctia Z(p) ma day l1a mot siéu mat trong P .

1.2.2.7 Mot vai vi du
Vi du 20 : Chung ta hay goi “ da tap affine ” vo1 y nghia la mdt da tap tuya xa dnh

déng cAu v4i mot da tap affine . Mot “ tdp con mé chinh ” ciia A" dugce hiéu 1a phﬁn bu cua
mot siéu dién , 1 tap hop { p A" [f(p)#0} véi cac da thuc don f ek[xl,....xml] Ta

thdy rang mot tdp con mé chinh ciia A" 12 mot da tap affine



Cho @:(A"Z(f)) —A™ xac dinh boi (pl,....pn)H(pl,...,pn,l/f(p)) thi @ 1a chinh quy
vol anh Y = Z(g) véi g = fxnﬂ—lek[xl,....,xn} . Anh xa nguoc 1a phép chiéu

U} :(pl"""pn+l) > (pl,....,pn)
Vi du 21 : Ching ta hay goi “ mdt da tap xa anh ” 1a mot vat thé ma c6 thé duoc

nhung vao trong mdt khong gian xa dnh nhu 1a mét da tap xa anh . Trén thyc té , tich P"

\ A ” \ 7 ’ R , \ N /-
xIP™ la mdt da tap xa anh vi n6 ¢6 thé dugc nhing vao P véi

N=(mn+1)(m+ 1) -1 nhu sau :
(XO L iXp3 Y :...ym) H(xoyo XYy :....xnym) :(ZOO 124 :....an)

Anh xa néi trén duoc goi 1a phép nhiing Segre

1.3 PUONG CONG ELLIPTIC
1.3.1 Céc dwong cong phing
Cho K 1a mét truong. Vi du chéng han, K ¢6 thé 1a truong Q cua cac s6 hitu ty, truong

R ctia cac so thuc, truong C cua cac so phiec, truong Q » cua so

p — adic ( xem [Kob] ) , hodc truong hiru han F, cua q phan tr ( xem chuong 1 , cia

[Serl]) . Cho K 1a mot bao dong dai s cua K.
Mot dudng cong phang X trén K dugc xac dinh boi phuong trinh £ (x,y)=0, véi

fix,y)= ZaijxiyJ € K[x, y] 1a bat kha quy trén K. Ta dinh nghia bac cua X va f nhu sau:
deg X =deg f=max{1i+] :al-j;t 0}.

Mot diém K - hitu ty (hodc don gian 1a K - diém ) trén X 13 mot diém (a,b) véi toa do

thudc K sao cho f(x,y) =0. Tap tit ca cac diém K - hitu ty trén X dugc ky hiéu X(K).



2 2

Vi du 22 : Phuong trinh x“y —6y~ —11=0 xac dinh mot duong cong phang X trén

Q bac 3 va [5%} eX(Q)

Vén dé dit ra 1a : Liéu co ton tai mot thuat toan ma khi ta cho mot dudng cong phang X
trén Q thi ta c6 thé xac dinh X(Q), hodc it nhat xac dinh duge X(Q) c6 khac rong hay
khong?

Mic du X(Q) khong nhét thiét phai hitu han, nhung ta thiy rang, n6 ludn ludn ton
tai moOt sy mo ta hitu han, vi thé van dé vé sy xac dinh X(Q) co thé duoc xac dinh 16 rang
bang cach st dung may Turing ( xem [HU]) vé mdi quan hé gitta cau hoi trén va bai toan sb
cua Hilbert , xem [Po2]

Bai téan hién tai la liéu réng c6 tdn tai cac phuong phap xac dinh X(Q) khi ta cho
mot dudng cong X cu thé , mic du hién tai ta chua chimg minh dugc nhitng phuong phap
d6 co thé dung trong truong hop tong quat . Chinh vi vy , ¢6 nhitng van dé ma chua tim ra
cau tra 101

(1) C6 ton tai thuat toan ma khi cho mot da thirc bac bon : f(x) € Q[x] thi ta co
thé xac dinh nhimg diém y2 = f(x) 12 diém hitu ty hay khong?

2)Co ton tai thuat toan ma khi cho mét da thirc bac ba : f(x,y) € Q[x,y] thitaco
thé xac dinh nhitng diém f(x,y) = 01a diém hiru ty hay khong?
1.3.2 Hinh hoc xa anh
1.3.2.1 Mit phang xa anh

Mit phing affine A 1a mat phang thong thuong, voi
A*(K) = {(a,b):a,be K} v6i moi truong K. Compact hda A* bang cach ndi mot sd diém

tai vO cuc ” dé sinh ra mat phang xa anh P,

Tap hop nhimg K - diém trén mat phing xa anh P* c¢6 thé dugc dinh nghia mot cach
true tiép nhu: PA(k) == (K’ — 0)/ k. Noi cach khac, mot diém K- hiru ty trén P* 1a mot 16p

tuong duong cua bd ba (a,b,c) vé1 0 # a,b,ce K, vdi quan hé tuong duong ~, ¢ day



(a,b,c) ~ (Aa,Ab,Lc), XeK*. Lép twong duong cua (a,b,c) dugc ky hieu (a:b:c). Ta
ciing c6 thé ddng nhit P*(K) véi tap hop cia cic dudng qua 0 trong khong gian (x,y,z).

Pon dnh A*(k) =P*(k) 4nh xa (a,b) vao (a:b:1) hau nhu 1a mot song anh: cac diém
ctia P2(K) khong thudc trong anh, ¢6 dang (a:b:0)hinh thanh mot duong xa anh P'(K) cua
“ cac diém tai vo cyc ”. Xem P*(K) nhu duong qua 0 trong khong gian (x,y,z), A*(K) la
tap hop cac dudng nhu thé di qua (a,b,1) v6i a,be K, va phan bu P'(K) 1a tip hop cac
dudng qua 0 trong mit phing (x,y). P* ciing c6 thé duoc bao phil béi ba ban sao cia A?,
la: {(x:y:2)|x#0}, {(x:y:2)|y=0},va {(x:y:2)|z#0}.

1.3.2.2 Bao dong xa anh cua cac dwong cong:

Phép thudn nhat ciia mot da thirc f(x,y) bac d 1a F(X,Y,Z):= zdfg,zj . Néi
z
cach khic, ta thay ddi x boi X , y boi Y, va thém vao du cac thira sé cua Z dé mdi don thirc
mang béc tong nhu nhau bang d. Ta co thé thu lai f nhu sau: f(x,y) =F(x,y,1).
Néu f(x,y) =012 mot dudng cong phang C trong A%, bao déng xa anh cua né la
dudng cong C trong P? dugc dinh nghia boi phuong trinh thuin nhat
F(X, Y, Z)=0. Puong cong C bing véi C cong véi mot sb diém “ tai vo cuc”.
Vidu23: Néu f(x,y)=y"—x*+x—7, thi:
FX,Y,Z) =YZ2-X’+XZ2*-717°
Va Q)= {zeros Sf F}
Q
={zerosof F(X,Y,1)}U tzeros of FC(;(’ Y,2);-0
=CQ U {P},

& day P 1a diém (0 : 1: 0) “tai vo cuc”.

1.3.2.3 Dinh ly Bézout

Mot trong nhitng 1y do chi yéu sém duoc dé cap dén viéc nghién ciru trong mit

phang xa anh 1a thu dugc mot Iy thuyét tuong giao tt. Cho



F(X,Y,Z)=0vaG(X, Y, Z) =0 la nhirng dudong cong trong P? trén K, bac m va n, tuong
tng. Dinh 1y Bézout chi ra mot cach chinh xac rang chiing giao nhau tai mn diém trong P?,
va thoa :

(1) FvaG khong c6 cac thira s6 chung khong tim thudng.

(2) Chung cét nhau trén mot trudng déng dai sd

(3) Nhitng diém tuwong giao 1a v6 sb trong truong hop ching 1a nhimng diém ki di hay
1a nhiing tiép diém

1.3.3 Xac dinh X(Q): sw phén chia bang bac
Ta tr& lai vin dé xac dinh tap hop cac diém hitu ty X(Q) véi X 1a mot dudng cong

affine phang f(x,y)=0 trén Q hodc trén bao dong xa anh ciia n6 . Cho d = deg f. Ta s&

xem xét bai toan bang viéc cho ting dan gié tri cia d.
3.3.1-Khi d = 1: X 1a duong thang. Ta da biét cach tham s hoa cac diém hitu ty
trén dudng thang ax + by+c=0

3.3.2 - Khi d =2: X la duong conic. Legendre dd chirng minh ring cic duong

conic théa man Nguyén ly Hasse . Piéu nay nghia la: X c6 mot Q - diém néu va chi néu X

c6é mot R - diém va mot diém Q, - diém vo1 moi s6 nguyén to p. Vi mot dudng conic xa

anh dugc mo ta bédi mot dang bac hai 3 an s6 , do do két qua cua Legendre c6 thé dugc xem

nhu mot trudng hop didc biét cia dinh 1y Hasse-Minkowski [Serl] , khiang dinh ring mot

dang toan phuong n bién trén Q bi€u dién 0 néu va chi néu no6 bi€u dien 0 trén R va Q, vé1

moi p.

Dinh 1y cua Legendre dan dén mot thuat toan dé xac dinh sy ton tai cua mot Q -

diém trén dudng conic X. Thuat toan: bo sung chinh phuong , nhan mot hing sd, va thu vé

cac bién, dé rat gon thanh aX’ +bY?+cZ?>=0 trong P? véi a,b,c#0,khong chinh

phuong c6 quan hé timg d6i nguyén t6 v6i nhau . Khi d6 ta c6 thé chimg minh rang ton tai



ax’ +b=0 (modc)
mot Q - diém néu va chi néu a,b,c déu khong cing ddu va: <by* +c=0 (moda) la giai

cz'+a=0 (modb)

duogc trong tap Z

Hon nita, trong truomg hop ndy , aX®> +bY? +c¢Z> =0 luén c6 mot nghiém nguyén

1/2 1/2 1/2

; ;|Z| <Jab|  , xem [Mo2] .

khong tam thuong X, Y, Z thoéa man ‘X‘ < ‘bc‘

Y‘ < ‘ac‘

Trong truong hop dudng conic X ¢ mot Q - diém Py, van dé con lai 1a 1am thé

nao dé mo ta tap hop tat ca cac Q -diém . Khi d6 , ta s& dung mdt thu thudt quen thudce :

v6i mdi diém P € X(Q) v& mot dudong qua P va P, va goi t 1a hé s6 goc cua duong thing

sao cho t € Q (hodc c6 thé 13 «). Nguoc lai, cho t € Q, dinh 1y Bézout bao dam ring
duong qua Py voi hé sb goc t s& cat duong conic tai mot diém khac ( mién 13 dudng nay
khong tiép xtic voi conic tai Pg), va day s& 1a mot diém hiru ty.

Vidu 24 : Néu X 1a duong tron x* + y> =1 va Py(-1, 0), thi:

- 2t
t— s 5
1+¢° 1+¢

)y

——<«(x,y)
x+1

xéac dinh cac anh xa song hitu ty tir A' @én X va anh xa nguoc :diéu d6 c6 nghia 1a khi ta bo
di mot s hitu han cac tap con ¢ chidu nho hon (c6 thé chi 1a mot vai diém), thi cac anh xa
dugc cho boi cac ham hitu ty cta cac bién ma cam sinh mot song anh giira cac Q - diém
trén mdi chiéu. Nhitng anh xa song hiru ty dugc dinh nghia trén Q; cac hé s6 ctia cac ham
hitu ty thuéc Q, vi thé chung ciing cam sinh mot song anh giita cac Q - diém . Pic biét,

tip hop nhing nghiém hiw ty cia dudng ton  x2 412 =1 Ia

2
| 2t
— 5Ty teQr U {(-10)}.
1+t~ 1+¢



3.3 Khi d = 3: X 1a cac duong phiang bac 3 . Lind [Lin] va Reichardt [Rei] da
nhan thy rang nhitng Nguyén 1y Hasse c6 thé khong dung véi cac dudng cong phing bac

ba. Xét mot phan vi du : theo Selmer [Sel] thi duong cong
2 4 1/3 2
3XP+4Y’ +52°=0 trong P? ¢6 mot R- diém (—gj :1:0 | va mot @p - diém voi

mdi s6 nguyén t6 p, nhung n6 khong c6 Q - diém (Vi p > 5, sy ton tai cac Qp - diém co

thé duoc chimg minh bang cach st dung bd d& Hensel [ Kob] dé ching minh sy ton tai caa
cac nghiém dong du modulo p. Véi p =2, 3, 5, dang téng quat hon cua cua bd dé Hensel [
Kob] c6 thé duogc st dung . Su khong ton tai ciia cac Q- diém kho thiét 1ap hon .)
Bai téan liéu mot duong cong phang bac ba co diém hitu ty hay khong hién tai 1a mot bai
toan chwa duogc giai quyét. Do d6 ta s& chu ¥ dén nhimg duong cong phing bac ba ma c6
mot diém hitu ty. Nhimg dudng ndy duoc goi 13 cac duong cong elliptic
1.3.4 Cac dwong cong elliptic
1.3.4.1 Cac dinh nghia twong dwong

Cho K 1a mét truong hoan chinh. Mot dudng cong elliptic trén K ¢6 thé duoc dinh
nghia bang mdt trong nhimng céach sau:

(1) Bao dong xa anh ctia mot duong cong khong ky di dugce dinh nghia béi

mot “phuong trinh Weierstrass™ :

y2+a xy+a3y:x3+a 2 tax+a

1 2 4 6

a_eK. Néu dic sb cia K khong 1a 2 hoac 3, nguoi ta co thé han ché su

Vabi 31,32,33,34, 6

3

chu y téi cac bao dong xa dnh cua cadc duong cong y3 =x~ +Ax +B.

Ta c6 thé ching minh rang né khong ky di néu va chinéu x’ + Ax + B ¢o cac nghiém
khéc biét trong K, va didu nay ton tai néu va chi néu luong A = —16(4A3 + 2732) # 0.

(2) Mot duong cong gidng mot xa anh khong ky di trén K duogc lién két véi
mot diém K - hiru ty 0.

(3) Mot da tap nhom xa anh mot chiéu trén K

1.3.4.2 Cac diém ky di



Néu (0, 0) 1a mot diém trén duong cong affine f(x, y)=0 trén K, khi d6
(0, 0) 13 mot diém ky di néu ca hai 5%x va 5%y triét tidu tai (0, 0). Mot cch twong

duong, (0, 0)la diémky dinéu f=f+f+...+f, 0 ddymdi fieK[x, y] la mot da thirc
ddng nhét bac i. Ching han (0, 0) 1a ky di trén y* = x> va trén y* = x* + x°, nhung khong 1a
diém ky di trén dudng y*> = x> — x. Tong quat hon, (a,b) 1a ky di trén f(x, y) = 0 néu va chi
néu (0, 0) laky ditrén f(X +a,Y +b)=0.

Mot duong cong affine 1a khong ky di néu né khong c6 cac diém ky di. Mot dudng
cong xa anh F(X, Y, Z) = 0 1a khong ky di néu “ cdc manh affine” cta nd
F(x,y, 1)=0,F(x, 1,z)=0, F(1, y, z) = 0 1a khong ky di.

Thuét ngit “ tron ” 1a mot tir ddng nghia véi khong ky di, it nhét cho cac duong cong
trén mot truong hoan chinh K .
1.3.4.3 Gidng (Loai)

Cho X 1a duong cong xa anh khong ky di trén mot truong hoan chinh K . Gidng ctia

X 1a mot s6 nguyén khong 4m g dé do do phirc tap hinh hoc ciia X. N6 ¢ cac dinh nghia
tuong duong sau:

(A) g=dim, Q, 6 day Q 1a khong gian vécto cua vi phan chinh qui trén X. (Chinh

quy mang nghia “khong cuc diém”: Néu k = C, thi chinh quy tuong duwong véi chinh hinh.)
(B) g la gidng topd ctia mit Riemann compact X(C). (Pinh nghia nay chi c¢6 nghia

néu K c6 thé dugc nhing vao C.)

_d-Dd-2)
&= 2

phang bac d song hitu ty voi X ( ¢6 thé 1a mot diém ky di).
1.3.4.4 Luit nhom - Dinh nghia

- (cac sb hang cua cac ky di) & day Y 1a mot dudng cong

©

Mot duong cong elliptic E trén K 1a mot da tap nhdém nghia 1a c6 mt anh xa “phép
cong” E x E —» E dugc cho bdi cac ham hitu ty, ma cam sinh ra mot cAu trac nhom trén
E(L) cho bt ky sy mé rong trudng L cua K. Luat nhém duge dic trung boi hai quy luat

sSau:



(1) Piém O = (0: 1 : 0) tai v6 cuc 1a don vi cia nhom.

(2) Néu mot dudong L cat E tai 3 K - diém 1a P, Q, R € E(K) thi khi do: P
+ Q + R = O trong luat nhom.
Tur nhitng diéu nay ta suy ra:

a) Cho P € E(K), P # O, duong thang dimg qua P cét E trong P, O, va mot diém thi
31a -P.

b) Cho P, Q € E(K) khac O, duong thang qua P va Q (lay tiép tuyén véi E tai P néu
P=Q)catEtaiP,Qvadiémtht31aR € E(k). NéeuR=0, thiP+ Q=0 , mitkhiac P+ Q
=-R, & day - R co thé dugc xay dung nhu trong a).

Chu y rang E(K) 1a mot nhom abel.
1.3.4.5 Luat nhom - cac cong thirc

Mot cach téng quat, toa d§ cua P + Q co thé duoc biéu dién nhu cac ham hitu ty
theo toa d6 ciia P va Q. O ddy ta trinh bay cic cong thirc nham tim ra mot thuat toan cho
phép tinh P + Q. Su ton tai ctia cic cong thirc nay sé& 1a quan trong khi ta phat trién phuong
phéap phan tich duong cong elliptic

Pé tinh tong R cia cac diém P, Q € E(K) trén y2 =x’+Ax + B trén K :

1) Néu P = O, dit R = Q va ngimg.
2)Néu Q = O, dit R =P va ngimg.
3) Miat khiac cho P=(x;:y;: 1) va Q=(x2:y,:0). Néux, #x,, dit:
o= (yi—y2) (i—x),
X3 = Xz—xl — X»,
¥3 = MX1 = X3) = y1,
R =(x3:y3:1)
va ngung.
4) Néu x; = x, va y1 = -y2, dat R = O va ngung.
5) Néu x; = x, v y; # -y, (nhu vay P = Q), dit
A= Gxi+ D +3,)"
3= A2 - X1 — X2,

= /1(361 - X3) — Vi,



R=(x3:y;:1)

va ngung.
1.3. 4.6 Luit nhém - cac vidu

Cho E 1a duong cong elliptic y2 = x> — 25x. (Tur bay gio, khi ta dua ra mgt phuong
trinh khong thuan nhét cho duong cong elliptic E, né dwoc hiéu riang ta cho E dugc dinh
nghia nhu bao dong xa anh cua duong cong affine nay).
Vi x° — 25x ¢6 cac nghiém khéc nhau, E khong ky di, vi thé E that su 1a mdt duong cong
elliptic. Puong thiang L di qua P := (-4, 6) va Q := (0, 0) c¢6 phuong trinh
y = (-3/2)x. Ta tinh L () E boi sy thay thé: ((-3/2)x)* =x’ — 25x

0 =(x+t4)x(x—25/4)

vatim L E={P,Q,R} ¢ day R :=(25/4,-75/8). Dodé P + Q + R =0 trong ludt nhom,
va P+Q=-R=(25/4,75/8).

Su tuwong giao cua dudng X = 0 trong P* véi E: Y?Z = X° - 25XZ* 1a

X=0=YZma(0:1:0)=0va(0:0:1)=Q, cobdi 2. (diéu nay tuong tng véi dudng
x =0 dang tiép xtc v6i E tai Q). Dodd Q+Q+0=0, va
2Q =0 ; nghia la Q 1a mot diém co cép 2, mot diém 2-xodn. (Téng quat, cac diém 2 - xo0én
khac khong trén y> = x’ + Ax + B 1a (o, 0) & ddy o 1a mot nghiém ciia x° + Ax + B: chiing
hinh thanh mot nhoém con ctia £ (E) dang cu voi % X % )
1.3.5 Céu tric E(K) di véi cac treong K khac nhau
1.3.5.1 Puong cong Elliptic trén trudng s6 phirc

Trén mot phuong dién nao d6 E(C) 1a mot da tap phirc nhung trén mét phuong
dién khac thi n6 1a mot nhém va toa dé ctia P + Q 1a ham hiru ti theo toa do cua P va Q. Do
d6 , E(C) 1a mot nhom Lie 1- chidu trén C . Hon nita , E(C) 1a déng trong
P*(C) compact nén E(C) 1a compact , lién thong . Theo su phan 16p cua nhom Lie compact
lién thong 1- chiéu trén C , ta xem E(C)=C/A nhu 13 nhém Lie trén C , v6i dan

A= Za)1 + sz’ trong do @), @y la mot R- co so cua C . Cac @, duoc goi la cac chu ky

vi ton tai mot ham phan hinh p(z) tén C duoc xac dinh sao cho

p(z+w)=p(z) VoeA.



Gia sir, ta bat dau xét tréen C mot dan A roi rac co hangla2: A=Zw, + Zw, voi

1 2
o), @, 1a R- co s ciia C, ta can chi ra 14 1am thé nao dé tim ra mot dudng cong tuong
ung trén C .

Tap g, =603 e p@ v 83 = 1405 ¢ A o 0 trong d6 ky hicu * nghia 1a bo

di s6 hang w=0 .

Dit: p(2) =7 2+ 3 e Az—®) 2 —0 2

)

Khi d6 : ta c6 thé chimg minh nhu sau :

+ p(z)1a phan hinh trén C véi cuc diém trén A .

+ pz+w)=p)YoeA va z (p(z),p’(z))xac dinh mot phép dang cau giai tich

C/A — E(C) voi E 1a duong cong elliptic trén C ¢é phuong trinh : y2 — 43 — 87X~ 83 (

cuc diém cua p(z) qua dang ciu twong tng 1a gdc toa d6 O € E(C)).

- Viphén ax trén E cdi niu vé1 dz trén C/A .
y

- Do dé, anh xangugc : C(E) — C/A dugc xac dinh bdi :

(a;b) 2
(a;b) > a[ dx_ dx

Yo a3 i x-
0 \/4X g,X -8,

Téng quat hon , Riemann di ching minh ring : mdt mit Riemann compact bat ky

dang céu v6i X(C)ddi véi mot duong cong xa anh khong ky di X trén C |
1.3.5.2 Puong cong Elliptic trén truong sé thue

Cho duong cong elliptic FE :y2 =f(x) twén R . Trong doé
f(x)= x3 + Ax + B € R[x] 1a khong chinh phuong .

Ta c6 E(R) nhém Lie compact giao hoan 1- chiéu trén R .

Ta xét cac mién ma f 1a khong am . Khi d6 : ta nhan thdy rang E(R)cé 1 hoic 2
thanh phan lién thong , fc6 1 hodc 3 nghiém thyc .Khi d6 , nhém duong tron :

% ={zeC: ‘z‘ =1} 12 mot nhom Lie giao hoan compact 1- chiéu lién thong trén R



R/Z neu f c6 1 nghiém thuc
R/Z x7Z/2 neu fc6 3 nghiem thuc

vl E(R) = {
Nhom E(R)co thé dugc xem nhu 13 mdt nhém con cua E©) c6 dinh béng phép
lién hop phuc Néu E dugc x4c dinh trén R , ta ¢6 thé chon A ctiia mit cét truéc nhim on
dinh qua phép lién hop phirc va tac dong 1én cac toa do thanh phan ctia phép lién hop phirc
trén E(C) tuong ung véi tac dong tu nhién trén C/ A . Trong trudng hop nay ta dinh nghia
chu ky thyc nhu 14 ham sinh duong ciia nhém cyclic vé han A "R . Mot cach chinh xac ,
A duogc xac dinh mdt cach duy nhét béi mot s6 thuc khac 0 ; viéc chon A tuong duong voi
viéc chon mdt vi phan cua E trén R va chu ky thi phu thudc vao viéc lya chon trén
1.3.5.3 Duwong cong Elliptic trén truwomg hiru han

Cho E 1a mgt duong cong elliptic trén truong hitu han Fq ¢6 q phan tir. Vi E(F J)
1a mot tap con ctia P*(F ,)» E(F,) 1a mdt nhom aben hiru han . Hass da chimg minh duoc :

#E(F,) =qtl-atrongdo, a‘ < 2\/;. Day 1a truong hop dic biét cua “gia thuyét Weil” .

Hon nita , thuat toan cua Shoof [Sch] da tinh #E( F ) v61 do phuc tap (log ¢)"" nhu sau :
ta s€ khong giai thich sy xac dinh #E( F ) theo modun [ véi moi s6 nguyén td [ ta co xap
xi logg, dinh 1y s6 du Trung hoa da xét xong #E ( F,).

Vi du 25: Cho E la dudng cong elliptic y2 = x> — x +1 trén truong F, . Dinh Iy

Hass chira : 1 <#E(F,)<7 .Thatra
E(F,)=1{(0,1),0,-1),(1,1),(1,-1),(2,1),(2,-1),0} va E(F,) = % .

Vi du 26: Cho E i dudng cong elliptic yZ = x°

— x trén truong F, thi
E(F;)=1{0;0),1;0),(2;0),0} va E(F,) = Z2xZ/2.

1.3.6 DPudng cong elliptic trén trudmng hiru ty

1.3.6.1 Dinh ly Mordell

Cho E 1a duong cong elliptic trén truong Q. Mordell di chirng minh ring E(Q) la

mdt nhom aben hitu han sinh : E(Q) =z"xT véi rez,, , r : goi 1a hang va T=:

E(Q),, 12 nhom aben hitu han sinh goi 14 nhom xoan . (Pinh Iy Mordell con dugc goi la



dinh 1y Mordell -Weil , vi Weil da tong quat hoa dbi voi cac da tap aben trén céac trudng s6
. Da tap aben la da tap nhém xa anh véi s6 chiéu tuyy).

Vi du 27 : Cho E la duong cong elliptic trén truong Q: y2 = x5 —x% . Taco thé

chiraring: E(Q) =ZxZ/2xz/2 trong d6 : E(Q)/ E(Q)
(-4;6) .

duoc sinh boi

Vi du 28 : Cho E la duong cong elliptic trén truong Q : y2 +y =x3 —x2 con

dugc goi la “ duong cong modular X1 (11)” thi

E(Q)={(0,0),(0,-1),(1,0),(1,-1),0} =25 .

Vidu 29 : Cho E la dudong cong elliptic trén truong Q :1062y2 —x3 —x ( khong
phai dang Weierstrass nhung n6 ding céu voi y2 —x3 1063*x) . St dung “ cac diém
Heegner trén cac duong cong modular” , Elkies [Elk] da tinh dugc
E(Q) =ZxZ/2xz/2 .
Trong do6 , E(Q)/ E(Q) .

~ 11091863741829769675047021635712281767382339667434645
31734265754477218073520797732090001252280793677887

dugc sinh boi 1 diém v6i hoanh d6 ¢* /1063

3+ax+b

Vidu 30 : Cho E 13 duong cong elliptic : y2 + xy + y=x
Trong d6 : a=-120039822036992245303534619191166796374
va b=1504224992484910670010801799168082726759443756222911415116
Martin va McMillen [MM] d4 chi ra rang E(Q) =Z"trong @6 r 224 .
1.3.6.2 Cac da tap nhém affine 1 — chiéu trén truong K
Céc da tap nhom affine 1- chiéu G trén K c6 thé dugc phan 16p . Mot cach don gian
, ta co thé gia str K 1a mot trudng hoan chinh ¢ dic s6 khac 2 . Ta c6 bang

G | Datap Luat nhém G(K)

G Al X, X, X, X, K, v61 phép +

G, | xw=l1 (X, Y1), (X5, ¥,) > (X,X,,,Y,) K", v6i phép .




G | x> —ay* 4 (X, ¥))s(X5,¥,) B (XX, Tay,¥,, XY, +X,] ker(k(va)' —hed 5 k|

- Cot 1 : Da tap nhom G, cling 1a nhom cdng tinh G , hodc nhém nhan G hodc d§ X04n
GvéiaeK .
+ Loai déng cu cua G? xem nhu la 1 da tap nhém dugc x4c dinh boi danh cia a trén
K'/K? .NéuaeK thiG’ =G, .
-Cot 2 : Mb ta G nhur 1a 1 da tap , & mdi trudng hop G ciing 1a A'hodc 1a 1 duong cong
phang trong A”.
- Cot 3 : Biéu dién quy luat nhém cluxa: GxG—>G trong hé toa do .
- Cot4 : M6 ta nhom cac diém hiru ti G(K).
1.3.6.3 Cac cubic Weierstrass ky di

Néu E 1a mot duong cong ky di dugc dinh nghia nhu 13 bao déng xa anh cua :
v =x> +ax? + bx + ¢ thi co téi da mot didm ki di .Gia sit P, 1a diém ky di . Bing cach
d6i bién s6 ta co thé gid sir : P, =(0;0) .Phwong trinh c6 dang : (y* —ax)— x> =0 . Puong
thing tiép xac voi cac nhanh tai (0;0) 1a: y=+x+/a . Céc diém ky di duoc goi 1a
diém nit hogc diém Ii khi a =0 hodc a=0.

Trong truong hgp con lai : E_ :=E-{P,} tré thanh da tap nhom affine 1- chiéu co
cAu trac tuong tu nhu cdu tric hinh hoc trong trudong hop khong ky di ( Mot duong thang L
di qua 2 diém khong ky di khong thé di qua P, vi s& trdi véi két qua dinh 1y Bézout )

G, khi a=0 ( diem lui)
That vay : Epg ={Gpy khi aeK 2 (diem nat)
G?n khi a khong chinh phuong (diem nut)

Vi du 31: Néu E 13 bao dong xa anh ctia : y2 = x> , c6 didm 1di tai (0;0)thi phép

dang cau dugc cho boi :



Eng < G,
(x,y) - xly
t:1:0)=(t2,t2) ¢
Ta c6 thé kiém tra véi (t:l:t3),(u:1:u3),(V:l:V3)1é cong tuyén trong P>véi :
t+tut+v=0.

1.3.6.4 Sy rut gon mod p

Véi bat ky ue Q* , dudong cong elliptic E: y2 — x>+ Ax+B trén Q dang cau

3

Vol y2=x3 +u4AX+u6B ( nhan cic phuong trinh véi 1 ,dit: Y=u"y ;X=u2x ).

Do d6 : ta c6 thé gia sir: A,BeZ Khi d6 : ta co thé rat gon phuong trinh theo mod

p ( nguyén té ) dé duoc dudng cong béc ba E trén Fp . Nhung E c6 thé ky di . Piéu nay
xay ra néu va chi néu p 1a uéc cua A .

Ta n6i rang E c6 rat gon tt tai p néu c6 mot phuong trinh Weierstrass cho E ( thu
duoc bang cach doi bién s6 ) ma sy rGt gon theo mod p 13 khong ky di . Tuong tu : néu cé
mot phuong trinh Weierstrass cho E ma sy rat gon theo mod p 1a mot dudong cong bac ba
c6 mot diém nit thi ta noi rﬁng E c6 su rat gon véi nhan tai p . Khi d6 : ta noi réng E co su

rat gon nhan tach hoac rit gon nhan khong tach khi Ens 1a G, hodc 1a mot xoén .

Trai lai néu E khong c6 rat gon t6t hodc rat gon nhan thi tit ca cac phuong trinh
Weierstrass d6i v6i E rat gon theo mod p t6i mot duong cong bac ba véi mot diém i va ta
n6i E ¢o sy rat gon cong .

Ta c6 bang tom tit :

Dic¢m ky di Ens Thudt ngi .
Khong c6 diém E Rt gon tot .
nao
Piém lui G, Rut gon cong .
Piém nut Gy, hoic GE: ) Rut gon nhan .

1.3.6.5 Su hiru han ctia nhém xoin T:=E(Q),_,



Gia sir mot duong cong elliptic E trén Q co su riit gon t6t tai p . Bat ky diém trén
E(Q) c6 thé dugc viét dudi dang (a:b:c) véi a;b;ceZ sao cho : gdc(a,b,c)=1thia, b,c
c6 thé duge rat gon theo mod p cho ta mot diém trén E(Fp) . Piéu nay xac dinh 1 phép
dong cau : E(Q) — E (Fp).

Pinh ly 55: Néu E c6 sy rat gon tdt tai p > 2 thi nhém con xodn T ctia E(Q) nhiing
dugc vao trong E (Fp)

Ménh dé 56: T 12 hitu han .

Vi du 32 : Cho dudng cong elliptic E : y2 = x> -4x +4 trén Q thi :

A=—16(4(—4)3 +27.4%)=2811
vi E 1a rat gon t6t tai p khip #2,11 .Ta tinh dugc : #E(F3) =7 va
#E (F5)=9.
Nhom duy nhit duoc nhiung don anh vao cac nhom cép 7 va 9 1a nhoém tim thuong
. Vay T ={0} . Bat biét : (0;2) eE(Q) : c¢6 cdp v6 han va E(Q) c6 hang duong .
1.3.6.6 Cac dinh Iy khac vé nhém con xoén T.
Dinh ly 57 ( dinh ly Luzt - Nagell ):

Cho A,BeZ va E: y2 x> +Ax+B 1a 1 dudng cong elliptic . Néu PeT va

P#0 thi P=(x,,y,) trongd6 : X,,y, €Z va y,|4A° +27B’
Diéu nay cho ta mot phwong phap dé xac dinh T .

Dinh ly 58 ( dinh ly Mazur) :

Néu E 1a mot dudong cong elliptic trén Q thi : T=7Z/N voi N<12 , N#11 hoic
T= Z12x Z]2NZ v6iN<4 . DPacbi¢t: #T <16.

Véimdi m>1 , ta cé thé s dung luat nhom dé tinh céc da thic ® (x)eQ[x] ma
cac nghiém cua da thirc 13 hoanh d6 cua cac diém co cép 1a m trong E(@) . Viéc tim nhiing
diém c6 cip m trong E(Q) 1a tim nhiing nghiém hiru ty ciia ® va kiém tra xem chung c6
tung do hiru ty .Theo dinh Iy Mazur chi c6 hitu han m dugc xét tir do cho ta thuat toan thoi

gian da thirc dé tinh T .



1.3.6.7 Cac ham do cao

- Tamo ta cac bude dé chirng minh dinh Iy Mordell :
Néu P=(a:b:c)eP*(Q)
Ta c6 thé gidsu: a,b,ceZ va gdc(a,b,c)=1.

al,|b

b

Khi d6 ta dinh nghia : H(P) := max(

C

,lc)) va h(P) :=log H(P)

Ta goi h(P) 1a d cao cua P .

D& thay : v6i batky B> 0, #{P e P*(Q): HP)<B}<(2B+1)’

Vi vay :

(1): {P e P*(Q): h(P)<B}la hitu han .

Pay la trudng hop dic biét cua dinh 1y Northcott [Ser2] . Néu EcP? 1a 1 dudng cong
elliptic trén Q thi ta c6 thé chiraring P,Qe E(Q)va neZ

(2) : h(P + Q) + h(P- Q) = 2h(P) +2h(Q) + O(1)

Pinh nghia d§ cao chinh tic hay d0 cao Néron- Tate cua PeE(Q) boi
fl(P) = rl}iggh@" P)/4". Sau day 1a cac két qua cua (1) va (2) voi P,QeE(Q)va neZ

(a) h(2P)=4h(P)+0(1)

(b) Dinh nghia gi6i han h(P)1a ton tai .

(¢) h(P)=h(P)+0(1).

(d) h(P+Q)+h(P-Q)=2h(P)+2h(Q).

(e) h(nP)=n2h(P).

(f) h(P)>0 . Déu “=" xay ra khi va chi khi : PeE(Q),,..

Pic biét : h 1a dang toan phuong bac 2 trén E(Q) E(Q), .
Hon nita , theo (1) va (2) , dinh Iy Mordell-Weil khang dinh sy hiru han cua

E(Q)/2 E(Q) thi E(Q) 13 hitu han sinh .Néu céac phan t sinh cta

E(Q)2 E(Q) dugc tim mdt cach hiéu qua thi hang ctia E(Q) va cac phan tir sinh cua

E(Q) cling tim dugc mot cach hop 1y .

1.3.7 Phuwong phap phan tich duwong cong elliptic



1.3.7.1 Giai thich vé sy phan tich
- Giasit p, q 1a2 sé nguyén tb 16n chua biét va N=pq . Ta tim cach xac dinh
mot sb nguyén n sao cho m m = 0(mod p) nhungm # 0(mod g) . Khi do6
gde(m , N) c6 thé dugc tinh téan nhanh
1.3.7.2 Mt s6 phwong phap phan tich :
Ta c6 thé tim ra cac phuong phép phan tich khac nhau tir quan diém vira trinh bay &

muc trudc ( xem %nhu: 1a cach viét gon cua vanh thuong Z/NZ).
Thirchiavéi:m=2 , m=3, m=5....
Pollard p : Cho ham : f: % - %
Xét ddy cac phan tir cua % voi X{>X5,X3... S0 cho : X = f(Xi) va kiém tra véi
Pm=x, -xj 1#])

Sang toan phuong bac 2 , sang truong s : tim nghiém khong tam thuong :

x2 = y2 (modn) va kiém tra véi m=x +y

Pollard p -1 : Chon ngiu nhién mot s6 a mod N . Lay K=k! voi k>1 va tha :
m= ak -1
Phuong phap dudng cong elliptic ciia Lenstra : Thay a~ vdia e( %)* , ta xét K.P

voi PeE (%), trén duong cong elliptic E . O ddy , taxem KP=P+P+..+P |, trong
K lan

mot nhém aben E(%) da duogc xac dinh

1.3.7.3 Phwong phap Pollard p-1
Phuong phap dudng cong elliptic co thé duge xem nhu twong tu nhu phuong phap

Pollard p — 1 . V61 phuong phép dudng cong elliptic & day ngudi ta mo ta phwong phap p —
1 mot cach day du , nhung bo qua nhiing chi tiét va sy cai tién hitu ich

Pé phan tich N

1) Chon mét sé nguyén K > 1 ¢ nhiéu udc s6 , c¢6 thé nhu K =k! véi k>1

2) Chon tity ¥ mot s6 nguyén a théa 1<a <N -1

3) Néu gdc(a, N)> 1, khi d6 ta dung lai , nguoc lai ta tiép tuc



4) Dung khai trién nhi phan cta K dé tinh a® mod N
5) Tinh g = ged(@® - 1, N) .
+ Néu 1 < g < N thi ta tiép tuc thuc hién cho téi khi g 1a wdc s khong tam
thuong cia N
+ Néu g = N , thi ta thyc hién qua trinh v6i gia tri a khac , hay ta thay K boi
mot udc sb khac
+ Néu g =1, ta thuc hién lai qua trinh véi K 16n hon
Néu K 12 boi s6 ctia p— 1 ( v6i s6 nguyén td p) chia hét N | thi tai budc 4 ta s& ¢o (
a* mod p ) la mot Iy thitra cua ( a’ ' mod p),né6la (1 modp), dodinh ly nhé Fermat .
Khi do , tai budc 5 , a® — 1 s& 1a chia hét chop,dodog=p
Van d¢ ctia phuong phap nay 1a s& khong dé dang dé tim K ma chia hét bai p — 1
trong khi ta khong biét p 1a gi .Cach tot nhét ta co thé lam 1a chon mot s6 K ¢ nhiéu ude sb
va hy vong c6 chtra nhan tir p — 1
1.3.7.4 Cac phwong an cia phwong phap p -1

Thay vi dinh ly Fermat nhé trén ol , ta c6 thé nhan thdy ring moi phéan tir cta

« cObac chia hétp + 1, co thé phat trién mot phuong phap p +1 bdi viée thyuc hién

7
trén A*( )* ma A:—(/zN)[bt] v6i bat ky be% .
Z te —
N

Bang cach tuong tu ta ¢6 thé dung nhém con cia F;r cho sb r dii nho dé phat trién
phuong phap dang thyc hién tét khi p* + p + 1 1a tron . Khi p® + 1 1 tron , thi @ (p) la tron
v6i @p(z) 1a r — da thirc chia vong tron béc r . Diéu d6 nhanh chéng tré nén vo dung boi vi
p®+p+11aqualon so véip— 1 vado d6 tré nén kho tron

Phuong phép ciia Lenstra 1a : thay thé FS bo1 nhdém E(Fp) ma E la duong cong

Elliptic .Khi d6 s& c6 nhiéu E khac nhau dé thuc hién .

N . . A Z
1.3.7.5 Dwong cong Elliptic trén 4\1



Cho N 1a s nguyén duong . Dé cho viéc giai thich don gian , ta xem nhu ged(N ,
6) =1 . Dinh nghia :

Pz(%):z{(a:b:c)

a,b,ce %,gcd(a,b,c,N) = 1}
%k
Zx)

Mot duong cong elliptic E trén % duoc cho bdi mot cong thirc thudn nhét :

%

Y2Z=X3 + AXZ? +BZ3 véi ABe’{  sao cho A= —16(4A3 +27132) thuge (Z4,) -
Khi g6 , E(%) 1a tap con cta nhitng diém (a:b:c) € p2 (%) théa man phuong trinh
béac ba . Vi bat ky sd nguyén t6 p udc sd cia N, E(%) 1a tap hop nhiing diém trong
p2 (%j thoa man phuong trinh quy gon theo mod p .

Pé don gian , gia st N= pq véi p , q 1a nhitng sb nguyén t6 phan biét 16n hon 3 .

Dinh 1y s6 du trung Hoa dan dén

7 7 7
=X ( nhu 1a nhitng vanh )
N p ¢
" (2 (zY
—| == x| = ( nhu 1a nhitng nhém )
&) -3 :
PG s
P~ = |=P%| = |xP~| = ( nhu 1a nhiing tap hop )
N D q g tap hop
E[zj = E[ZJ X E(ZJ ( nhu 1a nhitng nhém )
N p q

Do do tap hop E(%) thira huéng cdu triic cia mot nhom abel . Phan 16n nhirng
cap diém trén E(%) c6 thé ¢6 thé dugce thém vao boi viée st dung cong thirc & phan trén .
Thyc té , nhitng cong thirc d6 chi sai néu c6 mot vai phép tinh trén % la 0 mod p va khac

khong mod q hay nguoc lai . Khi d6 N da dugc phan tich
1.3.7.6 Phwong phap dudng cong Elliptic



Gia st rang s6 nguyén N 13 thira s6 thoa man ged(N ,6) = 1 va N = n'voi moi s6
nguyénn,r > 2 . Dé tim ra nhiing thira s6 ciia N nho hon P ta thyc hién nhu sau :

1) C6 dinh mot gid1 han tron y nho hon P va cho K la LCM cua tat ca cac sb
nguyén tron y nhé hon hay bang P

2) Chon bét ky nhitng s6 nguyén A, x, ; y, € [;N]

3) bat B = yl2 —X% —Ax; €Z/N va cho E la y2 —x3 +Ax+B sao cho
Py = (Xl;yl) € E(%) . Néu ged( 4A°+27B%,N) #1 , trd lai bude 2

4) Dung sy m& rong nhi nguyén cia nhiing thira s6 cua K dé tim ra
K . Dung cong thire cua luat nhom tinh P, e E(%)

5) Néu tai mot vai diém , cong thic khong thda thi chiing ta tim mdt thira s6 cia N

. Trai lai trd lai budce 2 va thyc hién trén mot duong elliptic khac

Chu ¥ rang trong budc 2 va budc 3 ta phai chon dugc nhitng diém dau tién va tim ra
duong cong elliptic di qua nhitng diém d6 . Do nhiing phirc tap vé mit thuat toan dé tim ra
mot diém ngiu nhién trén duong cong elliptic , ta s& thuc hién bang cach don gian hon :
trudc tién chon toa do x, léy can bac hai cua cac phén tr cua %
1.3.7.7 Nhitng phéan tich dic trung cia phuwong phap dwong cong elliptic

Néu #E(%j chia hét K , thi K.P; s& rat gon thanh 0 mod p . Trong trudng hop do ,
ta c6 thé gia thiét ring K.P; ¢6 thé khong phai 1a O mod N , hay ti thiéu tai mot vai diém
cua phép tinh K.P; , thu dugc K’ sao cho K’.P; 1a 0 mod N . Do dé diéu can thiét cua su

phan tich N doi hoi mot chit may man dé chon E sao cho #E(%jchia K
Gia st rang N c6 mot thira sb nguyén t6 p sao cho p+1+ 2\/5 <P . Chon s la xac

suat cho viéc xay dung nén E ngiu nhién boi thuat toan , cép cua E(%j lay— tron . Néu
E(%j la y- tron , thi #E(%)‘K , do dinh nghia cua K va do dinh ly Hasse rang

#E(%j < p+1+2\/5 . Do d6 , s6 duong cong elliptic can thiét trong sudt thuat toan 1a



O(1/s) . Mdi phép thir din dén O(logN) phép toan luat nhém, doi héi (logN)*Wtoan tir bit,

can thoi gian tong cong 13 R = O(S_l(log K)(log N)O(l))

bat L(x) = exp(\/(logx)(loglogx)), sao cho logx << L(x)<<x khi x > o0 . Dat

y=L(P)? véia >0 .Dé dién ta thoi gian chay R trong gi6i han nhiing tham sb cua thuat
toan , dat tén la N , P , va a , va truoc tién ta tinh K

K<l l[loglP}

<[ P<PY
I<y I<y
logK <ylogP = L(P)a+0(1)
Ké d6 ta can wdc lugng vé xé4c suét tron s. Pinh 1y cia Canfield - Erdos -
Pomerance chi ra ring xac suit dé mot sb nguyén bat ky thudc [1,x] dé L(x)* — tron 1a

L(x)_l/ a0 ghi x o0, Dung thuat toan Deuring vé s6 duong cong elliptic tron dugc

cho trén % , ta ¢6 thé chi ra rang #E(% j 1a dong duoc phan bd déu trén hau hét cac

khéang bién thién Hasse [p +1-2/p;p+1+ 2\/5}

Pé tiép tuc ta gia st rang két qua cua dinh 1y Canfield — Erdos — Pomerance cho s6
nguyén bat ky 1a nho hon nhiéu véi bién do . Thi s = L(P)~ 1/(2a)+0(1)
Theo gia thiét , tong thoi gian clia phuong phap dudng cong elliptic 1a
R = L(P)a+1/(23)+0(1) (o gN)O(I)

1
Déng thoac d6 s& dat tdi wu hoa khi a= y = L(P)\/E va

5=

R = L(P)Y2+0D) (1o NyO(D)

Pé hoan thanh phan tich N, ta dat P = JN , va tinh thoi gian chay cua L(N)l+0(l) .
Mot thudn loi ciia phuong phap dudng cong Elliptic so v6i phan 16n cac phuong
phép phan tich thanh thira sé khac 1a thoi gian chay chi phy thudc vao kich ¢& cta phan tir

dugc tim thdy , né c6 kha ning tim thdy nhitg phan tir nho hon ma nhanh hon



Trong thuc té , khi tdi wu héa cach chon y va do d6 K phu thudc vao P, viéc thuc
hién phuong phap duong cong Elliptic 1a hop 1y voi P dit nho cho truée . Hon nita , néu
khong tim dugc thira s , ta ¢ thé thuc hién lai bang cach gia ting day céc gia tri ctia P .
Cubi cung néu khong tim dugc nhitng phan tir nio da nho thi ta chuyén sang thyc hién trén
mot mién s6 khac sao cho tiém can nhanh hon néu nhing phan tir 13 16n
1.3.7.8 Nhiing két qua ctia phwong phap dwong cong Elliptic

Thira s6 16n nhat dugc tim thay boi phuong phap duong cong Elliptic 13 mot sb
nguyén t6 gobm 54 chit s6 :

484061254276878368125726870789180231995964870094916937 cua

4
(643—1) +1.

Richard Bent d4 suy ra rang nhitng két qua cta phuong phép dudng cong Elliptic

1a mot con s6 gdm D chit s6 trong ndm Y(D):=9.34/D +1932.3
Vidu 33: Nhu Y(54) = 2000.6 va Y(60) = 2004. 3

1.3.8 Mot s6 loai duwong cong
1.3.8.1 Nhiing s6 chia

Nhiing sb chia ¢ thé dugc ding dé tao ra nhig duong cong Elliptic twong tu co
cép cao hon , két ndi dé dugc nhiing dudng cong c6 cap cao hon . Chung ciing 13 nhiing
ching minh mot cach tu nhién nhat vé tinh két hop thanh timg nhém cia nhitng duong
cong Elliptic

Cho X 12 mot duong cong xa anh khong suy bién trén mot mién hoan hao k . Nhom

cac k — s chia DiV(XE) 1a tap hop cua nhimg tong ti nhién cua cac diém trén X(E) .

Nhém con cta nhitng k — s chia hitu ty Div(X) la nhém con cua Gal(%)— sd chia 6n
dinh . Bac ctia s6 chia D =n (PP)+......... +np(Py) 14 s6 nguyén N+, +ny . Khi do
DiVO (XE) la nhém cua nhiing k - sd chia ¢ bac 0 .Tuong tu , 1a dinh nghia cta DiVO (X)

Vi du 34: Cho E 1a duong cong Elliptic y* = x* + 17 trén Q . Nhimg diém

P(1+\/3;—2+\/3); Q(l—\/j;—2—\/3); R(-1;4) nam trén E(@) . S6 chia D:= 2(P)



+2(Q) — 7(R) 12 6n dinh trén Gal{%jméc du P va Q 1a khong 6n dinh , va D e Div(E) .

Biaccua DIa2+2-7=-3
1.3.8.2 Nhiing s chia chinh quy va nhém Picard :
Néu f1a mot ham hiru ty khac 0 trén X va P e X (k) , dat ordp (f) biéu thi tht ca céc
bic cta f triét tiéu tai P , thi sd chia cia f1d (f):= > ordp(f).P e Div!(Xp ), vénéuhe
PeX(k|
s6 cua flak , thi (f)e Div0 (X). Tap hop nhirng dang f nhu thé 1a tap con Princ(X) cia s6
chia chinh quy . Néu D;D'eDiv(X) , ta viét D~D' néu D—D'ePrinc(X) . Pinh nghia

. . 0
Div(X) . 5.0 __ Div'(X)
Princ(X) ’ Pic™(X):= Princ(X)

nhém Picard hay nhom 16p céc sb chia cua X 1a Pic(X) =
Vidu 35 :NéuE,P,Q,Rlécécviduphéntru:c’yc,f=y—x+3thitac()
(H =@+ Q)+ [R)-3(0), va (P) +(Q) +(R) ~3(0) trén Pic(E)
Pinh ly 59 : Néu E la duong cong Elliptic trén k , anh xa E(k) —)PicO(E) bién P
thanh 16p cua (P) — (O) la song anh

Céu tric nhém trén Pic’(E) cam sinh tir cau tric nhom trén E(k)

1.3.8.3 Su twong duwong

That hiru ich khi ta tim hiéu nhimg su twong tu gitta nhitng truong sé dai sb va

nhitng dudng cong hinh hoc
Trudng s6 Ham tuong tng

V4 k(t)

Q k(t)
Qp k(t)

Truong s6 F Su mo rong hiru han cua k(t)
SpecOr (Of 12 vanh cua nhimng s6 DPuong cong affine tron X
nguyén cua F )




Su m¢ rong hiru han F’ ctia F Phu X' > X

Ideal phéan thuc S chia
Ideal chinh quy S chia chinh quy
Nhom cac 1op Pic(X)

Ham phan thic ¢(s) , gia thiét Gia thiét Weil

Rieman , gia thiét Rieman tong quat

1.3.8.4 Piém hiru ty trén dwong cong
Ta s& tim hiéu ngin gon vé& diém hitu ty trén dudng cong tiy ¥ . Mot duong cong
trén Q c6 thé c6 X(Q) = @ . Trong bang bén dudi , gia thiét ring X 1a mot dudng cong
phéng trén Q c6 X(Q) = @ va ta dinh nghia
Nx (B) = #{P e X(Q):h(P) < B}
Dang diéu dinh tinh ctia X(Q) va trong trudng hop cu thé , téc d6 gia ting cia ham

phan thue Nx(B) duoc xac dinh bdi gia tri

Gia tri X(Q) Nx(B)

0 Vo6 han (Cl + O(l))eCZB

1 Nhom abel hitu han ( oy + 0(1))BC4

>2 Hiru han Oo(1)

Trong cotthe 3, ¢ ;¢ 5 ¢3>0; ¢4 20 1a nhitng héng ) phu thudc vao X va sy udc luong
dat dén khi B — 0

Thue té thi X(Q) 12 hiru han khi bac 16n hon hay bang 2 , di duoc khang dinh boi
Mordell [Mol] . Nhitng chung minh dugc thuc hi¢n boi Falting [Fa] va Vojta [Vo] va ban
chtng minh thu gon cua Vojta dugc ghi chép boi Bombieri [Bo] . Tat ca nhitng chimg minh
da duoc biét déu khong hi¢u qua vi da khong chi ra duoc c6 hay khong tdn tai mot thuét

téan dé xac dinh X(Q) cho du thuat téan d6 1a duy nhét .



1.3.8.5 Jacobians : Mot cong cu dé tim hiéu nhitng dudng cong cé cp cao hon :

Nhic lai rang , cho duong cong Elliptic E , ta ¢6 mdt nhéom ding cau
E(k) = Pic¥ (k) . Nhung néu X 1a mot dudng cong xa anh khong suy bién c6 bac 16n hon 1
trén mién k , thi s& khéng c6 mot song anh giita X(k) va Pic’(X) va trén thuc té X khong thé
dugc tao tir mdt da tap nhom

Mot da tap abel 1a mot da tap nhém xa anh sao cho mdi dudng cong Elliptic 1a mot
da tap abel mot chiéu . Liy X bat ky c6 bac g trén d6 , co mot da tap abel J ¢6 s chidu g
dugc goi 1a Jacobian ciia X véi tinh chat J(k)=Pic0(X) . didu d6 chi c6 khi X 1a mot
duong cong Elliptic sao cho J trung X.

Néu Py e X(k) thi c6 mot anh xa nhung da tap X vao trong J , bién mdi diém P trén
X thanh 16p s6 chia ctia (P) — (Po) trong Pic’(X)

Vidu 36: Bay gio ta thuc hién mot vai phép tinh trén mgt Jacobian ciia dudng cong

13

Fermat . Cho X la mot bao déng xa anh cua x” + y” =1 trén Q . Bac cia X 1a

g =13 ‘1)2(13 =2) _66 . Cho P= (1:0) va Q(0:1) trén X(Q) . Goi J I Jacobian ctia X thi J

12 mot da tap abel 66 chiéu . S6 chia cua da thuc z—j trén X 1a 13(Q) — 13(P) , do d6 16p

ctia 13(Q) — 13(P) trén Pic’(X) 1a tAm thuong . Do d6 16p cia (Q) — (P) 1a mot diém 13 —
xodn trén J(Q)

Gia st rang X 1a mot duong cong xa anh khong suy bién trén Q c6 bac g =2 voi
X(Q) : = O . Do dinh ly Mordell — Weil , J(Q) la mdt nhom abel hitru han . Hon nita

JQ)
JQrors

Tinh hitu han cua X(Q) trong chirng minh ctia Vojta nghién ctru ¢6 bao nhiéu diém cua

c6 thé duogc trang bi mdt ham h toan phuong chinh tic cao hon .

X(Q) co thé c6 bén trong mang ludi boi tmg dung cta ki thuat xap xi diophan
Khong may, k¥ thuat xap xi diophan khong hiru hiéu . Chiing dem lai cho ta s6
luong nhitng diém hitu ty nhung khong gidi han do cao cua ching (Han ché do cao gitp
lam giam s6 luong nhitng bai tdan dé thanh nhimg phép tinh hiru han )
Hon thé , ton tai nhirng k¥ thuat thuong duoc st dung dé xac dinh X(Q) trén phén

16n cac duong cong X , duoc trinh bay trong [Pol] va [Po2] . Bén canh d6 , mot sb cac két



qua gan day chi ra ring X(Q) c6 thé duoc tinh truc tiép trén tat cac cac duong cong X trén
Q , xem phéan F.4.2 ctia [HS]
1.4 CAC PIEM HU'U TY TREN PUONG CONG ELLIPTIC
1.4.1 Lich st

Mot phan quan trong cua ly thuyét s 1a thuat téan Diophantine . C6 nhiing da
thirc ma ta hy vong rang c6 thé tim duoc tap hop cac nghiém nguyén hay nghiém hitu ty
cua da thirc . Ching dugc quan tdm sau khi Diophantus of Alexandria , mgt trong nhirng
nha téan hoc néu ra nhidu van dé vé diéu d6 . nhirng cau hoi thudng dugc duara I :

1) C6 ton tai nhitng nghiém nguyén khong ?

2) C6 ton tai nhitng nghiém va c6 thanh phan hiru ty ?

3) C6 bao nhiéu nghiém nguyén trén do ?

4) C6 bao nhiéu nghiém hitu ty trén do ?

Vi nhitng da thic bac hai tuyén tinh | ta da biét cau tra 16i cho nhimng cau hoi &
trén . Vi biéu thirc tuyén tinh ax + by = ¢, ludn ton tai v han nhitng nghiém hitu ty . Néu
ged(a , b) khong chia hét cho ¢ , thi ¢6 vo han nghiém nguyén . Nguoc lai , néu ged(a, b)
chia hét cho c thi khong c6 nghiém nguyén . Véi mot da thic bac hai , néu c6 thé tim thay
mot nghiém hiru ty thi s€ c6 vd han cac nghiém hiru ty khdc . Nhung vé1 duong cong
elliptic y2 = x3 +ax2 +bx +c thi sao ? Nhitng nghiém nguyén va hiru ty cua dang da thuc
trén khong duogc biét chinh x4c . Viéc mé ta nhitng nghiém nay can su phdi hop giira dai s6
, Iy thuyét s6 va hinh hoc
1.4.2 Nhirng diém nguyén va hiru ty

Trong thap nién 1920 , Siegel da chi ra rang , mot duong cong elliptic ¢6 hiru
han nhiing nghiém nguyén . Sau d6 , vao 1970 , Baker va Coates da chi ra nhém cac
nghiém 16n nhat dua trén nhitng hé sé ctia dudong cong elliptic . Tuy nhién, tap hop nay qua
16n va khong thuc tién .

Vao nam 1901 , vé nhitng diém hiru ty trén dudng cong eliptic , Poincaré udc
d6an ton tai hitu han mot tap hop nhitng diém ma c6 thé dai dién cho tat ca nhiing diém hitu

ty . Picu nay da duoc chimg minh vao nimm 1923 bai Mordell .Hon nita , phuong phép



Moredell cho phép tim ra tdp hop dai dién hiru han , nhung diéu dé chua timg duoc ching
minh bai cac két qua . Do d6 , diéu d6 van chi 1a sy phong déan
1.4.3 Céc diém hiru ty - Su mé ta dinh tinh
Cho E 1a 1 duong cong Elliptic trén Q va
E(Q) ={(x.y)€E

s€ tim hi€u vé nhdm nay , vé kich ¢d va cau truc cia no

x,ye@} U{eo} dugc goi la nhom cong tinh ctia nhing diém hitu ty trén E . Ta

Pinh 1y 60 ( dinh Iy Nagell - Lutz ) : Cho E: y? =f(x) = x> +ax% +bx +c 1a mot
duong cong elliptic va cho D 1a biét thirc cna f(x) . Néu P =(x,y) 1a 1 diém hitu ty xac dinh
thi x; y 1a nhiing sO nguyén va y = 0 hay y|D

Pinh ly 61 ( dinh ly Mazur ): Cho E 1a mét duong cong elliptic trén Q va gia su
rang E(Q)chﬁ:a mot diém c6 cap xac dinh 1a m thi 1<m<10 hay m = 12

Dinh 1y trén s€ chi cho ta mot han ché trén nhiing nhom con x4c dinh cua E((@)

- Tur do6 ta sé tiép tuc gioi thiéu khai niém vé chiéu cao ctia mdt s6 hitu han va
phuong phap lam giam . Ta s& thao luan vé phuong phap 2- descent and , time and space
permitting .va phuong phdp chung p — descents

Pinh 1y 62 (dinh Iy Mordell - Weil) : Cho E 1a mét dudng cong elliptic thi E(Q)
la nhom aben hitu han sinh

Dua trén dinh Iy Mordell — Weil ngudi ta chii ¥ dén mot sé dudng cong elliptic va
tim cach tinh do x0dn ctia nhom con cta E va hang cua E . Mot cach téng quat , viéc tinh

hang cua E(Q) 1a kho , nhung ta s& xét mot s6 két qua cu the trong chuong sau.



Chuong 2
CAC PUONG CONG ELLIPTIC DANG WEIERSTRASS

TREN @

2.1 TIM PIEM HUU TY TREN PUONG CONG ELLIPTIC
2.1.1 Pai cwong vé dwong cong elliptic
-Mot dudng cong elliptic xac dinh trén mot truong K 1a tdp hop nhitng diém

(XO, yo) voi XY € K thoéa phuong trinh da thirc ( dang Weierstrass dai ) :

y2 +a Xy +as =x3 +a2x2 +ayXx+ag (1)
voia;,a,asz,az,agla héng s6 thude K
- Bay gio chung ta s& tim hiéu nhitng nghiém trén truong K va cha y dén nhiing
nghiém hitu ty cta (1) . Do d6 chung ta thuc hién phép d6i bién nham lam cho don gian
biéu thirc ctia duong cong elliptic , nghia 1a biéu dién tong quat ciia mot dudng cong elliptic

1a biéu dién dang Weierstrass ngan  Y* =X + a,X + ag 2) voi a, € A

- Mot cach dic biét , trude tién ta thuc hién phép ddi bién
=X
_ .. 3, a3
W=y+ 2x+—=> 3
yt X+ 3)

2 a2

a
Khi d6 (1) tré thanh W2 =273 + a2+i 7% va Z+ag +j

Ta ¢ thé viét lai biéu thire cho phit hop W2 =73 +a,7? +a,Z+a,  (4)

5 , , a’
Ta thuc hién phép déi bién sb X =Z+ 32 S Y=W (5)

Ta thu duoc : Y2 =x3+ a'4X + a% (6)



- Bay gi0 ta sé tiép tuc chii y dén nhitng diém trén (2) véi toa do hiru ty . Néu ta c6

mot dudng cong Y2 =x2+Mx+Pysim , 10, p, qla nhimg s6 nguyén , thi ta c6 thé nhan

n q

thém vao biéu thirc n°q° dé duoc :

2 2
(n3q3y) :(nzqzx) +mn3q4(n2qzx)+pn6q5

Va thyc hién phép d6i bién X’ = n’q’X ; Y’ = n’q’Y 1a song tuyén tinh hiru ty thyc hién trén
biéu dién ngan Weierstrass v6i A = mn’q* va B = pn’q’

- Mot chi ¥ quan trong : Nhitng anh xa song hitu ty thuc hién nhitng phép bién
d6i trén khong tao ra va khong lam mét di nhitng diém c6 toa do hitu ty trén dudng cong .
Mot diém (x,y) voix,yhituty anh xa thanh diém

(fix,y); Hx, y)) voi fi(x, y) ; fo(x , y) hitu ty va nguoc lai , ham nguogc fl_l(x,y) va

fz_l(x, y) bién nhitng 1 diém hiru ty thanh 1 diém hitu ty

- Nhu vy ta c6 thé thyc hién trén phan 16n nhitng biéu dién tong quat cia dudng
cong elliptic & dang Weierstrass ngan : y* = x” + Ax + B véi A , B 1 nhiing s6 nguyén va
nghiém cua phuong trinh ndy c6 cac tga dg hiru ty .
2.1.2 Nhom Mordell — Weil cua dwdng cong elliptic

- Tir rat 1au , dd c6 nhimg sy quan tdm dic biét trong viéc tim tat ca nhitng nghiém
hiru ty ctia cac phuwong trinh (2) . Gia st rang ta ¢ hai diém P (x{,y1) va Py(x5,y,) ma tat
ca cac thanh phan toa do 13 hiru ty thi ta d& dang tim dugc diém thtr ba . Luu ¥ ring ,mot
duong thang cit do thi da thic bac ba tai 3 vi tri . Puong thang qua P, va P, ¢6 phuong

Y279
Xy =X

trinh y = mx + b v61i m= ; va b=y —mx;. Do d6 tuong giao cua duong thang véi

2)1a:
y2 —x3 +Ax+B
(mx+b)2 =x3 +Ax+B
0=x> —m2)<2+(A—2mb)x+B—b2



Khi d6 , da thirc bac ba c6 3 nghiém va 2 trong 3 nghiém 1a x; va x, , ta co thé viét
0= (x—xl)(x—xz)(x—x3)
0=x° - (Xl +Xy + x3)x2 + (X1X2 +X5Xg + X3X1)X —X1XyX3
Pong nhat cac hé s6 :
m2 = Xl + X2 + X3
A —-2mb = X[ Xy +X5X3 +X3X)
2 _
B-b“ = —X1XyX3
Thuc té : Cho 2 diém P (x1,¥1) V& Py(x5,y,) trén dudng cong elliptic :

y* =x’+ Ax + B thi diém thir ba la giao giita duong cong va dudng thing c6 toa do 1a :

2
X3:[y2 le 17X

X2 =X
| ¥2™N
y3 _[Xz—xl}(x?)_xl)—*_yl

Luu y : Néu hai diém tring nhau thi ta khong thé tinh duoc hé sd goc m bang
cach nay thi khi d6 ta phai tinh hé s6 goc tir duong thang tiép xuc . Ta lay vi phan dang

g:3X2+A

Weierstrass ngan 2y(dy) = (3x2 + A)(dx) d 5
X y

Khi d6 hé sb goc m cua dudng thang tiép xuc dudng cong tai P (x5yp) la

3X12 +A

) va ta stir dung gid tri nay khi can tinh hé s goc ctia duong thang .
N

m

Khi ta cho mot diém don trén dudng cong , thi ta c6 thé tim nhiéu diém hon bang
cach st dung duong thang tiép xtc dé tim diém thir hai va phuong phap day cung — tiép
tuyén dé tim cac diém cho dén khi ta khong thé tim thém . Luu ¥ rang , mdi diém ma ta tinh
bang phuong phap ndy sé c6 toa do hitu ty cung cip cho ta mot diém don cé toa do hiru ty
dé bat dau voi diém don d6 bai vi tat ca tat ca cac phép bién d6i dai s déu kha nghich hiru
ty.

2.1.2.1 Piém tai vo cuc



- C6 nhitng diém ma ta phai dat cau hoi : Diéu gi s& xay ra néu ta c6 mot diém hiru
ty ma duong thang tiép xuc tai d6 1a mot dudng thang dung .Khi tim tap hop nhimg diém 1a
nghiém cta phuong trinh (2) , thi né s& bao gdm ca mot diém don tai vo cuc O

- M6t trong nhitng cau hoi chinh vé duong cong elliptic 1a 1am cach nao co thé tim
hét duoc tat ca nhitng nghiém hitu ty bang phuong phap day cung — tiép tuyén ¢ trén . D6
chinh 13 ndi dung quan trong nhit cta dinh 1y duoc trinh bay boi Louis Mordell : tat ca
nhitng diém hiru ty trén duong cong ( bao gdm ca diém tai vo han ) co thé dugc tim thay
boi viée ap dung phuong phap day cung — tiép tuyén trén mot s hitu han nhitng diém sinh
va do do tap hop nhitng nghiém hitu ty 1a mdt nhom abel hitu han sinh , goi 12 nhom
Mordell —Weil

Luét nhém : Tap hop nhitng diém hitu ty trén mot duong cong elliptic ké ca
diém tai vo cuc 1a mot nhom véi phép toan “ cong diém”

1) Bon vi cia nhém la diém tai vo cuc O

2) Cho mét diém Pi(x;,y1) voiy; #0 , phép cong P, voi chinh n6 dugce thuc hién
bang cach st dung cong thirc tiép tuyén dé xac dinh diém (xs, y3) nhu 1 diém thi ba trén

duodng théng tiép xuc . Phép cong diém 1a Pl + Pl = P3 = (x3,—y3)

3) Cho diém Pi(x; , y;) v6i y; = 0, thi tong cua P; v6i chinh né 1a diém tai vo cuc

4) Cho hai diém phén biét P\(x, , y;) va Pa(x2, y) , tong P, va P, duoc hién bai
viéc st dung cong thirc trén (x3, y3) nhu 1a diém thir ba trén duong thang nbi P, va P, , phép
cong diém 1a Pl + P2 = P3 = (x3,—y3)

5) Nghich dao cta Py(x; ; yi) 1a diém - Py(x; , -y1)

Mot quan diém khac kha don gian vé luat nhom 13 : tong cua ba diém thang hang
1a diém zér6 tai vo cuc . Diéu nay dan dén mot truong hop dac biét 1a téng cta diém x1,
y1) va (X , - yy) tmg v6i dudng thang ndi hai diém 1a mot duong thang ding thi diém tha ba
1a diém tai vo cuc . V6i quy udc d6 that d& dang dé chi ra ring ban chét cua phép cong céac
diém trén duong cong elliptic thoa mén tat ca cac tiéu chuin cia mot nhém giao hoan véi
diém vo han la don vi

2.1.2.2 Vidu



- Cho duodng cong y2 —x3—x+1.Cé6 cap diém c6 toa d6 nguyén trén duong

cong nay la:
Piém  x |y
Py -1 | 1
P, 0 | +1
P, 1 | £1
P; 3 | £5
P, 5 | +11
Ps 56 | £419

- Lién quan dén nhimg diém trén ta thu duoc :

- Va céc diéu sau day 1a chinh xac :
1 7
19 103
Py +Py=| 2 -
3713 (25’ 125}

159 1861
Py +Py=| —,———
47" (121’ 1331}
2.1.3 Nhirng duong cong elliptic dong dw s6 nguyén t6

3+AX+B

- Ta xét dang khai trién Weierstrass ngan: y2 =X
va nhitng nghiém hitu ty (x, y) ctia phuong trinh trén. Nhung ta ciing xem xét dén nhiing

nghiém hiru ti ma tr s6 va mau so tang rat nhanh , dan dén viéc tinh toan hiéu qua la khong



thé. Do d0, ta chi quan tdm dén nhiing dudng cong elliptic vi ta c6 thé xem xét nhiing
nghiém ddng du s6 nguyén tb p va tong quat hon 1a ddng du s6 nguyén m

- Khi xét nhitng duong cong va cac diém hitu ty , thuc su ta co thé tim thay mot
diém hitu ty don trén duong cong va dung thuat toan ddy cung - tiép tuyén dé tim ra vo han
diém trén dudng cong. Trong trudng hop nhimg duong cong dong du sb nguyén t6 p, chic
chin rang khong c¢6 nhiéu hon p* diém trén dudng cong

Pinh ly 63 : Cho y2 — x> +Ax+B 1a mot duong cong elliptic ddng du s6 nguyén
t6 p . Khi d6 s6 diém trén duong cong la p — 1 + a véi |a| < 2\/5 . Hon nita v6i mdi gid tri
thudc tap bi chin nay , cé it nhit mot duong cong dong du p voi dung p -1 + a diém.

Két qua chinh thtr hai 1a nhitng diém trén duong cong duoc 1ay theo dong du p 1am
thanh mot nhém ma cdu tric duge cam sinh tir nhém cac diém hitu ty trén dudng cong.
Néu ta tiép tuc thuc hién cach cong diém vao nhitng s6 hitu ty bﬁng viéc biéu dién cua
nhitng mau s nhu 13 thyc hién phép nghich dao dong du p, thi tit ca nhitng phan viéc sb
hoc ma chiing ta tinh toan ciing chi nhu 1a nhiing s6 hitu ty cho dén khi ching ta c6 mau s6
sa0 cho né 1a zero dong du p tai diém ma ta a0 thé xem nhu nhiing s6 hitu ty c6 mau s 1a
zero dugc xem nhu 13 diém tai vo cuc

2.1.3.1 Vidu
- Xét duong cong y> =x° —x +1d6ng du 7. Nhiing diém nguyén trén dudng cong
luén tdn tai, nhung ta chu y rﬁng diém Ps bién thanh diém P; vi

56 =0 (mod 7) va 419 =-1 (mod7), va ta luu ¥ rang ta thém vao diém quen thudc dugc dit

tén la P .
Piém x| y
Pp 6|l
P, (0l
P, 1]+l
P; |3]+2
Py |5|£3
Ps 0]+l
Ps (2] 0




Bay gi0, ta c6 thé khang dinh :

I [P =(L]) = (1L1)

2 [P =(L)+(L1) [=(61)
3 [P =(L)+(61) |=(0,-1)
4 | P =(L1)+(0,-1) | =(3,2)
5 [P =(L1)+(3.2) |=(5-3)
6 | P =(L1)+(5-3) | =(2.0)
7 [P =(L1)+(2.0) |=(53)
8 [P =(L)+(53) |=(3-2)
9 [P =(L1)+(3.-2) | =(0.1)
10] P =(L1)+(L1) |=(6-1)
11 P =(L1)+(6,-1) [ =(L-1)
12[ P =(L)+(L-1) | =0

2.1.4 Nhirng dwong cong elliptic véi muc dich nhan tir hoa

- Y tuwéng chinh trong viéc sir dung nhitng dudng cong elliptic dé nhan tir hoa 1a ¢
chd nhitng nhoém cac dudng cong elliptic ddng du nguyén t6 p co thé duoc dung tuong tu
nhu nhém dong du p duge dung trong phuong phap nhén tir hoa
(p -1) ciia Polland . Tuy nhién, khéng gidng nhu Polland, ta ¢6 thé chon nhiéu duong cong
khac nhau bﬁng vige thay ddi cac lwa chon nham thu duge mot nhém tron.

- Gia sur rang, ta ¢d gang thuc hién phép phan tich n = pq 1a tich cua hai nguyén t6.
Khi 6, cap ctia nhom elliptic ddong dup la p— 1 + a véi a bi chan, cip ciia nhom 1a p, cap
ctia nhom cac nguyén té dong dup lap— 1 gan véip .

- Chon mot dudong cong Weierstrass ngan, chon mdt di€ém co ban



P = (X0,¥o) trén dudng cong va thuc hién nhiéu phép tich phirc hop trén bo phan M . Bay
gid tinh téan M.P trén duong cong dong du n. Trén céc s ddng du n , ta s& tim dyoc nhiing
s6 nghich déo ddng du n .Ta thyc hién diéu nay bang cach dung dinh 1y sé du Trung Hoa va
tinh nghich ddo dong du p va ddng du q nhung do ta khong biét p va q do d6 ta cir thuc
hién nhu thé n 12 mot s6 nguyén t6 va hy vong diéu t6t nhét s& dat dwoc . Néu chung ta c6
mot diém ma chiing ta khong thé nghich dao cac thanh phan dé dong du n , khi d6 ta s& biét
rang ta s& c6 mot mau sb sao cho zero dong du p nhung trén thyc té thi khong phai 1a zero

- Khi mot thuat téan khong thé thuc hién , diéu do c6 nghia 13 , ta khong c6 du
nhitng thong tin can thiét vé hé s n . Va khi d6 ged ctia mau thie véi n va p sé khong thé
co

- Thuat toan TWEAK :Ta sé& thuc hién trén nhimng s6 hitu ty va giii cho tir s va mau
s6 1a nhiing bién sb doc lap .

- Y twong chinh : C6 nhiéu dudng cong elliptic do ¢ nhidu cach chon A va B . Mdi

dudng s& ¢6 o, Vi do d6 s& co bic nhom khac nhau . Chung ta c6 the thuc hién nhiéu
budc song song va chung ta can mot trong nhitng dudng doé c6 gia tri p—1+ O p;p) SA0 cho

dudng do6 1a tron . Pidu d6 s& t6t hon Pollard vi voi Pollard ta chi c6 mot co hdi duy nhat
sao cho p— 1 v&i p chia hét n 13 tron . Hon nita khi chon mot dudng cong , ta co thé cb dinh
B =1 va c6 tinh boi s6 ciia A . Do d6 khi ta ¢ diém (O,il) trén duong cong y* = x° + Ax
+ 1, chiing ta khong phai tim kiém mot diém co ban dé bat dau
2.1.5 Céc duong cong elliptic va van dé dd roi rac

- Trong thap nién 1980, v&i nhitng phéat hién doc 1ap cua Victor Miller va Neal
Kodlitz ma diéu then chdt trong bai téan trao d6i khoa Diffice — Hellman da c6 thé cai dat
bang viéc sir dung nhém nhirng diém dong du modulo p trén mot dudng cong elliptic thay
thé cho nhitng s6 nguyén ddng du mot s6 nguyén tb p 16n.

- Thuén loi cia diéu trén 13 ¢6 thé dung nhitng phuong phap da biét nhu 1a phuong
phap thuc hién phép tinh trén cic chi sé nham giai quyét nhitng vin dé vé do roi rac trén
duong cong. Do d6, nhitng sd nguyén t6 ding cho nhitng duong cong c¢6 thé nhd hon
nhitng s6 dwoc dung cho thuét toan sy trao doi khoa dang RSA.

2.1.6 Phép tinh tién dén toa dd xa anh



- Xét duong cong dang Weiertrass ngan y2 —x° + Ax + B véi nhitng nghiém hitu

ty ctia phuong trinh nay . Viéc xir Iy nhimng s6 hitu ty 1a vat va bai vi phép chia kho khan.
Tt hon néu ta thay bﬁng toa do xa anh boi vi khi d6 ta c6 thé tach cac tir s6 va mau sb va
tranh thuc hién phép chia.

- Xét dang xa anh biéu dién Weierstrass ngin : yzz = %3 + Axz® + Bz
thém vao an s6 z nhim lam cho tat ca cac don thirc déu c6 cung tong sé mil ( bac toan phan

2 3

trén do ta

2 3
nhu nhau) . Ta viét lai biéu thirc (yj = (Xj + A(Xj +B.
z z z

~-Vadi nhién khi dugc viét lai dong du p cho mét va s6 nguyén to thi ta ludn ludn c6
thé bat dau bang mdt cdp nghiém (x;y) va bién n6 thanh nghiém (x;y;z) véi z=1
- Hé s6 goc m = iz cia duong thing ndi 2 diem (x,;y,) va (x,;y,)1a
2.9
_ 5_2 2417122 _u

m = =
Q_ﬁ Xzzl —X122 \Y%
2 7
2 2 2 _
. X X; X U Z1Z~ —V(X1ZH —XAZ
ot e (0] 1 m2_ Pl
Z3 \V ) veZZy
- Ta viét : X3 = k(uzzlzz —V2 (Xlzz —Xzzl))
7y = kvzzlzz
- Ta thu dugc 73 tong cta nhitng diém ( nhung khong 1 diém tha ba trén dudng
z
3
thang .
Y3V 3"
23 7 3 4

—y3 = ylkvzzz + m(x3 — Xlkvzzz)
kv2y iz, + 3k

—yq = z - z

Y3 =RV Y Zp T T KV Z)

= ky2 3k
Y3 =—KV y122—7+ UVX122

u(k(uzzlzz - V2 (X122 +X52; )))
\%

y3 = —kV2y122 — +kuvx;z,

ku3 2|z

vy =—kvlyjzy - — 12

+k + +k
v UV(X122 Xzzl) UVX122



Tir d6 ta két luan rang k = vic néu khong thi chiing ta phai loai ra nhitng phan du trong mau
thirc . Do d6

y3 = —kv3 Y129 ~ ku?’zlzz + kuv2x122 + kuV2x2zl

=— ku?’zlzz + 2kuv2x122 + kuV2x2zl —kv3 Y129
. X X
- Tachi y rang : 3’2_3'1211{2_1}
22 Zl A\ 22 Zl

Ta quy dong thi thu duoc : uv? (XIZZ - x221)+ V3 (yzzl - ylzz) =0
- Néu ta cho k =2 va thém gia tri zerd thi ta thu duoc :
y3 = u(3V2 (x122 +X52Z4 ) - 2u22122 ) —3 (ylz2 + y221)

- Biéu thirc dung dé cong 2 diém phan biét c6 thé duoc trinh bay nhu sau :
X3 = 2112V2122 —2v3 (XIZ2 - X2ZI)
y3 = u(3V2 (XIZ2 +X52y ) - 2u22122 ) —3 (ylzz + yzzl)
2y = 2V32122

- Mét céach tuong tu , ta c6 cong thirc cong mot diém véi chinh n6 nhu sau :

m= 3x12 + Azl2

X3 =2y m? —8x1y1221)

y3 = —mS + 12mx1y1221 - 8yi1212
_Qy3,3
2y = 8y1 z;

2.2 PIEM XOAN CUA PUONG CONG ELLIPTIC TREN TRUONG SO
2.2.1 Tong quan

- Chu dé vé diém hiru ty trén dudng cong elliptic c6 thé dugc xem nhu 1a mot thanh
phan cia 1y thuyét vé phuong trinh Diophantine. Viéc nghién ciru vé nhitng dudng cong
elliptic cang tré nén thiét thuc khi bit ddu véi nhitng dudng cong elliptic dugce ding trong
linh vuc mat ma. Nhitng nghién ctru sau khong tap trung vao nhitng duong cong elliptic
trong linh vuc mat ma , thay vao do, sé tap trung tim hiéu vé cong cu co ban dé hiéu vé
nhitng diém hiru ty trén mot duong cong elliptic ma nghiém ma thanh phan toa do cua
ching c6 thé dugc biéu dién thanh cac phan sb.

- Vi mbi phép toan 2 ngdi @, ta co thé bién tap hop nhitng diém hiru ty ky



hiéu C(Q) thanh mdt nhoém giao hoan. Hon nura, ta co thé phan biét cac thanh phén thanh
nhitng diém xodn va nhirng diém khoéng xoén ma bac hitu han hay bac vo han twong tng .
Khi xem xét tdp hop nhiing diém xodn , ky hiéu C(Q),__, ta nhn thiy ring tap hop nay
1ap thanh mot nhom con . Pidu d6 dugc biét dén d6i véi mot dudng cong elliptic C trén Q ,
chira mot diém c6 bac hiru han m véi 1<m<10 hay m = 12 . Chinh xac hon , tap hop
nhitng diém c6 bac hitu han trén C(Q) 1ap thanh mdt nhém con c6 mot trong 2 dang sau :

(1) Mot nhom cyclic cd bac N voi 1< N <10 hay N=12

(ii) Tich cia mot nhom cyclic cap 2 va mot nhom cyclic co cap 2N véi 1SN <4,

- bac trung da néu cua C(Q) ., duge biét dén tir dinh Iy Mazur

to

Pinh ly 64 (dinh Iy Nagell- Lutz) : Cho y* =f(x)=x’ + ax” + bx + ¢ 1a mot duong
cong bac ba khong suy bién voi cac hé s6 nguyén a , b, ¢ va D 1a biét thirc cua f(x) véi
D =—4a’c +a’b? +18abc — 4b> — 27¢? . Gia st P(x, y) 1a mot diém hitu ty c6 cdp hitu han

, thi x va y 1a cac s6 nguyén . Néuy = 0 thi P c6 cap bang hai , trdi lai thi y 1a u6c s6 caa D

- Khi dudng cong bac ba & dang chuén thi dinh 1y Nagell —Lutz cho ta mot phuong
phép dé tim ra nhimg diém co cip hiru han trén dudng cong elliptic . Phuong phap d6 don
gian : tinh D va tim hét tat ca cac sd nguyén 1 udc s6 ciia D . Nhitng s6 d6 déu 1a gia tri co
thé cua y . Tir d6 , ta thé gia tri y vao duong cong va hé s ctia duong bac ba , thi ta thu
duogc gia tri nguyén x . Mit khac , co mot két qua manh hon ctia Nagell- Lutz chi ra rang y*
cling 14 udc sd ctia D chtr khong chi 13 y . Didu d6 c6 nghia 13 ta chi cAn tim trén nhirng
binh phwong 13 wdc s cua D thay vi trén timg s6 nguyén . Sau khi c6 tat ca cac (x , y) thoa
dinh ly , ta chi can kiém tra xem dau la diém xoén .

- Nhiam c6 dugc mot phuong phap dé tim nhitng diém hiru ty xoan trén mot duong
cong cho trudc , c6 mdt cach dugc dung la tim nhiing diém xodn c6 cép xac dinh trén
dudng cong . V6i mdi s6 nguyén n, ton tai mot da thire v6i cac hé s6 hitu ty , goi 1a v, (x)
ma nhimg nghiém cua da thirc ndy 13 nhitng gia tri x cta nhitng diém xo0dn c6 cdp n . Véi
nhitng diém xoén hitu ty cdp n , ta tap trung xem xét nhitng nghiém hitu ty cta v, (x) :

Vi du 37: Dé tim tit ca nhitng diém xodn cip ba cua duong cong



y2 =X’ + bx +c , ta sir dung Vs (x)= 3X4 + 6bx2 +12c¢cx — b2. Tim nghiém cua Vs (x) ,ta
s& ¢ thanh phan x ctia nhimg diém xodn . Pé tim gia tri y , ta thay cac gia tri x vao duong
cong elliptic va giai chung tim ra y . Luu ¥ rang , boi duong cong ctia ching ta c6 y*, ta s&
thu duoc hai gia tri y cho mdi gia tri x . Véi mdi gia tri x s& ¢6 hai diém xoan .

- Luu y rdng y, (x) s& cho tat ca cac diém xodn co thé tim dwoc ¢6 cap n , ké ca hitu
ty va khong hitu ty . Néu y_ (x) khong c6 nghiém hiru ty thi khong c6 diém xoén hitu ty co
cdpn

- Mic du nhirng kién thirc vé duong cong elliptic trén Q 1a rat nhidu , & day mudn
mo rong hon nita khi xem xét cac duong cong elliptic trén cac trudng sb6 dai s6 . Mot
truong sd dai s6 14 mot mo rong cia truong hiru han sé hitu ty . Diéu d6 ¢6 nghia la , day 1a
mot truong chira Q , hitu han chiéu , néu duoc xét nhu 1a mot khong gian vecto trén Q .
Hay noi cach khac 1 : cho Q va bo sung thém vao né mot nghiém sd cia da thirc ma
nghiém d6 khong xac dinh trén Q . Pidu d6 cho ta mot truong chira Q va tat ca cac to hop
tuyén tinh cua liy thira ctia nghiém b6 sung

3 2

- Ta cht y dén dudng cong X0 (11): y2 =x” —4x° —160x — 1264 trén truong s6 dai

s6 Q(g,,) voi ¢, la mot nghiém khong hitu ty cia x'' =1 =0 tirc 1a mot nghiém cua
XA+ X+ P X+ +x+1=0

- Khi xem xét kich ¢& ctia nhdm con xo0én ctia X,(11) trén Q(g“) , ta nhan thay
nhom con nay c6 luc lugng 14 5 cing luc lugng voi nhém con xodn trén Q . Thuc sy , 5
diém giéng nhau hinh thanh 2 nhém con xoan . Do d6 d6i véi X, (11) , viéc xac dinh nhém
con xodn khong hiéu qua béi viéc tim nhiing diém trén Q(g,,) thay vi trén Q
2.2.2 N¢i dung
2.2.2.1 Cac dwong cong — Mot cach nhin khac

- Trude khi tim hiéu vé nhitng duong cong elliptic , ta nhéc lai vai dinh nghia co

ban , bat dau bﬁng viéc dinh nghia lai vé mot duong cong . Mot duong cong C 1a mot biéu

thire f(x,y) = 0 vé6i f 1a mot da thire f e Z[x,y] . Ta ludn gia sit ring cac duong cong ta xét



khong thé rat gon dugc ( nghia 13 f 1a mot da thic bat kha quy va tron nghia 1a hé phuong

f(x,y)=0
trinh <0,f=0  vO0 nghiém
0,f=0

- Mot nghiém hitu ty cua dudng cong 1a mot cap (x,y) véi x,yeQ va
f(x, y) =0 . Nghiém nguyén ctia duong cong la cap (x ,y) voi X,y € Z va
f(x ,y) = 0 . Nhiing dinh nghia nghi¢ém httu ty va nghiém nguyén cho ta hai tdp con ty nhién
cua duong cong dugc ky hi¢u la C(Q) va C(Z)

- Kh¢ khin khi tim C(Q) phu thudc vao bac cua duong cong .Kién thirc vé nhitng
dudng cong tuyén tinh khong phai 1a quéa phirc tap . Do d6 thay vi cha y dén nhitng dirong
cong bac hai , ta hdy xem n6 nhu la nhitng conic
2.2.2.2 Piém hitu ty trén conic

- Dang tong quat cia mdt dudng cong bac hai hay mot conic 1a :

f(x,y):ax2 +bxy+cy’ +dx+ey+f=0
Véi a,b,c,d,e,f €Z . Dé tim hiéu 1am thé nao tim C(Q) cho mot dudng béc hai , ta hay
xem vi dy co ban trong viéc tim C(Q) cua duong tron don vi :
C):x*+y'= 1.

- Khi ta v& mot dudng tron don vi , co 4 diém hiru ty ( 1a cac diém nguyén ) trén
duong tron 1a (1,0) ; (0,1) ; (-1,0) ; (0,-1) . Mot vai diém hitu ty khac dé dang nhan ra nhu
(%,%),(%,%) . Luu ¥ rang , tdi thiéu c6 2 diém c6 dang x = %;y :ﬁ ma udce chung 16n

nhit cud m va n1a 1 ; 1 van la 1 . Khi ta thay gia tri x , y vao C , ta c6
m Y’ 1Y
(—j + (—j =1=m’ +1*>=n’. Do d6 (m, 1, n) 1a mot bo ba Pitagore nguyén thuy . Qua

trinh do6 cling c6 chiéu nguoc lai va tao nén quan hé
1 — 1 giita bd ba P nguyén thily va nhimg diém hitu ty trén dudng tron don vi . Do d6 ta dé

dang nhan thay nhimng vi du vé diém hitu ty trén dudng tron don vi c6 quan hé véi nhiing



bd ba Pitagore nguyén thuy. Mot cau hoi duoc dit ra 1a 1am thé nao dé tim tat ca nhiing
diém hitu ty trén dudng tron don vi
2.2.2.3 Phwong phap tim nghiém hiru ty ddi véi dwong bac hai

- Budc dau tién trong viéc giai quyét van dé trén 1a chon mot diém hitu ty trén
duong cong . Ta ¢6 thé chon bét ky diém nao , vi du chon P, =(-1,0) nhim dé dang cho
viéc tinh toan cac budc ké tiép .

- Gia str ta viét dugce phuong trinh dudng thang qua Py c6 hé sb goc t 1a
y=tx+1) (1)

- Néu PeC(Q) khéc Py, thi dudng thing néi P va Py c6 hé sé goc hitu ty Diéu
nguoc lai ¢ day 1a : Liéu c6 duong thiang co hé sb goc hitu ty di qua Py cit dudng tron don
vi tai mot diém P e C(Q) khac Py ? Cau tra 16i 1a : C6 . Do d6 ta c6 thé nhan thiy mot
phuong phap dé tham s hoa tit ca nhitng diém hitu ty dua trén Py v6i tham sé hitu ty t .

- Ta chimg minh diéu nguoc lai bang cach cho y=t(x + 1) cit x>+ y* =1 .Thay y =
t(x+1)taco: <1+t2)X2 +22%x+t2=1=0  (2)
- Do x = -1 1a mdt nghiém , va do cach chon P, phan tich (2) ta c6 :

1—t>
2 4t? )’ -1=0 1 2 +1)+t2=1[=0 =—lvx= 3
X"+t (x+1) <:>(x+ )[x( + )+ ] & X V X 711 3)

- Ta biét rang hé s6 goc t duge cho 14 mot s hitu ty . Do d6 (3) 13 mot sd hitu ty

nghia la x 1a hru ty . Thay (3) vao (1), ta thu dugc :

_ 1—t2+1 o2t
A 1+t

- Do d6, ta nhan théy rr?lng diéu nguoc lai 1a ding. Ta c6 thé tham s6 hoa

C(Q) nhu sau c(@){(lt2 2t jte@}

1+t2 1+t
- Phuong phap tim diém hitu ty trén c6 thé dung cho bat ky biéu thirc bac hai véi gia

str rang ta da c6 mot diém hitu ty. C(Q)co thé 1a tap rdng hay tap c6 kich c¢& vo han va
trong trudng hop ndy dugc tham sd hoa bai mot tham sd hiru ty.

2.2.2.4 Khong gian xa anh.



Pinh nghia 65 : Mot duong cong xa anh 13 tap hop cac khong diém ciia mot da
thirc thuan nhat ba bién s6 F(x,y,z) = 0 véi gia thiét rang F c6 cac hé sé nguyén. Luu y rang
F(x,y,z) la thudn nhét c6 bac d néu F(kx,ky,kz) =k‘F(x,y,z) véi moi hing so k.

- Nhitng dudng cong chiing ta dang xem xét c6 hai bién s6 va khong bi gi6i han boi
sy thuan nhat. Bat ky mot dudng cong hai an c6 thé trd nén thuan nhat ba an . Xét f 1a mot

dudng cong hai an va thay x :% va y= % thi f(x,y) = 0 tr¢ thanh f@%) =0 ; dé cho

dé viét , ta ky hiéu la F(X, Y, Z) = 0.
L a z Aoox ooz o f XY B

- DPac biét hon, néu ta nhan vao hai vé cua f 77 =0 bo1 Z° véid la bac 1on
nhét cua céc hang tu riéng cua f, ta co biéu thic thuan nhat F(X,Y, Z)=0. Viéc thay thé va
nhan thém vao nay c6 thé duoc thuc hién bai viée bd sung vao mdi don thire ¢6 téng bac la
d v6i d xac dinh nhu trén. Vi du, cho dudng cong y> =x’ + x> +17¢6 thé tré thanh
YZ=X’+X’Z+17Z’

- Viéc gidi thiéu bién phu nham bién duong cong phang f(x,y) = 0 vao trong mit
phang xa anh P* . Xét tap hop cac bd ba (X,Y,Z) € C’ trir (0,0,0). Trén tap hop ndy, ta gidi
thiéu mdt quan hé tuong duong :

(X,Y,Z)~ (AX,LY,AZ) véi L e C*
- Mit phing xa anh phuc P* 1a tdp hop cac 10p twong dwong ciia quan hé tuwong
duong trén. Dya trén dinh nghia, hai diém 13 tuong duong néu chung c6 toa do ty 1¢ . Ta
viét khong gian xa anh 1a:

P’ ={(X,Y,Z)|X,Y,ZeC}/~={[X:Y:Z]}

- Piéu d6 c6 nghia la [x:y:z]:[kx:ky:kz] vl A #0 . Viduy nhu [1:0,5:1,5] cung
1a mot diém trong khong gian xa anh nhu [2 :1 :3]
- Vay nhitng diém xa anh nay c6 lién quan gi dén qua trinh thuan nhét ta mo ta ¢

trén. Cho [X:Y:Z] trong P* véi Z# 0 , ta ludn c6 thé viét



[X:Y:Z]= §:X:l Néu F(X,Y,Z) =0 va Z=0 thi (x,y)= E,X trén
Z Z 7’7

duong cong ban dau f(x,y) = 0, nguoc lai cho diém (x,y) trén f(x,y) =0, ta c¢6 1 diém xa anh
[x:y:1] trén F(X,Y,Z) = 0. Luu ¥ rang dudng cong xa anh F(X,Y,Z) =0 chia tit ca nhiing
diém trén f(x,y) = 0 khi Z=0 nhung thém vao nhiing diém tai vo cyc khi Z = 0. Nhiing
diém thém vao nhim hoan chinh duong cong dé dat duoc nhimng két qua khac .
2.2.3 Duong cong elliptic
2.2.3.1 Dinh nghia
Pinh nghia 66: Mot duong cong elliptic trén Q la mdt duong cong xa anh

(khong suy bién ) tron bac ba, trang bi trén d6 diém hitu ty co ban 0.( F c6 hé sb hiru ty)

- M4t dang co ban cua dudng cong elliptic 1a:

Y’ +a,Xy+2a,y=X +a,X" +a,X+a

- Pay 1a dang ma Pari dung dé giéi thiéu vé mot duong cong elliptic méi. Pari 1a
mot chuong trinh todn hoc hitu ich khi lam viéc vé1 nhitng dudong cong elliptic cling nhu 1a
v61 nhiing nganh khac cua toan hoc.
2.2.3.2 Dang Weierstrass

- Ta ludn ding nhirng duong cong ¢ dang chuan duoc goi 1a dang Weierstrass.
Tong thé 1a bat ky biéu thirc bac ba nao ciing ¢6 thé viét dudi dang nay. Dang Weierstrass

co dién 1a y2 —4x> = grX — g3

- Mot dang khac cua dang Weierstrass ma ngay nay dung nhiéu hon dang dé cap

dén ¢ trén la: y2 —x3 4 ax2 +bx+c

- Do d6 tir bay gio, tit ca nhitng duong cong ta xét déu & dang Weierstrass.
2.2.3.3 Nhic lai dinh nghia
- Duya trén dinh nghia trén, c6 ba diéu kién ma ta gap khi xét mot dudng cong bat ky
c6 1a duong cong elliptic.
* Tht nhat: Pudng cong phai 13 xa anh.
* Thr hai: Puong cong phai tron nghia la gradien ciia F

<§,§,§> khong dong thoi triét tiéu (ba thanh phan cia vecto trén khong dong thoi
X 0y 0z



bang 0) trén duong cong. Didu d6 cho ta thay s& khong co giao diém ty cit hay nut that trén
d6 thi ctia nhimg dudng cong va phan do thi bac ba s& co ba nghiém khac biét. Ta co thé
thdy rang : y* =x° +ax’ + bx +¢ 1a tron khi va chi khi da thirc bac ba theo x khong co
nghiém trung nhau.

2.2.3.4 Nhic lai vé khong gian xa dnh

- Piéu kién tht ba trén duong cong phai lién két diém hitu ty co ban 0. Piéu d6 co
nghia la C((@) ctia dudng cong elliptic C khong bao gio rong, C ludn cé it nhat mot diém
hitu ty. Thuc su, C bi han ché 1a mot duong cong xa anh, ta luén c6 mot cach viét hop 1y vé
diém co ban hitu ty.

- Trong khong gian xa anh, f(x,y) = 0 tr¢ thanh F(X,Y,Z) = 0 va do d¢, ta han ché f
trd thanh mot duong cong elliptic. Pidu d6 co nghia 13 khi f tro nén thuan nhét, tat ca cac
hang tr ctia hai vé cua biéu thire sé co tbi thiéu mot Iy thtra cia Z, ngoai trur hé s6 X3. Do
do, tat ca nhig dudng cong ta xét c6 dang:

Y27 =X3 +aX2Z+bXZ72 +cZ3

-Néu Z = 0 thi tt ca cac h¢ sb tronén 0 trir X3 va ta thu duge X =0 X =0 .
Ta thu dugc mot diém xa anh don [0:Y:0]=[0:1:0] tai chd giao nhau cia dudng cong
va dudng thang tai vo cuc Z = 0. Ta goi diém nay tai vo cuc [0:1:0]

- Thue su rang nhitg dudng cong elliptic do dinh nghia 1 nhitng dudng cong xa
anh; duong cong elliptic C chira diém tai v6 cuc. Piéu d6 c6 y nghia rang diém hitu ty co
ban duoc dé cap trong dinh nghia cua nhitng dudng cong elliptic thi tuong duwong véi diém
tai vo cuc. Do qui udc, bit ctr khi ndo dudng cong cua ching ta 1a Weierstrass thi diém 0 s&
dugc xem 1a diém gbc ciia dudng cong.

2.2.4 Luat nhom
2.2.4.1 Dinh nghia ®

- Xét duong cong elliptic y>= x> + ax” + bx + ¢ ta s& dinh nghia mot phép toan hai
ngoi, ki hi¢u @ trén C(@). Cho P va Q thudc C(@) voi P= (xl,yl);Q = (Xz,yz) . Gia su

rang ta c6 thé vé mot dudong thang ndi P va Q. DE dang nhén ra rang ton tai mot diém ma

dudng thang cat duong cong elliptic. Ta cb ging tim ra toa do giao diém nay.



- Dung hé s goc cua duong thing, ta cé @:zy—yl :K(x—xl) voi

k:u , ta co y:yl+l(x—x1), thay y vao duong cong elliptic, ta thu

X2 =X

3+ax2+bx+c

duogc: y2 =22 (X—X1)2 +27»(X—X1)y1 + y12 =X
Chuyén tat ca qua vé phai ta thu dugc :
0=x° +x2 (a—k2)+x(b+2xlk2 —2kyl)+c—k2x12 +2AX1y] —yf
- Do day 1a mot da thirc bac ba theo x nén c¢6 3 nghiém. Ta c6

x5 +x2 (a—k2)+x(b+2xlk2 —2ky1)+c—klez +2Ax1y] —y%

= (x—x1)(x—x2)(x—x3)
Dung h¢ thire Viette, cho phép ta tim dugc cac hé s6 cua x dudi dang nhiing nghiém cua da
thite, ta c6 —(x+x5+x3) 1a hé s6 cia x* ma x vi x; tr P va Q, do d6 ta co:
X3 = A2 —a- X| —X, V01 X3 1a hiru ty. Gia tri x5 nay 1a gia tri x cua giao diém. Tur day, thay
x3 vao dudng thing, ta thu dugc y; ciing 1a hitu ty. Giao diém cua duong thang PQ va

duong cong elliptic ¢6 toa do hiru ty (x3;y3)

- Vi duong thang nbi hai diém nén C(Q) cit duong cong tai diém khéc trén C(Q) ,
diéu d6 tuong tu voi didu chung ta nhan thiy véi conic . Thyc té v6i nhimg dudng cong bac

ba cé y2

, nén ludn tim dugc diém thir tu trén C(Q) goiténla P=*Qco toa do (x3;-y3).
Chung ta dinh nghia diém thi tu nay la P®Q
2.2.4.2 (P+xQ)®(P®Q)

- Tir dinh nghia ctia @, ta ¢6 vai chi . Trude tién, didu gi s& xay ra néu ta thuc
hién (P*Q)®(P®Q). Ta khong thé dung cac phuong phap thong thuong vi A khong ton
tai. Gidi phap 1a dat (P*Q)® (P ® Q)bing diém tai v6 cyc, ki hiéu la O. Chi ¥ ring ta
dang lam vi¢c vo1 nhitng dudng cong xa anh. Boi vi ta [am viée trén dudng cong elliptic, ta
chu ¥ ring: - O = O . Ngoai ra, duong thang ndi P*Q va P® Q cit dudng cong tai mot

diém thir ba.



- D& dang nhan ra rang P + O = P va ta thu duoc:
1) POO=P
i) PxQ®P®Q=0
2243 POP
- Mac du ta da dinh nghia @ gitra hai diém phan bi¢t, P ® O kha nghich @, bay gio
ta dinh nghia phép @ giita mot diém va chinh n6. Ta khong thé ding phuong phap thong
dung béi vi A khong tdn tai. Cau hoi vé dinh nghia P@® P phu thudc vao céu tra 161 ta chon
hé s6 goc nhu thé nao?
- Céch tbt nhat dé xac dinh A 1a 1dy dao ham duong cong tai P va st dung gia tri
nay lam hé sé goc. Cach dé nhit dé tim A 1a dung phép ldy dao ham an. Vi du, cho dudng
ﬁ

cong y> = x> + 17 . Liy dao ham an trén dudng cong, ta cb: 2 =3x2 s h=y'=
gy Yy Y=y

. 2 £
- Tong quat, ta co: k:y':3x +2ax+b _ F1(x)
2y 2y
- Pé 6 duoc hé s6 gbc tai diém P, ta s& thém vao hé sd a, b, ¢ va toa dd cta diém P.
Do do, A duoc xac dinh.

- Piéu d6 dan dén su thuan loi nham c6 duge mot biéu thirc hoan hao cho 2P thay

. ! . 2 \
vi cho toa o cua chinh P. Néu ta thay A = £ 2(;() vao bicu thuc y2 = (kx +X1) quy dong

mau sb chung, thay y* boi f(x) ta co dugc:

x* —2bx? — 8cx + b? — dac

4x* + 4ax? + 4bx + 4c

Toa dd x trong 2(x,y) 1a

- Bi€u d6 dan dén rang viéc cong mdt diém vao chinh n6 mot lan, hai lan, ba lan, n

lan 1a mot diéu thu vi khi tim hiéu vé nhitng dudong cong elliptic. Bdi vi, voi mdt s6 diém

PeC(Q), luoén ton tai mot s6 nguyén n nhd nhit sao cho nP = O vodi
nP=PRPOPD....... ®P . Bat ky diém nao thoa thudc tinh trén véi n ton tai thi duoc
n lan

goi la diém xoan cap hitu han n. Bat ky diém nao ma khong ton tai n thi dugc goi 1a diém

xoan cap vo han.



2.2.4.4 Dudng cong elliptic va @

- Ta nhan thay rang, tap hop nhitng diém hitu ty trén mot dudng cong elliptic véi
quan hé @ s& tng véi mot don vi O duy nhit va 1am cho moi diém co nghich dao. Két hop
nhitng diéu d6 thi tdp hop nhing diém hiru ty trén dudng cong elliptic 14 mot nhom. Vay
C((@) la mot nhom voi @.

- Thét ra, C(Q)la mét nhém cho phép ta khao sat nhu 1a sy ton tai cu trac cua
nhom. Sy phén loai ciu tric ciia nhom hitu ty duoc dé cap boi dinh 1y Mordell — Weil.

Pinh ly 67: Cho C 1a mot dudng cong bac ba khong suy bién, thi C(Q)la mot
nhom abel hitu han sinh dang cau voi ZF @ F

voi ZY =ZXxZxZx...xZ ;
r lan

F={P e C(Q)| P 6 clp hitu han }

r =rank : 13 s6 lugng phan tir sinh tdi thiéu.

- Pinh Iy trén chi ra rang néu C 1a dudng cong bac ba khong ky di thi C(Q) la
hitu han sinh. Diéu do6 c6 nghia la: ton tai hitu han nhiing diém trén C(Q)mé ta co
thé léy tAt ca cac td hop tuyén tinh gitra nhitng diém do. Ching sinh ra C(@)

2.2.5 Piém xoin
2.2.5.1 Pinh nghia diém xoin

- Mdi diém trén mot duong cong elliptic thudc mdt trong hai dang: mot diém véi
cap hiru han hay cap vo han. P 1a mot diém c6 cép hitu han nghia 13 t6n tai mot s nguyén
nho nhét n sao cho nP = 0. Néu n khong tdn tai thi P la diém co cép vO han. Mt cach khac,
P Ia mot diém c6 cép v6 han nghia 1a ta khong thé tim duoc mot diém tal vO cuc bﬁng cach
cong P vao chinh n6 mot s6 1an . Su khéc biét gifra nhitng diém hiru han va vo han dan dén
dinh nghia sau:

Pinh nghia 68: Mot diém P e C(Q) dugce goi la diém xodn c6 cap n néu P c6 cip
n. Tap hop tat ca nhimg diém xoan cua mot dudng cong elliptic C s& tao thanh mot nhom

con hitu han cua C(Q), goi la C(Q),,.- Vay

C(Q);op={ P€C(Q)|P co cap hitu han } CC(Q)



2.2.5.2 Piém c6 cap 2

- Ta thyc sy mudn biét didu gi vé nhirng diém co6 cp hitu han. Bit dau voi cap 2.
ta can 2P =0 v6i P =0.

-batP = (x,y) thi—P = (x,-y).

Dodd 2P=0 < P=-P & (x,y)=(X,-y) @ y=0

- Do d6, tt ca nhitng diém cap 2 phai c6 y = 0. Liy x € C, ta ¢ thé tim dugc bon
diém cap 2 1a: S= {0;(&1,0);(&2,0);(&3,0)} trong do ay,05,a3 1a nhitng nghiém cua X+
ax’ +bx +¢ . Tacd S 1a mot nhom cép Bén, 14 tich tryc tiép ctia hai nhom cép 2.

- Néu ta gid1 han x 1a ) thuc, ta c6 hai kha nang: hoac ca ba nghi¢m la ) thure,
trong truong hop nay ta c6 nhom Bdn; hay chi c6 mot nghiém 1a s6 thuc thi ta c6 mot nhom
cyclic cap 2.

- Tuong tu, néu ta gi61 han x trén Q, thi ta cé hai kha nang, cong vdi kha nang S =
{0}, khong c6 nghiém hitu ty.
2.2.5.3 Piém cap 3

- Piém xo4n c6 cap 3 1a nhitng diém thoa méan 3P = 0 <> 2P = -P sir dung cong thirc
nhan d6i cho ta thdy gié tri x ctia 2P dwa trén gia tri x ctia
P = (x,y). Ta can 2P = -P = (-x,y) nghia 12 gia tri x ctia 2P phai bang véi gia tri x cta (-P).
x4 —2bx% —8cx + b% — 4ac

4x3 + 4ax? + 4bx + 4c

Vay ta c6 biéu thirc: x =

- Bang cach nhan chéo va chuyén vé cac s6 hang, ta thu dugc mot bi€u thirc don

gian cua x. Ta goi biéu thirc d6 1a by . Vay: by (x)= 3x% + dax3 + 6bx2 +12cx + (4ac—b2

- Nhing nghiém ciia da thtrc 13 gid tri x ciia diém c6 cip 3.

- Néu x € C , ta s& co bén nghiém phan biét. Ta biét nhitng nghiém nay phan biét
vi ta c¢6 thé dé dang nhan thiy rang b3 (x)va P3'(x) khong c6 nhimg nghiém chung .
Trong trudng hop chiing c6 mot nghiém chung thi f(x) va (x)c6 mot nghiém chung , diéu
ndy mau thuin véi f(x) 1a khong suy bién. Thay bon nghigm cua 15 (x)vao duong cong

elliptic s& cho ta tit ca 8 diém phan biét . Vi nhitng diém do, ta s& c6 9 diém cip 3 gdm 8



diém dé cap ¢ trén va diém tai vo cuc O. Khi d6, s& c6 mdt nhém giao hoan cé cép 9 véi
mdi thanh phan c6 cip 3, va do6 1a tich cta hai nhom cyclic ¢6 cap 3.

- Néu ta han ché x trén R, ta s& ludn thu duoc mot nhoém cyclic ¢6 cép 3. Néu
x €Q, ta s& chi ¢6 nhom cyclic cap 3 hay nhém tim thuong {0}.

- Khong quéa kho dé nhan ra rang ta co thé sir dung cach trén khi tim nhitng diém
xodn c6 cap 3 dé tim nhirng diém xo0én ¢ cap cao hon ba.
2.2.5.4 Dinh ly Nagell — Lutz

- S6 luong nhitng diém co6 cdp vo han nhiéu hon diém c6 cip hitu han. Diéu dé 1a

hién nhién khi ta ¢4 gang tim hiéu nhing phan tir trén C(Q),  bdi céc tinh toan. Thuc t,

tor
d6 1a diéu khong twong khi tim kiém nhitng diém xodn ctia mot duong cong bang phuong
phap phong doan va kiém tra. Pinh 1y sau duoc dua ra boi hai nha toan hoc Trygue Nagell
(1895-1988) cong bd 1935 va Elisabeth Lutz (1937) s& giup cho viéc tim C(Q)

tor d¢ dang

hon

Pinh ly 69 :Cho dudng cong y2 =f(x)= x3 +ax2 +bx +c¢ . Néu
P = (x,y) 12 mot diém hiru ty c6 bac hiru han thi khi d6 x va y 13 nhitng sé nguyén, va ta c6
y = 0 (diém c6 cép 2) hay y 1a uéc sb cia D vé6i D la biét thic
D = —4a3¢ 4+ a2b? +18abc — 4b> —27¢?

- Str dung dinh 1y nay cho ta mot cach dé tim tat ca nhing diém hitu ty c6 cap hitu
han. Mot diém hiru ty trén mot duong cong elliptic co thé ¢ cac hé sb nguyén voi y 1a uée
ctia D va khong 1a diém hiru ty xoan.

- C6 mot dang manh hon cua dinh 1y Nagell- Lutz nhu sau

Dinh ly 70 : Cho y2 =f(x)= x3 +ax2 +bx+c la mot dudng cong bac ba khong
suy bién voi cac hé s nguyén a, b, ¢ va D 13 biét thac cua da thic bac ba f(x),
D= —4a3c+a2b? +18abc —4b3 —27¢2. Néu P(x , y) la diém hitu ty c6 cAp hitu han thi x
va y 1a nhitng s6 nguyén va khi y =0 thi P ¢6 cdp 2 hay y* 1a wdc s cia D.

- Pinh 1y Nagell — Lutz cho ta mot phwong phap dé tim kiém nhiing diém hiru ty c6
cap hitu han trén mot duong cong elliptic. Qué trinh kha don gian: tinh D va tim cac s6

nguyén 1a udc s6 cia D . D6 13 tat ca cac gid tri co thé clia y. Tir d6, ta thay doi mdi gia tri



y vao dudng cong va tim duoc s6 nguyén x. D cang 16n thi qua trinh cang dai. Tuy nhién ,
theo dinh 1y Nagell — Lutz vi y* 13 u6c sé cua D , ta chi can chii y dén nhimng sé chinh
phuong 1a uéc sd ctua D thay vi timg sd nguyén. Dicu d6 s& loai bot cac gia tri y khi ta thuc
hién. Sau khi c6 duoc tat ca (x,y) thoa man gia thiét dinh 1y, ta chi can kiém tra tirng cip sb
nao thuc su 1a diém xoan.

- Luu y rang dinh 1y Nagell — Lutz khong thé dung dé chimg minh mét diém hitu
ty c6 cép hitu han, nhung né cé thé duoc ding dé chimg minh mét diém hiru ty c6 cap
khong hiru han.
2.2.5.5 Pinh ly Mazur

- Pinh Iy Mazur sau day cho mot mé ta ciu triic ciia nhém C(Q)tor

Pinh Iy 71: Cho C 1a mot duong cong bac ba hitu ty, khong suy bién va gia sir ring
C(Q) chira mot diém co cép hiru han m thi 1<m <10 hay m =12 . Hon nira, tap hop cac
diém c6 cap hitu han trén C(Q) 1a mot nhém con cia C(Q) ¢ dang sau:
i) Mot nhom cyclic c6 cdp N voi I <N <12 hay N =12
ii) Tich cuia mot nhom cyclic c6 cdp 2 va mdt nhom cyclic ¢6 cdp 2N voi
I<N<4
- Pinh 1y trén chi ra rang s& khong c6 diém hitu ty xodn co cap 16n hon 12, khéng co
diém hitu ty xodn co cap 11.
2.2.5.6 Uy (x)
- Gia st rang ta da tim duogc tat ca nhing diém hitu ty xodn ctia mot cép nao d6 thay
vi tim kiém tat ca nhimg diém hiru ty xoan. Muc 2.2.5.2 va 2.2.5.3 di chi ra nhitng diém
x0dn co cap 2 va 3.
* V§i cap 3 ta dung
{08 (x)= 3x4 1 dax3 +6bx2 +12cx + (4ac— b2)

3 2

* Vi cap 2 ta ding 1y (x)=x> +ax“ + bx + cma nhimng nghiém tuong tng voi
nhiing gia tri cua duong cong elliptic khi y = 0.
*Tw4P=0=>2P=-2Pchota

by (x)=4y x0 + 5bx4 + 20cx3 — 5b2x2 — 4bex —8c? — b3



- Nhimg nghiém cua phuong trinh {4 (x)=0c6 thé dugc dung dé tim nhing diém

x04n c6 cap 4.
- Khi 4 (x) =0 cho ta diém cap 2 (tng voiy=0) hay

x0 + sbx —|—2ch3 —5b2x2 — 4bex —8c2 — b3 = 0 cho ta diém c6 cap 4.

- Tir d6, ta c6 thé tim ra biéu thic \p (x) v6i moi s nguyén n ma nghiém cia
Pp (x) 1a nhitng gid tri x cla mdi diém co bac n. Néu n >4, tap hop cac biéu thirc dé quy
tiép tuc cho phép ta mot cach thire d& dang dé tinh ¥y, (x).

Diing ), (x) =2y va 13 (x) = 3x* +4ax> + 6bx? +12¢x + (dac—b?) Ta ¢ :

Dinh nghia 72 :

o1 (X) =0 (00 (%) =y ()0, 4y (x)° v6in>2

D (%) Vg4 () g (X =y ()b g (x|
wzn (X) = 2y vol n >3

- Luu y ngan vé& {p (x): nhitng nghiém cua nhitng da thirc nay la nhirng diém xodn
c6 cip n. Nhitng da thic nay chtra ca nhimg diém hitu ty xodn va khong hitu ty xodn cia
mot duong cong dugce cho. Khi phan tich nhimg da thirc nay thanh thira s6, ta thiy rang
khong ¢ gia tri x nguyén, hay khong c6 nghiém nguyén dan dén gid tri y nguyén. Khi d6
s€ khong cé diém hiru ty x04n cua cép do6. Hon nira, 15 (x) s€ co it nhét mot nghiém thuc,
tuy nhién s& khong bao gid c6 nghiém nguyén. Do 13 két luan tryc tiép tir dinh 1y Mazur.
2.3 MOT SO THUAT TOAN XAC PINH PIEM XOAN HUU TY TREN

PUONG CONG ELLIPTIC
2.3.1 Gidi thi¢u

- Cho K 1a mét truong s6 va E 1a mot duong cong elliptic trén K . Theo dinh 1y
Mordell- Weil [Sil 86] thi ta c6 E(K) (nhém cac diém hitu ty trén K ) 13 mot nhom hiru

han sinh . Diéu d6 c6 nghia la E(K) nhom céac diém hitu ty x6an trén K 1a hiru han .

tors
Bay gio ta s& tip trung vao truong hop K = Q Pinh 1y Mazur [Sil 86] gidi thiéu cho ta vé

nhom E(K)tors



- Mot phuong phap dung dé tinh téan nhitng diém hitu ty xoan trén duong cong
elliptic 1a dung dinh 1y Nagell — Lutz [Sil 86] . Piéu cbt 15i ctia phuong phép nay 1a su
phan tich thanh thira s6 biét thirc ctia duong cong elliptic va biét thirc nay ¢ thé co nhiing
wéc s6 chinh phuong , dan dén viéc toi wu tinh toan . Phuong phap nay khong con phu hop
cho dén khi Doud [Dou 98] phat hién ra thuét téan thoi gian da thirc st dung nhiéu k¥
thuat giai tich phuc tap va thuc hién theo thoi gian bac ba ma kich co nguén vao la kich c&
ctia hé s cua dudng cong elliptic

- Thut téan “ Thoi gian bac hai mém ” (“ Mém ” 14 noi ma sy phan tich logarith
khong tn tai ) duoc phat trién bai Garcia —Selfa duya trén viéc tinh téan trén dang *“ Tate ”
co ban cua duong cong elliptic .Qua trinh d6 dung thuét téan
“ Tim cin bac hai Loos ” va khong sir dung dén bat ky diéu gi vé sy lién quan giira biét
thitc ctia Fy, va biét thirc ciia dudng cong elliptic . Do d6 mét sé nguyén t6 khac duoc dung
dé tinh nhimng nghiém ciia Fy, v6i mdi m

- Chung ta ciing chi y dén méi quan h¢ gitta A(fy,) biét thic clia fyy, cia m - da
thirc chia va A biét thurc cia duong cong elliptic . Vi viéc sir dung
Magma va Pari —~GP , ta c6 thé tinh toan biét thirc ctia nhitng da thirc véi gia tri m da nho

ma cho ta sy v6c doan sau :

m-1 d(d-1)
5 ,d-1 6 _
(-1) 2 m“ A m=2k+1,k eZ
Alfm) = d(d-1)
24md_4A 6 m=2k .k €Z

Vi d= deg(fy)
2.3.2 Cac da thure chia

- Cho K 1a mét truong sd va K 1a bao dong dai sé cia K . Cho E 1a mot dudng
cong elliptic trén K cho boi dang Weierstrass : y2 =x3 +ax+b véi a,beR va R 1a vanh
cac sb6 nguyén cua K

Pinh 1y 73:  E(K)[m]=(Z/mZ)x(Z/mZ) [Sil 86]

- Pinh nghia vy, nhu sau:



V=1 5wy =2y ;yj =3x% + 6ax2 +12bx —a2
Yy = (2X6 +10ax4 +40bx> —10a2x2 — 8abx — 2a> —16b2 )

_ 3 3
Yokl = V2V ~Vi-1Vi k=2

2 2
(‘Vk+2‘Vk—1 ~Vk—2VYk+1 )Yk
V2

k>2

Yok =

ym khim=2k+1,keZ

- Dinh nghia véim>2: fi, = ymy khim=2k keZ
L) ’

- Toa d6 x cua nhitng diém m —xodn cia E twong Gng v&i nhitng nghiém cua
fm[BSS 99] . Cho PeE(K) sao cho P khong la diém xodn cép hai . Do do
PeE[m]ef (X(P)) =0

2 ) 2 _
nfumléva d=

<y N LA ) ;e m X 1~ N 1A LA
-Giasud labaccua fj, véi d= néu m chan va h¢ so

L, . \ £ , . M o ,
cao nhat cua fj;; 1a mnéum 1€ va 5 néu m chan trong g6 m> 2.

- Gia sir S 12 mién nguyén v6i truong thuong L va bao déng dai sé L . Ldy ge S[X]
v6i n 1a bac cua g va le(g) 1a hé sé cao nhit . Gia str o la nhiing nghiém cia g trong L

n(n-1)
-1 R '
.Ta dinh nghia biét thic ctia g la : A(g) :( ) 21(g) (2.2 Véi R(g , g’) 1a tich chap

cunagvag’ .

' 2
Taco : A(g)zlc(g)n_l+deg(g )'l<'£['< (oci —ijj
<i<j<n

- Cho f=x*+ax +b va A(f)= —(4a3 + 27b2) , thi biét thirc ctia dudng cong elliptic
dwoc xéc dinh 14 : A(E)= —16(4a3 +27b2) . Tir day , ta s& luon gia thiét ring E 1a mot

duong cong elliptic trén Q dugc cho boi y2 =x3 +ax+b véi a,beZ .Diéu d6 din dén



cac da thire chia co hé s6 nguyén va biét thirc Alfm)eZ, diéu nay 1a rd rang do dinh dinh
nghia céc biét thirc dudi dang ma tran Sylvester [Coh 00]
B6 dé74: Chom=2k+1>11asbnguyén,taco

Lf]f
2. 22‘f'm
3. mly'm
4 md'l‘A(fm)
Chung minh :
1) Ta cod f3' =12f : b6 dé dung . Ta chimg minh cho trudng hop cac chi sé 1é ( truong
hop chi s6 chin twong tu )
- Gid sir f|f; v6imoiilé vai<m. Cho kla motsd I¢, taco
3 -
Vo = fopn = fk+2fk3 - (fk—l‘lfz )(fk+1‘|fz) = fk+2fl§ - fk—lfk3+l\|jg = fk+2fk3 -2 f1<—1f1§+1fz Mat
Khdc £, = 067 + 367, ~ 2% (640 ) 17~ 26 LT
f chia hét f,,, va f, do gia thiét quy nap , do d6 f chia hét mdi hé sb trong f,, , . Dic bigt f
chia hét f,,,, , trai lai f,, | s& c6 cac nghiém lip
2) Chimg minh tuong tu 1
3) Cho mdi gid tri m , thi m|(y2 ) vapy yi v6ip la sd nguyén té 1é
[Cas 49]. Gia st m=]]p; v6i pi 1a s6 nguyén t5 1& . Do & phan trén m|y, v, nén
pi|\|fm\|f'm va do do cling co pi/{/ Yy - Do do pi|\|f'm va m|\|f'm

4) Tu phén 3, ta c6 lc(fyy) = m va dinh nghia cua céc bi¢t thuc , cac hé ) fr'n duoc lap

m? -1

lai trong dong

B6 dé 75 :Cho m = 2k > 2 1a s6 nguyén thi :



1. K|A(fm)

2. 22‘f'm
3. m/A(fy)
Churng minh :
1) Taco: le(fy)=k va h¢ s ciax’ ' cia f;, 13 0 Xét ma tran két hop R (fiy,f'm)-
\ 2 _ 2
Cot déu tién cia ma trdn o6 gid tr 1a k tai vi trf (131) va k™ 4 fai [m 5 4,1} va 0 tai
. . o . mZ-4 . .
cac vi tri con lai . Cot tho 2 c6 gid tr1 1a k tai vi tri (2,2) va k tai vi tri

2_
[m 3 4+1,2} va 0 tai cac vi tri khac . Do d6 kz‘R(fm,f'm) va k|A(fy ) do dinh nghia

biét thurc .
2)
- Taco 22‘11 : bd d& dung véi truong hop co ban

- Gia sir 2°|f; v6iichin,i<m.Bay gio

1

for = (fk+2fk2—1 ~fiofiy )fk + (fl'<+2fk2—1 i 26 fi Bl — 260, )fk
Gia st rang k 1¢ ( twong tu cho truong hop k chin ) , tir bd dé trén ta biét 2* chia hét
f.;f, ,:f._, . Do gia thiét quy nap , 2° ciing chia hét f,_,f,, .
Do do 2°|f,,

Bo dé 76 : Gia nguyén t6 ctia A(f, ) = gia nguyén t6 ciam U gid nguyén t6 cia
A, v6im> 2 1a sé nguyén

Chitng minh : Ta c6 2 va m chia hét A(fm) . Do d6 ta chi can chtng minh rang khi
(m ; p) = 1 thi gi4 nguyén t6 ctia A(f,,) béng voi tap hop nhimg sb nguyén t6 ma E c¢6 su
rit gon xau trén Q

- Cho E 14 1 dudng cong elliptic trén Q, . Cho L la sy m¢ rong hitu han cua Q .

Cho p= (71:) 1a s6 nguyén t trong p vanh cac sé nguyén cua L, E, la truong phandu vae 1a



chi s6 r& nhanh
- Gia su x:uzx'+r;y=u3y'+ su’x'+t la phép doi toa do duoc cho bai dang
Weierstrass thu gon ddi véi E/L xac dinh boi E’ .Biét thitc A' cua E’ théa min
1 _ -12
VP(A )—Vp<u A)
- Gid su x; va X, 1<i<d la nhitng nghiém ctia da thirc m - chia két hop v6i E va E’

tuong itng . Voii#j ,taco

v (x;—x’.)zv - =v
2 2 2
p J p u u p u

Do 6 v, (x; =x;)=2v, (u) + v, (x; —x;)

-Ké tiép , ta xét gia tri cua biét thirc cia da thic m- chia bac m lién két cua E trén

Q,

vy (A(E,))

- Viy, ta c6 thé gia st rang (m, p) = 1 , cha ¥ ring v, () =ev, () .Viv, (m) =0,ta

(2d-2)v, (Ie(f, )+ 21 > d(2vp (u)+v, (x; - X; ))
SIS
c6 v, (Ie(f,))=v,(m)=0 khim & va v, (lc(f,))=v, @j = 0khi m chén
Trirong hop 1 : Cho E 1a mot duong cong elliptic ma co su rat gon tét trén @p . bat

L=Q, (E(@p)[m]) 1a mot mé rong hiru han cua Q, sao cho trén d6 E co sy rat gon tbt

A
[Sil 94] nghia la v (A')=0 va v, (u)= Vpl(z )

Hon nita , 4nh xa thu gon déng du p:E(L)[m]— E(Fp)[m] 1a phép nhing [Sil 86]

(ménh d& VIL3.1) va do d6 v, (x; —x;)=0 véi i vatacs v, (A(f,))= d(d6_ D) v, (A)
Do d6 , néu p 1a sb nguyén t6 cho sy thu gon tét trén E/Q thi p HA(f,) va néu p 1a

sb nguyén t6 clia sw thu gon khong tét thi p|A(f,,)



Truong hop 2 : Cho E la mot dudng cong elliptic v6i sy thu gon tich trén Q, . Cho
Lo Qp (E(@p)[m]) 1a mét mé rong hiru han cta (@p sao cho E c¢6 sy thu gon tich nghia 1a

Vo (C4)

v, (A")>0 va v, (0'4):0 . Ta biét ring v, (c;)zvp (u_4c4) nén v, (u)= s . Do d6

V(A =D, (a) v, (D) + X 20, (xi-x) 20

I<i<j<d

Bay giv', v, (A)+ Vo (j) phu thudc vao E c6 su thu gon tich hay tong trén Q, . Trong mdi
truong hop thi ludn ton tai i va j sao cho v, (X; — X}) >0 .Dodo v, (A(fm)) >0 . Do do

néu p 1a sd nguyén 6 cia sy rat gon khong tdt ( tich hay tong ) ctia E trén Q thi p|A(fm)

2.3.3 Thuat toan
Pinh ly 77 : [Sil 86] (Nagell- Lutz) Cho E 1a m¢t duong cong elliptic trén Qvdi

dang Weierstrass y*> =x” +ax+b véi a;beZ . Gia s rang O =P €E(Q),_ . thi x(P),
\ _ 2 3 2
y(P) €Z va y(P) = 0 hay y(P) ‘(4&1 +27b?)

Pinh ly 78 : [Sil 86] ( Mazur)

Z/nZ 1<n<10;n=12 (i)
E =
<Q)t°rs {Z/2Z xZ/2nZ ~ 1<n<4 (ii)

- Gia stt PeE(Q),_ thi x(P) 1a nghiém ctia x* + ax + b — y(P)’ va do Nagell — Lutz

3 2
ta cO y(P)2‘<4a3 +27b2> dan dén X(P)‘(b —M] voi

k

k €Z . Do dé, toa do ciia nhitng diém xodn 1a O(C) véi C= max(‘a3 bz‘)

b

- Sau day 1a bo dé Hensel :



B0 dé79:ChoueZ, vah eZ [x], lay k théa pk‘h'(u) va gia sir rang p"**|h(u)
p “h(u)
voin>kbat §=-——+va v=u-9 thi
p "h'(w)

h(v) ; p*[h'(v)

B6 dé trén di din dén mot phuong phap hiéu qua dé tim ra nhiing diém duoc tao tir

v=umodp" ; p™"

nhitng nghiém ciia da thirc ma dam bao rang qua trinh s& khong ton qua nhiéu thoi gian (
softly — linear time )

- Nhu da trinh bay & phén gidi thiéu , thuat téan dugce thuc hién nhu sau : Cho mot
duong cong elliptic E trén QQ , ta xem né nhu la mét duong cong trén Q, va tim nhiing
diém m — xodn Q, - hitu ty va sau do ta kiém tra xem chiing c6 thudc E((@) . S6 nguyén t6
1 dugc chon sao cho su thu gon E trén Q, 1a tdt . Nhiing ) nguyén m dugc chon dua trén
dinh ly Mazurla:2 ,3,4,5,7,8,9

Gia st rang ta mudn tinh nghiém cta cac da thic m - chia . Néu 1 > 2 1a mot s6
nguyén td val m thi bo ﬁi’é trén cho ta nhitng nghiém cua f,, 1a phan biét dong du 1 .V6i bd
dé Hensel , ta c6 thé 1ay ra mot nghiém F, cua f,, trén Q, v61 k=0 .Trong truong hop néu p

1a s6 nguyén tb tot cho sy thu gon va p'|mthi ta c6 thé lay mot nghiém F, cua fpi va dung
bd d& Hensel véi k =1 [Sat 00]

B6 dé 80: Cho E 1a mot dudng cong ordinary trén Q, cho boi dang Weierstrass y: =
X’ + ax +b co sy thu gon tdt tai p véi p > 2 vaab # 0 . Gia st E(QY)|p' [#0 . Néu
Pe E(Q;r )[pi] 1a mot diém khong tam thuong thi v, (8\|/pi (X(P))) =i.

- B6 @8 trén dong vai trd quan trong trong thuat toan . Néu sé nguyén td dugc chon 1a
3,5, 7 thi ta tinh duogc diém 3,9 ,5, 7 — xodn .

- B6 dé dugc dung cho nhitng dudng cong elliptic ordinary do d6 trudc khi ap dung
bd d& , ta phai loai bo nhing trudng hop supersingular . Qua trinh dudi day 1a cach dé kiém
tra tinh supersingular [BSS 99]: Cho E 1a mot duong cong elliptic trén (@p ma co6 sy thu

gon tot tai p . E supersingular néu



*p25va #E(F,)=p+1
*p=2,3 va #E(F,)=Lp+12p+1
Thuit téan :
Pau vao : Cho mot dudng cong elliptic E co dang y* =x’ + ax + b véi a;beZ
Pau ra : (T;t); véi TeE(Q)[t] vai=1;2 vanhiing diém sinh cua E(Q)tors
1. Chon mot sé nguyéntd1>2val A
2. Diing ftinh E(Q,)[2] A
3. r«<#E(Q)[2]-1. Lay R, ....R, 14 toa d6 x cta nhiing diém khong tam thuong
4. Néur =0 thi
(@) Chop=3,5,7 va thyc hién nhu sau :
(i) Néup f #E(Fl) thi quay tro lai bat dau ctia qua trinh 1ap va thyc hién lai véi
sd nguyén t6 ké tiép
(ii) Dung f, tinh Q e E(Q |[p]\{O}
(iii) Néu Q ¢ E(Q) thi quay tré lai bit dlu clia qué trinh 1dp va thuc hién lai v6i
sd nguyén t6 ké tiép
(iv)Néup=5, 7 tr6 lai (Q.p)
(v) Néu 32‘#E(F1) thi

+ Dung fy tinh Se E(Q) |[9]\E(Q;)[3] - Néu S¢ E(Q) thi 6 lai (Q;3)
va trai lai thi quay vé (S;9)
+ Truong hop khac tré lai (Q;3)
(b) Tro lai (O;1)
5.Néur=1 thi
(a) V6ip =3, 5 thuc hién nhu sau :
(i) Néu p A #E(Fl )[p] thi quay tro lai diém bat dau cua qua trinh 13p va thyuc hién

lai v&i s0 nguyén to ke ti€p



(ii) Dung f, tinh Q e E(Ql)[p] \{0)
(iii) Néu Q ¢ E(Q) thi quay tr¢ lai diém bét dau ciia qua trinh 1ap va thuc hién lai
v6i s6 nguyén t6 ké tiép
(1v) U« R +Q
(v) Néup=5.7 tro lai (U,10)
(vi) Néu 4/ #E(F,) thi trd lai (U,6)
(vii) Dung fytinh V e E(Q )[4]\E(Qy)[2]
(viii) Néu V € E(Q) thi
+Tré lai (V+Q,12)
+ Hodc tro lai (U, 6)
(b) Néu 4 ,}/#E(Fl) thi tré lai <R1,2>
(c) Dung fytinh W e E(@l)m\E(@l)[z]
(d) Néu W e E(Q)thi

+Néu8 { #E(F) thi trd lai (W, 4)

+ Dung fstinh Z € E(@l)[s]\ E(@l)[4]

+Néu Z e E(Q)thi
* Tro lai (Z,8)
* Hoac tro lai (W,4)
(e) Tro lai <R1,2>

6. Néur =3 thi
(a) Thuc hi¢n nhu sau :

(i) Néu 3 ¥ #E(F, ) thi thoat vong lap

(ii) Dung f3 tinh Q e E(Ql)[3] \ {0}



(iii) Néu Q e E(Q)thi
A.U<R+Q
B. Tré lai (U,6) va (R,,2)
(b) Thuc hi¢n nhu sau :
(i) Néu 8 f #E(F)) thi 6 lai <R1,2> va <R2,2>
(ii) Dung f; tinh W e E(Ql)[ﬂ\E(Ql)[z]
(iii) Néu W e E(Q)thi
* Néu 16 y#E(F) thi tro lai (W,4) va (R,,2)
* Dung fg tinh Z E(Ql)[SJ\ E(Ql)[4]
* Néu Ze E(Q)thi
- Tré lai (Z,8) va <R2,2>
- hay tro lai (W34) va (R,;2)
(c) Tré lai <R1,2> va <R2,2>
B6 dé 81 : Thuat toan 1a thoa yéu cau
Chitng minh : Néu #E(Q)[2]=4 thi do dinh 1y 78 , chung 1a truong hop (ii) cua
Mazur .Nguoc lai néu trudng hop (ii) xay ra thi do gia thiét #E(Q)[2] =1,2 dan dén mau
thuan
- Chon s6 nguyén t6 1 > 2 sao cho E ¢6 su thu gon tdt tai 1 va do d6 anh xa thu gon
E(Q,)[m]— E(F)[m] 1a phép nhing véi tit ca m théa
(m,l)=1[Sil 86] . Hon nita 4nh xa E(Q)[p] > E(Q, )[p] 1a phép nhing
- Do @6 trudc tién chung ta tinh nhimg diém trén E(@l)[Z] va kiém tra xem néu
chung ta 6 1, 2, 4 diém trén E(Q)[2] .

2.3.4 Sy phan tich thoi gian hoan thanh :



- Cho M(N) 1a cic toan tir bit can thiét dé thyc hién phép nhén hai s6 c6 kich ¢cd N .
Chung ta gia sir rang thudt toan nhan s6 nguyén nhanh nhat gidng nhu Schonhage —
Strassen [GG 99] dugc dung trong truong hop M(N) = O(NlogNloglogN) = O(N)
- Mot s6 nguyén c6 kich ¢ N c6 thé dugc biéu dién p —adically bang cach dung dé
quy dé tim ra su chuyén ddi co sé [GG 99] trén thoi gian O(M(Nlog p)log N)
- Pé tim ra s6 nguyén td 1, ta tinh f va nhitng da thirc m- chia véi
m=3, 4,5 7,8 9 va kich ¢c& ctia cic hé sb cua nhirng da thac bi gidi han boi
O(logC)=0(logA)
- Trong trudng hop d6 16n cla s6 nguyén tb nay 1a O(logA) thi thoi gian dé tinh
#E(Fl) 1a khong dang ké va nghiém F, — hitu ty cta cac da thirc chia la O(log A)
- Khi ta tim duoc mot nghiém gan ding ta ding phép nang Hensel dé tinh chinh xac
Q, - hiruty .
2.3.5 Biét thirc cua cac da thire DIV :
- Khi tinh toan biét thurc cta céc da thirc m - chia , ta tim dugc mot cong thuc dugc
biéu thi qua A(fm) , hé s6 m ,va biét thirc ciia dudng cong elliptic E
- Dung Magma chay trén PentiumIV 1.80Ghz ; 128MB Ram ; Windows XP , ta

tinh dugc bi¢t thirc theo bang sau :

m | d A(fm) Thoi gian
304 $A2 0

46| 244245 0

5112 sl1422 0.047s

6 16| 1412 540 0.234s

7 24| 723,02 7.407s

8 130 | 24g26 4145 | 1ph0.437s

9 40| 939,260 15ph 56.953s
10 48| 2410#4 4376 | 1h 34ph 37.984s




11160 _{159 2590 | 13h 15ph 27.812s

1270 | 141,66 1805 | 50h 36ph 25.907s

- Dya vao trén , ta c6 gia thuyét sau :

ml d(d-1)
(-1) 2 m%'A 6 khim=2k+l,k €Z
Alfm )= d(d-1)
24md—4A 6 khim=2k,keZ

Duya trén b dé 76 , ta thay rang , gia thuyét trén xay ra khi

(m, p)=1vaE la dudng cong elliptic c¢6 su thu gon 6t trén Qp -Dua trén do , ta thu dugc

vai két qua nhu trén [BH 05]

Bo @& 82 : Gia thuyét trén diing khi m = p 1a s6 nguyén t6 1¢ va E 1a mot dudng

cong elliptic thu gon t6t trén (@p
Chitng minh: Cho L =Qp (E(QTP)[m]) la sy mo rong hiru han cua Qp sao cho
trén d6 E c6 su thu gon t6t nghia Ia Vp (A")=0 va vp(u)=vp(A)/12 va lc(fp ) =p
Truong hop 1 : Gia sit E trén B la mot duong cong elliptic si€u ky di . Khi do
E(Fp)=0 va E(L)[p]=E(L)[p]
- Cho t; Ia nhiing toa d§ dia phuong cua nhitng diém ma toa do x 1a Xi vatoadoy
\ re s A WA 4 L, 3 s _4—2 012 3 Y o 43 , 2
la duong . Xét cac hé so t; ta biét rang X =t —at] +0 &) vay =-t.-+at +0(t | .
Do dé
Vol x: =% |=vp [ 72 —t72 J=vp [t =t |+ vp [t +t; |—2v (t-)—2V t.
P71 7 Pl ] Pl1 7 P17 P\1 Pl

- Véimdii, tacd vy(t) > 0 vi nhitng tham sO dia phuong 1a nhitng phan tor cua
mot nhom dudng cong elliptic tirc 13 phan tir ciia ideal t6i dai ctia vanh cac s6 nguyén cua L
2

.Tabiétti;titj;lskjsm va



_ € e \ A
Vp(ti)— 2_1_2d vo1 moi 1 [BG 03], va ta co t1®tJ

t, +tj + hé sb cua bac cao hon

cua nhitng hang tr nay . Do do vp (ti @tjj =Vp (ti +tj) vi gia tri ctia cac hé s bac cao

hon thuc su tat ca nhirng gia tri con lai . Tuong tu nhu thé Vp(ti O ) = vp(ti— 1) .

: L ) (F2)e
Do d6 Vp(xi—xjj— d ——%
-Taco
d(d-1) o
Vp(A(fp))=(2d—2)Vp(p)+ g Vp(A)+2lsi<stde(Xi_ij
d(d-1 — d(d-1
—(2d=2)e+ (6 )VP(A)+2d(d—l)2§:(d—l)e+ (6 )VP(A)

-Do 6 vp (A(fp))=d-1+ d(d6_l)vp(A)

Truong hop 2 : Cho E trén Fy la mot duong cong elliptic ordinary . Do d6

E(Fp)[p]=Z/pZ va ddy khop ngin 0—E;(L)[p] > E(L)[p] > E(F,)[p] >0 la déng

céu véi day ngan 0 — Z/pZ —Z/pZxZ/pZ. —Z/pZ —0
-Dbiat (Q)=E(L)[p] va PeE(L)[p]\E(L)[p] thi

v,(X)= [T (X-x(iQ)) [T (X-x(iP+jQ))

pl 1<i<PLo<icp1
2
- Cho t; 12 tham s6 dia phuwong cua diém iQ , ta co v, (t) 1

[BG 03].Do do :



2

- X(iP)— X(jQ)

. -2 2 3
—x(1P)—t. +a’t-+0(t-)
-2 _ .2 (t3)—x(iP) ( ) J J J

—
+
=)

—
-t

—. W

N —

1- x(iP)th - a’t;

N
+
(e

Py
-t

—.

2
n).3
-1-y(iP)t; +a’t; :
2( ( )J } —x(iP)—tj_2+a’tJ2+0(tJ3-)
2

2 +ax(iP)y(iP) ¢ + ... - x(ip) - > +arf +0(1])

=157 +2x(iP) + 2y (iP)t; + 3x (iP) "t

= x(iP) + 2y(iP)t; + 3x(ip)* & +ae? + 0 )

-Taxét : Y 2Vp(x;—x’.)

o J
I<i<j<d

DT 2y, (x(0)-x(Q))=2(-2)

1si<j<P! p-1 }
2
- e (p-1)p

) X 2 (x(Q)-x(P+kQ))=2(2)———;

I<i JSPT_l;OSkSp—I pP—- 1 2

2

3) 2v, (x(iP+ j,Q) - x(iP + j,Q)) =2 © 'p(pzl)

1S1Sp7_1 0<ji<jo<p-1 -1 2

Y Y 2y (x(iP+jQ)-x(i,P+jQ)) =0

.ooopl
1S11<12SPT;OSJ1<J2Sp—1

5) > 2v, (x(ilP +5Q)—x(i,P + sz)) =0
lsi1<izsp7_l;03 j1<ip<p-1

6) > 2Vp(x(i1P+j1Q)—x(iZP+j2Q)):O
1Si1<i2SpT_1;0£j2<jlgp_1

Taco:



oy 2Vp<xg —X3)

I<i<j<d

. i d(d-1) S
vp (A(fp ))—(2d 2)Vp(p)+76 Vp(A)+2l$i§j£de[ : Jj
d(d-1)

d(d-
. Vp(A)—(d—l)e:(d—l)e+(6I)VP(A)

=(2d-2)e+

d(d-1)

Do d6 v, (A(f,))=d -1+ v,(4)

B6 dé duoc ching minh
2.4 MOT SO CAC KET QUA TREN CAC PUONG CONG PAC BIET
Thi du 38 :

- Cho duong cong y* +y=x"—x*— 10x — 20 . Ta s& bién d6i lai

2
y2+y:{y+éj —i:x3—x2—10x—20

- Cong i vao cac vé va thay Y = y+é , ta thu dugc
Y2:X3—X2—10X—20+411

- Viéc d6i bién nay dan dén viéc thay d6i hé truc ma hé tryc mdi Y bang truc cii
cong thém % Thyc hién sy thay doi y= Y va x=d%x . Thay Y = d_3§/ va x =d2x ,

ta co

47637 =465 —g4%? —10d_2§—20+i

Tur day , nhan thém d® vao toan bo biéu thirc , ta thu dugc :

o _ _ 6
y2 :x3 —d2)<2—10d4x—20d6 +d4

3

Cho d =2, ta thu duoc : 512 _X0 — %2 —160x —1264

Thi du 39 :



- Tim C(Q),,,.ddi véi dudng cong y*=x’ + 4 (a=0,b=0,c =4, D=432)

tor
- Nhiing gia tri c6 thé cua yla {0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,6,—6,12,-12}

3 3

=—4 = x ¢ Z = khong c6 diém tmg véiy =0
3

0=0=x"+4=x

tH = l=x>+4=>-3=x>>xeZ = khong c¢6 diém tmg véiy = +1
D =d=x+4=x3=0=>x=0= (0:2) va (0 ; -2)

3oxeZ= khéng co diém Gmg véiy = +3

+3=9=x3 +4=>5=x
+4=516=x> +4=>12=x> = x ¢ Z => khong c6 diém tmg véiy = +4
+6=36=x>+4=32=x> > xeZ= khong ¢6 diém tmg véiy = +6
+12 =144 =x3 +4 =140 =x° = x ¢ Z = khong ¢6 diém g véiy = £12
Tét ca nhitng diém c6 thé 1a : (0,2) — 2(0,2)=(0,-2) = 2P=-P = cap 3
(0,-2) = 2(0,-2)=(0,2)= 2P =-P = cép 3.

O — cép 1.

Do d6 C(Q),r =105 (0,2):(2,-2)} .

CAu trac cta C(Q);,, 1a mot nhom cyclic cap 3.

tor



KET LUAN

Ngoai phan kién thirc chuan bi va mot s6 ndi dung trinh bay cac phuong phap mé ta
dudng cong Elliptic theo cac quan diém khac nhau , trong Luan van da tiép can mot sb y
tuong khai thac cac dac trung dinh tinh ctia duong cong Elliptic dugc mo ta qua cac dinh ly
Nagell — Lutz , Mordell — Weil va Mazur dé tim hiéu phuong phéap xay dung thuat toan xac

dinh cac diém hitu ty xodn trén duong cong Elliptic
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