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MỞ ĐẦU 
1. Lí do chọn ñề tài 

Số học là một phân nhánh toán học lâu ñời nhất và từng là sơ cấp 

nhất, ñược hầu hết mọi người sử dụng ở các mức ñộ khác nhau, từ 

những công việc thường nhật, kinh doanh, cho ñến các tính toán 

khoa học. Số học cũng là lĩnh vực tồn tại nhiều nhất những bài toán, 

những giả thiết chưa có câu trả lời; trên con ñường tìm kiếm lời giải 

cho những giả thuyết ñó, nhiều tư tưởng lớn, nhiều lý thuyết lớn của 

toán học ñã nảy sinh. Các bài toán số học nâng cao thường xuyên có 

mặt trong các ñề thi vô ñịch toán trong và ngoài nước. Vì thế, trang 

bị những kiến thức cơ bản cũng như nâng cao về số học cho học sinh 

ngay ở bậc phổ thông là công việc hết sức cần thiết.  

Khi giải các bài toán số học chúng ta vận dụng rất nhiều kiến 

thức. Có thể kể ra những kiến thức cơ bản như: lý thuyết chia hết, 

ước chung lớn nhất, bội chung nhỏ nhất, các số nguyên tố, lý thuyết 

ñồng dư… Vận dụng các kiến thức cơ bản này như thế nào ñể giải 

hiệu quả một bài toán số học ñã luôn là một vấn ñề mà ña số học sinh 

lúng túng.  

Một trong những kiến thức nâng cao mà học sinh cần hiểu biết 

thấu ñáo ñể có thể áp dụng giải những bài toán số học là về các hàm 

số học. Đây là một mảng kiến thức hay, nhưng khá khó ñối với nhiều 

học sinh.  

Xuất phát từ những vấn ñề nêu trên tôi quyết ñịnh chọn ñề tài: 

“ Các hàm số học: lý thuyết và ứng dụng”  với hy vọng sẽ tìm hiểu 

sâu về lý thuyết và ứng dụng của các hàm số học ñể góp phần làm 

phong phú thêm các kết quả trong lĩnh vực này.   

2. Mục ñích và nhiệm vụ nghiên cứu 

Trong chương 1 của luận văn, chúng tôi trình bày cô ñọng một số 

kiến thức có liên quan về lý thuyết chia hết, ñồng dư. Nội dung của 
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chương này là những kết quả sẽ thường xuyên ñược sử dụng trong 

các chương sau. 

Chương 2 dành cho lý thuyết tổng quan về các hàm số học và giới 

thiệu khá ñầy ñủ các hàm số học thường dùng. 

Trong chương 3, chúng tôi trình bày các phương pháp và kỹ thuật 

áp dụng các hàm số học ñể giải các bài toán; tuyển chọn và xây dựng 

một hệ thống các bài toán (theo mức ñộ khó dễ khác nhau) phù hợp 

với từng phương pháp. Chúng tôi sẽ ñầu tư ñể: 

- Tuyển chọn một hệ thống các bài tập số học có liên quan ñến 

các hàm số học và ñây cũng là những bài toán gặp ở các kì thi, có thể 

giảng dạy ñược cho học sinh giỏi ở các cấp ñộ khác nhau. 

- Phân loại các bài toán theo các phương pháp giải khác nhau. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

   3.1 Đối tượng nghiên cứu: Các hàm số học (lý thuyết và ứng 

dụng). 

   3.2 Phạm vi nghiên cứu: Lý thuyết và ứng dụng các hàm số học ñể 

giải các bài toán số học.  

4. Phương pháp nghiên cứu 

Nghiên cứu tài liệu, phân tích, giải thích, ñánh giá, tổng hợp. 

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của ñề tài 

Xây dựng một giáo trình có tính hệ thống với thời lượng thu gọn, 

có thể giảng dạy ñược cho các học sinh chuyên toán bậc trung học 

phổ thông. 

Xây dựng ñược một hệ thống các bài toán với các mức ñộ khó dễ 

khác nhau. 

6. Cấu trúc luận văn 

Luận văn ñược chia thành ba chương:  
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Chương 1. NHỮNG KI ẾN THỨC LIÊN QUAN 

Chương này trình bày vắn tắt các kiến thức cơ bản có liên quan 

ñến các hàm số học như lý thuyết chia hết, lý thuyết ñồng dư …, làm 

cơ sở ñể xây dựng lên lý thuyết của các hàm số học và ñồng thời áp 

dụng trong việc giải các bài toán số học. 

Chương 2. CÁC HÀM SỐ HỌC 

Đây là chương lý thuyết, chương này trình bày khá ñầy ñủ về 

ñịnh nghĩa và các tính chất của các hàm số học; từ các hàm số học ñã 

biết ta mở rộng thêm các tính chất, thiết lập thêm một số hàm số học 

khác nữa. Bên cạnh ñó, nêu lên các vấn ñề có liên quan ñến các hàm 

số học, chẳng hạn như ñối với hàm Euler thì có liên quan ñến những 

kiến thức cơ bản về căn nguyên thủy; nghiên cứu khá ñầy ñủ các 

kiến thức về các số như: số hoàn hảo, số siêu hoàn hảo, số thiếu, số 

thừa, số Mersenne, vì các số này ñược xây dựng dựa trên các hàm số 

học. 

Chương 3: MỘT SỐ BÀI TOÁN ỨNG DỤNG 

Đây là chương áp dụng lý thuyết của chương hai, nó gồm các 

dạng toán như: mở rộng thêm các tính chất của các hàm số học; các 

bài toán về ước số, bội số; các bài toán về ñẳng thức số học; các bài 

toán về bất ñẳng thức số học; các bài toán về các số nguyên tố, số 

hoàn hảo, số thiếu, số thừa, số Mersrenne. Các bài toán này hầu hết 

ñược dịch và giải từ các bài toán chưa có lời giải cụ thể nào trên 

cuốn sách Elementary Number Theory and Its Applications của tác 

giả Kenneth H.Rosen. Các bài toán ñó ñược xây dựng trên cơ sở từ 

dễ ñến khó, từ bài toán nhỏ ñể xây dựng một bài toán lớn và áp dụng 

các kiến thức của các hàm số học ñể giải, tạo nên một hệ thống khá 

phong phú, tiếp cận ñược với các ñề thi học sinh giỏi các cấp. 
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Chương 1 

NHỮNG KI ẾN THỨC LIÊN QUAN 

1.1. Lý thuyết chia hết 

1.1.1. Phép chia hết; phép chia có dư 

Định nghĩa 1.1. ([08]) Cho a, b là hai số nguyên bất kỳ, b khác 0. 

Nếu tồn tại số nguyên q sao cho a bq=  thì ta nói a chia hết cho b 

hay a là bội của b ( );a bM  ta cũng nói b chia hết a hay b là ước của a 

(b|a). 

Mệnh ñề 1.1. ([01]) Giả sử a, b, c là các số nguyên. Nếu a|b, b|c thì 

a|c. 

Mệnh ñề 1.2. ([01]) Giả sử a, b, c, m và n là các số nguyên. Nếu c|a 

và c|b thì c|(ma+nb). 

Tính chất 1.1. 

a)   Nếu a bM và 0a ≠  thì ;a b≥  

b)  Nếu a bM  và b aM  thì ;a b=  

c)  a bM  ⇔ am bmM  ∀m∈ * .Z  

Định nghĩa 1.2. ([03]) Giả sử a, b là hai số nguyên và 0.b >  Ta nói 

rằng số a chia cho số b có thương là q và số dư là r, nếu a có thể biểu 

diễn bằng ñẳng thức ,a bq r= +  trong ñó ,q r ∈�  và 0 .r b≤ <  

Định lý 1.1. ([03])  

1.1.2. Số nguyên tố, số chính phương 

1.1.2.1. Số nguyên tố 

Định nghĩa 1.3. ([01]) Số nguyên p > 1 ñược gọi là số nguyên tố nếu 

p chỉ có hai ước dương là 1 và chính nó. Số nguyên lớn hơn 1 không 

phải là số nguyên tố ñược gọi là hợp số. 

Bổ ñề 1.1. ([01]) Mỗi số nguyên dương lớn hơn 1 ñều có ước nguyên 

tố. 

Định lý 1.2. ([01]) Tồn tại vô hạn số nguyên tố. 
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Định lý 1.3. ([01]) Cho hai số nguyên a, b và số nguyên tố p. Khi ñó 

nếu p|ab thì p|a hoặc p|b. 

Định lý 1.4. ([01]) Nếu n là một hợp số, thì n có ước nguyên tố 

không vượt quá n    

Định lý 1.5. ([01])  

Định lý 1.6. ([01])  

1.1.2.2. Số chính phương 

Định nghĩa 1.4. A ñược gọi là số chính phương khi và chỉ khi 
2A a=  với a là một số nguyên. 

Tính chất 1.2. ([04]) 

1.1.3. Uớc số chung lớn nhất  

1.1.3.1. Ước chung lớn nhất 

Định nghĩa 1.5. ([01]) Ước chung lớn nhất của hai số nguyên a và b 

không ñồng thời bằng 0 là số nguyên lớn nhất chia hết cả a và b. 

Ta dùng kí hiệu ( , )a b ñể chỉ ước chung lớn nhất của các số 

nguyên a và b (không ñồng thời bằng 0).  

Định nghĩa 1.6. ([01]) Các số nguyên a và b (không ñồng thời bằng 

0) ñược gọi là nguyên tố cùng nhau nếu ( , ) 1.a b =  

• Nhận xét: ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), (0, )a b a b a b b a n n= = =  nếu * ,n∈�  nên 

ta chỉ cần quan tâm ñến ước chung lớn nhất của các số nguyên 

dương. 

Mệnh ñề 1.3. ([01]) Giả sử a, b, c là các số nguyên, ( , ) .a b d=  Khi 

ñó ta có: 

a) , 1
a b

d d
  = 
 

; 

b) ( , ) ( , ).a cb b a b+ =  
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Định nghĩa 1.7. ([01]) Nếu a và b là các số nguyên, thì tổ hợp tuyến 

tính của  a và  b là một tổng có dạng ,ma nb+  trong ñó m, n là các 

số  

nguyên. 

Định lý 1.7. ([01]) Ước chung lớn nhất của các số nguyên a và b 

không ñồng thời bằng 0 là số nguyên dương nhỏ nhất biểu diễn ñược 

dưới dạng một tổ hợp tuyến tính của a và b. 

Hệ quả 1.1. ([01]) Hai số nguyên a và b nguyên tố cùng nhau khi và 

chỉ khi tồn tại các số nguyên m và n sao cho 1.ma nb+ =  

Định nghĩa 1.8. ([01]) Giả sử *2 ,n≤ ∈�  1 2, ,..., na a a  là các số 

nguyên không ñồng thời bằng 0. Ước chung lớn nhất của chúng là số 

nguyên lớn nhất chia hết mỗi số 1 2, ,..., .na a a  Ta kí hiệu ước chung 

lớn nhất ñó bởi 1 2( , ,..., ).na a a  

Bổ ñề 1.2. ([01]) Giả sử *3 ,n≤ ∈�  1 2, ,..., na a a là các số nguyên mà 
2 2

1 0.n na a− + ≠  Khi ñó  

1 2 1 2 1( , ,..., ) ( , ,...,( , )).n n na a a a a a a−=  

Định nghĩa 1.9. ([01]) Ta nói rằng các số nguyên 1 2, ,..., na a a  (không 

ñồng thời bằng 0) là nguyên tố cùng nhau ñồng thời nếu 

1 2( , ,..., ) 1.na a a =  Các số nguyên ñó là nguyên tố cùng nhau từng ñôi 

một nếu với mọi cặp , ( )i ja a i j≠ trong tập hợp, ta có ( , ) 1.i ja a =  

1.1.3.2. Thuật toán Euclid 

Thuật toán Euclid. ([01])  

Bổ ñề 1.3. ([01]) Giả sử c, d, q và r là các số nguyên, ñồng thời 

.c dq r= +  Khi ñó 2 2 0c d+ ≠ nếu và chỉ nếu 2 2 0,d r+ ≠  hơn nữa 

( , ) ( , ).c d d r=    

1.1.4. Các ñịnh lý cơ bản của số học 
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Định lý 1.8. ([01]) Mọi số nguyên lớn hơn 1 ñều biểu diễn ñược một 

cách duy nhất dưới dạng tích các số nguyên tố, trong ñó các thừa số 

nguyên tố ñược viết theo thứ tự không giảm. 

Mọi số nguyên  n lớn hơn 1 ñều viết ñược dưới dạng 
1 2

1 2 ... ,knn n
kn p p p=  trong ñó 1( )k

i ip =  là các số nguyên tố ñôi một khác 

nhau, còn 1( )k
i in =  là các số nguyên dương; còn nói n có dạng phân 

tích tiêu chuẩn ra thừa số nguyên tố. 

Bổ ñề 1.4. ([01]) Giả sử a, b, c là các số nguyên, ñồng thời 

( , ) 1, .a b a bc=  Khi ñó .a c   

Hệ quả 1.2. ([01])  

Định nghĩa 1.10. ([01]) Bội chung nhỏ nhất của hai số nguyên 

dương a và b là số nguyên dương nhỏ nhất chia hết cho a và b. Kí 

hiệu [ ], .a b  

Bổ ñề 1.5. ([01])  

Định lý 1.9. ([01]) Giả sử a, b là các số nguyên dương. Khi ñó  

[ , ]
( , )

ab
a b

a b
= , 

trong ñó [ ],a b  là bội chung nhỏ nhất, ( , )a b  là ước chung lớn nhất 

của hai số. 

Bổ ñề 1.6. ([01]) Giả sử m, n là các số nguyên dương nguyên tố cùng 

nhau. Khi ñó, nếu d là một ước dương của mn, thì tồn tại cặp duy 

nhất các ước dương 1d  của m, 2d  của n sao cho 1 2d d d= . Ngược lại, 

nếu 1d  và 2d  là các ước dương tương ứng của m và n, thì  1 2d d d=  

là một ước dương của mn. 

1.1.5. Các số Fermat 

Bổ ñề 1.7 (Phân tích Fermat, [01]).  

Mệnh ñề 1.4. ([01]) Số Fermat 
52

5 2 1F = +  chia hết cho 641. 

Bổ ñề 1.8. ([01])  
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Định lý 1.10. ([01])  

Định lý 1.11. ([01])  

1.2 Lý thuyết ñồng dư 

1.2.1. Khái niệm cơ bản 

Định nghĩa 1.11. ([01]) Cho m là một số nguyên dương; a, b là các  

số nguyên. Ta nói rằng a ñồng dư với b môñulô m  nếu m|(a-b). Khi 

a  

ñồng dư với b môñulô m, ta viết  a ≡ b (mod m). 

Nếu a không ñồng dư với b môñulô m, ta viết  a ≡ b (mod m). 

Mệnh ñề 1.5. ([01]) Nếu a, b là các số nguyên thì a ≡ b (mod m) khi 

và chỉ khi tồn tại số nguyên k sao cho a=b+km. 

Định nghĩa 1.12. ([01]) 

1.2.2. Các tính chất 

Mệnh ñề 1.6. ([01]) Giả sử m và 1( )n
i im =  là các số nguyên dương. 

Quan hệ ñồng dư môñulô m thỏa mãn các tính chất sau ñây: 

a) (Tính phản xạ). Nếu a là một số nguyên, thì  a ≡ a (mod m). 

b) (Tính ñối xứng). Giả sử a, b là các số nguyên. Khi ñó, nếu 

(mod )≡a b m  thì  b ≡ a (mod m). 

c) (Tính bắc cầu). Giả sử a, b, c là các số nguyên. Khi ñó,   

nếu  a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m) thì  a ≡ c (mod m). 

d) Giả sử a, b, c là các số nguyên. Khi ñó, nếu a ≡ b (mod m) thì  

a+c ≡ b+c (mod m). 

e) Giả sử a, b, c là các số nguyên. Khi ñó, nếu a ≡ b (mod m) thì  

ac ≡ bc (mod m). 

f)  Giả sử a, b, c, d là các số nguyên. Khi ñó, nếu a ≡ b (mod m) 

và c ≡ d (mod m) thì  a + c ≡ b + d (mod m). 

g) Giả sử a, b, c, d là các số nguyên. Khi ñó, nếu a ≡ b (mod m) 

và c ≡ d (mod m) thì  ac ≡ bd (mod m). 
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h)  Nếu a ≡ b (mod m) và k là số nguyên dương thì  

(mod ).k ka b m≡  

i)  Nếu a ≡ b (mod m) và 0<dm thì a ≡ b (mod d). 

j)  Nếu ab ≡ ac (mod m) và (a, m) =d  thì b ≡ c (mod 
m

d
). 

k)   a ≡ b (mod im ) (i =1, 2,…, n) ⇔ a ≡ b mod [ ]1 2. ... .nm m m    

l) Giả sử 1 2, , ..., nr r r  là một hệ thặng dư ñầy ñủ môñulô n 
*( )n∈�  

và m, r là các số nguyên với ( , ) 1.m n =  Khi ñó, 

1 2, ,..., nr m r r m r r m r+ + +  cũng là một hệ thặng dư ñầy ñủ môñulô n. 

Ghi chú: 

1. Ba tính chất a)-c) của Mệnh ñề 1.6 nói rằng quan hệ “ñồng dư 

môñulô m” là một quan hệ tương ñương trên tập �  các số nguyên; vì 

thế, nó phân hoạch tập �  thành m lớp ñồng dư (mod m), mỗi lớp có 

dạng  { }/ (mod )a x x a m= ∈ ≡�  với a∈� . 

2. Năm tính chất d)-h) của Mệnh ñề 1.6 nói về việc có thể làm các 

phép toán số học trên các ñồng dư thức với cùng môñun. Năm tính 

chất ñó gộp lại thì tương ñương với hệ quả sau ñây: 

Hệ quả 1.3.  

1.2.3. Đồng dư thức tuyến tính 

Định nghĩa 1.13. ([01])  

Định lý 1.12. ([01])  

Định nghĩa 1.14. ([01])  

Mệnh ñề 1.7. ([01])  

1.2.4. Định lý Trung Quốc về phần dư 

Định lý 1.13. ([01])  

Bổ ñề 1.9. ([01])  

Bổ ñề 1.10. ([01])  
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Định lý 1.14. ([01])  

1.2.5. Định lý nhỏ Fermat và ñịnh lý Wilson 

Định lý 1.15 (Định lý Wilson, [01]).  

Định lý 1.16. ([01])  

Định lý 1.17 (Định lý nhỏ Fermat, [01]).  

Hệ quả 1.4. ([01])  

Hệ quả 1.5. ([01])  

Hệ quả 1.6. ([01])  

Chương 2 

CÁC HÀM SỐ HỌC 

2.1. Định nghĩa hàm số học và tính chất cơ bản 

2.1.1 Định nghĩa hàm số học 

Định nghĩa 2.1. ([08]) Hàm số học là hàm xác ñịnh trên tập hợp các 

số nguyên dương. 

2.1.2 Tính chất nhân tính và cộng tính của hàm số học 

Định nghĩa 2.2. ([08]) Một hàm số học f ñược gọi là có tính chất 

nhân (hay hàm nhân tính) nếu với mọi số nguyên dương m, n nguyên 

tố cùng nhau, ta có: ( ) ( ) ( ).f mn f m f n=  Trong trường hợp ñẳng 

thức ñúng với mọi m, n (không nhất thiết nguyên tố cùng nhau), hàm 

f ñược gọi là một hàm có tính chất nhân ñầy ñủ (hay tính chất nhân 

hoàn toàn). 

Định lý 2.1. ([08]) Giả sử f là một hàm có tính chất nhân, và 
1 2

1 2 ... kaa a
kn p p p=  là phân tích tiêu chuẩn của n ra thừa số nguyên tố. 

Khi ñó   
1 2

1 2( ) ( ) ( )... ( ).kaa a
kf n f p f p f p=  

Định nghĩa 2.3. ([08]) Một hàm nhân tính ñược gọi là hàm nhân 

mạnh nếu và chỉ nếu  ( ) ( )kf p f p=  với mọi số nguyên tố p và mọi 

số nguyên dương k. 
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Định nghĩa 2.4. ([08]) Một hàm số học  f  thỏa mãn ñẳng thức  

( ) ( ) ( )f mn f m f n= + với tất cả các số nguyên dương nguyên tố 

cùng nhau  m và n ñược gọi là một hàm cộng tính; nếu công thức trên 

thỏa với mọi số nguyên dương m và n thì  f ñược gọi là một hàm 

hoàn toàn cộng tính (hay cộng tính ñầy ñủ). 

2.2. Hàm Möbius và công thức nghịch ñảo của Möbius. 

2.2.1. Hàm Möbius 

Định nghĩa 2.5. ([08]) Hàm MÖbius là hàm số học µ  ñược xác ñịnh 

bởi µ(1)=1 và, khi n>1,  
                              

( 1)
( )

0

 −
= 


k

nµ  

Mệnh ñề 2.1. ([08])  Hàm MÖbius là hàm nhân tính. 

Định nghĩa 2.6. ([08]) Cho f  là hàm số học. Hàm “tổng giá trị của f 

trên các ước dương” là hàm F ñược xác ñịnh bởi:  

0

( ) ( )
d n

F n f d
<

= ∑ . 

Định lý 2.2. ([08]) Giả sử f(n) là một hàm có tính chất nhân. Khi ñó 

hàm 

0

( ) ( )
d n

F n f d
<

= ∑  

cũng có tính chất nhân. 

Định lý 2.3. ([05]) 

                            
0

1
( )

0<


= 


∑
d n

dµ  

Định nghĩa 2.7. ([05]) Cho f và g là các hàm số học, ta gọi tích 

Dirichlet của f và g là hàm số học *f g ñược xác ñịnh bởi công 

thức: 

nếu n là tích của k số nguyên tố ñôi một phân biệt  

trong các trường hợp khác. 

nếu n=1 

trong trường hợp khác. 
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0

( * )( ) ( ) ( ).
d n

n
f g n f d g

d<

= ∑  

Định lý 2.4. ([05]) Nếu f và g là các hàm nhân tính thì tích Dirichlet 

f*g cũng là một hàm nhân tính. 

Định nghĩa 2.8. ([05]) Ta ñịnh nghĩa các hàm số học: 

a)   I(n)=1 với mọi n∈ * ,�  

b) 
1

( )
0

e n


= 


                                                  

Định lý 2.5. (Tính chất của tích Dirichlet, [05]) Cho f, g, h là các 

hàm số học. Khi ñó: 

a)   * * ;f g g f=  

b)  ( * ) * * ( * );f g h f g h=  

c)  * * ;f e e f f= =  

d)  * * ;f I F I f= =  

e)   * .I e=µ  

2.2.2. Công thức nghịch ñảo Möbius 

Định lý 2.6 (công thức nghịch ñảo Möbius, [08]). Giả sử f và F là 

các hàm số học liên hệ với nhau bởi công thức: 
*

0

( ) ( ) .
d n

F n f d n
<

= ∀ ∈∑ �  

Khi ñó:   

*

0

( ) ( ) ( ) .
d n

n
f n d F n

d
µ

<

= ∀ ∈∑ �  

Chú ý rằng mệnh ñề ñảo của ñịnh lý 2.6 cũng ñúng. 

Định lý 2.7. ([08]) Nếu với mọi số nguyên dương n,   

0

( ) ( ) ,
<

 =  
 

∑
d n

n
f n d F

d
µ  

thì  

nếu n=1 

trong trường hợp khác. 
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*

0

( ) ( ) .
d n

F n f d n
<

= ∀ ∈∑ �  

2.3. Hàm Euler và căn nguyên thủy 

2.3.1. Hàm Euler 

Định nghĩa 2.9. ([01]) Hàm Euler * *: →� �ϕ  (còn gọi là Phi-hàm 

Euler) là hàm số học có giá trị tại *∈�n  bằng số các số nguyên 

dương không vượt quá n và nguyên tố cùng nhau với n. 

Định nghĩa 2.10. ([01])  

Định lý 2.8. ([01])  

Định lý 2.9. (Định lý Euler, [01]). Giả sử m là số nguyên dương và a 

là số nguyên với (a, m)=1. Khi ñó ( ) 1(mod ).ma m≡ϕ  

Định lý 2.10. ([01]) Số nguyên dương p là số nguyên tố khi và chỉ 

khi ( ) 1.p p= −ϕ  

Định lý 2.11. ([01]) Giả sử p là số nguyên tố và a là số nguyên 

dương. Khi ñó  1( ) .a a ap p p −= −ϕ  

Định lý 2.12. ([01]) Nếu m, n là các số nguyên dương nguyên tố 

cùng nhau, thì  ( ) ( ). ( ).mn m n=ϕ ϕ ϕ  

Định lý 2.13. ([01]) Giả sử 1 2
1 2 ... kaa a

kn p p p=  là phân tích tiêu chuẩn 

của n ra thừa số nguyên tố. Khi ñó 

1 2

1 1 1
( ) (1 )(1 )...(1 ).

k

n n
p p p

= − − −ϕ  

Định lý 2.14. ([08]) Giả sử n là một số nguyên dương lớn hơn 2. Khi 

ñó ϕ(n) là một số chẵn. 

Định lý 2.15. ([08]) Giả sử n là một số nguyên dương. Khi ñó  

0

( ) ,
<

=∑
d n

d nϕ  

trong ñó tổng ñược lấy theo mọi ước dương của n. 

2.3.2. Căn nguyên thủy 
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Định nghĩa 2.11. ([01])  

Định lý 2.16. ([01])  

Hệ quả 2.1. ([01])  

Hệ quả 2.2. ([01])  

Định nghĩa 2.12. ([01]) Nếu r và n là các số nguyên nguyên tố cùng 

nhau, n>0, ñồng thời ord ( ),nr nϕ=  thì r ñược gọi là một căn nguyên 

thủy môñulô n. 

Định lý 2.17. ([01])  

Định lý 2.18. ([01])  

Hệ quả 2.3. ([01])  

Định lý 2.19. ([01])  

2.4. Hàm σσσσ(n), hàm ττττ(n), hàm σσσσk(n), hàm  Liouville, hàm số ωωωω(n), 

hàm S(n), hàm g(n) và h(n). 

2.4.1. Hàm σσσσ(n), hàm ττττ(n), hàm σσσσk(n) 

Định nghĩa 2.13. ([08]) Hàm tổng các ước dương, kí hiệu qua σ, 

ñược xác ñịnh bởi: σ(n) bằng tổng mọi ước dương của số nguyên 

dương n. 

Định nghĩa 2.14. ([08]) Hàm số các ước dương, kí hiệu qua τ, ñược 

xác ñịnh bởi: τ(n) bằng số các ước dương của số nguyên dương n. 

Hệ quả 2.4. ([08]) Các hàm σ(n) và τ(n) có tính chất nhân.  

Bổ ñề 2.1. ([08]) Giả sử p là số nguyên tố, a là số nguyên dương. Khi 

ñó  
1

2 1
( ) 1 ...

1

a
a a p

p p p p
p

+ −= + + + + =
−

σ , 

   ( ) 1.ap a= +τ  

Định lý 2.20. ([08]) Giả sử số nguyên dương n có phân tích ra thừa 

số nguyên tố 1 2
1 2 ... .saa a

sn p p p=  

Khi ñó 
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1 2
111 1

1 2

11 2

1 2
1

111 1
( ) . ... ,

1 1 1 1

( ) ( 1)( 1)...( 1) ( 1).

js
aaa a s
js

js j

s

s j
j

ppp p
n

p p p p

n a a a a

+++ +

=

=

−−− −= =
− − − −

= + + + = +

∏

∏

σ

τ
  

Định nghĩa 2.15. ([08]) Hàm ( )k nσ  là hàm tính tổng các lũy thừa 

bậc k của các ước dương của n. Kí hiệu  
0

( ) .k
k

d n

n dσ
<

= ∑  

Định lý 2.21. ([08]) Hàm kσ  có tính chất nhân. 

Định lý 2.22. ([08])  

Định lý 2.23. ([08])  

Định lý 2.24. ([08]) Nếu n có phân tích tiêu chuẩn ra thừa số nguyên 

tố dưới dạng 1 2
1 2 ... maa a

mn p p p=   thì  

1 2
1 2

1

1
( ... )

1

i

m

ka km
aa a i

k m k
i i

p
p p p

p

+

=

−
=

−∏σ . 

2.4.2. Hàm  Liouville, hàm số ωωωω(n), hàm S(n), hàm g(n) và h(n). 

Định nghĩa 2.15. ([08]) Hàm Liouville là hàm số học λ  ñược xác 

ñịnh như sau: (1) 1=λ và 1 2 ...( ) ( 1) + + += − mn α α αλ  nếu *1< ∈�n có phân 

tích thành thừa số nguyên tố 1 2
1 2 ... .= m

mn p p pαα α   

Định lý 2.25. ([08]) Hàm Liouville là hàm nhân tính ñầy ñủ. 

Định lý 2.26. ([08]) Với n là một số nguyên dương thì 

       
0

0

( ) 0

( ) 1

d n

d n

d

d

λ

λ
<

<

 =



=


∑

∑
 

Định nghĩa 2.17. ([08]) Hàm số học *: →� �ω  ñược cho bởi: 

( )nω là số ước nguyên tố của n. 

Định lý 2.27. ([08])  

nếu n không là số chính phương 

nếu n  là số chính phương. 
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Định nghĩa 2.18. ([02]) Cho n là số nguyên dương. Ta ñịnh nghĩa 

hàm S(n) là tổng các chữ số của n, khi biểu diễn nó trong hệ thập 

phân. 

Mệnh ñề 2.2. ([02]) Cho n là số tự nhiên dương, ta có: 

a) ( ) (mod9);S n n≡  

b)  0 ( ) ;S n n< ≤  

c) ( ) 1 9;S n n n= ⇔ ≤ ≤  

d) ( ) ( ) ( ),S m n S m S n+ ≤ +  với mọi m, n nguyên dương; 

e) ( ) ( ). ( ),S mn S m S n≤  với mọi m, n nguyên dương; 

Định nghĩa 2.19. ([02]) Cho n là số nguyên dương. Ta ñịnh nghĩa 

hàm g(n) là tổng các chữ số biểu diễn trong hệ nhị phân của n. 

Định nghĩa 2.20.([02])Cho n là số nguyên dương. Ta ñịnh nghĩa 

hàm h(n) là số nguyên k không âm lớn nhất sao cho n chia hết cho 

2 .k  

Bổ ñề 2.2. ([02]) Hàm h(n) là hàm cộng tính ñầy ñủ. 

Mệnh ñề 2.3. ([02])  

2.5. Số hoàn hảo, số thiếu, số thừa và số Mersenne. 

2.5.1 Số hoàn hảo, số thiếu, số thừa. 

Định nghĩa 2.21.([08]) Số nguyên dương n ñược gọi là số hoàn hảo 

nếu 2 ( ).n n= σ  Số nguyên n gọi là k-hoàn hảo nếu ( ) .n kn=σ  Một 

số nguyên dương n ñược gọi là số siêu hoàn hảo nếu ( ( )) 2 .n n=σ σ  

Định lý 2.28. ([01])  

Định lý 2.29. ([01])  

Định nghĩa 2.22. ([08]) Cho n là một số nguyên dương, ta nói n là số 

khuyết nếu ( ) 2 ;n n<σ  và ta nói n là số thừa nếu ( ) 2 .n n>σ  Mỗi số 

nguyên là một số khuyết, hoặc là số hoàn hảo, hoặc là số thừa. Số 

nguyên n ñược gọi là k-số thừa nếu ( ) ( 1) .n k n> +σ   

Hai số nguyên dương m, n ñược gọi là một cặp số thân tình nếu  
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( ) ( ) .m n m n= = +σ σ  

Định lý 2.30. ([08])  

Định lý 2.31. ([08]) 

Định lý 2.32. ([08]) 

2.5.2. Số Mersenne 

Định nghĩa 2.23. ([01]) Nếu m là số nguyên dương thì 2 1m
mM = −  

ñược gọi là số Mersenne thứ n. Hơn nữa, nếu p là số nguyên tố thì 

pM  ñược gọi là số nguyên tố Mersenne. 

Định lý 2.33. ([01])  

 

Chương 3 

MỘT SỐ BÀI TOÁN ỨNG DỤNG 

3.1. Các bài toán về tính chất của các hàm số học. 

Bài toán 3.11. Chứng minh rằng:   

((10 1) ) 9kS m k− =  

 với mọi số nguyên dương m và k mà 10 .km≤  

Giải: 

Trước hết xét trường hợp 10 .km<  Khi ñó 1 2... .10t
sm a a a= với 

* , , , 0.ss t s t k a∈ ∈ + ≤ ≠� �  Thực hiện phép trừ 

1 210 ... 10k t k
sm a a a += cho m (ñể ñược (10 1) )k m− như hình minh họa, 

ta thấy: 

{1 1 1 1((10 1) ) ( ... ( 1)9...9(9 )...(9 )(10 ))− −− = − − − −k
s s s sS m S a a a a a a  

                         

1 1

1 1

( ) 1 9( ) ( (9 )) (10 )

9( ) 9 9( 1) 9 .

s s

i s i s
i i

a a k s a a

k s s k

− −

= =

= + − + − + − + −

= − + + − =

∑ ∑  

Vậy trong trường hợp này, ñiều phải chứng minh là ñúng. Cuối cùng, 

khi 10km= (lúc ñó 1, , 1ss t k a= = = ) thì  

(k-s) chữ số 9 
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{{

2(10 1) 10 10 9...90...0k k km− = − =  nên cũng có ((10 1) ) 9 ,kS m k− =  

ñiều phải chứng minh.  

{

{

{ {

1 1

1 1

1 1 1 1

... 00...0 ........................................... 00...0 ( .10 )

... 00...0 ( )

... ( 1)99...9 (9 )...(9 )(10 )00...0 ( (10

k
s s

s s

k
s s s s

a a a m

a a a m

a a a a a a

−

−

− −


 =

−
 =




− − − − = −

64444444744444448

144444424444443

M M M

1) )m

Hình minh họa phép trừ .10km cho m  (trong trường hợp < 10km ) 

3.2 Các bài toán về ước số, bội số  

Bài toán 3.15. Với số nguyên dương n nào thì ( )nϕ  chia hết cho 4 ? 

Giải:  

1) Theo kết quả của bài toán 3.14, nếu n có 2 ước nguyên tố lẻ 

khác nhau thì 2( ) 2 4.n =Mϕ  

2) Vậy ta chỉ còn phải xét trường hợp 2 ;k sn p=  trong ñó, p là 

một số nguyên tố lẻ và ,k s∈� . Lúc này: 

  (i) Với 3,k ≥  hiển nhiên ta có 1( ) (2 ) 2 4.k knϕ ϕ −=M M  

 (ii) Với k=2 thì ( ) (4) ( ) 2 ( )s sn p pϕ ϕ ϕ ϕ= =  nên 

( ) 4 ( ) 2 1sn p s⇔ ⇔ ≥M Mϕ ϕ  (theo bài toán 3.14) 

 (iii) V ới { }0,1k ∈  thì (2 ) 1k =ϕ , suy ra 

( ) (2 ) ( ) ( );k s sn p pϕ ϕ ϕ ϕ= =  

nên  

t+k chữ số 0 

t chữ số 0 k chữ số 0 

t 

t chữ số 0 

t 

t chữ số 0 k-s chữ số 9 

k chữ số 9  k chư số 0 
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1

( ) 4 ( ) 4

1

( 1) 4

1

1 4.

1

1(mod 4)

s

s

n p

s

p p

s

p

s

p

ϕ ϕ

−

⇔
≥

⇔  −

≥
⇔  −

≥
⇔  ≡

M M

M

M

 

Kết hợp các trường hợp 1), 2(i), 2(ii), 2(iii) ta thấy ( ) 4n Mϕ khi và chỉ 

khi n có ít nhất 2 ước nguyên tố lẻ, hoặc 8nM , hoặc n chia hết ñồng 

thời cho 4 và một số nguyên tố lẻ, hoặc n chia hết cho một số nguyên 

tố p mà 1(mod4).p ≡   

Bài toán 3.19. Chứng minh rằng không có hai số nguyên dương 

khác nhau nào có tích các ước dương bằng nhau. 

Giải: 
Theo bài tập 3.12, ta có tích các ước dương của số nguyên dương 

n là 
( )

2

n

n
τ

. 

Giả sử có hai số nguyên dương m, n khác nhau có cùng tích các 

ước dương, tức là  
( ) ( )

2 2

m n

m n=
τ τ

. 

Ta suy ra  
( ) ( )m nm n=τ τ . 

Đẳng thức này chứng tỏ rằng số nguyên tố p là ước của m khi và 

chỉ khi nó cũng là ước của n. Đặc biệt, ta có thể viết: 

1 1

,i i

s s
a b
i i

i i

m p n p
= =

= =∏ ∏  
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với 1( )s
i ip =  là s số nguyên tố ñôi một phân biệt; 1( )s

i ia =  và 1( )s
i ib =  

là 2s số nguyên dương *( )s∈� . Đẳng thức ( ) ( )m nm n=τ τ  ñược viết 

lại thành 

( ) ( )

1 1

;i i

s s
a m b n
i i

i i

p p
= =

=∏ ∏τ τ  

và do tính duy nhất của phân tích tiêu chuẩn ra thừa số nguyên tố, 

ta thấy 

{ }( ) ( ) 1;2;...;i ia m b n i s= ∀ ∈τ τ  

                               1 2

1 2

( )
... .

( )
s

s

aa a n

b b b m
⇒ = = = = τ

τ
                     (3.5) 

Nếu ( ) ( )m n<τ τ  thì (3.5) kéo theo  

1 1 2 2, , ..., s sa b a b a b> > >  

1 1

( ) (1 ) (1 ) ( ),
s s

i i
i i

m a b n
= =

⇒ = + > + =∏ ∏τ τ  

vô lý! Tương tự; nếu ( ) ( )m n>τ τ  ta cũng gặp mâu thuẫn. Cuối 

cùng, khi ( ) ( )m n=τ τ  thì m=n; từ ñó, suy ra ñiều phải chứng minh. 

3.3 Các bài toán về ñẳng thức số học: 

Bài toán 3.27. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho  

( ) ( ) 2 .n n n+ =ϕ σ  

Giải: 

Rõ ràng, nếu n=1 thì ( ) ( ) 1 1 2 ;n n n+ = + =ϕ σ  còn nếu n là một số 

nguyên tố thì ( ) ( ) ( 1) ( 1) 2 ;n n n n n+ = − + + =ϕ σ  vậy n thỏa yêu cầu 

của bài toán. 

Bây giờ, giả sử 1n >  và n không nguyên tố. Khi ñó ( ) 2.k n= >τ  Ta 

liệt kê tất cả các ước dương của n theo chiều tăng: 

1 21 ... .kd d d n= < < < =  
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có ñúng ( )n n−ϕ số nguyên dương m không vượt quá n mà 

( , ) 1.m n ≠  Mỗi số m như thế phải là bội của một id  nào ñó với 

2 .i k≤ ≤  Mặt khác, dễ thấy; số bội nguyên dương không vượt quá n 

của id  là ;
i

n

d
 suy ra  

                                         
2

( ) .
k

i i

n
n n

d=
− ≤∑ϕ                                    

(3.6) 

Dấu “=” không xảy ra ở (3.6) do 2k >  và do trong vế phải số bội 

nguyên dương không vượt quá n của kd n=  ñã ñược kể trong số bội 

nguyên dương không vượt quá n của 2 2 2(1 , ).d d n d n< <  Vậy, 

1
2 2

( ) ( )
k k

k i k
i ii

n
n n d n d

d + −
= =

− < = = −∑ ∑ϕ σ  

                               ( ) ( ) 2 .kn n n d n⇒ + > + =ϕ σ  

Kết luận: n thỏa yêu cầu bài toán khi và chỉ khi n=1 hoặc n là số 

nguyên tố. 

3.4 Các bài toán về bất ñẳng thức số học 

Bài toán 3.34. (Taiwan 1998) Với mỗi số nguyên dương n kí hiệu 

ω(n) là số các ước số nguyên tố của n. Tìm số nguyên dương k bé 

nhất sao cho với mọi số nguyên dương n,   

                                               ( ) 42 n k n≤ϖ .                                  
(3.13) 

Giải: 

Nếu 1n =  thì ( ) 0n =ω  nên ( ) 42 1.n k n k≤ ⇔ ≥ω  

Đặt 0 1 22 ...p p p= < < <  là dãy tăng tất cả các số nguyên tố. Với 

mỗi *2 ,n≤ ∈�  tồn tại một chỉ số *i ∈�  sao cho 

0 1 2 1 0 1 2... ...i ip p p p n p p p p− ≤ <     

( )n i⇒ ≤ω  và  
( )

4 4
0 1 2 1

2 2

...

n i

in p p p p−

≤
ω

. 
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Do ñó nếu lấy: 

1 2 3 4 6

4 4 4 4 4

2 2 2 2 2
max 1, , , , ,...

2 2.3 2.3.5 2.3.5.7 2.3.5.7.11.13

4,8 5

k
           = =          
           

= =  

thì k thỏa (3.13) với mọi * .n∈�  Chỉ cần chọn 2.3.5.7.11.13n = , ta 
thấy 5k = chính là số bé nhất thỏa yêu cầu bài toán. 

Ghi chú. 

1) Với mỗi ,x∈�  ta dùng x    ñể ký hiệu số nguyên bé nhất 

không bé hơn x (phần nguyên trần của số thực x) và x   ñể ký hiệu 

số nguyên lớn nhất không vượt quá x (phần nguyên nền, cũng là 

phần nguyên “thông thường” của số thực x). 

 Ví dụ: 4,8 5, 4,8 4.= =        

 2) Do 4
6 17 2p = >  nên 

6

44
0 1 2 1

2 2

... 2.3.5.7.11.13

i

ip p p p−

<  

khi 7.i ≥  

3.5 Các bài toán về các số nguyên tố, số hoàn hảo, số thiếu, số 

thừa, số Mersrenne. 

Bài toán 3.46. (Russia 2000). Chứng minh rằng: 

a) Nếu một số hoàn hảo lớn hơn 6 và chia hết cho 3 thì nó chia 

hết cho 9. 

b) Nếu một số hoàn hảo lớn hơn 28 và chia hết cho 7 thì nó chia 

hết cho 49.   

Giải:  

Giả sử { }3,7p∈  và n là một số hoàn hảo chia hết cho p nhưng 

không chia hết cho 2.p  Đặt 2an pm=  với *, ,a m∈ ∈� �  và 

( ,2 ) 1.m p =  Khi ñó:      
1 12 2 ( ) (2 ) ( ) ( ) (2 1)( 1) ( ).a a apm n n p m p m+ += = = = − +σ σ σ σ σ  
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Vì { }3,7p∈  nên p+1 là lũy thừa của 2, suy ra 12 1.a p+ ≥ +       (3.19) 

Do ñó,  
1 1

1
1

1 1

2 (2 1)( 1) ( )

1
2 (1 )( 1) ( )

2
1

2 (1 )( 1) ( ) 2 ( )
1

a a

a
a

a a

pm p m

p m

p m p m
p

σ

σ

σ σ

+ +

+
+

+ +

= − +

= − +

≥ − + =
+

 

                     ( ).m mσ⇒ ≥                                                           (3.20) 

Rõ ràng (3.20) phải trở thành ñẳng thức và do ñó (3.19) cũng trở 

thành ñẳng thức. Suy ra:  1m=  và 12 1.a p+ = +  

Từ ñó: 

Với 3p =  thì ( , ) (1,1),m a =  suy ra 12 2 .3.1 6.an pm= = =  

Với 7p =  thì ( , ) (1,2),m a =  suy ra 22 2 .7.1 28.an pm= = =  

Vậy, nếu một số hoàn hảo lớn hơn 6 (tương ứng, 28) và chia hết cho 

3p =  (tương ứng, 7p = ) thì nó chia hết cho 2 9p =  (tương ứng, 
2 49p = ). 

 

KẾT LUẬN  

Có thể nói luận văn ñã phần nào ñạt ñược mục tiêu ñề ra ban ñầu. 

Cụ thể trong luận văn chúng tôi ñã thực hiện ñược một số nội dung 

sau: 

1) Nghiên cứu các tài liệu khác nhau và trình bày lại lý thuyết các 

hàm số học theo một thể khép kín trên cơ sở những hiểu biết mà 

chúng tôi ñã ñạt ñược trong quá trình nghiên cứu, tìm tòi. Bên cạnh 

ñó, chúng tôi cũng dành một số phần trong luận văn ñể tìm hiểu 

những vấn ñề có liên quan như căn nguyên thủy, số hoàn hảo, số siêu 

hoàn hảo, số thiếu, số thừa, số Mersenne. 
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2) Áp dụng lý thuyết ñể ñưa ra lời giải hoàn chỉnh cho một số bài 

toán có liên quan. Các bài toán này ñược chúng tôi sưu tầm từ các tài 

liệu khác nhau ở trong và ngoài nước (hầu hết là các bài toán chưa có 

sẳn lời giải, hoặc chỉ có hướng dẫn ngắn gọn). Trong luận văn này, 

lần ñầu tiên chúng tôi có dịp tìm hiểu các ñề thi chọn học sinh giỏi 

Toán Quốc gia và Quốc tế liên quan ñến các hàm số học. Từ ñây 

chúng tôi cũng ý thức ñược và ñịnh hướng cho mình những nghiên 

cứu dài hơn cho công tác bồi dưỡng học sinh giỏi ở trường chúng tôi 

sau này. 

Tuy nhiên ñây là ñề tài bao gồm nhiều mảng kiến thức liên quan 

khá rộng, thời gian lại bị hạn ñịnh, mà khả năng nghiên cứu của 

chúng tôi là có hạn nên trong luận văn chúng tôi chưa có ñiều kiện 

cung cấp và mở rộng nhiều dạng toán hơn nữa, và chưa ñưa ra nhiều 

hơn những bài toán trong các kỳ thi Olympic Quốc gia và Quốc tế có 

liên quan ñến các hàm số học. 

Hướng nghiên cứu tiếp theo của luận văn: 

Tìm hiểu và xây dựng thêm các hàm số học khác nữa; giải thêm 

ñược nhiều bài toán về các hàm số học của những tài liệu trong nước 

và ngoài nước mà chưa có lời giải ñể làm phong phú các dạng bài tập 

về số học phục vụ cho việc giảng dạy và bồi dưỡng cho học sinh giỏi 

ở trường THPT. 


