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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Tổ hợp là một lĩnh vực toán học có tư duy ra đời từ rất sớm. Hiện

nay, cùng với sự bùng nổ và thịnh hành của máy tính điện tử, tổ hợp đã

chuyển sang lĩnh vực toán ứng dụng và phát triển mạnh mẽ và được áp

dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau: lý thuyết số, hình học hữu hạn,

biểu diễn nhóm, đại số không giao hoán, quy trình ngẫu nhiên, thống

kê xác suất, quy hoạch thực nghiệm, v.v... Có bốn bài toán tổ hợp cơ

bản là bài toán đếm, bài toán liệt kê, bài toán tối ưu tổ hợp, bài toán

tồn tại. Trong đó, bài toán đếm là bài toán cơ bản và quan trọng nhất.

Phương pháp đếm được coi là nền tảng cho hầu như tất cả các phương

pháp khác.

Xuất phát từ nhu cầu phát triển của lý thuyết tổ hợp, đặc biệt là bài

toán đếm trong lĩnh vực này, cùng với những ứng dụng của nó, tôi quyết

định chọn đề tài "Các phương pháp đếm trong lý thuyết tổ hợp" để tiến

hành nghiên cứu. Tôi, dưới sự hướng dẫn tận tình của PGS. TS Nguyễn

Gia Định, hy vọng tạo được một tài liệu tham khảo tốt cho những người

muốn tìm hiểu về lý thuyết tổ hợp và hy vọng tìm ra được một số ví

dụ minh họa đặc sắc và tính chất mới nhằm góp phần làm phong phú

thêm các kết quả trong lĩnh vực này.

2. Mục đích nghiên cứu: Mục tiêu của đề tài nhằm tạo điều kiện

cho bản thân có thể khám phá và hiểu được các ứng dụng của phương

pháp đếm trong giải toán tổ hợp và có thể tạo được tài liệu tham khảo

bổ ích cho những người muốn tìm hiểu về lĩnh vực này.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu: Đối tượng nghiên cứu của

đề tài là các phương pháp đếm trong lý thuyết tổ hợp và các ứng dụng

của nó. Phạm vi nghiên cứu là Lý thuyết tổ hợp dành cho chương trình

phổ thông và nâng cao.

4. Phương pháp nghiên cứu:

− Thu thập các bài báo khoa học, các giáo trình của các tác giả nghiên

cứu liên quan đến Bài toán đếm trong lý thuyết tổ hợp.

− Tham gia các buổi seminar hằng tuần để trao đổi các kết quả đang

nghiên cứu.
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5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài:

− Tổng quan các kết quả của các tác giả đã nghiên cứu liên quan đến

Các phương pháp đếm trong lý thuyết tổ hợp.

− Chứng minh chi tiết và làm rõ một số mệnh đề, cũng như đưa ra một

số ví dụ minh họa đặc sắc nhằm làm cho người đọc dễ dàng tiếp cận

vấn đề được đề cập.

6. Cấu trúc của luận văn:

− Trong Chương 1, tôi sẽ trình bày chi tiết các nguyên lý đếm cơ bản,

nguyên lý Dirichlet, một số bài toán đếm cơ bản và một vài ví dụ ứng

dụng minh họa.

− Trong Chương 2, tôi sẽ đề cập tới chuỗi lũy thừa hình thức, các toán

tử trong CN, phép truy hồi trong CN, các phương pháp đếm dùng hàm

sinh: hàm sinh thông thường và hàm sinh mũ.

− Trong Chương 3, tôi sẽ đề cập tới nguyên lý bù trừ và phương pháp

đếm bằng công thức nghịch đảo. Ngoài ra còn đề cập đến một số kỹ

thuật như: tính tổng bằng tích phân hữu hạn, xác định hệ thức trong

các dãy số bằng phiếm hàm tuyến tính.
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Chương 1

NGUYÊN LÝ ĐẾM VÀ BÀI TOÁN ĐẾM CƠ BẢN

1.1 Khái quát về tổ hợp

1.2 Những nguyên lý đếm cơ bản

Định nghĩa 1. Khi hai công việc có thể được làm đồng thời, ta không

thể dùng quy tắc cộng hay quy tắc nhân để tính số cách thực hiện

nhiệm vụ gồm cả hai việc. Để tính đúng số cách thực hiện nhiệm vụ

này, ta cộng số cách làm mỗi một trong hai việc rồi trừ đi số cách

làm đồng thời cả hai việc. Ta có thể phát biểu nguyên lý đếm này

bằng ngôn ngữ tập hợp.

Cho k tập hữu hạn A1, A2, ..., Ak, ta có:

| A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak |= N1 −N2 + N3 − · · · + (−1)k−1Nk,

trong đó

Nm =
∑

16i1<i2<···<im6k

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aim|.

Ta đồng nhất tập Am (1 6 m 6 k) với tính chất Am cho trên tập vũ

trụ hữu hạn U nào đó. Gọi N là số phần tử của U sao cho không

thỏa mãn bất kỳ một tính chất Am nào, N là số phần tử của U . Ta

có:

N = N− | A1 ∪A2 ∪ ... ∪Ak |= N −N1 +N2 −N3 + · · ·+ (−1)kNk,

trong đó Nm là tổng các phần tử của U thỏa mãn m tính chất lấy từ

k tính chất đã cho. Công thức này được gọi là nguyên lý bù trừ.

Ví dụ 1. Có n lá thư và n phong bì ghi sẵn địa chỉ. Bỏ ngẫu nhiên

các lá thư vào bì sao cho mỗi phong bì chỉ chứa một lá thư. Hỏi xác

suất để xảy ra không một lá thư nào đúng địa chỉ là bao nhiêu?

Có tất cả n! cách bỏ thư. Gọi U là tập hợp tất cả các cách bỏ thư

| U |= n!, và Am là tính chất lá thư thứ m bỏ đúng địa chỉ (m =

1, 2, · · · , n). Theo nguyên lý bù trừ N = n! − N1 + N2 − N3 + · · · +



4

(−1)nNn, trong đó, ta ký hiệu Nm là số cách bỏ thư sao cho có đúng m

lá thư đúng địa chỉ (m = 0, 1, · · · , n). Ta có:

Nm = Cm
n (n−m)! =

n!

m!(n−m)!
(n−m)! =

n!

m!
.

N = n!
(
1− 1

1!
+

1

2!
− · · · + (−1)n

1

n!

)
,

trong đó Cm
n là tổ hợp chập m của tập n phần tử. Xác suất cần tìm là:

1− 1

1!
+

1

2!
− · · · + (−1)n

1

n!
.

1.3 Nguyên lý Dirichlet

Định nghĩa 2. Với x là một số thực, phần nguyên của x, ký hiệu

là [x], là số nguyên lớn nhất không vượt quá x, tức là [x] ∈ Z, [x] 6
x < [x] + 1. Ta còn gọi [x] là giá trị hàm sàn của x. Đối ngẫu với

khái niệm này là giá trị hàm trần của x, ký hiệu ]x[, đó là số nguyên

nhỏ nhất không nhỏ hơn x, tức là ]x[∈ Z, ]x[−1 < x 6]x[.

Mệnh đề 1. Nếu có N đồ vật được đặt vào trong k cái hộp thì tồn

tại một hộp chứa ít nhất ]Nk [ đồ vật.

Ví dụ 2. Trong hình chữ nhật cỡ 1m × 2m, lấy 201 điểm tùy ý.

Chứng minh rằng luôn tồn tại 5 điểm ở trong hình tròn bán kính
1
7m.

Chia hình chữ nhật thành 50 ô vuông kích cạnh 1
5m. Phân 201 điểm

đó vào các ô vuông, theo nguyên lý Dirichlet, tồn tại một ô vuông có

ít nhất
]
201
50

[
= 5 điểm. Mỗi ô này nội tiếp trong đường tròn bán kính

1
5

√
2
2 m mà

(1

5

√
2

2

)2
=

1

50
<

1

49
=
(1

7

)2
.

Do đó, luôn tồn tại 5 điểm ở trong hình tròn bán kính 1
7m.

1.4 Một số bài toán đếm cơ bản

Mệnh đề 2 (Hằng đẳng thức Pascal). Cho n và k là các số

nguyên dương và k < n. Khi đó: Ck−1
n−1 + Ck

n−1 = Ck
n.

Mệnh đề 3 (Hằng đẳng thức Vandermonde). Cho m,n, k là 3

số tự nhiên sao cho k 6 m và k 6 n. Khi đó: Ck
m+n =

∑k
i=0C

i
m.C

k−i
n .
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Ví dụ 3. Cho n là số nguyên dương. Hãy chứng minh bằng công cụ

tổ hợp rằng
n∑
k=1

kCk
n = n.2n−1.

Bài toán trở thành tìm số cách chọn hội đồng trong đó có một chủ

tịch hội đồng từ một nhóm gồm n người bằng hai cách. Ta có thể chọn

đầu tiên là một chủ tịch hội đồng rồi chọn các thành viên hội đồng.

Theo quy tắc nhân, ta có n.2n−1 cách chọn hội đồng có một chủ tịch hội

đồng. Có thể làm cách khác: chọn hội đồng gồm k (1 6 k 6 n) người

rồi chọn ra một chủ tịch hội đồng. Theo quy tắc cộng có
n∑
k=1

kCk
n cách

chọn hội đồng có một chủ tịch. Kết hợp lại ta có đẳng thức cần chứng

minh.

Định nghĩa 3. Một cách sắp xếp có thứ tự k phần tử có thể lặp lại

của một tập n phần tử được gọi là một chỉnh hợp lặp chập k của tập

n phần tử.

Định nghĩa 4. Một tổ hợp lặp chập k của tập n phần tử là một

cách chọn không có thứ tự k phần tử có thể lặp lại của tập có n phần

tử đó. Ở đây, có thể chọn k > n.

Mệnh đề 4. Số tổ hợp lặp chập k của tập n phần tử là Ck
n+k−1.

Định nghĩa 5. Cho A là một tập hữu hạn n phần tử, trong đó có

n1 phần tử như nhau thuộc loại 1, n2 phần tử như nhau thuộc loại

2,..., nk phần tử như nhau thuộc loại k sao cho n1+n2+ · · ·+nk = n

và khi hoán vị các phần tử cùng loại không sinh ra cấu hình tổ hợp

mới. Một hoán vị các phần tử của A được gọi là một hoán vị lặp

theo tham số lặp n1, n2, ..., nk.

Mệnh đề 5. Số hoán vị lặp của tập n phần tử theo tham số n1, n2, ..., nk
là

n!

n1!n2!...nk!
.

Ví dụ 4. Phương trình x1+x2+x3 = 10 có bao nhiêu nghiệm nguyên

không âm?
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Mỗi nghiệm của phương trình tương ứng với một cách chọn 10 phần

tử từ một tập có 3 loại, sao cho có x1 phần tử loại 1, x2 phần tử loại 2

và x3 phần tử loại 3. Như vậy, số nghiệm nguyên không âm của phương

trình tương ứng với tổ hợp lặp chập 10 của tập có 3 phần tử. Vậy số

nghiệm nguyên không âm của phương trình trên là:

C10
3+10−1 = C10

12 = C2
12 =

12.11

1.2
= 66.

Định nghĩa 6. Số tất cả các phân hoạch thành k khối của một

tập hợp n phần tử được gọi là số Stirling loại hai và được ký hiệu

là S(n, k). Dễ thấy rằng S(n, k) = 0 nếu k > n. Ta cũng quy ước

S(n, 0) = 0.

Số Tn = S(n, 1) + S(n, 2) + ... + S(n, n) được gọi là số Bell. Như

vậy, số Bell chính là số tất cả các phân hoạch của tập hợp n phần

tử.

Trong Chương 2, ta sẽ tìm công thức cho số Stirling loại hai:

S(n, k) =
1

k!

[ k∑
j=0

(−1)k−jCj
kj
n
]
.

Mệnh đề 6. S(n + 1, k) = kS(n, k) + S(n, k − 1).
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Chương 2

PHƯƠNG PHÁP ĐẾM DÙNG HÀM SINH

2.1 Chuỗi lũy thừa hình thức

Định nghĩa 7. Với tập số tự nhiên N và tập hợp số phức C, ký hiệu

CN là tập hợp tất cả các ánh xạ từ N vào C. Mỗi phần tử a ∈ CN có

thể biểu diễn dưới dạng: a = a(x) =
∑∞

j=0 ajx
j, trong đó, aj = a(j)

với mọi j ∈ N và gọi đó là chuỗi lũy thừa hình thức của a(x).

Giả sử a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j và b(x) =

∞∑
j=0

bjx
j là hai chuỗi lũy thừa hình

thức bất kỳ. Ta định nghĩa phép cộng, phép nhân trong CN và phép

nhân vô hướng một số z ∈ C với phần tử của CN như sau:

a(x) + b(x) =

∞∑
j=0

ajx
j +

∞∑
j=0

bjx
j =

∞∑
j=0

(aj + bj)x
j

a(x)b(x) = (

∞∑
j=0

ajx
j)(

∞∑
j=0

bjx
j) =

∞∑
j=0

(

j∑
k=0

akbj−k)x
j

za(x) = z(

∞∑
j=0

ajx
j) =

∞∑
j=0

(zaj)x
j

CN là một không gian vectơ trên trường C với phép cộng và phép

nhân vô hướng, CN là một vành giao hoán có đơn vị với phần tử đơn vị

là 1(x) = 1 +
∞∑
j=1

0xj. Và z[a(x)b(x)] = [za(x)]b(x) = a(x)[zb(x)].

Định lý 1. Tập CN với phép cộng, phép nhân và phép nhân vô hướng

lập thành một đại số giao hoán trên C
Mệnh đề 7. Chuỗi a(x) ∈ CN là khả nghịch khi và chỉ khi a0 6= 0.

Nếu a(x) là phần tử khả nghịch trong CN thì phần tử nghịch đảo của

nó sẽ được ký hiệu là (a(x))−1 hay
1

a(x)
hay a−1(x). Với mọi a(x) ∈ CN

ta định nghĩa

a0(x) = 1, an(x) = a(x)a(x) · · · a(x)︸ ︷︷ ︸
n lần

với mọi số nguyên dương n.
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Nếu a(x) là khả nghịch thì ta định nghĩa

a−n(x) = a−1(x)a−1(x) · · · a−1(x)︸ ︷︷ ︸
n lần

với mọi số nguyên dương n.

Mệnh đề 8. Với mọi z ∈ C và 0 6= n, k ∈ N, ta có

(1)
1

1− zxn
=
∞∑
j=1

zjxnj; (2)
1

(1− zxn)k
=
∞∑
j=1

Cj
k+j−1z

jxnj.

Mệnh đề 9. Giả sử a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j với a0 = 1 và n là một số nguyên

dương bất kỳ. Khi đó, tồn tại duy nhất b(x) =
∞∑
j=0

bjx
j với b0 = 1 sao

cho bn(x) = a(x).

Mệnh đề 10. Giả sử a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j với a0 = 1 và n là một

số nguyên dương bất kỳ. Khi đó, (a−1(x))n = (an(x))−1 và do đó

a−n(x) = (an(x))−1.

Mệnh đề 11. Giả sử a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j với a0 = 1, m là một số nguyên

và n là một số nguyên dương bất kỳ. Khi đó, tồn tại duy nhất một

b(x) =
∞∑
j=0

bjx
j với b0 = 1 sao cho bn(x) = am(x).

Chuỗi b(x) tồn tại duy nhất trong Mệnh đề 11 được ký hiệu là am/n(x).

Định nghĩa 8. Giả sử c1(x), c2(x), . . . , ck(x), . . . là một dãy các phần

tử của CN với ck(x) =
∞∑
j=0

cjkx
j và c0k = 0, k = 1, 2, .... Khi đó,

dãy 1 + c1(x), 1 + c2(x), . . . , 1 + ck(x), . . . được gọi là khả tích nếu

với mọi j > 0 tồn tại số nguyên dương N = N(j) sao cho với

mọi n > N hệ số của xj trong
n∏
k=1

(1 + ck(x)) đều bằng nhau. Nếu

c1(x), c2(x), . . . , ck(x), . . . là một dãy khả tích thì ta có thể định nghĩa

tích ∞∏
k=1

(1 + ck(x)) =

∞∏
j=0

sjx
j ∈ CN
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trong đó hệ số sj của x
j trong tích này chính là hệ số của xj trong

tích
n∏
k=1

(1 + ck(x)) với n > N.

Dãy a1(x), a2(x), . . . , ak(x), . . . các phần tử ak(x) =
∞∑
j=0

ajkx
j, k =

1, 2, ... trong CN được gọi là khả tổng nếu với mọi số nguyên r > 0

tồn tại số nguyên dương N = N(r) sao cho với mọi n > N ta có

a0n = a1n = ... = arn = 0. Nếu dãy a1(x), a2(x), . . . , ak(x), . . . là khả

tổng thì đối với dãy này, ta có thể định nghĩa tổng
∞∑
k=1

ak(x) =
∞∑
j=0

sjx
j,

ở đây sj = aj1 + aj2 + ... + ajN .

Định nghĩa 9. Giả sử b(x) =
∞∑
j=0

bjx
j ∈ CN với b0 = 0, còn a(x) =

∞∑
j=0

ajx
j ∈ CN là một phần tử bất kỳ. Khi đó, chuỗi

∞∑
j=0

aj(b
j(x)) ∈ CN

được gọi là hợp thành của a(x) với b(x) và được ký hiệu là a(x)◦b(x).

2.2 Các toán tử trong CN

Định nghĩa 10.

Ánh xạ D : CN → CN : a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j 7→ D(a(x)) = b(x) =

∞∑
j=0

(j +

1)aj+1x
j được gọi là toán tử đạo hàm trong CN. Ta cũng định nghĩa:

D0(a(x)) = a(x), Dn(a(x)) = D(Dn−1(a(x))), cho mọi số nguyên

dương n và S(a(x)) = a0.

Mệnh đề 12.

(1) D(a(x) + b(x)) = D(a(x)) + D(b(x)).

(2) D(a(x)b(x)) = D(a(x))b(x) + a(x)D(b(x)).

(3) D(an(x)) = nan−1(x)D(a(x)) cho mọi n nguyên dương.

(4) Nếu a(x) khả nghịch thì D(a−n(x)) = −na−n−1(x)D(a(x)) cho mọi n nguyên dương.

(5) Với mọi số hữu tỷ s và mọi a(x) ∈ CN thỏa mãn S(a(x)) =

1, ta có D(as(x)) = sas−1(x)D(a(x)).
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(6) Với mọi n ∈ N, Dn(a(x)) =
∞∑
j=0

(j+n)!
j! aj+nx

j.

(7) Với mọi a(x) ∈ CN, ta có a(x) =
∞∑
j=0

S(Dj(a(x)))x
j

j! ,

(8) Nếu a1(x), a2(x), ..., ak(x), ... là dãy khả tổng, thì D(
∞∑
k=1

ak(x)) =

∞∑
k=1

D(ak(x)).

Tính chất (7) có thể xem như là phân tích MacLaurin của a(x).

Định nghĩa 11. Ánh xạ

D∗ : CN → CN : a(x) =

∞∑
j=0

ajx
j 7→ D∗(a(x)) =

∞∑
j=1

aj−1
j
xj

được gọi là toán tử tích phân trong CN.

Định nghĩa 12. Giả sử b(x) =
∞∑
j=1

bjx
j, và a(x) = 1 + b(x). Khi đó

logarit L(a(x)) của a(x) được xác định bằng đẳng thức

L(a(x)) = L(1 + b(x)) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
bk(x).

Mệnh đề 13. Giả sử a(x), c(x) ∈ CN thỏa mãn S(a(x)) = S(c(x)) =

1. Khi đó,

(1)D(L(a(x))) =
D(a(x))

a(x)
,

(2)L(a(x)c(x)) = L(a(x)) + L(c(x)),

(3) Với mọi số hữu tỷ r, ta có L(ar(x)) = rL(a(x)),

(4) Nếu L(a(x)) = L(b(x)), thì a(x) = b(x),

(5) Nếu b(x) ∈ CN thỏa mãn S(b(x)) = 0, thì với mọi số hữu tỷ r ta

có:

(1 + b(x))r = 1 +

∞∑
j=1

Cj
rb
j(x) với Cj

r =
r(r − 1)...(r − j + 1)

j!
.
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Định nghĩa 13. Giả sử b(x) =
∞∑
j=1

bjx
j. Khi đó, mũ E(b(x)) của b(x)

được xác định bằng đẳng thức E(b(x)) =
∞∑
j=0

1
j!b

j(x) với b0(x) = 1.

Mệnh đề 14. Giả sử b(x), c(x) ∈ CN thỏa mãn S(b(x)) = S(c(x)) =

0. Khi đó:

(1) D(E(b(x))) = E(b(x))D(b(x));

(2) Nếu E(b(x)) = E(c(x)) thì b(x) = c(x),

(3) L(E(b(x))) = b(x), E(L(1 + b(x))) = 1 + b(x),

(4) E(b(x) + c(x)) = E(b(x))E(c(x)).

Định nghĩa 14. Giả sử a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j với a0 = 1 và r ∈ C là một

số phức bất kỳ. Khi đó, ta định nghĩa ar(x) là chuỗi lũy thừa hình

thức E(rL(a(x))).

Mệnh đề 15. Giả sử a(x) ∈ CN thỏa mãn S(a(x)) = 1 và r, s ∈ C.
Khi đó,

(1) ar(x)as(x) = ar+s(x);

(2) D(ar(x)) = rar−1(x)D(a(x));

(3) L(ar(x)) = rL(a(x));

(4) Nếu b(x) ∈ CN thỏa mãn S(b(x)) = 0, thì

(1 + b(x))r = 1 +

∞∑
j=1

Cj
rb
j(x) với Cj

r =
r(r − 1)...(r − j + 1)

j!
.

Định nghĩa 15. Giả sử a(x) ∈ CN và S(a(x)) = 0, tức là a(x) =∑∞
j=1 ajx

j. Khi đó, ta định nghĩa

sin(a(x)) =
1

2i
[E(ia(x))− E(−ia(x))] =

∞∑
j=0

(−1)j
a2j+1(x)

(2j + 1)!
,

cos(a(x)) =
1

2
[E(ia(x)) + E(−ia(x))] =

∞∑
j=0

a2j(x)

(2j)!
,

tan(a(x)) = (sin(a(x)))(cos(a(x)))−1, sec(a(x)) = (cos(a(x)))−1,

ở đây i là đơn vị ảo, tức là i2 = −1 và a0(x) = 1.
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2.3 Phép truy hồi trong CN

Định nghĩa 16.Mỗi ánh xạ f : N×CN −→ C được gọi là một phép

truy hồi trong CN. Để trực quan ta cũng xem f như là một hàm của

vô hạn các biến là n, a0, a1, a2, · · · với n nhận giá trị trong N, còn
a0, a1, a2, · · · nhận giá trị trong C và

∞∑
j=0

ajx
j = a(x) ∈ CN.

Giả sử k ∈ N và a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j ∈ CN. Ta nói rằng a(x) hay dãy

số a0, a1, a2, · · · thỏa mãn phép truy hồi f với bậc truy hồi k nếu

f (n, a0, a1, a2, · · · , an, 0, 0, · · · ) = 0

với mọi n > k. Khi đó, a(x) được gọi là một lời giải của phép truy

hồi này.

Ta nói rằng a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j ∈ CN hay dãy số a0, a1, a2, · · · thỏa

một phép truy hồi tuyến tính thuần nhất bậc k nếu tồn tại các hằng

số c0, c1, c2, · · · , ck ∈ C sao cho với mọi n > k ta có
k∑
j=0

cjan−j = 0.

Đẳng thức trên được gọi là hệ thức truy hồi.

Định lý 2. Giả sử c1, c2, . . . , ck ∈ C là các số sao cho phương trình

xk − c1xk−1 − c2xk−2 − · · · − ck = 0

có k nghiệm phân biệt r1, r2, ..., rk. Khi đó a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j là một lời

giải của phép truy hồi tuyến tính thuần nhất bậc k với hệ thức truy

hồi an − c1an−1 − c2an−2 − · · · − ckan−k = 0 cho mọi n > k khi và

chỉ khi an = α1r1
n + α2r2

n + · · · + αkrk
n cho mọi n = 0, 1, 2, ..., và

α1, α2, ..., αk là nghiệm của hệ phương trình tuyến tính
x1 + x2 + · · · + xk = a0

r1x1 + r2x2 + · · · + rkxk = a1

..............................................

r1
k−1x1 + r2

k−1x2 + · · · + rk
k−1xk = ak−1
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Định lý 3. Giả sử c1, c2 ∈ C là các số sao cho phương trình x2 −
c1x− c2 = 0 có nghiệm kép r0 6= 0. Khi đó, a(x) =

∞∑
j=0

ajx
j là lời giải

của phép truy hồi tuyến tính thuần nhất bậc 2 với hệ thức truy hồi

an − c1an−1 − c2an−2 = 0 với mọi n > 2 khi và chỉ khi an = α1r0
n +

α2(n−1)r0
n, với mọi n = 0, 1, 2, ..., ở đây α1 =

a1
r0

và α2 =
a1 − a0r0

r0
.

2.4 Phương pháp đếm bằng hàm sinh thông thường

Định nghĩa 17. Giả sử aj ∈ C với j ∈ N. Ta nói rằng phần tử

b(x) ∈ CN là hàm sinh cho dãy số a0, a1, a2, · · · , aj, · · · mà ta sẽ

thường giản đơn ký hiệu là (aj)
∞
0 nếu tồn tại một tự đẳng cấu ϕ của

không gian vectơ CN sao cho ϕ(a(x)) = b(x), ở đây a(x) =
∞∑
j=0

ajx
j.

Nếu ϕ là tự đẳng cấu đồng nhất của không gian vectơ CN, tức là

ϕ(c(x)) = c(x), với mọi c(x) ∈ CN thì ϕ(a(x)) được gọi là hàm sinh

thông thường cho dãy (aj)
∞
0 . Như vậy hàm sinh thông thường cho

dãy (aj)
∞
0 là chuỗi lũy thừa hình thức a(x) =

∞∑
j=0

ajx
j.

Nếu ϕ : CN −→ CN :
∞∑
j=0

cjx
j 7→

∞∑
j=0

cj
j!
xj thì ϕ là một tự đẳng cấu

của CN. Khi đó, ϕ(a(x)) được gọi là hàm sinh mũ cho dãy (aj)
∞
0 .

Như vậy hàm sinh mũ cho dãy (aj)
∞
0 là chuỗi lũy thừa hình thức

b(x) =
∞∑
j=0

bjx
j, trong đó bj =

aj
j!

với mọi j ∈ N.

Ví dụ 5. Số Fibonacci.

Ta định nghĩa F0 = 0, F1 = 1 còn với j > 2, số Fj, j = 0, 1, 2, ... được

gọi là các số Fibonacci thứ j. Ta có với mọi j > 2, Fj = Fj−1 + Fj−2.

Giả sử f (x) là hàm sinh thông thường cho dãy (Fj)
∞
0 . Khi đó

f (x) = F0 + F1x + F2x
2 + F3x

3 + · · ·

Do đó, f (x) − xf (x) − x2f (x) = x. Suy ra f (x) =
x

1− x− x2
. Bằng

phương pháp hệ số bất định, với a, b là hai nghiệm của phương trình
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1− x− x2 ta có

x

1− x− x2
=

a

(b− a)(x− a)
− b

(b− a)(x− b)
.

x

1− x− x2
=

∞∑
j=0

1√
5

[(1 +
√

5

2

)j
−
(1−

√
5

2

)j]
xj.

Vậy Fj =
1√
5

[(1 +
√

5

2

)j
−
(1−

√
5

2

)j]
.

2.5 Phương pháp đếm bằng hàm sinh mũ

Ví dụ 6. Số mất thứ tự

Giả sử X là một tập hữu hạn và x = {x1, x2, . . . , xn}. Ta sẽ đồng

nhất hoán vị (a1, a2, . . . , an) của các phần tử của X với song ánh ϕ :

X → X : xi 7→ ai. Khi đó phần tử xi ∈ X được gọi là điểm bất động

của hoán vị ϕ trên X nếu ϕ(xi) = xi. Hoán vị ϕ của X mà không có

điểm bất động nào, được gọi là một mất thứ tự của X . Số tất cả các

mất thứ tự của tập hữu hạn X có n phần tử được ký hiệu là Dn.

Giả sử P([n]) là tập tất cả các hoán vị của tập [n] và p(x) là hàm sinh

mũ cho dãy P([0]), P([1]),. . .,P([n]),. . .. Mỗi hoán vị ϕ của [n] có thể

được xem là cặp (σ, τ ), với σ là một hoán vị không có điểm bất động

trên K ⊆ [n] và τ là một hoán vị đồng nhất trên K = [n] \K.

Ký hiệu: I([n]) là tập các hoán vị đồng nhất trên [n], còn D([n]) là

tập các mất thứ tự trên [n]. Khi đó, | I([n]) |= 1 và | D([n]) |= Dn cho

mọi n = 0, 1, 2, ... Do đó, hàm sinh mũ cho dãy (I([n]))∞0 và (D([n]))∞0
tương ứng là:

i(x) = 1 +
1

1!
x +

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · · = E(x),

d(x) = D0 +
D1

1!
x +

D2

2!
x2 +

D3

3!
x3 + · · · .

Vì | P ([n]) |= n! nên hàm sinh mũ cho dãy (P ([n]))∞0 là:

p(x) = 1 +
1

1!
x +

2!

2!
x2 +

3!

3!
x3 + · · · = 1 + x + x2 + x3 + · · · .



15

Mặt khác, ta có P ([n]) = DI([n]). Suy ra:

d(x) = p(x)(i(x))−1 = p(x)(E(x))−1 = p(x)E(−x)

= (1 + x + x2 + x3 + · · · )
(

1− 1

1!
x +

1

2!
x2 − 1

3!
x3 + · · ·

)
= 1 + · · ·+

(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · · + (−1)n

1

n!

)
xn + · · ·

Do đó số tất cả các mất thứ tự của tập hữu hạn X lực lượng n là:

Dn = n!
(

1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · · + (−1)n

1

n!

)
.
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Chương 3

MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP VÀ KỸ THUẬT ĐẾM CƠ BẢN KHÁC

3.1 Nguyên lý bù trừ suy rộng

Định nghĩa 18. Xét m vật a1, a2, ..., am. Các vật này tương ứng

được gắn với các trọng số ω(a1), ω(a2), ..., ω(am), mà là các phần tử

của một vành giao hoán K nào đó. Mỗi vật ai đã cho có thể có hay

không có các tính chất P1, P2, ..., Pn. Ký hiệu

S0 =

m∑
i=1

ω(ai), Sk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
M(Pi1, Pi2, . . . , Pik),

ở đây M(Pi1, Pi2, . . . , Pik) là tổng trọng số của tất cả các vật có các

tính chất Pi1, Pi2, . . . , Pik,

M(r) là tổng trọng số của tất cả các vật có đúng r tính chất,

Mr là tổng trọng số của tất cả các vật có không ít hơn r tính chất.

Định lý 4 (Nguyên lý bù trừ suy rộng).

M(r) =

n∑
k=r

(−1)k−rCr
kSk, Mr =

n∑
k=r

(−1)k−rCr−1
k−1Sk,

với mọi r = 0, 1, . . . , n.

Nếu ω(a1) = · · · = ω(am) = 1 thì áp dụng Định lý trên, ta nhận

được nguyên lý bù trừ dạng kinh điển.

3.2 Phương pháp đếm bằng công thức nghịch đảo

Định nghĩa 19. Dãy đa thức là một dãy có thứ tự p0(x), p1(x), p2(x), p3(x), . . .

các đa thức pn(x) với n ∈ N, mà ta đơn giản ký hiệu là (pn(x))∞0 thỏa

mãn các điều kiện sau đây:

(i) Các hệ số của các pn(x) đều phải là số thực;

(ii) p0(x) là một hằng số khác 0;

(iii) Bậc của pn(x), ký hiệu là deg(pn(x)), bằng n.

Nếu (qn(x))∞0 là một dãy đa thức khác, thì (q0(x), q1(x), · · · , qn(x))

lập thành một cơ sở cho không gian vectơ Cn+1[x] tất cả các đa thức

trên C bậc nhỏ hơn n + 1. Do đó, với mỗi pn(x), n ∈ N của dãy
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đa thức (pn(x))∞0 , tồn tại các số an,0, an,1, · · · , an,n sao cho pn(x) =
n∑
k=0

an,kqk(x). Tương tự, tồn tại các số bn,0, bn,1, bn,2, · · · , bn,n sao cho

qn(x) =
n∑
k=0

bn,kpk(x), Các số an,k và bn,k cũng được gọi là các hệ số

nối.

Biểu diễn của m + 1 đa thức pn(x) đầu tiên qua qk(x) có thể viết

dưới dạng ma trận P = AQ, ở đây P và Q là các vectơ cột (pk(x))m0
và (qk(x))m0 , còn A = (ai,j) là ma trận vuông cấp m + 1.

Tương tự biểu diễn của m + 1 đa thức qn(x) đầu tiên qua pn(x) có

thể viết dưới dạng ma trận Q = BP , ở đây P và Q là các vectơ cột

nói ở trên, còn B = (bi,j) là ma trận vuông cấp m + 1.

Từ P = AQ và Q = BP suy ra P = A(BP ) = (AB)P và Q =

B(AQ) = (BA)Q. Do sự độc lập tuyến tính của các đa thức (pk(x))m0
và (qk(x))m0 suy ra AB = BA = E với E là ma trận đơn vị . Vậy A

và B là các ma trận nghịch đảo của nhau.

Định lý 5 (Công thức nghịch đảo các đồng nhất thức tổ

hợp).

Giả sử A = (ai,j) và B = (bi,j) là các ma trận nhận được từ hai

dãy đa thức (pn(x))∞0 và (qn(x))∞0 như nói tới ở trên. Ta cũng giả

sử rằng dãy các số (un)∞0 và (vn)∞0 liên hệ với nhau bằng đẳng thức:

un =
n∑
k=0

an,kvk với mọi n ∈ N. Khi đó, vn =
n∑
k=0

bn,kuk với mọi n ∈ N

Định nghĩa 20. Dễ thấy rằng các dãy (xn)∞0 và ((x− 1)n)∞0 là các

dãy đa thức. Ta có

xn = ((x− 1) + 1)n =

n∑
k=0

Ck
n(x− 1)k,

(x− 1)n =

n∑
k=0

(−1)n−kCk
n(x)k.

Do đó các ma trận A và B nhận được từ hai dãy đa thức được gọi

là các ma trận của các công thức nghịch đảo nhị thức. Theo Định
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lý 5 nếu hai dãy số (un)∞0 và (vn)∞0 liên hệ với nhau bằng đẳng thức

un =
n∑
k=0

Ck
nvk thì vn =

n∑
k=0

(−1)n−kCk
nuk.

Ví dụ 7. Tính số phân hoạch S(n,m) của tập [n] thành m khối theo

n và m.

Nếu Sn([m]) là tập tất cả các hàm từ tập [n] vào tập [m], còn Tn([m])

là tập tất cả các hàm toàn ánh từ [n] lên [m] thì | Sn([m]) |= um = mn,

| Tn([m]) |= vm = m!S(n,m).

Ký hiệu Fk = {f ∈ Sn([m]) | f ([n]) = k}, với k = 1, . . . ,m. Khi đó

Fk ∩Fl = ∅ nếu k 6= l và Sn([m]) = F1∪F2∪ . . .∪Fm. Theo nguyên lý

cộng, |Sn([m])| = |F1|+ |F2|+ · · ·+ |Fm|. Mỗi f ∈ Fk có thể xem là một

nhiệm vụ gồm hai công việc: công việc 1 là tạo ra tập con K ⊆ [m] lực

lượng k; công việc 2 là tạo ra toàn ánh f từ [n] lên K. Theo nguyên lý

nhân,|Fk| = Ck
mk!S(n, k). Do S(n, 0) = 0, ta có mn =

m∑
k=0

Ck
mk!S(n, k).

Áp dụng công thức nghịch đảo nhị thức ở trên ta được số phân hoạch

S(n,m) của tập gồm n phần tử thành m khối là

S(n,m) =
1

m!

m∑
k=0

(−1)m−kCk
mk

n.

Định nghĩa 21. Ký hiệu (x)n = x(x − 1)(x − 2) · · · (x − n + 1).

Xét các dãy (xn)∞0 và ((x)n)∞0 . Dễ thấy rằng các dãy này là các dãy

đa thức. Do mn =
n∑
k=0

S(n, k)(m)k với mọi số nguyên dương m, ở

đây (m)k = Ck
mk! = m(m − 1)(m − 2)...(m − k + 1), nên đa thức

xn −
n∑
k=0

S(n, k)(x)k có vô số nghiệm.

Do đó xn −
n∑
k=0

S(n, k)(x)k = 0 hay xn =
n∑
k=0

S(n, k)(x)k.

Giả sử (x)n =
n∑
k=0

s(n, k)xk là biểu diễn của (x)n theo xk. Các hệ

số nối s(n, k) trong đẳng thức này được gọi là số Stirling loại một.

Gọi A và B là các ma trận nhận được từ hai dãy đa thức trên. Khi
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đó, các ma trận A và B ở trên được gọi là các ma trận của công

thức nghịch đảo Stirling. Vì BA = E, nên ta có đồng nhất thức
n∑
k=0

s(l, k)S(k, j) = δl,j, ở đây δl,j là ký hiệu Kronecker.

Theo định lý (5), nếu hai dãy số (un)∞0 và (vn)∞0 liên hệ với nhau

bằng đẳng thức un =
n∑
k=0

S(n, k)vk thì vn =
n∑
k=0

s(n, k)uk.

Ta thấy s0 = |X| = e1 + e1 + e2 + · · · + en.

sk = Ck
kek + Ck

k+1ek+1 + · · · + Ck
nen.

Nếu ta ký hiệu s là vectơ cột của các sk, k = 1, 2, e là vectơ cột của các

ek và A1 là ma trận trong phương trình s = A1e. nên A
−1
1 = (At)−1 =

(A−1)t = Bt, trong đó B là ma trận của công thức nghịch đảo nhị thức

còn Bt là ma trận chuyển vị của B. Ta suy ra e = Bts.

Mệnh đề 16 (Công thức sàng).

ek = sk − Ck
k+1sk+1 + Ck

k+2sk+2 − · · · + (−1)n−kCk
nsn.

Từ công thức sàng, ta có thể chứng minh được công thức tính số

phần tử của X chứa trong một số lẻ hay một số chẵn các tập con

A1, A2, ..., An.

3.3 Một vài kỹ thuật cơ bản

Định nghĩa 22. Giả sử f (x) là một hàm số (ta sẽ xét chủ yếu các

hàm số với miền xác định và miền giá trị chỉ gồm các số nguyên).

Toán tử sai phân tiến ∆ ánh xạ hàm f thành hàm ∆f được xác định

như sau: ∆f : x 7→ [f (x + 1)− f (x)] ,

ở đây ta giả thiết rằng miền xác định của f chứa x + 1 mỗi khi nó

chứa x.

Giả sử ta phải tính tổng f (a) + f (a + 1) + f (a + 2) + · · · + f (n),

ở đây f (x) là hàm số xác định tại a, a + 1, a + 2, · · · , n. Nếu ta tìm

được hàm F (x) sao cho ∆F (x) = f (x), thì hàm F (x) cũng được

ký hiệu là ∆−1f (x). Khi đó, theo định nghĩa của toán tử ∆ ta có

f (a) + f (a+ 1) + f (a+ 2) + · · ·+ f (n) = F (n+ 1)−F (a). Ta ký hiệu

hiệu F (n + 1)− F (a) bằng F (x) |n+1
a hay ∆−1f (x) |n+1

a .
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Định lý 6 (Định lý cơ bản cho tích phân hữu hạn). Giả sử

tồn tại hàm số F (x) sao cho ∆F (x) = f (x). Khi đó

f (a) + f (a + 1) + · · · + f (n) = F (n + 1)− F (a) = ∆−1f (x) |n+1
a .

Ví dụ 8. Tính tổng 1 + 7 + 19 + 37 + · · · + (3n2 + 3n + 1).

Ta có ∆x3 = (x + 1)3 − x3 = 3x2 + 3x + 1. Do đó, theo Định lý cơ

bản cho tích phân hữu hạn, ta có

1+7+19+37+ · · ·+(3n2+3n+1) = x3 |n+1
0 = (n+1)3−03 = (n+1)3.

N Với số nguyên dương n đã cho, ta định nghĩa (x)n = x(x − 1)..(x −
n + 1). Mệnh đề sau đây cho phép ta tính ∆−1(x)n

Mệnh đề 17. ∆−1(x)n =
(x)n+1

n + 1
.

Ví dụ 9. Tính tổng 1.2 + 2.3 + · · · + (n− 1)n.

Ta có ∆−1(x)2 =
(x)3

3
. Do đó, theo Định lý cơ bản cho tích phân hữu

hạn,

1.2 + 2.3 + · · · + (n− 1)n = ∆−1(x)2 |n+1
2 =

(x)3
3
|n+1
2

=
1

3
(n− 1)n(n + 1)− 1

3
0.1.2 =

1

3
(n− 1)n(n + 1).

Định lý 7 (Tính tích phân hữu hạn theo từng phần). Nếu với

các hàm f (x) và g(x), ∆−1[f (x+1)∆g(x)] tồn tại, thì ∆−1[g(x)∆f (x)]

cũng tồn tại và

∆−1[g(x)∆f (x)] = f (x)g(x)−∆−1[f (x + 1)∆g(x)].

Ví dụ 10. Tính tổng 1a + 2a2 + 3a3 + · · · + nan, với a > 1.

Đặt f (x) =
ax

a− 1
, g(x) = x. Khi đó ∆f (x) = ax và ∆g(x) = 1.

Do đó f (x + 1)∆g(x) =
ax+1

a− 1
. Ta cũng có

∆−1[f (x + 1)∆g(x)] = ∆−1
( ax+1

a− 1

)
=

ax+1

(a− 1)2
.
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Suy ra theo quy tắc tính tích phân hữu hạn theo từng phần, ta có

∆−1(xax) =
xax

a− 1
− ax+1

(a− 1)2
.

Vì vậy

1a + 2a2 + 3a3 + · · · + nan = ∆−1(xax)|n+1
1

=
[(n + 1)an+1

a− 1
− an+2

(a− 1)2

]
−
[ a

a− 1
− a2

(a− 1)2

]
=
an+1(na− n− 1) + a

(a− 1)2
.

Chú ý 1. Ánh xạ tuyến tính f : C[x]→ C của không gian vectơ C[x]

vào không gian vectơ C (trên trường C) được gọi là một phiếm hàm

tuyến tính của C[x]. Với một dãy đa thức (pj(x))∞0 và một dãy các

số (aj)
∞
0 , tồn tại duy nhất một phiếm hàm tuyến tính f : C[x]→ C

với f (pj(x)) = aj, j ∈ N

Ví dụ 11.

Xét dãy đa thức ((x)n)∞0 . Ta định nghĩa phiếm hàm tuyến tính fk, k ∈
N bằng cách đặt fk((x)n) = δk,n, và mở rộng tuyến tính f lên toàn

bộ C[x]. Áp dụng fk vào đồng nhất thức (x)(n+1) = (x)n(x − n) =

x(x)n − n(x)n ta được

fk−1((x)n) = δk−1,n = δk,n+1 = fk((x)n+1) = fk[x(x)n]− nfk[(x)n]

= (fkgx − kfk)((x)n), (vì fk((x)n) = δk,n).

Mặt khác, ta lại có

fk(x
n) = fk

[ n∑
j=0

S(n, j)(x)j

]
=

n∑
j=0

S(n, j)δk,j = S(n, k).

Do đó, S(n, k−1) = S(n+1, k)−kS(n, k) hay S(n+1, k) = kS(n, k)+

S(n, k − 1). Đây chính là đồng nhất thức cho số Stirling loại hai mà ta

đã chứng minh ở Chương 1.
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KẾT LUẬN

Qua một thời gian tìm hiểu, tiếp cận và nghiên cứu về các phương

pháp đếm trong lý thuyết tổ hợp, luận văn đã hoàn thành và đạt được

mục tiêu nghiên cứu của đề tài với những kết quả cụ thể như sau:

N Trình bày một cách đầy đủ và chi tiết các nguyên lý đếm cơ bản,

nguyên lý Dirichlet, một số bài toán đếm cơ bản và các ví dụ đặc sắc

nhằm minh họa cho các vấn đề được nêu.

N Tổng quan và hệ thống một cách đầy đủ và chi tiết chuỗi lũy thừa

hình thức, các toán tử trong CN, phép truy hồi trong CN, phương pháp

đếm bằng hàm sinh thông thường và phương pháp đếm bằng hàm sinh

mũ. Ngoài ra, một hệ thống các ví dụ minh họa được trình bày nhằm

làm sáng tỏ vấn đề nghiên cứu.

N Cuối cùng là khảo sát nguyên lý bù trừ suy rộng, phương pháp đếm

bằng công thức nghịch đảo bao gồm công thức nghịch đảo nhị thức, công

thức nghịch đảo Stirling, công thức sàng và một vài kỹ thuật cơ bản như

tính tổng bằng tích phân hữu hạn và xác định hệ thức trong các dãy số

bằng phiếm hàm tuyến tính và chọn lọc một số ví dụ minh họa đặc sắc.

Với những gì tìm hiểu và nghiên cứu được, luận văn sẽ là một tài liệu

tham khảo hữu ích cho bản thân khi tiếp tục đi sâu nghiên cứu sau này

và hy vọng cũng là nguồn tư liệu tốt cho những ai quan tâm nghiên cứu

về lý thuyết tổ hợp.

Trong điều kiện về thời gian và khuôn khổ của luận văn nên chúng

tôi chưa đi nghiên cứu về lý thuyết Polya, đây là một lý thuyết nhằm

cung cấp cho ta một công cụ mạnh cho bài toán đếm trong lý thuyết tổ

hợp. Nghiên cứu về lý thuyết Polya sẽ là hướng phát triển tiếp theo của

luận văn.


