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LOI CAM ON

Trong thoi gian thuc hién dé tai, tuy em da gap khong it kho khan nhung
nho sy gitp d& cia thiy cd, gia dinh va bé ban cing vdi sy nd luc cta ban
than , em d& hoc hoi, bo sung nhiéu kién thtrc b6 ich cho ban than va hoan
thanh dé tai da chon.

Pau tién em xin phép duoc bay té long biét on vo cing dén thady PGS.TS
Pau Thé Cép, Khoa Toan, Truong Pai hoc Su pham Tp. HO Chi Minh, da
giang day, huéng dan va nhiét tinh gitp d&, dong vién em trong subt qua trinh
thuc hién dé tai.

Em xin kinh giri ¢én Quy thay c6 trong Hi dong chdm ludn vin thac si,
da cho em nhitng danh gia, phé binh quy bau cung nhiing chi bao nhiét tinh
gitp em hoan thién ludn van, nhitng 161 cdm on chan thanh va tran trong.

Em ciing xin kinh guri 161 cam on chin thanh va tran trong dén Quy thay
co trong va ngoai truong PH Su pham TP. H6 Chi Minh di giang day, trang
bi cho em nhirng kién thirc quy bau; cam on Quy thay c6 1a can bd cua phong
KH CN va Sau Pai hoc d3 gitp d& trong qua trinh hoc tap va t6 chirc bao vé
de tai.

Em xin kinh gtri 161 cdm on sau sdc dén Ban Giam Hiéu, Quy thay c6 va
cac dong nghiép cia truong Pai Hoc Pong Thap, noi em cong tac, di tao diu

kién thuan lg1 giip em hoan thanh luén van.

Gia dinh em ciing & nguon dong vién to 16m, gitp em vugt qua kho khian
trong cudc song dé hoan thanh luan van.

Em xin dugc ghi on tat ca!



BANG KY HIEU PA SU DUNG

Tap s6 thuc

Tap sO tu nhién

Tap s6 hitu ty

Tap cac ham lién tyc tr X vao [0,1]
Phén trong ctia 4

Bao dong cua 4

Bién cua 4

Luc lugng cua tap dém duoc

Két thuc chirng minh



MO PAU

1. Ly do chon dé tai

Céc tién dé tach 1a mot trong nhiing van dé trong tim ctia Topo dai
cuong, dinh 1y Matheron c6 tmg dung trong giai tich ham va trong 1y thuyét
do do tich phan, 1y thuyét x4c suit, co lién hé chit ché véi cac tién dé tach. Dé

tai nghién ctru hai van dé trén trong mot thé théng nhat.

2. Muc dich

Cho mét tai liéu tong quan vé céc tién dé tach va dinh 1y Matheron, trén
co s d6 cho mét sd nghién ctru, tim to1 moi.
3. Doi twong nghién ciru

Topo dai cuong, 1y thuyét do do tich phan.

4. Y nghia khoa hoc thue tién
Pé tai cap nhat cac két qua lién quan trong thoi gian gan day dé nhiing
gidi co quan tim c6 thé tham khao, cho mot vai két qua méi. Dé tai c6 kha

nang ap dung trong 1y thuyét d6 do, tich phan va xéac suat.
5. Tong quan dé tai
5.1. So lwoc tinh hinh nghién civu thuéc linh vwe ciia dé tai

Trong topd va céac linh vuc ¢o6 lién quan, tuy theo muc dich nghién clru va
mg dung ta can thém cac diéu kién dé duoc 16p khong gian hep hon c6 tinh chat
mong muén. Trong cac diéu kién dua vao c6 cac tién dé tach. Cac tién dé tach dé
cap dén viéc tach diém, tach diém va tap dong hoac tach cac tap dong. Cac ti€n

dé tach da duogc nghién cu 1a 7,,7,,7,,T,,T ,,T,,T ,,T,,T, . Co nhiéu tai liéu vé
— 2= 3=
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cac tién de tdch. Tuy nhién da s6 céc tai li¢u chi trinh bay mot s6 tién dé tach



hodc trinh bay theo cach ro1 rac. Tham chi hién con mot so ti€n dé tach co cac

dinh nghia khac nhau ¢ céc tai li¢u khac nhau.

Pinh 1y Matheron c6 lién hé chit ché vdi cac tién dé tach, dé cap dén
khong gian céac tdp dong. Trong [S5] Matheron da chimg minh: Cho X la khong
gian compdc dia phwong, kha métric, day di va khd ly. Khi d6 khéng gian
miss-and-hit F cua X la compdc, kha ly va Hausdorff.

Tir d6 ndy sinh van dé mot cach ty nhién 1a néu ta thay doi mot sb gia
thuyét ctia khong gian X thi khong gian miss-and-hit cua né sé& thé nao? Viéc
tim diéu lién dat 1én X dé khong gian miss-and-hit clia n6 c6 nhiing tinh chat
t6t ndo d6 1a co ¥ nghia. Van dé nay ciing duoc sy quan tAm cta nhiéu tac
gia. Cac tac gia da giai quyét van dé cho truong hop X 13 khong gian métric
c6 it nhat mot diém khong compiac dia phuong trong [7] va khong gian topd
tong quat trong [3]. Trong [2], cac tac gia tiép tuc giai quyét van dé trén

khong gian t6pd mot va cho nhicu két qua thu vi.

5.2.  Ngi dung dé tai
Pé tai nghién ctru cac tién dé tich va cdc md rong cua dinh Iy Matheron.
Céau trac dé tai gé)m mé dau, 3 chuong ndi dung (1-3), két ludn va tai liéu

tham khao.

Chuong 1 1a chuong kién thirc chuan bi. Chuong nay trinh bay tom tat,
cd dong mot s6 kién thirc vé topd dai cuong va mot so 1y thuyét lién quan, 13
co s& dé theo ddi cac chuong sau.

Chuong 2 trinh bay dinh nghia va mt s6 tinh chat dic trung cua cic tién
dé tach. Pong thoi dua ra cac phan vi du dé lam 16 hon cho ndi dung chuong
nay.

Chuong 3 dugc xem nhu 1a ing dung cua chuong 2. Trinh bay dinh 1y

Matheron va cdc mo rong cua no.



CHUONG 1
KIEN THUC CHUAN BI

1.1. Khong gian topo
1.1.1. Dinh nghia
Cho mot tap X. Mot ho © cac tdp con cua X goi la mot topo trén X néu
théa mén cdc diéu kién:
(1,) Xva @ thuéc t;
(1'2) Hop tuy y cua cac tap thuoc t la thuoc t;
(1'3) Giao hitu han cua cac tap thuéc t la thuoc t.
Mot tap X cung v6i mot topd trén X goi 1a mot khéng gian tépé. Pé chi
10 7 1a topo cua khong gian topo X, ta Viét(X ,T) :
Cho (X,T) la khong gian topd. Tap G €7 dugc goi la tdp mo cua X. Tap
con F ctia X dugc goi 1a tdp déng néu X\F 13 tip mo.
Tur dinh nghia ta c6:
1) @ va X lacac tap dong.
2) Giao tuy y cua cac tap dong 1a tap dong.
3) Hop hitu han cua cac tap dong la tap dong.
Vi dy 1. Véi moi tap X, #(X)={G|G < X} la mot topd trén X, goi 1a
topod roi rac. Tap X cung vdi topo roi rac goi la khdng gian ro1 rac.
Vidu 2. V61 moi tap vo han X, ho bao g@)m tap J va tat ca céc tap con G
cta X c6 X\G hitu han, 1a mot top6 trén X. Topd nay goi la topd Zariski.
Vi dy 3. Cho X 1a mot tap. Mot ham d : X* — R 12 mot métric trén X néu
thda méan cac diéu kién :

(ml) d(x,y)ZO;d(x,y):OQx:y



(my) d(x,y)=d(y.x)

(m) d(x,z)<d(x,y)+d(y.z),Vx,y,z€ X

Mot tap X cung vé1 mot métric d trén X goi 1a khong gian métric (X ,d ) ;
d (x,y) goi 14 khoang cach tir x dén y.

Véimdi ae X va >0, dit B(a,g) = {x € X‘d(x,a) < 8} , B(a,g) goi
13 hinh cdu mé tdm a ban kinh . Tap con G ciia X goi 1a tip md néu véi moi
aeG ton tai € >0 sao cho B(a,g)c G.

V&1 moi khong gian métric (X ,d) , ho cac tdp mé theo métric d 1a mot
topd trén X. Topod nay goi 1a topd sinh boi métric d . Khong gian métric luén
duoc coi 1a khong gian topd voi topod sinh béi métric.

1.1.2. Co sé va tién co s&

Cho 7 1a mot topd trén X. MOt ho con B cua 7 goi la mdt co so cua 7
néu moi tap thudc 7 déu béng hop cua mot ho cac tap thuoc p. Noi cach
khéac, ho con f cua 7 la co sé cua 7 néu moi Ger va moi xeG ton tai
Vepf saocho xelV cG.

Mot ho con o cua 7 goi la mdt tién co s¢ cua T néu ho tat ca cac giao
hiru han céc tap thudc o la mot co sd cia .

Mot top6 hoan toan duge xac dinh khi biét duoc mot co sé hay tién co
s& cua no.

Khong gian topd X goi 1 thoa mén tién dé dém duoc thir hai néu topd
ctia nd c6 mdt co sé dém duoc.

1.1.3. Lan can va co s6 lan can

Cho X 1a mdt khong giantépo va xe X, Ac X



Tap con U cua X dugc goi la ldn cdn cua diém x néu ton tai tap mo G
sao cho xe G U . Néu lan can U cia x 1a tap mo thi U goi 1a 1an cdn mo
cua x.

Mot ho “/ céc lan can cua x dugc goi 1a mot co so lan cdn cua diém x
néu moi lan can ¥ ctia x déu ton tai mét 1an can U e W saocho UcCV .

Khong gian t6pd6 X goi 1a thoa min tién dé dém duogc tht nhat néu moi
diém x e X déu c6 co s 1an can dém duoc.

Tap con U cua X duoc goi la mot ldn can cua tdp A néu ton tai mot tap
mé& G sao cho Ac G U. Néu lan can U cia A4 1a tap mao thi U goi 1a 1an can
mo cua 4.

1.1.4. Phin trong va bao déng

Cho X 13 mot khong gian topd va tip con A cta X. Ta goi phan trong ciia
A 12 hop cua tit ca cac tdp mé duoc chira trong A4, ki hiéu 13 4°. T dinh
nghia ta c6: A° 1a tip md 1on nhat chira trong 4; néud — B thi A° = B° va 4
mo néu va chi néu 4= A4°.

Ta goi bao déng ciia A 1a giao cla tit ca cac tap dong chira 4, ki hiéu 1a
A. Tix dinh nghia ta c6 A1 tdp dong nho nhat chita 4; néu 4 c B thi AcB
va A dong néu va chinéu A = A.

Tap con D goi 13 tri mdt trong X néu D=X.

Tap con 4 cta X goi 13 khéng ddu trit mdt néu (Z)O =0.

Tap con A va B cua X dugc goi la tach nhau néu ANB=C va
ANB=0.

1.1.5. Lwoi
Ta goi D la mot tap dinh huong néu trén D ¢6 mot quan hé < thoa man

cac tinh chat sau:



(i) a<a voimoi aeD

(ii) oa<pB, <y thi a<y voimoi a, B, yeD

(iii) Moi a, BeD, t6n tai y e D sao cho a<y va B<y.

Ta goi mdt [udi trong X 1a mOt 4nh xa tor mét tap dinh hudng D vao X, ki
higula <x, > _,.

Lué61 <x, >__, trong khong gian topod X goi la hoi tu dén xe X, x goi 1a
gid1 han cua ludi, néu moi 1an cin ¥ cua x, ton tai o, € D sao cho X, € V voi

moi a >a,. Kihi€ula x, - x.

1.1.6. Vi tri twong d6i ciia diém va tip con

Cho khéng gian t6p6 X, tip con 4 ctia X va diém x thudc X.

DPiém x goi la diém trong cua A néu x c6 mot 1an can Vsao cho V c 4.

Piém x goi la diém ngoai cua A néu x c6 mdt 1an can V sao cho
VNA4=9.

Piém x goi la diém bién cia A néu moi 1an can ¥ cua x déu co
VONA-D vaV N X\4#D.

Tap tat ca cac diém bién ctia 4 goi 13 bién ctia 4, ki hiu 14 bA.

RO rang réng diém xe X chi c6 thé hodc 1a diém trong cua A4, hodc la
diém ngoai ctia 4 hodc 1a diém bién cua 4. DE dang kiém tra rang x 1 diém
trong ctia A néu va chi néu x e A°.

1.2.  Anh xa lién tuc
1.2.1. Dinh nghia

Cho X, Y 1a cac khong gian topd va anh xa f: X —Y. Anhxa f goila
lién tuc tai diém x < X néu moi lan can (md) cia f(x) trong Y déu ton tai
lan can (md) U cua x trong X sao cho f(U)c V', hay mdt cach tuong duong,

f7'(V) 1a1an can cua x.



Anh xa goi la lién tuc trén X néu né lién tuc tai moi xe X .
1.2.2. Pinh ly
Cho X, Y la cdc khdng gian t6pé va dnh xa f:X — Y. Khi dé cdc diéu

kién sau la twong duwong

(a) [ lién tuc trén X.

(b) 1 (G) mao trong X voi moi tap G mo trong Y.
(c) 7(G)

d 1 (G) mé trong X véi moi tdp G thuéc mét tién co s cia Y.
(e) [ (F)

), f(Z) < f(A) véi moi tdp con A ciia X.

mao trong X voi moi tdgp G thuéc mot co so cua Y.

dong trong X voi moi tdp F dong trong Y.

@ 1~ (E) > f7(B) vdi moi tdp con B ciia Y.

1.2.3. Pinh Iy

Anh xa f :Z—)HXa lién tuc néu va chi néu w,of (vo1

ael

7, [ [ X, = X, 1a phép chiéu thir &) lién tyc véimoi a e /.

ael
1.3. Anh xa mé, 4nh xa déng. Phép dong phoi
1.3.1. Dinh nghia

Cho anh xa f:X —Y.Anh xa f goi l1a mé néu moi tip md G trong X,
f(G) 13 tap mo trong Y; goi 1a déng néu moi tdp dong F trong X, f(F) la
tap mo trong Y.

Mot song anh f: X — Y goi 1a phép dong phéinéu f va f' déu la anh

xa lién tuc.



1.3.2. Pinh ly

Cho f:X —7Y la mét song anh, lién tuc. Khi d6 céc diéu kién sau 1a
tuong duong

a) f la phép déng phoi.

b) f la &nh xa mé.

c) f la &nh xa dong.
1.4. Khong gian con

1.4.1. Dinh nghia

Cho (X ,T) la khong gian topo va A4 la mdt tdp con cua X. Khi d6 ho
T,= {G NA|Ge T} l1a mot topo trén A4, goi 1a topo cdm sinh bdi topo trén X.

Khong gian A4 v&1 topo cam sinh goi 1a khong gian con cua khong gian X.
1.4.2. Pinh ly

(a) Tdp con mo cua mot tdp mo la mo trong X; tdp con dong cua tap
dong la dong trong X.

(b) Tdp E dong trong A khi va chi khi ton tai tdp F dong trong X sao
cho E=ANF.

(c) Néu f:X =Y ladnhxa lién tuc thi |, ciing lién tuc.

Churng minh

(a) Gia sir 4 1a tap mo (déng) trong X. Néu G 1a tap mo (déng) trong A
thi G c6 dang G =AU, trong d6 U la mét tdp mo (dong) trong X. Vi 4 va U
déu 1a cac tap mo (dong) trong X nén G 1a tap mo (dong) trong X.

(b) E dong trong A < A\ E md trong A <> ton tai ¥ md trong X sao cho
A\E=VNA< E=4\(VNA)=(X\V)N 4 (F=X\V dong trong X).

(c) Gia str U la tap mo bat ky trong Y.

Taco (f1,) (U)=4Nf"(U)



Vi f lién tuc nén f' (U) mo trong X, do d6 A (U) mé trong A.

Vay f|, lién tuc d6i v6i topod trong A. W
1.5. Khong gian kha ly

1.5.1. Dinh nghia

Khéng gian X goi la khéng gian khd ly néu né c6 mét tap con dém dwoc
tru mat.
1.5.2. Pinh ly

Khéng gian tépé X cé co sé dém dwoc thi khd ly.

1.6. Khong gian compac

1.6.1. Dinh nghia
Tap con 4 cua mot khong gian topd X goi 13 tdp compdc néu moi phii mo
clia A trong X déu c¢6 phu con hiru han.
Khong gian topd X goi 14 khéng gian compdc néu X 14 tap compic cia X.
Mot ho céc tap {Fa}ael goi 1a co tam néu moi tap con hiru han 7, cua [/

déuco N F,#D.

acel

1.6.2. Dinh Iy

Khong gian X compdc néu va chi néu moi ho cac tap con dong {Fa}ael co

tam thi déu cé giao khac rong, ticcla N F, #O.

ael
1.6.3. Pinh ly
Tdp con dong cua khong gian compdc la compac.

1.6.4. Bo dé Alexandrov
Cho o la mét tién co sé cia khéng gian X. Khi dé néu moi phit mé bao

gom cdc tdp thuéc o déu c6 mét phii con hivu han thi X compdc.



10

1.6.5. Dinh ly (Pinh ly Tikhonov)

Khong gian tich X = HX , compdc néu va chi néu moi khéng gian toa

ael

do X, la compac.
1.6.6. Khong gian compac dia phuong

Khéng gian tépé X goi la compdc dia phwong néu moi diém ciia né déu
co mot ldn can compac.
1.7. Khong gian kha métric
1.7.1. Dinh nghia

Khong gian t6pd X goi 1a khong gian khd métric néu trén X c6 mot
métric d sao cho topd sinh bdi métric d tring véi topd xuat phat trén X.
1.7.2. Dinh ly

Moi khéng gian kha métric kha ly déu théa man tién dé dém dwoc thir
hai.

1.7.3. Pinh Iy

Cho {Xn}w_l la ho cdc khong gian kha métric va d, la métric sinh ra

topo trén X, . Khi do tich HX . cua ho dém dwgc cdc khéng gian kha métric

n=1

la khong gian kha métric voi métric d(x,y) = 22_” d, (xn,yn )
n=1
1.8. Nhung vao hinh hgp
1.8.1. Cac dinh nghia
Ki higu C(X,[0,1]) 1a tip cac ham lién tuc f:X —[0,1] va

H = C(X,[0,1]).
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Tap H goi la tach cac diém néu moi x,yeX,x#y ton tai feH sao

cho f(x);tf(y).

Tap H goila tach diém va tdp déng néumoi x € X va moi tip con dong

E ctia X khong chta x, ton tai f € # sao cho f(x) ¢ f(E)

Liiy thira Descartes [0,1]7{ v&i1 topo tich goi la mot hinh hop.

Anh xa e:X—)[O,l]H,ﬂf(e(x)):f(x) vol moi xe X,feH goi la
dnh xa (chinh tic) két hop véi H .
1.8.2. Pinh ly

Cho X la mét khéng gian t6p6 , H = C(X,[0,1]) va e: X —[0,1]" i
anh xa két hop voi H . Khi do

a) e laanh xa lién tuc.

b) Néu H tich cic diém thi e la don dnh.

¢c) Néu H tich cic diém dong thoi tach diém va tdp dong thi e la phép
dong phéi X Ién e(X).

Churng minh

a) Vizmooe=f:X —)[0,1] lién tuc vo1 moi f € H nén anh xa e lién
tuc theo Pinh 1y 1.2.3.

b) Moi x,yeX,x#y, ton tai feH sao cho f(x);tf(y). Tu do

T, (e(x)) # 7, (e(y)) va e(x) # e(y). Vay e don anh.

c) Xét tap mé tuy v Uc X. Moi xeU chon fe#H sao cho
f(x)ef(X\U). bt
v=[01]"\x} (F(X\U))={pe[01]" |z, (p)e f (X \U)},

ta co V'1a tdp mé trong [0,1]7{ va e(x) eV e(X) c e(U) :
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That vay, hién nhién e(x)eV Ne(X). Véi moi peV Ne(X) ton tai
yeX sao cho e(y)=p. T d6 x,(p)=f(»)ef(X\U), suy ra
yeX\(X\U)=U va p=e(y)ece(U).

Do ¥Ne(X) mo trong e(X) nén e(U) 1a lan can cua e(x), tic la
e(U) mé trong e(X). Vi e: X —>e(X) la song anh lién tuc v m& nén la

phép dong phoi theo Pinh 1y 1.3.2. m
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CHUONG 2
CAC TIEN PE TACH

2.1. T,- khong gian

2.1.1. Dinh nghia
Khong gian topo X goi la T - khong gian néu hai diém x, y khdc nhau
bat ki thudée X déu c¢é6 mot lan can (mo) cua x khong chira y hoac mot lan cdn

(mo) cua y khong chura x.

2.1.2. Pinh ly

Cho X la mét khéng gian tépé. Khi dé cdac diéu kién sau la twong
dwong:

(i) X la T,- khong gian.

(i)  Véimoi x,ye X, x#y déu cé xeém hodac y%@.
(iii)  Véimoi x,ye X, x#y déu cé @im
Churng minh

({)= (). Do X la T, - khong gian nén ton tai 1an cdn mo U cua x

khong chura y (hodc lan can m¢ V cua y khong chira x). Do do, { y} c X\U

suy ra xg{y} ( hoac {x}cX\V suy ra yeE{x}).

(if) = (iii). Gia su trai lai ta co {x} = {y} .Suyra xe {y} va ye {x}
Piéu nay mau thuin véi (ii).
@iy = (). Vo1 moi x,yeX,x#y, vi @im nén toén tai

ze{x}\{y} (hoac ze{y}\{x}) . Do zg{y} nén ton tai lan can mé U cia z
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sao cho UN{y}=9 (hodc lan can V cua z sao cho VN {x}=) suy ra

yeU (hodc x¢V'). Mat khac, vi ze{x} nén Uﬂ{x};t@ suy ra xelU
(hodac yeV). Vay X la T - khong gian. B

2.2, TL_ khong gian

2
2.2.1. Dinh nghia
Tdp con A cia khéng gian tépé X goi la tdp g — dong néu moi tdp con
mé U ciia X chira A déu cé AU .

2.2.2. Dinh nghia

Khong gian topo X goi la T, - khong gian néu moi tip g — dong ciia X

2
déu la tip dong.
2.2.3. Dinh ly

Khong gian topo X la T, - khong gian khi va chi khi voi moi phan tir x

2
thuoc X thi hoac {x} la tdp dong hoac {x} la tdp mo.
Churng minh
(=) Gidst xe X va {x} khong dong. Ta s€ chiing minh {x} mé. That
vay, do X'\ {x} khong mé nén chi c6 mot tip mo duy nhat chaa X\ {x} la X

vi X © X nén X\{x} la tap g — dong. Do X'1a T, - khong gian nén X\{x}

2
dong. Suy ra {x} ma.
(<) Goi 4 1a tap g — dong bat ky ctia X. Ta ching minh 4 dong.
Vo1 mol x e A

Néu {x} mo thi {x} la 1an can cia x nén {x}ﬂAi@. Do ddo xe A4.
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Néu {x} dong thi {x}={x}. Khido {x}NA4=D (vi néu {x}N4=0

thi AcX\{x}, do X\{x} la tap mo va 4 1a tdp g — dong nén ZcX\{x},

suy ra Zﬂ{x}z@, mau thudn véi xe 4). Do {(x}NA4={x}N A=, nén
truong hop nay ta cling c6 x € 4. Suy ra A=A. Vay A déng. ®

2.2.4. H¢ qua
Néu X la T, - khong gian thi X la T, - khong gian.

2
Chung minh
Véi moi x,y € X,x#y. Theo Pinh 1y 2.2.3 néu X la T, - khong gian thi

2

hoac {x} mo, khi do {x} la 1an can cua x khong chura y; hoac {x} dong thi
X\ {x} la 1an can cua y khong chira x. Vay X'1a T, - khong gian. ®

2.2.5. Hé qua

Khong gian topo X la T, - khong gian khi va chi khi moi tap con A cua X

2
déu la giao ciia tat cd cdc tdp mo hodc dong cia X chira A.
Churng minh
(=) Gia st 4 1a tap con tuy y cua X, ta s€ chung minh moi x ¢ A4 thi hodc
x khong thugc mot tap mé chira 4, hodc x khong thudc moét tap dong chura A.

That vay, do x¢ 4 nén xe X\ 4. Vi X1a T, - khong gian nén theo Dinh ly

2
2.2.3taco {x} m¢& hodc dong. Suy ra X'\ {x} la tap dong hodc mé chira 4 ma
khong chtra x.
(<) V6imoi xe X, ta co X\{x} — X bang giao ciia mdt ho cac tap

dong hoac mé cua X chira X \ {x} . Khi d6, X'\ {x} béng mot tdp nao do cua
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ho, tirc lIa X \{x} doéng hodc mé. Suy ra {x} m¢ hodc dong. Theo Pinh 1y

2.23taco Xla T, - khong gian. ®

2
2.3. T, -Kkhong gian

2.3.1. Dinh nghia

Khong gian topo X la T - khong gian néu hai diém x, y khdc nhau bt
ky ctia X déu cé mét lan cdn (mé) cia x khéng chiva y va mét lan cdn (mé)ciia
y khong chira x.
2.3.2. Dinh ly

Khong gian topo X la T - khong gian khi va chi khi moi tap con chi
gom mét diém cia X la tdp dong.

Chung minh

(=) Goi x 1a phan tir bat ky thude X. Véimoi ye X \{x},vi X1a T -
khong gian nén ton tai lan can ¥ cua y, ¥ khong chira x. Do d6 ¥ < X \ {x} :
Viay X\{x} mé hay {x} dong.

(<) V6imoi x,ye X, x#y. Vi {x}, {y} dong nén X\{x}, X\{y}
la céc 1an can tuong ung cua y khong chira x va cua x khong chura y. Vay X 1a

T - khong gian. ®
Tu Pinh 1y 2.2.3 va Dinh 1y 2.3.2 ta ¢6 hé qua sau

2.3.3. H¢ qua
Néu X la T - khong gian thi X la T, - khong gian.

2
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2.3.4. H¢ qua
Cho X la tap hitu han. Khi do khong gian topo (X,T) la T - khong
gian khiva chi khi t la topo roi rac.
Chung minh

(=) Do X hitu han nén moi tdp con 4 ctia X hiru han, ta c6 4= U {a}.

aeA
Vi X1la T, - khong gian nén moi tap con chi g6m mdt phan tir déu 1a tap dong,
do d6 4 dong. Suy ra moi tip con ctia X déu 1a tip mo. Vay 7 13 topo roi rac.

(<) Néu 7 1a t6p6 roi rac thi moi xe X, {x} la tap dong. Theo Dinh 1y
2.3.2taco Xla T, - khong gian. ®

2.4. Tl i T khong gian

2

2.4.1. Dinh nghia

Khong gian topo X goi la Tl i khong gian néu moi tdp con compdc cua
2

X déu la tap déng.
2.4.2. Nhan xét

Néu X la Tl - khong gian thi moi tdp chi gdm mdt phan tir déu la
2

compdc nén la tdp dong, do do X'la T, - khong gian.
2.5. T,- khong gian
2.5.1. Dinh nghia
Khong gian topo X la T,- khong gian (hay khong gian Hausdorff) néu

hai diém x, y khac nhau bat ky cua X ton tai cac lan cdn (mo) U cua x va V

cuay sao cho UNV =Q.
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Ttr dinh nghia ta dé dang suy ra nhan xét sau

2.5.2. Nhan xét
Néu X 1a khong gian Hausdorff thi X 1a T - khong gian.

2.5.3. Dinh ly

Khong gian topo X la Hausdorff khi va chi khi moi ludi hoi tu trong X
déu héi tu dén mor diem duy nhat.

Chung minh

(=) Gia st X 1a khong gian Hausdorff , ludi <xa >aeD cX,x, —>a, va
x, = b. Ta s€ chung minh a=5. That viy, néu a # b thi ton tai cac 1an can
ro1 nhau U va Vcuaa va b tuong ing. Chon «,, a, € D saocho x, eU vé1
moi a>a, va x, €V vé61 moi a>a,. Chon feD sao cho f>a, va
B>a,,taco x,eU NV mauthuan véi UNV =Q. Vay a=b.

(<) Gia str X khong Hausdorff . Khi d6 ton tai a, be X, a#b va moi
lan can U ctia a va Vcua b déu c6 UNV = <. Ki hiéu N,» N, lan luot 13 ho
cac 1an cin cua a va b tuong ing. Ta dinh huong tap D =A[ x A, boi quan

he (U V')>(U,V)néu U'cU va V'cV. Véi moi (U,V)eD, chon

x, . ..eUNV taduoc ludi <x > .Voimoi lan can U, ctiaa va V, cua
(vr) WY) [ ryep 0 0

b, X e U, vO1 moi (U,V)E(U V) va X eV, v61 moi (U,V)E(UO,VO).

, 02”0

Do do, x,,

y—>avax,, —>b,a#b. Mau thuan véi gia thiét. m

.

2.5.4. Dinh ly
Cho X la khéng gian Hausdorff . Néu A la tdp con compdc ciia X va

diem x thuoc X\ A thi ton tai cac lan can U cua x va V cua A sao cho

UnNv=yg
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Churng minh

Véimoi ye 4 thi y#x. ViX Hausdorff nén ton tai 1an cadn m& U, cla

y thoa x gU_y. Khi d6 4c UU,. Vi 4 compic nén c6 phu hitu han céc tap

yed

m¢ U,,U,,...,U, sao cho xséi vol i=1,2,...,n. Dat V=LnJUl., U=X\I7, ta
i=1
c6 V, Ula céc 1an can cia 4 va x tuong ung thoa UV = . &
2.5.5. H¢ qua
Moi tdp con compdc cua khong gian Hausdorff la tap dong.
Churng minh
Cho A4 1a tip con compic cta khong gian Hausdorff X. C6 dinh

xeX\A4.Moi yeA ton tai cac 1an can mé roi nhau U cua y va V' cua x.

Ho {Uy} la phti m& cia 4 nén c6 phu con hitu han {Uy,}n bat Vv=Nr"

yed i) i=l i=1

ta co V'1a mot 1an can cia x khong giao véi A. Vay X \ 4 md va 4 dong. B
2.5.6. Dinh ly
Cho X la khéng gian tépé théa man tién dé dém dwoc thir nhat. Khi d6 X
la T, - khong gian khi va chi khi X la T - khong gian.
-

2

Chung minh

(:>) Suy ra tir H¢ qua 2.5.5.

(<:) Gia st trai lai X khong 1a T, - khong gian. Khi do tontai a, be X,
tdn tai co s& 1an can giam dém duoc {Un} cua a khong chtra b va {Vn} cua
b khong chira a sao cho U, NV, # & v&imoi neN.

Chon x, €U, (V, vadat A={a}U{x, :neN}. Xét phi mo tuy y {Gl.}l_el

cua 4. Chon i, € I sao cho a € G, . Khi do ton tai n, sao cho U, <G, . Ta co
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. . . . . 4 Vlo—l
x, €U, véimoi n2ny. Moi j<n,, chon i, sao cho x;, €G, . Ta co {Gl._}
J 7) j=0

la pht con hitu han ctia 4. Vay 4 1a tap compac. Do {xn} cA, x, >b nén
bed bgA.Taco A4 tap compac nhung khong la tdp dong nén X khong la

Tl i khong gian. B
2

2.5.7. Dinh ly

Cho X la mot khong gian Hausdorff compdc dia phwong. Khi do

a) Moi xe X va moi lan cdn U cua x, ton tai mét lan cdn compac N
cua x sao cho N cU .

b) Moi tap compac K cua X va moi tap mo U chura K, ton tai tap mo V
saocho KcVcVcUvaV la tdp compac.

Churng minh

a) Ta co thé gia thiét U compic vi néu can thi ta thay U bsi UNF°,
trong d6 F'1a mot 1an can compac cua x. Khi dé ton tai cac tdp mo ro1 nhau V
va W trong U sao cho x eV va bU cW . Vi V mé trong U nén ¥ mé trong X,
V1A tap dong va do do 1a tdp compac cua U \ W=U\W.Dbit N=V tacé lan
cAn compéc cua x can tim.

b) Theo a), mdi x e K tdn tai lan can compac N cU. Ho {Nf} . la

n
=

mot phu m¢d cua K nén c6 phu con hitu han {Ng} - bat V=UN! tacé
1 l:1 1

KcV va ;CUinCU, V 1a tap compic. m

i=1

2.6. T  -Kkhong gian
2=

2

2.6.1. Dinh nghia
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Khong gian topo X la T | - khong gian (hay khong gian hoan toan
2=

2

Hausdorff) néu hai diém x, y khdc nhau bat ky ciia X, ton tai cic lan cdn (md)

U ciaxva Veciaysaocho UNV =3 .
Tur dinh nghia ta suy ra nhan xét sau

2.6.2. Nhan xét
Néu X 12 khong gian hoan toan Hausdorff thi suy ra X Hausdorff .

2.7. T,-Khong gian
2.7.1. Dinh nghia

Khéng gian t6pé X goi la chinh quy néu moi diém x thudc X va moi tdp
con dong A ciia X khéng chira x, ton tai cdc lan cdn U ciia x va V ciia A sao
cho UNV =0.
2.7.2. Dinh nghia

Khong gian topo X goi la T, - khong gian (hay khong gian Tychonoff)

néu né la chinh quy va T - khong gian.

2.7.3. Pinh ly

Khong gian topo X la T,- khong gian khi va chi khi X la T - khong gian
va moi lén cdn U cua diém x bat ky thuoc X déu chira mét lan cdn dong.

Churng minh

(=) Gia su X la T,- khong gian. Hién nhién X 1a T,- khong gian. Lay
phan tir x bat ky thudc X. Gia str U 1a mot 1an cin tiy ¥ cta x. Ta c6 thé gia su
Umo, suy ra F'=X\U la tap dong khong chira x. Do X 1a T, - khong gian

nén ton tai cac tAp mo V'va Wthoa xeV,FcW va V(W=J. Khi do, X\W
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1a tap déng chua V. Tir d6, ta c6 xeV oV c X\W < X \F cU . Vay diéu
kién ctia dinh 1y dugc thoa.

(<) Gia sir diéu kién cta dinh 1y dugc thoa. DE chimg minh X 1a T,-
khong gian ta chi can ching minh X chinh quy. Gia sir x 13 mdt phan tir tiy ¥
cua X. Goi F' la mot tap dong tuy y khong chira x. Khi d6, X' \ F' 1a mét lan
can cua x. Theo gia thiét, ton tai mot 1an can dong Uctaxsaocho UcC X\ F.
Suy ra X \U la tdp m¢ chua F va Uﬂ(X\U)z@ nén X la khong gian
chinh quy. m
2.8. T31 - khong gian

2
2.8.1. Dinh nghia

Khéng gian topé X goi la hoan toan chinh quy néu moi phan tir a thuée X
va moi tdp con déng B ciia X khéng chira a, ton tai ham lién tuc f: X — [0,1]

sao cho f(a)=0va f(x)=1véimoi xeB.

2.8.2. Dinh nghia

Khéng gian tépé X goi la théa man tién dé tach T  hay T - khong gian
3L 3t

2 2

néu né la hoan toan chinh quy va T - khong gian.
2.9. T,-Khong gian

2.9.1. Dinh nghia

Khéng gian topé X goi la khéng gian chudn tac néu véi moi tdp con déng
A, BciiaX, ANB=@ déu ton tai cdc lin cdn (mé) U va V ciia A va B twong
wng sao cho UV =J.
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2.9.2. Pinh ly (B6 dé Urysohn)

Cho X la khéng gian chudn tic va A, B la cdc tdp con dong cia X théa
ANB=O. Khi dé, ton tai mot ham lién tuc f:X —)[0,1] sao cho f(x)=0
voimoi xe A va f(x)=1 véimoi xeB.

Churng minh

Trude hét ta chirng minh v&i moi s6 hiru tydang r=k.27" € [0,1] , ton tai
mot tap mo U, saocho AcU c X \B, UVCUS VOl 7 <.

That vay, dat U, =X \V . Do X chuan tic nén ton tai hai tdp mo ro1 nhau

V, W chtta 4, B tuong tng. Dat U, =V (k=1,n=1)
2

Vi VNW=0,BcWnénVcX\WcX\B.

Suyra 4cU, CU_ch\WCUl

2

[

Bay gio gid s da xdy dung duoc U, vé61 r=k2™", 0<k<27,
1<n<N-1.Tas&xay dung U, voi r=(2+1).27", 0< j<2"" (v6i trudng
hop r=272"=;2""=;2"" 0<j<2"" dico theo gia thiét quy nap).

Tacd j2" <(j+1).2"" vé6imoi 0< j<2"", suyra U,»v cU

(j+1)2V

(dat U, = 4). Vay U2, X\U, 14 hai tap dong roi nhau.

j+h2t

Tuwong ty nhu trén, ta x8y dung dugc U, sao cho

Uizr cU, cU, UG .

Vay ta co ho cac U, c¢o tinh chit dit ra.

bat U =X v6imoi r >1 va xac dinh ham f boi f(x):inf{r|err}.
Vi AcU cX\B=U, v6imoi 0<r<1 nén f(x)=0 véi moi xc A,

f(x)=1voimoi x€B va 0< f(x)<1 véimoi1 xe X .
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Vo1 moi o 6[0,1], do cac gid tri r=k2", 0<k<2", tru mat trong
[0,1] nén

f(x)<a < xeU, (véirnaodd, r<a) < xeUU. .

r<a

f)>a ©xeU, ,Vr>a ©xeU Vr>s>a < xe U(X\US).

s>a

Vivay f'(-o,a)=UU, va f(a,+0)= U(X\US) 1a cac tap mé. Tur

dé f liéntyc. m
2.9.3. Dinh nghia
Khéng gian t6pé X goi la théa man tién dé tach T, hay T,- khong gian
néu né la chudn tic va T - khong gian.
2.9.4. Nhan xét

Tt Binh nghia 2.8.1, Pinh nghia 2.9.3 va B6 dé Urysohn ta suy ra néu X

la T, - khong gian thi X'1a T - khong gian .
3=

2

2.9.5. Pinh ly

Khong gian Hausdorff compac la T, - khong gian.

Chung minh

Cho X 1a khong gian Hausdorff compac va 4, B 1a cac tap con dong roi
nhau ciia X. Theo Nhan xét 2.5.2 ta chi can ching minh X chuan tac. T Dinh

1y 1.6.3 ta co A, B 1a cac tip compic. Mdi xe 4 va ye B, tdn tai cac 1an can

mo 101 nhau U, ciax va V™ cua y. Do {Ux} la phti cua 4 nén c6 phu con
xeA

htru han {U }n

i )i=1
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bat U’ = UUX, va v, = ﬂV’“" ta dugc cac tap mé roi nhau U’ chira 4

i=1 i=l1

va V chta y. Lai do {Vy}yeB la phtt mé ctia B nén ¢6 phu con hitru han

m

{Vy_} . bat U=| |Uy~" , V=| |Vy_ ta dugc cac tdp mo ro1 nhau U chira 4 va
i) j=1 ) . J
J=1 J=

V chita B. Vay X 1a chuan tic. ®

2.9.6. H¢ qua

Khong gian topo X la T31 - khong gian néu va chi néu no dong phoi voi
2

mot khong gian con cua khong gian Hausdorff compac.
Churng minh
(:>) bat H = C(X,[O,l]). ViXla T -khong gian nén ta dé dang suy ra
3=

2
# tach cac diém dong thoi tich diém va tap dong theo Pinh nghia 1.8.1.
Theo Pinh Iy 1.8.2 ta c6 X ddng phdi voi e(X)<[0,1]" vai [0,1]" 1a khong
gian compac (theo Dinh ly Tikhonov) va Hausdorft.

(<:) Do khong gian con cua T3 i khong gian la T3 i khong gian nén
2 2

chiéu nguoc nay suy tir Pinh 1y 2.9.5 va Nhan xét 2.9.4.

2.9.7. H¢ qua

Khong gian Hausdorff compac dia phuong la T | - khong gian.
3=

2
Churng minh
Gi1d st X 1a khong gian Hausdorff compac dia phuong, xe X va F'la tap
con dong cua X, x¢ F. Theo Nhan xét 2.5.2 ta chi can chirng minh X hoan
toan chinh quy. Tur Pinh ly 2.5.7 a), tdn tai 1an can compac N cua x sao cho

Nc X\F. Do N chuan tic (theo Pinh 1y 2.9.5) nén ton tai ham lién tuc
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f:N—[0,1] sao cho f(x)=0 va f(y)=1 v&i moi yebN. M¢ rong / thanh
hiam 7:X —[0,1] bang cach dit 7(y)=1 v&i moi ye X\N. Ta s& ching minh
/ lién tyc. That vay, véi moi tdp con dong E cua [0,1] ta co

fU(E) néu 1e¢E
FUE)UX\N®) néu 1€E

i-‘(E>={
Do f7'(E) dong trong X nén f'(E) dong trong X. Vay f lién tuc. ®
2.9.8. Dinh ly
Moi khéng gian chinh quy théa man tién dé dém dwoc thir hai la khéng
gian chudn tdc. Hon nita néu X la T,- khong gian thoa man tién dé dém
duwoc thw hai thi X kha métric .
Churng minh
Gia sir X 13 khong gian chinh quy c6 co so dém dugc B. Goi 4 va B 1a
cac tdp con dong roi nhau ctia X. VOi mdi xe A, tén tai U B sao cho
xeUcUc X\B. Ki hiéu {Un} 13 diy cac phan tr trong B sao cho
U, < X \B.Khi d6 hién nhién 4| JU, . Tuong ty ta cé ddy {¥,} c4c phan

n=1

tir cua B sao cho VncX\A va BCUVn.Da_it

n=l1

P=U; O =V,\P,

B=U\Q ; O,=V,\(RUR)
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ta cO P va O la cac tdp mo khong co diém chung sao cho 4 P va
BcOQ.

That vay, moi P va O, m&é nén P va Q mo. Néu n <m thi

:I/m\LmJECVm\Fn 2

i=1

m

n-1__ o
néu n>m thi Pann\UQ,-CUn\Qm,
i=1

dodé P.NQ, =D véimoim,n, thicla PNQ=D.Néu xe 4 thi xeU, . Do

V.cX\A nén xegV, véi moi i, tr d6 x¢Q v6i moi i va

xeU, \UQ:P%. Vay xeP va AcP. Tuong tu ta cO Bc Q. Vay X
il

chuan tac.

Bay gio gia su X la T,- khong gian ¢6 co s¢ dém duoc B. Ta chung
minh X kha métric. V61 moi x€ X' va moi tap con dong F cia X khong
chira x ton tai U,V € B sao cho xeUcUcVcX\F.

Ho céc cap (U ,V) ctia B thoa min hé thuc trén 1a dém duoc, ta viét
ching thanh day {(Un,Vn)}jzl. Do X chuan tic nén voi mdi neN, ton tai
ham f :X—)[O,l] sao cho f(x)=0 vo61 mo1 xeU, va f(x):1 vO1 moi
xe¢V . RO rang ho H = { fn}::] tach cac diém dong thoi tach diém va tap
dong cua X.

Trén [0,1] xét topd thong thuong. Theo Pinh 1y 1.7.3, [0,1]7{ la khong

gian kha métric v6i métric p(s,r)=> 2"

n=l1

, & day voi moi pe[0,1]"

S}’l _t}’l

va neN, ki hiéu p, :7rfn(p).
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Theo Pinh 1y 1.8.2, anh xa
e: X ->[0,1]"
la phép ddng phdi X 1én e(X)c[0,1]". Vi e(X) Ia kha métric (v6i métric
p) nén X 1a khong gian kha métric.
Do e: X —> e(X) 13 phép dong phdi nén dat
d(x.y)=p(e(x).e(v))
véimoi x,y € X ta dugc mdt métric trén X sinh ra topod Xuat phat trén X.

Mat khac ta lai co

nén d(x,y):if”

l1a métric xac dinh topd trén X. W
2.9.9. Pinhly

Khong gian top6 X la T, - khong gian khi va chi khi X la T - khong gian
va moi tdp con dong A, B cia X, A(N\B=3, ton tai moét ham lién tuc
f:X—)[O,l] sao cho f(x)=0 voimoi xe A va f(x)=1 voimoi x€B.

Churng minh

(:>) Hién nhién (suy ra tir Dinh 1y 2.9.2)

(<:) Gia sir X c6 tinh chat da néu. Pé chimg minh X 14 T, - khong gian,
ta chi can ching minh X chuan tic. Goi 4, B 1a hai tap dong khac rdng, roi
nhau cta X. Khi d6, ton tai ham lién tuc f: X — [0,1] sao cho f(x)=0 v&i

moi xe 4 va f(x)=1 voimoi xe B.
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Dat U:{xeX:OSf(x)<%}, V:{xeX:%<f(x)£1}.Khid(’)tacé

1 1
U, V 1a céc lan can cia 4 va B tuong ing. Mat khac vi [O’Ej’(?l} la céc tap

mé ro1 nhau cua [0,1] va f lién tuc nén U, V 1a cac tdp mo ro1 nhau cua X.
Suy ra X chuan tic. Vay X 1a T, - khong gian. &

2.9.10. Dinhly

Khong gian topo X la T, - khong gian khi va chi khi X la 'T,- khong gian
va moi tdp dong F trong X, moi ldn cdn V tuy y cua F déu chira mot lan can
dong cua F.

Churng minh

(:>) Gia su X la T, - khong gian. Hién nhién X 1a T - khong gian. V6i
moi F déng trong X va ¥ 1a mot 1an can tiy ¥ cia F trong X, ta c¢6 thé gia sir
V mé. Khi 46 X\V dong. Do FcV nén FN(X\V)=J. ViX1a T,-
khong gian nén ton tai hai tdp mé roi nhau G, H chita F va X \V tuong ung.
Taco GNH=G,X\VcH suyra FcGc X\HcV.Do X\H dbng
nén suy ra FcGcGocX\HcV. Vay G 1a mot 1an can dong ctia F nam
trong V.

(<) Gia sir dicu kién cua dinh 1y dugc théa. Dé ching minh X 1a T, -
khong gian, ta chi can chimg minh X chuan tic. Goi 4, B 14 hai tip dong tuy ¥
roi nhau cua X. Khi d6 X \ B la 1an can mo cua 4. Theo gia thiét, ton tai mot
lan can dong E cta A saocho Ac Ec X\B.TacoElalancancia 4, X \ E
13 mot 1an can ctia B va EN(X \E)=. Vay X chudn tic. ®
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2.10. T,- Khong gian

2.10.1. Dinh nghia

Khéng gian tépé X goi la hoan toan chudn tic néu moi tdp con A, B tach
nhau ciia X déu ton tai cdc lan cdn (mo) U va V cia A va B twong ving sao
cho UNV =0.

Tur dinh nghia ta ¢c6 nhan xét sau

2.10.2. Nhan xét

Néu khong gian X hoan toan chuén tic thi X chuan tic.
2.10.3. Dinh nghia

Khéng gian topé X goi la théa man tién dé T, hay T.- khong gian néu né
hoan toan chudn tdc va T - khong gian.

Tur Nhan xét 2.10.2 va Pinh nghia 2.10.3 ta c6
2.10.4. Nhan xét

Néu X 1a T;- khong gian thi X 1a T, - khong gian.
2.10.5. Dinhly

Khong gian topo X la T, - khong gian khi va chi khi moi khong gian con
ciia X déu la T, - khong gian.

Chung minh

(:>) Gia st X' la T - khong gian, ta s€ chirmg minh moi khoéng gian con
cua X' khong chi la T, - khong gian ma con la T, - khong gian.

Gi1d str Y la khong gian con tuy y cia X. Véimoi aeY suyra ae X . Do
Xla T, - khong gian nén {a} dong trong X, suy ra {a} = {a} 1Y dong trong Y.

Do do6 Yla T, - khong gian.
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Mait khéc, gid st A, B la cac tdp con cua Y thoa AﬂB_Ty=® va
B ﬂA_TY =0 (A_Ty , B_Ty la bao dong cua A, B tuong ung trong Y). Khi dé ta co
ANB=(4NY)NB=AN(YNB)=ANB, =@. Va tuong tu ta ciing cd
ANB=. Vi X hoan toan chudn tic nén ton tai cac tap mo U, V trong X

chira 4, B tuong ung thoa UV = .Khidé UNY va V(1Y la cac tip con
m¢ trong Y chita 4, B twong Gng théa (UNY)N(VNY)=<. Vay Y hoan

toan chuan tic. Vay Yla T, - khong gian.

(<:) Gia str moi khong gian con ciia X déu la T, - khong gian. Ta chimg
minh X'1a T;- khong gian.

That vay, vi X la khong gian con cua X nén X 1a T, - khong gian. Do d6 X
la T - khong gian.

Mait khac, gia sut 4, B la cac tdp con cua X thoa A4 NB=T va
ANB=O. bat Y:X\(ZDE). Khi d6 YN A4, YN B la cc tap dong trong
Y thoa (YﬂZ)ﬂ(Yﬂﬁ):Yﬂ(Zﬂg):@. Do (Y,TY) chuan tic nén ton tai
céc tdp mo roi nhau U, V trong ¥ chita YN 4 va YN B tuong Gng. Vi ¥ mo
trong X nén U, V cling m¢ trong X. Hon ntia, vi ANB=@ nén Ac X \B.
Suy ra A:AD(X\E)CZH(X\E):ZHYCU. Tuong tu ta ciling co
B cV.Do d6 X hoan toan chuan tic. Vay X 1a T;- khong gian. =

2.10.6. Dinhly

Néu X la T,- khong gian thi X la T,- khong gian véi moi i< j,

i,je 0,1,1,11,2,21,3,31,4,5
22 2 2
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Churng minh
Ta c6 da co

e T, =T, (Héqua224)

2

e T =T, (H¢ qua23.3)

2

e T, =T (Nhan xét 2.4.2)
1—

2

e T,=T, (Pinhly2.5.6)
1—

2

e T, =T, (Suyratr Nhan xét 2.6.2)
2=

2
e T.=T, (Suyra tir Nhin xét 2.10.2)
Bay gio ta chung minh

e T, :>T21
2

Gia su X' la T, - khong gian va a,be€ X,a#b. Khi d6 ta co X\{b} la 1an
can mo cua a. Theo Pinh 1y 2.7.3, tdn tai 1an cin U cua a sao cho
UcUcX\{b}. Khi d6 ta cling co X \U 14 1an can mé cia b nén ton lan
can Vcua b saocho V Ve X\U. Suy ra U, V'1a céc lan can cua a, b tuong

tmgthéa UNV =@ . Vay X 1a T , - khong gian.

2

e T =T,
3=
2

Gia se X la T - khong gian, ae€ X va B 1a tap con dong cua X khong
3=

2

chira a. Khi d6 ton tai ham lién tuc f:X—)[O,l] sao cho f(a)=0 va
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f(x)=1 v61 moi xe B. Dat U:{x:f(x)<%},V:{x:f(x)>%}. Ta co U,

V'1a cac tdp con mo ro1 nhau chita a va B twong ung. Vay X la T, - khong gian.

o T, :>T31
2

Gia su X la T, - khong gian, a€ X va B la tap con dong cia X khong
chtra a. Do {a} va B 1a cac tap con dong ro1 nhau trong X nén theo Pinh 1y
Urysohn, ton tai ham lién tuc f: X — [0,1] sao cho f(a)=0va f(x)=1 v6i

moi xe B. Vay X'la T  -khong gian. B
3=

2

2.10.7. Dinhly

Moi  khong gian méwric la T.- khong gian voi  moi
ie 0,1,1,11,2,21,3,31,4,5 :
22 2 2

Churng minh

Gia sir X 1a khong gian métric. Theo Dinh 1y 2.10.6 ta chi can ching
minh X 1a T,- khong gian.

That vay, xét topd sinh boi métric tuong tmg. Hién nhién X 1a T - khong
gian. Gia sir 4, B 13 hai tap con tach nhau ctia X. Ly a 1a mot diém tuy ¥ cua
A. Do ANB=Q nén acAc X\B. Vi X\B md nén ton tai r, >0 sao

— 1 :
choB(a,r,)c X\B. bat U=U B(a,zraj. Khi d6 U 1a tip mo chia A.
acA
Tuong ty, néu b 1a mot diém ty y cta B thi ton tai s, >0 sao cho
- 1
B(b,sb)cX\A va V= B(b,zsbj la mét tdp md chua B. Ta s€ chiing
beB

minh UNV =Y.
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That vay, gia st nguoc lai c6 xeU 1V thi s& ton tai cac diém ae 4 va

b e B sao cho xeB(a,%rajﬂB(b,%sbj. Do d6

d(a,b)<d(a,x)+d(x,b)< %ra +%Sb <max{r,,s,}

Suy ra ae B(b,sb) hoac be B(a,ra), mau thuan véi gia thiét 4, B tach

nhau. Vay X hoan toan chuan tic va do d6 1a T;- khong gian. &
2.11. Cacvidu

2.11.1. Tén tai T, - khong gian nhung khong la TL - khong gian

2
Gia su Xz{a,b,c}, T :{Q,{a},{a,b},X}. D& kiém tra (X,T) la T,-
khong gian. Nhung n6 khong la T, - khong gian vi tdp con {a,c} la tap g —
2
dong nhung khong 1a tap dong. W
2.11.2. Tén tai T, - khong gian nhuwng khong la T - khong gian

2

Gia st X ={a,b}, 7 ={D,{a},X}. D& thay (X,r)khong la T,- khong

gian. Nhung né la T, - khong gian vi céac tdp con g — dong cua X 1a J, {b} ,

2
X déulatap dong. m
2.11.3. Tén tai T - khong gian nhwng Kkhongla T - khong gian
1=
2
Gia st X 1a mot tdp vo han. Trén X xét topd co phan bu hitu han (hay
topd Zariski), tirc 13 topd gom tap rong va tat ca cac tip con ciia X c6 phan bu
htru han.

Moi ae X thi X \{a} 1a tdp m& nén {a} 1a tdp dong. Vay X' 1a T -

1

khong gian. D& théy moi tap con vo han cia X déu tri mat trong X.
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Ta s& kiém tra réng moi tap con K cua X déu compdc. That vay, néu K la
tap hitu han thi hién nhién K compac. Néu K vo han thi xét phu mé bat ky
{G,} _cuaK. Chon j, €I saocho G, NK #@&.Do X \G, latap hitu han nén

1

J=Kﬂ(X\Gl.O) la tap hiru han. Moi jeJ chon ijel sao cho jeGl.j.Khi

doé {Gl._ }_,-GJ U {Gl.0 } la phu con hitu han cua K. Vay K compac.

Chon K, 1a tap vO han cua X sao cho X \ K, cling la tdp vo han. Ta co

K, la tdp compac nhung khong dong, tirc X khong la T, — khong gian. ®
-

2

2.114. Toéntai T . - khong gian nhung khong la T, - khong gian
-

2
Gia st X 1a tap khong dém dugc voi topd co phan bu dém duoc, tic 13
topd gom tap rong va tit ca cac tap con clia X co phan bu (khong qua) dém

duoc.

Dé dang thiy rang X khong 1a T, — khong gian. Ta s€ chira X1a T -
1

2
khong gian.

Gia sir 4 13 tap con vo han bat ky cua X. Chon diy {xn} cac diém phan
bi¢t trong 4. Dat G, =X \{x, :ke N,k #n}. Ta co {Gn} la pht mé cua 4
khong c6 phu con hitu han. Do d6 4 khong compac.

Ttr chirng minh trén suy ra tdp con K cua X compac khi va chi khi K 1a

tap hiru han. Do dé moi tap con compac cua X déu dong hay Xla T, —khong
1=
2

gian. W
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2.11.5. Tén tai T,- khong gian nhwng khongla T - khong gian
2=

2
Giasoe X =S5 U{(0,0),(I,O)} trong do S la tap cac diém trong cua hinh
vuong don vi. Cac diém thudc S co co s& 1an can dia phuong thong thuong.

Cac diém (0,0) , (1,0) c6 co s& 1an can dia phuong tuong ung la céc tap dang

1 1
U, (0,0)={(0,0 O<x<—, 0<y<—
(00)={(0.0)}U{(x)10< <], <y,
Um(l,O):{(l,O)}U{(x,y)|%<x<1, 0<y<l}. D& thdy X la khong gian
m

Hausdorff . Nhung X khong hoan toan Hausdorff vi (0,0) va (1,0) khong co

cac lan can dong ro1 nhau. ®

2.11.6. Toéntai T . - kKhong gian nhung Kkhong la T, - khong gian
2=

2

Trén tap X :[0,1], x€t top0 7 cO co so la ho cac tdp mo cua (0,1] Vo1
1 . :
topd thong thuong va cac tip dang B, :[O,a)\{—|n EN} vél moi a,
n

0<a<l1.Khido (X,T) la T  -khong gian. Ta s€ chira (X,T) khong 1a T, -
2-

2
khong gian. Theo Pinh 1y 2.7.3 tas€ chira lancan V = [0,1] \ {l |ne N} clua
n
0 khong chua bat ky 1an can dong nao. That vdy, U 1a lan can bat ky cua 0,

s - 1
UcV déu ton tai a>0 sao cho B, cU. Chon n, du l6n sao cho —<a.
1

. 1 — 1 —
Khid6 —eU nhung —¢V.Dodo Uz V .1
1y 1y
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2.11.7. Tén tai T, - khong gian nhwng Khong la T3 - khong gian

2
Gia st M, 1a tap con cta nira mit phang trén P={(x,y)|x,y R,y >0}
va z, 1a diém c6 toa do (0,-1). Pat M =M U{z,}, L 1a dudng thang thuc
L={(x,0)|xeR} va L ={(x,0)eL|i-1<x<i},i=12,... Ta s& xdy dung

dé M 1a T, - khong gian nhung khdng la T3 i khong gian.

2
Véimdi ze M
Néu z=(x,0)eL, takihiéu 4,(z)={(x,y)eM,|0<y<2},
A,(z)={(x+y,y)eM,|0< y<2},
va dit B(z) 1a ho cac tap c6 dang (4,(z)U 4,(z))\ B, trong d6 B la tap
hiru han khong chra z.
Néu ze M, \L, dat B(z)={{z}}.

Néu z = z,, dat B(z) = {U,- (zO )}: , trong do

Ui(zo)z{ZO}U{(x,y)eMo |x2i}.

Ta c6 ho {B(z)} y thoa mén cac tinh chit sau

(B1) Véimdi ze M,B(z)#D; v6imdi U eB(z), zeU.
(B2) Néu u eUeB(v) ton tai VeB(v) saocho V' cU .
(B3) V6imoi U,,U, € B(z) ton tai U € B(z) sao cho U cU, NU,.
(B4) V61 moi u,veM,u#v ton tai UeB(u),VeB(v) sao cho
UNv=9a.
Tir d6 ta dé kiém tra khéng gian M véi topd sinh béi hé lan can

{B(z)}ZGM la khong gian Hausdorff . Do d6 M ciing la T, - khong gian.
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e Chung minh M chinh quy
Trudc tién ta chu y rang M 1a khong gian Hausdorff va véi mdi ze M 0>
ho B (z) la cac tap vira dong vira mo cua M. Do do, dé ching minh M chinh
quy ta chi can ching minh v6i moi tdp con dong F ciia M khong chira Zys ton
tai cac tdp mo U,,U, thoa z, eU,,F cU,va U, NU,=9.

That vay, véi moi tap dong F < M khong chia z,, chon U, (ZO) sao cho

FNU,(z2)=9. bat U, =U,

w2 (20): Uy=M\(U, ,UL UL, ). Ta c6
U,,U, 1a cac lan can can tim.
e Chung minh M khong hoan toan chinh quy

Xét ham lién tuc f: M — [0,1] thda man f(Ll): 0. Ta s& chimg minh
f(zo) =0. Trudc tién ta s€ ching minh cac tap K, = {z el |f(z) = O} ,
i=1,2,... 1a vo han.

That vy, ta c6 K, =L, 1a tdp vo han. Gid st |K,|2N, (N, 1a lyc luong
ctia tap dém duoc). Xét tap vo han dém duoc K'cK,. V6imdi zeK', tdn
tai tap dém duoc AO(Z) C Az(z) sao cho f(Az(z)\AO(z)) = {O} Hinh chiéu
A ctia hop U{Ao(z) |z e K};} 1én L 1a dém dugc. Bay gio v6i mdi te L, tap
A (2) cat mot trong cac tap 4,(z)\ 4,(z) véi zeK' va do f lién tyc nén

f(:)=0. Kéo theo L,,\AcK,, Do viy K,

>N,. Vay
K,={zeL|f(z)=0}, i=12,.. 1a tap v0 han,
Tu tinh v6 han cua cac tap K, = {z el |f(z) = O} , 1=1,2,... va tinh lién

tuccia f,tasuyra f (zo) =0. Do vay M khong hoan toan chinh quy. ®
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2.11.8. Toéntai T . - khong gian nhung khong la T, - khong gian
3=

2

bat X=PUL, trong do6 P={(x,y)|x,yeR,y>O} 1 nra mat phang
trén va L= {(x,0)|x € R}lél duong thang thyc. Trén X ta xét topd ¢ gom
cac tip con md cua P d6i v6i topd thong thuong v va cac tap dang {x} Ub,
trong 46 x € L, D 1 dia mé trong P tiép xuc véi L tai x.

Ta c6 khong gian (X ,r*) la m& rdng ctuia khong gian con vdi topd thong
thuong 7 trén X.

That vay, gid st U < X', U mé voi topo thong thuong va xe U .

Néu x e P, ton tai 14n can ¥ ciia x m& theo 7 sao cho V cU . Do d6 V

” *
m& theo 7 .

Néu xe L, tontaidia A tdm x, ban kinh r, mé trong toan bd mat phéng,
< 27 A S . , ro .z ., ‘. . .
A X cU. Khi do, ton tai dia A, < P ban kinh 5 tiep xuc voi L tai x. Vi

A, c AP va xeU nén ({x}UAl)CU.

Tur d6 ta d€ kiem tra X 1a T - khong gian.

Ta chiing minh (X ,r*) hoan toan chinh quy. Gia str 4 1a tip 7 - dong va
be A.

Néu be P thitdn tai lan can m& U cua b, U = P sao cho U c X \ 4. Vi
U cling mé trong 7 nén X\U dong trong 7. Vi (X ,’I') la hoan toan chinh quy
nén tén tai ham lién tuc f:X —> [0,1] sao cho f(b) =0 wva
f(x):l,VxeX\U. Do d6, vi Tt nén f ciing lién tuc véi 7 va

f(b)zO va f(x)zl,VxeA.
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Néu bel thi ton tai dia A ban kinh &, tiép xuc vo1 L tai b va
A A= . Ta dinh nghia ham f nhu sau:

f:X—[0,1]
f(b)=0.
f(x)zl, VxéAu{b}

(x, - b)2 +x,°
20x,

f(x,x,)= , V(x,,x,)eA

Ta c¢6 f lién tuc vi f‘l([O,a))z{b}UDa, [ ((a,l])zX\D_a
(O<a<l)va f7'((a.B))=Ds\D, (0<a<pB<1)lacictdp md, véi D, 1a
dia ban kinh Sa tiép xtc voi L tai b va D, 1a dia ban kinh B tiép xtic véi L
tai b.

Suy ra (X ,r*) hoan toan chinh quy. Vay (X ,r*) la T -khong gian.
33—

2
Bay gio ta chirng minh X khong chuan tac.
Goi O va I 1an luot 13 tAp cac s6 hitu ty va vo ty trén L. Ta c6 I va O 1a
cac tap dong. Gid su U, V' 1a cac lan can mo cia Q va [ tuong ing.
V&imoi x eV ton tai dia D_cV bankinh 7, tiép xuc voi L tai x.

bt S, ={xe1|rx >l}. Khi d6 {S,}U{{x}} , tao thanh mdt phu cia
n xXe

khong gian (L,r). Vi khong gian (L,r) thuoc pham tru thir hai nén ton tai S,
nao do khong la tap khong dau tru mat trong (L,T). Do d6 ton tai n, sao cho
(a,b) :§no . Suy ra moi 1an c4n cua so hitu ty xe(a,b) déu co giao voi V.

Kéo theo UNV #J. Vay X khong chuan tic nén né khong la T,- khong

gian. W
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2.11.9. Tén tai T, - khong gian nhung khong la T,- khong gian

Xét khong gian P = [O,Q] X [O,a)], trong do Q la tu sb khong dém duoc
dau tién, o 13 tu sb vo han dau tién. Trén cac khong gian [O,Q],[O,a)] ta xét
topo thu tu.

Vi khong gian [O,F] (v6i I 1a mot ty s6 giéi han ndo d6) 1a compic va
Hausdorff nén P ciing compac va Hausdorff . Do d6 theo Pinh 1y 2.9.5 ta c6
P 1a T, - khong gian.

Ta chimg minh P khong la T, - khong gian.

Vi P, =P\{(Q,w)} khong la T, - khong gian nén theo Dinh 1y 2.10.5 ta
co P khong 1a T, - khong gian.

That vay, dat 4={(Q,n)|0<n<w}, B={(a,0)|0<a<Q}

Ta c6 A, B 1a cac tap con dong trong P, (vi phan bu ctia ching mé trong
P.). Goi U, V' 1a céc lan cén cua 4 va B tuong Uing trong P, .

Véi  mbi (Q,n) €A, ton tai tu sd a, <Q sao cho
{(a,n) la, <a < Q} cU.Néu ¢ 1a mot bién chdn trén cua cac «, thi a<Q.
Suy ra (&,Q}X(O,CO]CU. Suy ra moi lan can cua diém (a+1,a)) déu co
giao vo1 U. Vi (& + l,a)) € B nén VU #. Vay P, khong chuan tic nén nd

khong 1a T, - khong gian. ®
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CHUONG 3
PINH LY MATHERON

3.1. Topo miss-and-hit va dinh ly Matheron

3.1.1. Dinh nghia

Cho X 1a mot khong gian t6pd. Ky hiéu 7, %, G 1an luot 1a ho cac tap

con dong, cac tap con compac va cac tap con mé cua X twong ung.
Voéimoi Ac E, dat

F,={F:Fef, FNA=D}; ¥ ={F:Fef,FNA4=0}
V61 moi K € X va mot ho hitu han G,,G,,...,G, G, dit

Fo 0,0 =F NF NF NN T,
Dé dang thé'ly réng voimoi K € X, G,G,,...,.G, €G

Fo=F6,D="7,
o Tr U{D} néu K#O
F néu K=9

'{}—Gl N f]:Gz Nn..N :FG,, = —IFG?,Gz,...,Gn
do do6 ho
{78 6. 6, | K €%K,G,,G,,...G, € G.neN|
la co so cua topd trén F . Ta goi topd nay la topo miss-and-hit trén F va F
V&1 topo nay goi la khong gian miss-and-hit cua X.
Chuy
Taco 7, 1a 16p cac tap dong co giao v6i 4 (tring 4) nguyén tir gbe

1a “hit A“ va F* 1a16p céc tdp dong con lai tirc 12 khong co giao véi 4 hay
op p dong
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roi A (khong trang 4) nguyén tir goc 13 “ miss 4. Tir d6 nguoi ta goi topd
xac dinh bdi co sé
(76 =F N NF, N..NF, | K €K,G,,G,....G, € GneN|

1a top6 miss-and-hit.
3.1.2. Dinh ly (Pinh ly Matheron nguyén thiy)

Cho X la khéng gian compdc dia phwong, khd métric, day di va kha ly.
Khi do khong gian miss-and-hit F cua X la compac, kha ly va Hausdorff.
Chuy

Pinh 1y Matheron cho ta ba két qua chinh 1a tinh compic, tinh kha ly va
tinh Hausdorff ctia khong gian miss-and-hit. Bang cach tich riéng timg két
qua, ta s& ting budc mo rong dinh 1y Matheron va sé& di dén mot dinh 1y co thé
xem 14 tong quat cua dinh 1y Matheron.
3.2. Cac mé rong cua dinh ly Matheron
3.2.1. Ménh aé

Cho X la khong gian topo tuy y. Khi do khong gian miss-and-hit cua X la
T, - khong gian va compac.

Churng minh

Lay F,F, ¥, F,# F,. Ta c6 thé gia thiét F,\F,#@. Chon xe F,\F,.
Khidé U, = F Ug, = ff\ﬁ la cac lan can cua F, va F, tuong ing thoa man
F,¢U, va FieU,.Vay ¥ 1aT, -khong gian.

Pé ching minh 7 compic, theo bd dé Alexandrov ta chi can chimg

minh moi pht cia ¥ dang {TK":KI. e,ieI}U{,‘FG_:Gjeg,jeJ}céphﬁcon

htru han.

bat Q= UGj.Khid(’) Q mo. Vi

jeJ
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7=(U7’<")U(]_L€JJ%J

iel

oo (gl

(g )n(”)
(07
=N7

iel

Tt d6 ton tai i,el sao cho K, Q. That vay, néu trai lai thi

(X\Q)NK, =D véimei iel nén X \Qe N7 1amét diéu mau thuan.

iel

Do K, compac nén ton tai {jl,jz,...,jn}cJ sao cho {G.A’sz""’G.' }

Jn

phi K, . V&i moi Fe# thi FNK, =@ hodac F(NG, #J vé6i k nao d6
thudc {1,2,...,n}. Do d6 F e " Uz, U..U%, .=

3.2.2. Ménh dé
Cho Xla T, - khong gian kha ly. Khi do khong gian miss-and-hit cua X

1
2

la kha ly.

Chung minh

Gia su A4 la tap con tru mat trong X. Vo1 mo1 F e F gia su '(}—GIT,GZ,...,G,, la
mdt 1an cdn cia F. Do K dong nén G,\K 1a tdp mé khac rong. Chon
xl.eAﬂ(Gl.\K), ta co {xl,xz,...,xn}ﬂKzg va {xl,xz,...,xn}ﬂGﬁt@ v6i
moi i=1,2,...n. Ky hi¢u /(4) 1a ho cac tdp con hiru han cuia 4. Ta co

I(4) < F, I(4) d&m duoc va tri mat trong F v&i topd miss-and-hit. m
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3.2.3. Ménh dé

Cho X la khong gian Hausdorff compdc dia phwong. Khi do khong gian
miss-and-hit cua X la Hausdorff .

Churng minh

Gia st F,F'e ¥, F# F'.Khi d6 co thé gia thiét ton tai a € F\ F'. Theo
Dinh 1y 2.5.7 a), chon dugc V' 1a lan can cua a sao cho V' m¢, v compac va
VNF'=@.Néu F'=@ed thichon U,=%2, U, =%"; néu F'+J thi
chon U, :TV@, U, :5{\?) taco U, lalancancua F, U, lalan cin ciua F'

trong ¥, U, NU,=J.1

3.2.4. H¢ qua

Néu X la khéng gian Hausdorff compdc dia phirong thi khéng gian miss-
and-hit cua X la compac va T, - khong gian.

Churng minh

Do khong gian Hausdorff compac la T, - khong gian nén tr Ménh dé
3.2.1 va Ménh d¢é 3.2.3 ta suy ra diéu phai ching minh. m
3.2.5. Nhan xét

Khi tach riéng ting tinh chat ctia khong gian miss-and-hit # thi cac diéu
kién dat trén X ciing dugc giam nhe. Bay gid ta xét dé khong gian miss-and-
hit F c6 day du ba tinh chat compac, kha ly va Hausdorff thi diéu kién mo

rong cho X co thé 1a T . - khong gian (trong khi diéu kién cho X trong dinh 1y
1=

2
Matheron phai 1a kha métric day du). Tuy nhién X phai thoa tién dé dém duoc
th{r hai. Ta c6 dinh 1y sau
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3.2.6. Dinh Iy

Cho Xla T | — khong gian, compdc dia phwong va thoa man tién dé dém
-
2

dwoc thw hai. Khi do khong gian miss-and-hit cua X la compac, kha ly va
Hausdorff.

Chung minh

Theo Pinh 1y 2.5.6 X 14 Hausdorff nén dinh 1y suy ra tir Ménh dé 3.2.2 va
Ménh dé3.2.3. m

3.3. Tinh kha métric ctia topo miss-and-hit
3.3.1. Ménh aé

Cho X la T, — khong gian compac dia phwong thoa man tién dé dém
-
2

durgc thir hai. Khi do khong gian miss-and-hit cua X la compac, T, - khong
gian va théa man tién dé dém dwoc thir hai.

Churng minh.

Theo Pinh 1y 2.5.6 X 1a Hausdorff nén tir Hé qua 3.2.4 ta chi can ching
minh ¥ v&i topd miss-and-hit thoéa man tién dé dém duoc th hai.

Do X compic dia phuong théa man tién dé dém dugc thu hai nén ta co
thé gia thiét X co mot co sd topd S dém duge, chia tap rong va co bao dong
cua moi tap thudc B compac.

Gid sir € latap conmd cua F va F € €. Ta xét hai trudong hop sau day

1°) Toéntai K e X va G,,G,,....G, €G sao cho F e '(}—GIT,GZ,...,G,, c€

Chon a, € F(\G, va B € sao cho a €B G, EﬂK:@,izl,L...,n.

Véi moi xe K, chon B, € f sao cho B.(1F=O. Do K compic nén ton tai

ph htru han {8, | cta K. Pat B} =B, , ta co

J=1
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KcUB cX\F, UB, compic.
=i =i
Dé dang kiém tra

B K
" s G,

Feiy
2°) Tontai K € X saocho Fe X c@
Néu F=X thi K=,dodé Fef’ ce=7
Néu F#X thi KcX\F. Do d6 ton tai B/,.,B, €fB sao cho

KcUB,c X \F.Khidotaco
=i

F ET;:UU;; c ?-K
Tir 1% va 2°) suy ra ho

B U.UB, B U.UB,
EAER L

1509 Pp

B...B,.B ..B,eB
14 co s6 topd dém duoc cua F voi topd miss-and-hit. W

Xét truong hop dic biét X 1a khong gian métric. Khi d6 tir Ménh dé
3.3.1, ta c6 két qua tha vi sau
3.3.2. Dinh ly

Cho X la khong gian métric compac dia phuwong kha ly. Khi do khong
gian miss-and-hit cua X la compdc va kha métric.

Churng minh

Do moi khong gian métric kha ly déu thoa mén tién dé dém duoc thi hai
va moi T, - khong gian thoa mén ti€n dé dém duoc thtr hai déu kha métric nén
tir Ménh dé 3.3.1 ta suy ra dinh 1y duoc chimg minh. ®

3.4. Moi quan hé giira khong gian X va khong gian ¥

3.4.1. Tinh compac dia phwong cua X va tinh Hausdorff cua F
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Néu X khéng compdc dia phwong tai it nhat mét diém thi khéng gian
miss-and-hit cua X khong Hausdorff .

Churng minh

Gia sir X khong compdac dia phuong tai x, € X . Lay ty ¥ x, € X\ {xo}.

- _ r__ ~ 4 . 1A A _ K 9
bat F={x,,x,}, F'={x}. Ta s& ching minh moi lan cén U, = F6.6,..c, cua

\ K' 9 ’ A 4
F va UF,=5fG,G, ,cua F'deuco U, MU, Q.

Néu x, 2 UG, thido FNG #@ véi moi i=1,..,n nén x, € G. véi moi
i=1
i=l..,n.Tudd F'eU, vadodd F'eU,NU,..
Néu x,e UG, thi dat G=N{G,:i=1...n, x,€G}. Ta ¢c6 G mé chira
i=1
x,. Do Gz KUK’ (vinéu trai lai thi KUK’ 1a 1an cin compic cta x,) nén
ton tai x,eG\(KUK'). Pat F"={x,x,}. D& thay F'NK=0 va
F'NK'=0.
Mat khac, F"( G, #O véimoi i=1,...,n,
vimoi G, chita x, hodc x,,nén F"eU,; F"ﬂG;. = véimoi j=1,..m
vi moi G déu chira x, nén F"eU,. Do d6 trudng hop nay ta ciing c6
U.NU, .1
3.4.2. H¢ qua
Cho X la khong gian Hausdorff. Khi do X compac dia phwong khi va chi
khi khong gian miss-and-hit cua X la Hausdorff .

Churng minh
Suy ra tir Ménh dé 3.4.1 va Ménh d¢ 3.2.3. m
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3.4.3. Tinh T —Kkhong gian cia X va tinh Hausdorff cia ¥
1=

2

Cho X la tdp vé han véi t6pé c¢é phan bui hivu han. Khi dé X khéng la T |
1=

2
— khong gian nhung khong gian miss-and-hit cua X la Hausdorff .
Chung minh.

Theo vi du 2.11.3, X khong Ia Tll — khong gian. Gia su
2
F,F'e ¥, F#F'. Ta chi can xét hai trudng hop sau:
-Néu F=@ thichon U, =", U, =7F,.
-Néu F#D,F'#D va F\F'#J thichon U, =7} ), U, = 5" .
Taco U, lalancanciua F, U, lalancancua F'vaU, U, =0 .1
3.4.4. Nhan xét
Tur két qua muc 3.4.3 ta suy ra M¢nh dé 3.2.3 chi 1a mot diéu kién du dé
F Hausdorff .
3.4.5. Tinh kha ly cua X va tinh kha ly cua ¥
Cho X la tdp khéng dém dwoc véi topé c6 phan bu hitu han. Khi dé X la
compdac, kha ly nhung khong gian miss-and-hit cua X khong kha ly.
Chung minh
Lay tap dém duogc ty ¥ & cua 7. Ta sé ching minh @ khong tri mat
trong 7 . Dat
R=U{F:Feo,F#X|.
Do mdi Fe¥, F=X 1a tap hitu han nén R 13 tdp dém dugc. Do dd

X\R#D.Chon xe E\R. Tacd U{x} =5f)§e la mot lan can cua {x} trong 7,

17 ﬂU{x} =. Do d6 @ khong tri mat trong 7 . W
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3.4.6. Nhan xét

Tur két qua muc 3.4.5 ta suy ra tinh T . — khong gian cua X trong Ménh
1=
2

dé 3.2.2 1a cot yéu.
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KET LUAN

Luén van da trinh bay cac van dé vé cac tién dé tach va dinh 1y Matheron

trong mot thé thong nhat.

Ddi voi cac tién dé tach, chung t6i da thong nhét va trinh ty ting tién dé
mot cach co hé thong. Cac khai niém, tinh chat, ... duoc trinh bay kha chi tiét,
c6 hé thong day du cac vi du nham lam rd va lam phong pha thém cho phan ly
thuyét. bac bi¢t, chung t61 da bo sung vao h¢ théng céc tién dé tach tién dé

T,. Cac két qua do 1a Pinh nghia 2.4.1, Dinh 1y 2.5.6. Tién dé nay co6 lién hé
1—

2

chdt ché v&1 ndi dung mé rong dinh 1y Matheron.

Péi v6i dinh 1y Matheron, chung toi di giai quyét triét dé van dé mo rong
dinh 1y trén khong gian topd va thu duoc mot sé két qua. Céac két qua do 1a
Ménh dé 3.2.2, Hé qua 3.2.4, Dinh 1y 3.2.6, Ménh dé 3.3.1, Dinh ly 3.3.2, H¢

qua 3.4.2, muc 3.4.3 vé tinh T , — khong gian cua X va tinh Hausdorff cua ¥,
-

2

muc 3.4.5 vé tinh kha ly ctia X va tinh kha ly cta 7.
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