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LỜI CẢM ƠN 

 

Trong thời gian thực hiện đề tài, tuy em đã gặp không ít khó khăn nhưng 
nhờ sự giúp đỡ của thầy cô, gia đình và bè bạn cùng với sự nổ lực của bản 
thân , em đã học hỏi, bổ sung nhiều kiến thức bổ ích cho bản thân và hoàn 
thành đề tài đã chọn. 

Đầu tiên em xin phép được bày tỏ lòng biết ơn vô cùng đến thầy PGS.TS 
Đậu Thế Cấp, Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm Tp. Hồ Chí Minh, đã 
giảng dạy, hướng dẫn và nhiệt tình giúp đỡ, động viên em trong suốt quá trình 
thực hiện đề tài. 

Em xin kính gửi đến Quý thầy cô trong Hội đồng chấm luận văn thạc sĩ, 
đã cho em những đánh giá, phê bình quý báu cùng những chỉ bảo nhiệt tình 
giúp em hoàn thiện luận văn, những lời cảm ơn chân thành và trân trọng.  

Em cũng xin kính gửi lời cảm ơn chân thành và trân trọng đến Quý thầy 
cô trong và ngoài trường ĐH Sư phạm TP. Hồ Chí Minh đã giảng dạy, trang 
bị cho em những kiến thức quý báu; cảm ơn Quý thầy cô là cán bộ của phòng 
KH CN và Sau Đại học đã giúp đỡ trong quá trình học tập và tổ chức bảo vệ 
đề tài. 

Em xin kính gửi lời cảm ơn sâu sắc đến Ban Giám Hiệu, Quý thầy cô và 
các đồng nghiệp của trường Đại Học Đồng Tháp, nơi em công tác, đã tạo điều 
kiện thuận lợi giúp em hoàn thành luận văn. 

Gia đình em cũng là nguồn động viên to lớn, giúp em vuợt qua khó khăn 
trong cuộc sống để hoàn thành luận văn. 

Em xin được ghi ơn tất cả! 
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MỞ ĐẦU 

 

1. Lý do chọn đề tài 

Các tiên đề tách là một trong những vấn đề trọng tâm của Tôpô đại 

cương, định lý Matheron có ứng dụng trong giải tích hàm và trong lý thuyết 

độ đo tích phân, lý thuyết xác suất, có liên hệ chặt chẽ với các tiên đề tách. Đề 

tài nghiên cứu hai vấn đề trên trong một thể thống nhất. 

2. Mục đích 

Cho một tài liệu tổng quan về các tiên đề tách và định lý Matheron, trên 

cơ sở đó cho một số nghiên cứu, tìm tòi mới. 

3. Đối tượng nghiên cứu 

Tôpô đại cương, lý thuyết độ đo tích phân. 

4. Ý nghĩa khoa học thực tiễn 

Đề tài cập nhật các kết quả liên quan trong thời gian gần đây để những 

giới có quan tâm có thể tham khảo, cho một vài kết quả mới. Đề tài có khả 

năng áp dụng trong lý thuyết độ đo, tích phân và xác suất. 

5. Tổng quan đề tài 

5.1. Sơ lược tình hình nghiên cứu thuộc lĩnh vực của đề tài 

Trong tôpô và các lĩnh vực có liên quan, tùy theo mục đích nghiên cứu và 

ứng dụng ta cần thêm các điều kiện để được lớp không gian hẹp hơn có tính chất 

mong muốn. Trong các điều kiện đưa vào có các tiên đề tách. Các tiên đề tách đề 

cập đến việc tách điểm, tách điểm và tập đóng hoặc tách các tập đóng. Các tiên 

đề tách đã được nghiên cứu là 0 1 1 2 1 3 1 4 52 3
2 2 2

, , , , , , , ,T T T T T T T T T . Có nhiều tài liệu về 

các tiên đề tách. Tuy nhiên đa số các tài liệu chỉ trình bày một số tiên đề tách 
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hoặc trình bày theo cách rời rạc. Thậm chí hiện còn một số tiên đề tách có các 

định nghĩa khác nhau ở các tài liệu khác nhau. 

Định lý Matheron có liên hệ chặt chẽ với các tiên đề tách, đề cập đến 

không gian các tập đóng. Trong [5] Matheron đã chứng minh: Cho X là không 

gian compăc địa phương, khả mêtric, đầy đủ và khả ly. Khi đó không gian 

miss-and-hit F của X là compăc, khả ly và  Hausdorff.  

Từ đó nảy sinh vấn đề một cách tự nhiên là nếu ta thay đổi một số giả 

thuyết của không gian X thì không gian miss-and-hit của nó sẽ thế nào? Việc 

tìm điều liện đặt lên X để không gian miss-and-hit của nó có những tính chất 

tôt nào đó là có ý nghĩa.  Vấn đề này cũng đựợc sự quan tâm của nhiều tác 

giả. Các tác giả đã giải quyết vấn đề cho trường hợp X  là không gian mêtric 

có ít nhất một điểm không compắc địa phương trong [7] và không gian tôpô 

tổng quát  trong [3]. Trong [2], các tác giả tiếp tục giải quyết vấn đề trên 

không gian tôpô một và cho nhiều kết quả thú vị.  

5.2. Nội dung đề tài 

Đề tài nghiên cứu các tiên đề tách và các mở rộng của định lý Matheron. 

Cấu trúc đề tài gồm mở đầu, 3 chương nội dung (1-3), kết luận và tài liệu 

tham khảo.  

Chương 1 là chương kiến thức chuẩn bị. Chương này trình bày tóm tắt, 

cô động một số kiến thức về tôpô đại cương và một số lý thuyết liên quan, là 

cơ sở để theo dõi các chương sau.  

Chương 2 trình bày định nghĩa và một số tính chất đặc trưng của các tiên 

đề tách. Đồng thời đưa ra các phản ví dụ để làm rõ hơn cho nội dung chương 

này.  

Chương 3 được xem như là ứng dụng của chương 2. Trình bày định lý 

Matheron và các mở rộng của nó. 
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CHƯƠNG 1 

 KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 
1.1. Không gian tôpô 

1.1.1. Định nghĩa 

Cho một tập X. Một họ   các tập con của X gọi là một tôpô trên X nếu 

thỏa mãn các điều kiện: 

 1  X và   thuộc  ; 

 2  Hợp tùy ý của các tập thuộc   là thuộc  ; 

 3  Giao hữu hạn của các tập thuộc   là thuộc   . 

 Một tập X cùng với một tôpô trên X gọi là một không gian tôpô. Để chỉ 

rõ   là tôpô của không gian tôpô X, ta viết  ,X  . 

 Cho  ,X   là không gian tôpô. Tập G   được gọi là tập mở của X. Tập 

con F của X được gọi là tập đóng nếu X\F là tập mở. 

 Từ định nghĩa ta có: 

 1)   và X  là các tập đóng. 

 2) Giao tùy ý của các tập đóng là tập đóng. 

 3) Hợp hữu hạn của các tập đóng là tập đóng. 

 Ví dụ 1. Với mọi tập X,  ( )X G G X P  là một tôpô trên X, gọi là 

tôpô rời rạc. Tập X cùng với tôpô rời rạc gọi là không gian rời rạc. 

 Ví dụ 2. Với mọi tập vô hạn X, họ bao gồm tập   và tất cả các tập con G 

của X có X\G hữu hạn, là một tôpô trên X. Tôpô này gọi là tôpô Zariski. 

 Ví dụ 3. Cho X là một tập. Một hàm 2: Xd    là một mêtric trên X nếu 

thỏa mãn các điều kiện : 

      1  , 0; , 0m d x y d x y x y     
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     
       

2

1

 , ,

 , , , , , ,

m d x y d y x

m d x z d x y d y z x y z X



   
 

 Một tập X cùng với một mêtric d  trên X gọi là không gian mêtric  ,X d ; 

 ,  d x y gọi là khoảng cách từ x đến y. 

Với mỗi a X  và 0  , đặt     , ,B a x X d x a    ,  ,B a   gọi 

là hình cầu mở tâm a bán kính  . Tập con G của X gọi là tập mở nếu với mọi 

a G  tồn tại 0   sao cho  ,B a G  . 

Với mọi không gian mêtric  ,X d , họ các tập mở theo mêtric d là một 

tôpô trên X. Tôpô này gọi là tôpô sinh bởi mêtric d . Không gian mêtric luôn 

được coi là không gian tôpô với tôpô sinh bởi mêtric.  

1.1.2. Cơ sở và tiền cơ sở 

Cho   là một tôpô trên X. Một họ con   của   gọi là một cơ sở của   

nếu mọi tập thuộc   đều bằng hợp của một họ các tập thuộc  . Nói cách 

khác, họ con   của   là cơ sở của   nếu mọi G   và mọi x G  tồn tại 

V   sao cho x V G  . 

Một họ con   của   gọi là một tiền cơ sở của   nếu họ tất cả các giao 

hữu hạn các tập thuộc   là một cơ sở của   . 

Một tôpô hoàn toàn được xác định khi biết được một cơ sở hay tiền cơ 

sở của nó. 

Không gian tôpô X gọi là thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai nếu tôpô 

của nó có một cơ sở đếm được. 

1.1.3. Lân cận và cơ sở lân cận 

Cho X  là một không gian tôpô và ,  x X A X   
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Tập con U của X được gọi là lân cận của điểm x  nếu tồn tại tập mở G 

sao cho x G U  . Nếu lân cận U của x  là tập mở thì U gọi là lân cận mở 

của x . 

Một họ xU  các lân cận của x  được gọi là một cơ sở lân cận của điểm x  

nếu mọi lân cận V của x  đều tồn tại một lân cận xU U  sao cho U V . 

Không gian tôpô X  gọi là thỏa mãn tiên đề đếm được thứ nhất nếu mọi 

điểm x X  đều có cơ sở lân cận đếm được. 

Tập con U của X được gọi là một lân cận của tập A nếu tồn tại một tập 

mở G sao cho UA G  . Nếu lân cận U của A là tập mở thì U gọi là lân cận 

mở của A. 

1.1.4. Phần trong và bao đóng 

Cho X là một không gian tôpô và tập con A của X. Ta gọi phần trong của 

A là hợp của tất cả các tập mở được chứa trong A, kí hiệu là 0A . Từ định 

nghĩa ta có: 0A  là tập mở lớn nhất chứa trong A; nếu A B  thì 0 0A B  và A 

mở nếu và chỉ nếu 0A A . 

Ta gọi bao đóng của A là giao của tất cả các tập đóng chứa A, kí hiệu là 

A . Từ định nghĩa ta có A  là tập  đóng nhỏ nhất chứa A; nếu A B  thì A B  

và A đóng nếu và chỉ nếu A A . 

Tập con D gọi là trù mật trong X nếu D X .  

Tập con A của X gọi là không đâu trù mật nếu  0
A  . 

Tập con A và B của X được gọi là tách nhau nếu A B   và 

A B  . 

1.1.5. Lưới 

Ta gọi D là một tập định hướng nếu trên D có một quan hệ 


 thỏa mãn 

các tính chất sau: 
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(i)  


 với mọi D   

(ii) ,      
 

 thì  


 với mọi ,  ,  D     

(iii) Mọi ,  D   , tồn tại D   sao cho   


và  


. 

Ta gọi một lưới trong X là một ánh xạ từ một tập định hướng D vào X, kí 

hiệu là Dx   .  

Lưới Dx    trong không gian tôpô X gọi là hội tụ đến x X , x gọi là 

giới hạn của lưới, nếu mọi lân cận V của x, tồn tại 0 D   sao cho 
0

x V   với 

mọi 0 


. Kí hiệu là x x  . 

1.1.6. Vị trí tương đối của điểm và tập con 

Cho không gian tôpô X, tập con A của X và điểm x thuộc X. 

Điểm x gọi là điểm trong của A nếu x có một lân cận V sao cho V A . 

Điểm x gọi là điểm ngoài của A nếu x có một lân cận V sao cho 

V A  . 

Điểm x gọi là điểm biên của A nếu mọi lân cận V của  x đều có 

V A   và \V X A  . 

Tập tất cả các điểm biên của A gọi là biên của A, kí hiệu là bA. 

Rõ ràng rằng điểm x X  chỉ có thể hoặc là điểm trong của A, hoặc là 

điểm ngoài của A hoặc là điểm biên của A. Dễ dàng kiểm tra rằng x là điểm 

trong của A nếu và chỉ nếu 0x A . 

1.2. Ánh xạ liên tục  

1.2.1. Định nghĩa 

Cho X, Y là các không gian tôpô và ánh xạ :f X Y . Ánh xạ f  gọi là 

liên tục tại  điểm x X  nếu mọi lân cận (mở) của ( )f x  trong Y đều tồn tại 

lân cận (mở) U của x  trong X sao cho ( )f U V , hay một cách tương đương, 

1( )f V  là lân cận của x. 
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Ánh xạ gọi là liên tục trên X nếu nó liên tục tại mọi x X . 

1.2.2. Định lý 

Cho X, Y là các không gian tôpô và ánh xạ :f X Y . Khi đó các điều 

kiện sau là tương đương 

(a) f  liên tục trên X. 

(b)  1f G  mở trong X với mọi tập G mở trong Y. 

(c)  1f G  mở trong X với mọi tập G thuộc một cơ sở của Y. 

(d)  1f G  mở trong X với mọi tập G thuộc một tiền cơ sở của Y. 

(e)  1f F  đóng  trong X với mọi tập F đóng trong Y. 

(f)    f A f A  với mọi tập con A của X. 

(g)    1 1f B f B   với mọi tập con B của Y. 

1.2.3. Định lý 

Ánh xạ :
I

f Z X


   liên tục nếu và chỉ nếu f   (với 

:
I

X X  





  là phép chiếu thứ  ) liên tục với mọi I . 

1.3. Ánh xạ mở, ánh xạ đóng. Phép đồng phôi 

1.3.1. Định nghĩa 

Cho ánh xạ :f X Y . Ánh xạ f  gọi là mở nếu mọi tập mở G trong X, 

 f G  là tập mở trong Y; gọi là đóng nếu mọi tập đóng F trong X,  f F  là 

tập mở trong Y. 

Một song ánh :f X Y  gọi là phép đồng phôi nếu f  và 1f   đều là ánh 

xạ liên tục. 
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1.3.2. Định lý 

Cho :f X Y  là một song ánh, liên tục. Khi đó các điều kiện sau là 

tương đương 

a) f  là phép đồng phôi. 

b) f  là ánh xạ mở. 

c) f  là ánh xạ đóng. 

1.4. Không gian con 

1.4.1. Định nghĩa 

Cho  ,X   là không gian tôpô và A là một tập con của X. Khi đó họ 

 |A G A G    là một tôpô trên A, gọi là tôpô cảm sinh bởi tôpô trên X. 

Không gian A với tôpô cảm sinh gọi là không gian con của không gian X. 

1.4.2. Định lý 

(a) Tập con mở của một tập mở là mở trong X; tập con đóng của tập 

đóng là đóng trong X. 

(b) Tập E đóng trong A khi và chỉ khi tồn tại tập F đóng trong X sao 

cho E A F  . 

(c) Nếu :f X Y  là ánh xạ liên tục thì |Af  cũng liên tục. 

Chứng minh  

(a) Giả sử A là tập mở (đóng) trong X. Nếu G là tập mở (đóng) trong A 

thì G có dạng G A U  , trong đó U là một tập mở (đóng) trong X. Vì A và U 

đều là các tập mở (đóng) trong X nên G là tập mở (đóng) trong X. 

(b) E đóng trong A  \A E  mở trong A  tồn tại V mở trong X sao cho 

\A E V A       \ \E A V A X V A    ( \F X V  đóng trong X). 

(c) Giả sử U là tập mở bất kỳ trong Y.  

Ta có        1 1|Af U A f U    
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Vì  f  liên tục nên  1f U  mở trong X, do đó  1A f U  mở trong A. 

Vậy |Af  liên tục đối với tôpô trong A.  

1.5. Không gian khả ly 

1.5.1. Định nghĩa 

Không gian X gọi là không gian khả ly  nếu nó có một tập con đếm được 

trù mật. 

1.5.2. Định lý 

Không gian tôpô X có cơ sở đếm được thì khả ly. 

1.6. Không gian compăc  

1.6.1. Định nghĩa 

Tập con A của một không gian tôpô X gọi là tập compăc nếu mọi phủ mở 

của A trong X đều có phủ con hữu hạn. 

Không gian tôpô X gọi là không gian compăc nếu X là tập compăc của X. 

Một họ các tập   I
F 

 gọi là có tâm nếu mọi tập con hữu hạn 0I  của I  

đều có 
0I
F


 . 

1.6.2. Định lý 

Không gian X compăc nếu và chỉ nếu mọi họ các tập con đóng   I
F 

có 

tâm thì đều có giao khác rỗng, tức là  
I
F


  . 

1.6.3. Định lý 

Tập con đóng của không gian compăc là compăc.  

1.6.4. Bổ đề Alexandrov 

Cho   là một tiền cơ sở của không gian X. Khi đó nếu mọi phủ mở bao 

gồm các tập thuộc   đều có một phủ con hữu hạn thì X compăc. 
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1.6.5. Định lý (Định lý Tikhonov)  

Không gian tích 
I

X X


   compăc nếu và chỉ nếu mọi không gian tọa 

độ X  là compăc. 

1.6.6. Không gian compăc địa phương 

Không gian tôpô X gọi là compăc địa phương nếu mọi điểm của nó đều 

có một lân cận compăc.  

1.7. Không gian khả mêtric  

1.7.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là không gian khả mêtric nếu trên X có một 

mêtric d sao cho tôpô sinh bởi mêtric d trùng với tôpô xuất phát trên X. 

1.7.2. Định lý 

Mọi không gian khả mêtric khả ly đều thỏa mãn tiên đề đếm được thứ 

hai. 

1.7.3. Định lý 

Cho   1n nX 


 là họ các không gian khả mêtric và nd  là mêtric sinh ra 

tôpô trên nX . Khi đó tích 
1

n
n

X



  của  họ đếm được các không gian khả mêtric  

là không gian khả mêtric với mêtric    
1

, 2 ,n
n n n

n

d x y d x y






 .  

1.8. Nhúng vào hình hộp 

1.8.1. Các định nghĩa 

Kí hiệu   , 0,1C X  là tập các hàm liên tục  : 0,1f X   và 

  , 0,1C XH . 
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Tập H  gọi là tách các điểm nếu mọi , ,x y X x y   tồn tại f H  sao 

cho    f x f y . 

Tập H  gọi là tách điểm và tập đóng nếu mọi x X  và mọi tập con đóng 

E của X không chứa x, tồn tại f H  sao cho    f x f E . 

Lũy thừa Descartes  0,1 H  với tôpô tích gọi là một hình hộp. 

Ánh xạ       : 0,1 , fe X e x f x H  với mọi ,x X f H  gọi là 

ánh xạ (chính tắc) kết hợp với H . 

1.8.2. Định lý 

Cho X là một không gian tôpô ,   , 0,1C XH  và  : 0,1e X  H  là 

ánh xạ kết hợp với H . Khi đó 

a) e là ánh xạ liên tục. 

b) Nếu H  tách các điểm thì e là đơn ánh. 

c) Nếu H  tách các điểm đồng thời tách điểm và tập đóng thì e là phép 

đồng phôi X lên e(X). 

Chứng minh  

a) Vì  : 0,1f e f X    liên tục với mọi f H  nên ánh xạ e liên 

tục theo Định lý 1.2.3. 

b) Mọi , ,x y X x y  , tồn tại f H  sao cho    f x f y . Từ đó 

     f fe x e y   và    e x e y . Vậy e đơn ánh. 

c) Xét tập mở tùy ý U X . Mọi x U  chọn f H  sao cho 

   \f x f X U . Đặt  

           10,1 \ \ 0,1 | \f fV f X U p p f X U    H H , 

ta có V là tập mở trong  0,1 H  và      e x V e X e U  . 
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 Thật vậy, hiển nhiên    e x V e X  . Với mọi  p V e X   tồn tại 

y X  sao cho  e y p . Từ đó      \f p f y f X U   , suy ra 

 \ \y X X U U   và    p e y e U  . 

Do  V e X  mở trong  e X  nên  e U  là lân cận của  e x , tức là 

 e U  mở trong  e X . Vì  :e X e X  là song ánh liên tục và mở nên là 

phép đồng phôi theo Định lý 1.3.2.  
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CHƯƠNG 2 

  CÁC TIÊN ĐỀ TÁCH 

 

2.1. 0T - không gian  

2.1.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là 0T - không gian nếu hai điểm x, y khác nhau 

bất kì thuộc X đều có một lân cận (mở) của x không chứa y hoặc một lân cận 

(mở) của y không chứa x. 

2.1.2. Định lý 

Cho X là một không gian tôpô. Khi đó các điều kiện sau là tương 

đương: 

(i) X  là  0T - không gian. 

(ii) Với mọi , ,  x y X x y   đều có  x y  hoặc  y x . 

(iii) Với mọi , ,  x y X x y   đều có     x y . 

Chứng minh 

( ) ( )i ii . Do X là 0T - không gian nên tồn tại lân cận mở U của x 

không chứa y (hoặc lân cận mở V của y không chứa x). Do đó,   \y X U  

suy ra  x y  ( hoặc   \x X V  suy ra  y x ). 

( ) ( )ii iii . Giả sử trái lại ta có    x y . Suy ra  x y và  y x . 

Điều này mâu thuẫn với (ii). 

( ) ( )iii i . Với mọi , ,  x y X x y  , vì    x y  nên tồn tại 

   \z x y  (hoặc    \z y x ) . Do  z y  nên tồn tại lân cận mở U của z 
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sao cho  U y   (hoặc lân cận V của z sao cho  V x  ) suy ra 

y U  (hoặc x V ). Mặt khác, vì  z x  nên  U x   suy ra x U  

(hoặc y V ). Vậy X  là 0T - không gian.  

2.2. 1
2

T - không gian  

2.2.1. Định nghĩa  

Tập con A của không gian tôpô X gọi là tập g – đóng nếu mọi tập con 

mở U của X chứa A đều có A U . 

2.2.2. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là 1
2

T - không gian nếu mọi tập g – đóng của X 

đều là tập đóng.  

2.2.3. Định lý 

Không gian tôpô X là 1
2

T - không gian khi và chỉ khi với mọi phần tử x 

thuộc X thì hoặc  x  là tập đóng hoặc  x  là tập mở. 

Chứng minh  

( )  Giả sử x X  và  x  không đóng. Ta sẽ chứng minh  x  mở. Thật 

vậy, do  \X x  không mở nên chỉ có một tập mở duy nhất chứa   \X x  là X  

và X X  nên  \X x  là tập g – đóng. Do X là 1
2

T - không gian nên  \X x  

đóng. Suy ra  x  mở. 

( )  Gọi A là tập g – đóng bất kỳ của X. Ta chứng minh A đóng. 

Với mọi x A   

Nếu  x  mở thì  x  là lân cận của x  nên   A x . Do đó x A .  
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 Nếu  x  đóng thì    x x . Khi đó   A x  (vì nếu   A x  

thì  \A X x , do  \X x  là tập mở và A là tập g – đóng nên  \A X x , 

suy ra  A  x , mâu thuẫn với x A ). Do    A A  x x , nên 

trường hợp này ta cũng có x A . Suy ra A A . Vậy A đóng.  

2.2.4. Hệ quả 

Nếu X là 1
2

T - không gian thì X là 0T - không gian.  

Chứng minh  

Với mọi , ,x y X x y  . Theo Định lý 2.2.3 nếu X là 1
2

T - không gian thì 

hoặc  x  mở, khi đó  x  là lân cận của x không chứa y; hoặc  x  đóng thì 

 \X x  là lân cận của y không chứa x. Vậy X là 0T - không gian.  

2.2.5. Hệ quả 

Không gian tôpô X là 1
2

T - không gian khi và chỉ khi mọi tập con A của X 

đều là giao của tất cả các tập mở hoặc đóng của X chứa A. 

Chứng minh  

( ) Giả sử A là tập con tùy ý của X, ta sẽ chứng minh mọi x A  thì hoặc 

x không thuộc một tập mở chứa A, hoặc x  không thuộc một tập đóng chứa A. 

Thật vậy, do x A  nên \x X A . Vì X là 1
2

T - không gian nên theo Định lý 

2.2.3 ta có  x  mở hoặc đóng. Suy ra  \X x  là tập đóng hoặc mở chứa A mà 

không chứa x. 

( )  Với mọi x X , ta có  \X x X  bằng giao của một họ các tập 

đóng hoặc mở của X chứa  \X x . Khi đó,  \X x  bằng một tập nào đó của 
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họ, tức là  \X x  đóng hoặc mở. Suy ra  x  mở hoặc đóng. Theo Định lý 

2.2.3 ta có X là 1
2

T - không gian.  

2.3. 1T - không gian 

2.3.1. Định nghĩa  

Không gian tôpô X là 1T - không gian nếu hai điểm x, y khác nhau bất 

kỳ của X đều có một lân cận (mở) của x không chứa y và một lân cận (mở)của 

y không chứa x. 

2.3.2. Định lý 

Không gian tôpô X là 1T - không gian khi và chỉ khi mọi tập con chỉ 

gồm một điểm của X là tập đóng. 

Chứng minh  

( )  Gọi x là phần tử bất kỳ thuộc X. Với mọi  \y X x , vì  X là 1T - 

không gian nên tồn tại lân cận V của y, V không chứa x. Do đó  \V X x . 

Vậy  \X x  mở hay  x  đóng. 

( )  Với mọi , ,  x y X x y  . Vì  x ,  y  đóng nên  \X x ,  \X y  

là các lân cận tương ứng của y không chứa x và của x không chứa y. Vậy X là 

1T - không gian.  

Từ Định lý 2.2.3 và Định lý 2.3.2 ta có hệ quả sau 

2.3.3. Hệ quả 

Nếu X là 1T - không gian thì X là 1
2

T - không gian. 
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2.3.4. Hệ quả 

Cho X là tập hữu hạn. Khi đó không gian tôpô  ,X    là 1T - không 

gian  khi và chỉ khi   là tôpô rời rạc. 

 Chứng minh  

( )  Do X hữu hạn nên mọi tập con A của X hữu hạn, ta có  
a A

A a


  . 

Vì X là 1T - không gian nên mọi tập con chỉ gồm một phần tử đều là tập đóng, 

do đó A đóng. Suy ra mọi tập con của X đều là tập mở. Vậy   là tôpô rời rạc. 

( )  Nếu   là tôpô rời rạc thì mọi x X ,  x  là tập đóng. Theo Định lý 

2.3.2 ta có X là 1T - không gian.  

2.4. 11
2

T  - không gian 

2.4.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X  gọi là 11
2

T -  không gian nếu mọi tập con compăc của 

X đều là tập đóng. 

2.4.2. Nhận xét 

Nếu X là 11
2

T  - không gian thì mọi tập chỉ gồm một phần tử đều là 

compăc nên là tập đóng, do đó X là 1T  - không gian. 

2.5. 2T - không gian 

2.5.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X là 2T - không gian (hay không gian Hausdorff) nếu 

hai điểm x, y khác nhau bất kỳ của X tồn tại các lân cận (mở) U của x và V 

của y sao cho U V  . 
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Từ định nghĩa ta dễ dàng suy ra nhận xét sau 

2.5.2. Nhận xét 

Nếu X là không gian Hausdorff  thì X là 1T - không gian.  

2.5.3. Định lý 

Không gian tôpô X là Hausdorff  khi và chỉ khi mọi lưới hội tụ trong X 

đều hội tụ đến một điểm duy nhất. 

Chứng minh 

( ) Giả sử X là không gian Hausdorff , lưới 
D

x X 
 , ,x a   và 

x b  . Ta sẽ chứng minh a b . Thật vậy, nếu a b  thì tồn tại các lân cận 

rời nhau U và V của a và b  tương ứng. Chọn  ,  U V D    sao cho x U   với 

mọi U 


 và x V   với mọi V 


. Chọn D   sao cho U 


 và 

V 


, ta có x U V    mâu thuẫn với U V  . Vậy a b . 

( ) Giả sử X không Hausdorff . Khi đó tồn tại ,  ,  a b X a b   và mọi 

lân cận U của a và V của b đều có U V  . Kí hiệu ,  a bN N  lần lượt là họ 

các lân cận của a và b tương ứng. Ta định hướng tập  a bD =N N  bởi quan 

hệ    , ,U V U V  


nếu U U   và V V  . Với mọi  ,U V D , chọn 

 ,U Vx U V   ta được lưới    , ,U V U V D
x


. Với mọi lân cận 0U  của a và 0V  của 

b,   0,U Vx U  với mọi    0 0, ,U V U V


 và   0,U Vx V  với mọi    0 0, ,U V U V


. 

Do đó,  ,U Vx a  và  ,U Vx b , a b . Mâu thuẫn với giả thiết.  

2.5.4. Định lý 

Cho X là không gian Hausdorff . Nếu  A là tập con compăc của X và 

điểm x thuộc \X A   thì tồn tại các lân cận U của x và V của A sao cho 

U V   
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 Chứng minh  

 Với mọi y A  thì y x . Vì X  Hausdorff nên tồn tại lân cận mở yU  của 

y thỏa yx U . Khi đó y
y A

A U


  . Vì A compăc nên có phủ hữu hạn các tập 

mở 1 2, ,..., nU U U  sao cho ix U  với 1,2,...,i n . Đặt 
1

n

i
i

V U


 , \U X V , ta 

có V, U là các lân cận của A và x tương ứng thỏa U V  . 

2.5.5. Hệ quả 

Mọi tập con compăc của không gian Hausdorff  là tập đóng. 

Chứng minh 

 Cho A  là tập con compăc của không gian Hausdorff  X. Cố định 

\x X A . Mỗi y A  tồn tại các lân cận mở rời nhau yU của y và yV  của x. 

Họ  y y A
U


 là phủ mở của A nên có phủ con hữu hạn   1i

n

y i
U


. Đặt 

1

i
n

y

i
V V


   

ta có V là một lân cận của x  không giao với A. Vậy \X A  mở và A đóng.  

2.5.6. Định lý 

 Cho X là  không gian tôpô thỏa mãn tiên đề đếm được thứ nhất. Khi đó X 

là  2T  -  không gian khi và chỉ khi X là  11
2

T - không gian. 

Chứng minh 

   Suy ra từ Hệ quả 2.5.5. 

   Giả sử trái lại X không là 2T  - không gian. Khi đó tồn tại ,  a b X , 

tồn tại cơ sở lân cận giảm đếm được  nU  của a  không chứa b  và  nV  của 

b  không chứa a  sao cho n nU V    với mọi n . 

Chọn n n nx U V   và đặt { } { : }nA a x n   . Xét phủ mở tùy ý  i i I
G


 

của A. Chọn 0i I  sao cho 
0i

a G . Khi đó tồn tại 0n  sao cho 
0 0n iU G . Ta có 
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0n nx U  với mọi 0n n . Mọi 0j n , chọn ji  sao cho 
jj ix G . Ta có   0 1

0j

n

i j
G




 

là phủ con hữu hạn của A. Vậy A là tập compăc. Do  nx A , nx b  nên 

,  b A b A  . Ta có A là tập compăc nhưng không là tập đóng nên X không là 

11
2

T  - không gian.  

2.5.7. Định lý 

Cho X là một không gian Hausdorff compăc địa phương. Khi đó 

a) Mọi x X  và mọi lân cận U của x, tồn tại một lân cận compăc N 

của x sao cho N U . 

b) Mọi tập compăc K của X và mọi tập mở U chứa K, tồn tại tập mở V 

sao cho K V V U    và V  là tập compăc. 

Chứng minh  

a) Ta có thể giả thiết U  compăc vì nếu cần thì ta thay U bởi 0U F , 

trong đó F là một lân cận compăc của x. Khi đó tồn tại các tập mở rời nhau V 

và W trong U  sao cho x V  và bU W . Vì V mở trong U nên V mở trong X, 

V  là tập đóng và do đó là tập compăc của \ W= \ WU U . Đặt N V  ta có lân 

cận compăc của x cần tìm. 

b) Theo a), mỗi x K  tồn tại lân cận compăc xN U . Họ  0
x x K

N


 là 

một phủ mở của K nên có phủ con hữu hạn  0

1i

n

x i
N


. Đặt 0

1 i

n

x
i

V N


   ta có 

K V  và 
1 i

n

x
i

V N U


  , V  là tập compăc.  

2.6. 12
2

T - không gian 

2.6.1. Định nghĩa 
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 Không gian tôpô X là 12
2

T - không gian (hay không gian hoàn toàn 

Hausdorff ) nếu hai điểm x, y khác nhau bất kỳ của X, tồn tại các lân cận (mở) 

U  của x và V của y sao cho U V  . 

Từ định nghĩa ta suy ra nhận xét sau 

2.6.2. Nhận xét 

Nếu X là không gian hoàn toàn Hausdorff thì suy ra X  Hausdorff . 

2.7. 3T - không gian 

2.7.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là chính quy nếu mọi điểm x thuộc X và mọi tập 

con đóng A của X không chứa x, tồn tại các lân cận U của x và V của A sao 

cho U V  . 

2.7.2. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là 3T  - không gian (hay không gian Tychonoff) 

nếu nó là chính quy và 1T - không gian.  

2.7.3. Định lý 

Không gian tôpô X là 3T - không gian khi và chỉ khi X là 1T - không gian 

và mọi lân cận U của điểm x bất kỳ thuộc X đều chứa một lân cận đóng. 

Chứng minh  

( )  Giả sử X là 3T - không gian. Hiển nhiên X là 1T - không gian. Lấy 

phần tử x bất kỳ thuộc X. Giả sử U là một lân cận tùy ý của x. Ta có thể giả sử 

U mở, suy ra \F X U  là tập đóng không chứa x. Do X là 3T - không gian 

nên tồn tại các tập mở V và W thỏa ,x V F W  và V W . Khi đó, X\W 
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là tập đóng chứa V . Từ đó, ta có \ \x V V X W X F U     . Vậy điều 

kiện của định lý được thỏa.  

( )  Giả sử điều kiện của định lý được thỏa. Để chứng minh X là 3T - 

không gian ta chỉ cần chứng minh X chính quy. Giả sử x là một phần tử tùy ý 

của X. Gọi F là một tập đóng tùy ý không chứa x. Khi đó, \  X F là một lân 

cận của x. Theo giả thiết, tồn tại một lân cận đóng U của x sao cho \U X F . 

Suy ra \X U  là tập mở chứa F và   \U X U   nên X là không gian 

chính quy.  

2.8. 13
2

T - không gian 

2.8.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là hoàn toàn chính quy nếu mọi phần tử a thuộc X 

và mọi tập con đóng B của X không chứa a, tồn tại hàm liên tục  : 0,1f X   

sao cho ( ) 0f a   và  ( ) 1f x   với mọi x B . 

2.8.2. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là thỏa mãn tiên đề tách 13
2

T  hay 13
2

T - không gian 

nếu nó là hoàn toàn chính quy và 1T - không gian. 

2.9. 4T - không gian 

2.9.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là không gian chuẩn tắc nếu với mọi tập con đóng 

A, B của X, A B   đều tồn tại các lân cận (mở) U và V của A và B tương 

ứng sao cho U V  . 
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2.9.2. Định lý (Bổ đề Urysohn) 

Cho X là không gian chuẩn tắc và A, B là các tập con đóng của X thỏa 

A B  . Khi đó, tồn tại một hàm liên tục  : 0,1f X   sao cho ( ) 0f x   

với mọi x A  và  ( ) 1f x   với mọi x B . 

Chứng minh  

Trước hết ta chứng minh với mỗi số hữu tỷ dạng  .2 0,1nr k   , tồn tại 

một tập mở rU  sao cho \ ,  r r sA U X B U U    với r s . 

Thật vậy, đặt 1 \U X V . Do X chuẩn tắc nên tồn tại hai tập mở rời nhau 

V, W chứa A, B tương ứng. Đặt  1
2

 ( 1, 1)U V k n    

Vì  W ,  WV B   nên \ W \V X X B  . 

Suy ra 1 1 1
2 2

\ WA U U X U     

Bây giờ giả sử đã xây dựng được rU  với .2 nr k  , 0 2 ,nk   

1 1n N   . Ta sẽ xây dựng rU  với  2 1 .2 Nr j   , 10 2Nj    (với trường 

hợp  112 .2 .2 .2 NN Nr j j j       , 10 2Nj    đã có theo giả thiết quy nạp).  

Ta có 1 1.2 ( 1).2N Nj j    với mọi 10 2Nj   , suy ra 1
1.2 ( 1).2

N
Nj j

U U


   

(đặt 0U A ). Vậy  1
1.2 ( 1).2

,  \N
Nj j

U X U


 là hai tập đóng rời nhau. 

Tương tự như trên, ta xây dựng được rU  sao cho 

1 1.2 ( 1).2N Nj r jrU U U U    .  

Vậy ta có họ các rU  có tính chất đặt ra. 

Đặt rU X  với mọi 1r   và xác định hàm f  bởi  ( ) inf | rf x r x U  . 

Vì 1\rA U X B U    với mọi 0 1r   nên ( ) 0f x   với mọi x A , 

 ( ) 1f x   với mọi x B  và 0 ( ) 1f x   với mọi x X . 
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Với mọi  0,1 , do các giá trị  .2 nr k  , 0 2 ,nk   trù mật trong 

 0,1  nên   

( )f x    rx U  (với r nào đó, r  )   r
r

x U


  .  

( )f x    rx U , r     ,sx U r s          \ s
s

x X U


  . 

Vì vậy  1 , r
r

f U





    và    1 , \ s

s
f X U





    là các tập mở. Từ 

đó f  liên tục.  

2.9.3. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là thỏa mãn tiên đề tách 4T   hay 4T - không gian 

nếu nó là chuẩn tắc và 1T - không gian.  

2.9.4. Nhận xét 

Từ Định nghĩa 2.8.1, Định nghĩa 2.9.3 và Bổ đề Urysohn ta suy ra nếu X 

là 4T  - không gian thì X là 13
2

T - không gian . 

2.9.5. Định lý 

Không gian Hausdorff compăc là 4T - không gian. 

Chứng minh  

Cho X là không gian Hausdorff  compăc và A, B là các tập con đóng rời 

nhau của X. Theo Nhận xét 2.5.2 ta chỉ cần chứng minh X chuẩn tắc. Từ Định 

lý 1.6.3 ta có A, B là các tập compăc. Mỗi x A  và y B , tồn tại các lân cận 

mở rời nhau xU  của x và xV  của y. Do  x x AU


 là phủ của A nên có phủ con 

hữu hạn   1i

n

x i
U


. 
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Đặt 
1

i

n
y

x
i

U U


  và 
1

i

n
x

y
i

V V


  ta được các tập mở rời nhau yU  chứa A 

và yV  chứa y. Lại do  y y B
V


 là phủ mở của B nên có phủ con hữu hạn 

 
1j

m

y j
V


. Đặt 

1

j
m

y

j

U U


 , 
1

j

m

y
j

V V


  ta được các tập mở rời nhau U chứa A và 

V chứa B. Vậy X là chuẩn tắc.  

2.9.6. Hệ quả 

Không gian tôpô X là 13
2

T - không gian nếu và chỉ nếu nó đồng phôi với 

một không gian con của không gian Hausdorff compăc. 

Chứng minh  

  Đặt   , 0,1C XH = . Vì X là 13
2

T  - không gian nên ta dễ dàng suy ra 

H  tách các điểm đồng thời tách điểm và tập đóng theo Định nghĩa 1.8.1. 

Theo Định lý 1.8.2 ta có X đồng phôi với    0,1e X  H  với  0,1 H  là không 

gian compăc (theo Định lý Tikhonov) và Hausdorff.   

  Do không gian con của 13
2

T - không gian là 13
2

T - không gian nên 

chiều ngược này suy từ Định lý 2.9.5 và Nhận xét 2.9.4.  

2.9.7. Hệ quả 

Không gian Hausdorff compăc địa phương là 13
2

T  - không gian. 

Chứng minh  

Giả sử X là không gian Hausdorff compăc địa phương, x X  và F là tập 

con đóng của X, x F . Theo Nhận xét 2.5.2 ta chỉ cần chứng minh X hoàn 

toàn chính quy. Từ Định lý 2.5.7 a), tồn tại lân cận compăc N của x sao cho 

\N X F . Do N chuẩn tắc (theo Định lý 2.9.5) nên tồn tại hàm liên tục 
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 : 0,1f N   sao cho ( ) 0f x   và ( ) 1f y   với mọi y bN . Mở rộng f  thành 

hàm  : 0,1f X   bằng cách đặt ( ) 1f y   với mọi \y X N . Ta sẽ chứng minh 

f  liên tục. Thật vậy, với mọi tập con đóng E của  0,1  ta có 

1
1

1 0

( )                               1
( )

( ) ( \ )             1
f E E

f E
f E X N E






 
 





 

Do 1( )f E  đóng trong X nên 1( )f E  đóng trong X. Vậy f  liên tục.  

2.9.8. Định lý 

Mọi không gian chính quy thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai là không 

gian chuẩn tắc. Hơn nữa nếu X là 3T - không gian thỏa mãn tiên đề đếm 

được thứ hai thì X khả mêtric . 

Chứng minh  

Giả sử X là không gian chính quy có cơ sở đếm được B . Gọi A và B là 

các tập con đóng rời nhau của X. Với mỗi x A , tồn tại U B  sao cho 

\x U U X B   . Kí hiệu  nU  là dãy các phần tử trong B  sao cho 

\nU X B . Khi đó hiển nhiên 
1

n
n

A U




 . Tương tự ta có dãy  nV  các phần 

tử của B  sao cho \nV X A  và 
1

n
n

B V




 . Đặt  

                           1 1 1 1 1 ;   \P U Q V P   

                           2 2 1 2 2 1 2\  ;   \ ( )P U Q Q V P P    

                            ………………… 

                           
1

1 1

\  ;   \
n n

n n i n n i
i i

P U Q Q V P


 

    

                            ………………… 

                           
1 1

 ;   n n
n n

P P Q Q
 

 

    

nếu 
nếu 
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ta có P và Q là các tập mở không có điểm chung sao cho A P  và 

B Q . 

Thật vậy, mọi nP  và nQ  mở nên P và Q mở. Nếu n m  thì    

                           
1

\ \
m

m m i m n
i

Q V P V P


   ,   

nếu n m  thì            
1

1

\ \
n

n n i n m
i

P U Q U Q




   , 

do đó n mP Q   với mọi m, n, tức là P Q  . Nếu x A  thì 
0nx U . Do 

\iV X A  nên ix V  với mọi i, từ đó ix Q  với mọi i và 

0

0 0

1

1

\
n

n i n
i

x U Q P




  . Vậy x P  và A P . Tương tự ta có B Q . Vậy X 

chuẩn tắc. 

Bây giờ giả sử X là 3T - không gian có cơ sở đếm được B . Ta chứng 

minh X khả mêtric. Với mọi x X  và mọi tập con đóng F của X  không 

chứa x tồn tại ,U V B  sao cho \x U U V X F    . 

Họ các cặp  ,U V  của B  thỏa mãn hệ thức trên là đếm được, ta viết 

chúng thành dãy    1
,n n n

U V



. Do X chuẩn tắc nên với mỗi n , tồn tại 

hàm  : 0,1nf X   sao cho ( ) 0f x   với mọi nx U  và   1f x   với mọi 

nx V . Rõ ràng họ   1n nf 


H =  tách các điểm đồng thời tách điểm và tập 

đóng của X. 

Trên  0,1  xét tôpô thông thường. Theo Định lý 1.7.3,  0,1 H  là không 

gian khả mêtric với mêtric  
1

, 2 n
n n

n

s t s t






  , ở đây với mọi  0,1p H  

và n , kí hiệu  
nn fp p . 
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Theo Định lý 1.8.2, ánh xạ  

                                           : 0,1e X  H   

là phép đồng phôi X lên    0,1e X  H . Vì  e X  là khả mêtric (với mêtric 

 ) nên X là không gian khả mêtric. 

 Do   :e X e X  là phép đồng phôi nên đặt 

                           , ,d x y e x e y   

với mọi ,x y X  ta được một mêtric trên X sinh ra tôpô xuất phát trên X. 

Mặt khác ta lại có 

                             
1

, 2 n
n n

n

e x e y f x f y






   

nên                    
1

, 2 n
n n

n

d x y f x f y






   

là mêtric xác định tôpô trên X.  

2.9.9. Định lý 

Không gian tôpô X là 4T - không gian khi và chỉ khi X là 1T - không gian 

và mọi tập con đóng A, B của X, A B  , tồn tại một hàm liên tục 

 : 0,1f X   sao cho ( ) 0f x   với mọi x A  và  ( ) 1f x   với mọi x B . 

Chứng minh  

   Hiển nhiên (suy ra từ Định lý 2.9.2) 

   Giả sử X có tính chất đã nêu. Để chứng minh X là 4T - không gian, 

ta chỉ cần chứng minh X chuẩn tắc. Gọi A, B là hai tập đóng khác rỗng, rời 

nhau của X. Khi đó, tồn tại hàm liên tục  : 0,1f X   sao cho ( ) 0f x   với 

mọi x A  và  ( ) 1f x   với mọi x B . 
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Đặt   1: 0
2

U x X f x     
 

,  1: 1
2

V x X f x     
 

. Khi đó ta có 

U, V  là các lân cận của A và B tương ứng. Mặt khác vì 1 10, , ,1
2 2

   
     

là các tập 

mở rời nhau của  0,1  và f  liên tục nên U, V là các tập mở rời nhau của X. 

Suy ra X chuẩn tắc. Vậy X là 4T - không gian.  

2.9.10. Định lý 

Không gian tôpô X là 4T - không gian khi và chỉ khi X là 1T - không gian 

và mọi tập đóng F trong X, mọi lân cận V tùy ý của F đều chứa một lân cận 

đóng của F. 

Chứng minh  

   Giả sử X là 4T - không gian. Hiển nhiên X là 1T - không gian. Với 

mọi F đóng trong X  và V là một lân cận tùy ý của F  trong X, ta có thể giả sử 

V mở. Khi đó \X V  đóng. Do F V  nên  \F X V  . Vì X là 4T - 

không gian nên tồn tại hai tập mở rời nhau G, H chứa F và \X V  tương ứng. 

Ta có ,  \G H X V H   suy ra \F G X H V   . Do \X H  đóng 

nên suy ra \F G G X H V    . Vậy G  là một lân cận đóng của F nằm 

trong V. 

   Giả sử điều kiện của định lý được thỏa. Để chứng minh X là 4T - 

không gian, ta chỉ cần chứng minh X chuẩn tắc. Gọi A, B là hai tập đóng tùy ý 

rời nhau của X. Khi đó \X B  là lân cận mở của A. Theo giả thiết, tồn tại một 

lân cận đóng E của A sao cho \A E X B  . Ta có E là lân cận của A, \X E  

là một lân cận của B và ( \ )E X E  . Vậy X chuẩn tắc.  
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2.10. 5T - không gian 

2.10.1. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là hoàn toàn chuẩn tắc nếu mọi tập con A, B tách 

nhau của X đều tồn tại các lân cận (mở) U và V của A và B tương ứng sao 

cho U V  . 

Từ định nghĩa ta có nhận xét sau 

2.10.2. Nhận xét 

Nếu không gian X  hoàn toàn chuẩn tắc thì X chuẩn tắc. 

2.10.3. Định nghĩa 

Không gian tôpô X gọi là thỏa mãn tiên đề 5T  hay 5T - không gian nếu nó 

hoàn toàn chuẩn tắc và 1T - không gian.  

Từ Nhận xét 2.10.2 và Định nghĩa 2.10.3 ta có 

2.10.4. Nhận xét 

Nếu X là 5T - không gian thì X là 4T - không gian.  

2.10.5. Định lý 

Không gian tôpô X là 5T - không gian khi và chỉ khi mọi không gian con 

của X đều là 4T - không gian.  

Chứng minh  

   Giả sử X là 5T - không gian, ta sẽ chứng minh mọi không gian con 

của X không chỉ là 4T - không gian mà còn là 5T - không gian. 

 Giả sử Y là không gian con tùy ý của X. Với mọi a Y  suy ra a X . Do 

X là 1T - không gian nên  a  đóng trong X, suy ra    a a Y   đóng trong Y. 

Do đó Y là 1T - không gian. 
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Mặt khác, giả sử A, B là các tập con của Y thỏa 
Y

A B   và 

Y
B A   (

Y
A , 

Y
B  là bao đóng của A, B tương ứng trong Y). Khi đó ta có  

    YA B A Y B A Y B A B         . Và tương tự ta cũng có 

A B  . Vì X hoàn toàn chuẩn tắc nên tồn tại các tập mở U, V trong X 

chứa A, B tương ứng thỏa  U V  . Khi đó U Y  và V Y  là các tập con 

mở trong Y chứa A, B tương ứng thỏa    U Y V Y    . Vậy Y hoàn 

toàn chuẩn tắc. Vậy Y là 5T - không gian. 

   Giả sử mọi không gian con của X đều là 4T - không gian. Ta chứng 

minh X là 5T - không gian.  

Thật vậy, vì X là không gian con của X nên X là 4T - không gian. Do đó X 

là 1T - không gian. 

Mặt khác, giả sử A, B là các tập con của X thỏa A B   và 

A B  . Đặt  \Y X A B  . Khi đó Y A , Y B  là các tập đóng trong 

Y thỏa      Y A Y B Y A B      . Do  , YY   chuẩn tắc nên tồn tại 

các tập mở rời nhau U, V trong Y chứa Y A  và Y B  tương ứng. Vì Y mở 

trong X nên U, V cũng mở trong X. Hơn nữa, vì A B   nên \A X B . 

Suy ra    \ \A A X B A X B A Y U      . Tương tự ta cũng có 

B V . Do đó X  hoàn toàn chuẩn tắc. Vậy X  là 5T - không gian.  

2.10.6. Định lý  

Nếu X là Ti - không gian thì X là Tj - không gian với mọi i j , 

1 1 1 1, 0, ,1,1 ,2,2 ,3,3 ,4,5
2 2 2 2

i j   
 
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Chứng minh  

 Ta có đã có  

 1 0
2

T T  (Hệ quả 2.2.4) 

 1 1
2

T T  (Hệ quả 2.3.3) 

 1 11
2

T T  (Nhận xét 2.4.2) 

 2 11
2

T T  (Định lý 2.5.6) 

 1 22
2

T T  (Suy ra từ Nhận xét 2.6.2) 

 5 4T T  (Suy ra từ Nhận xét 2.10.2) 

Bây giờ ta chứng minh  

 3 12
2

T T  

Giả sử X là 3T - không gian và , ,a b X a b  . Khi đó ta có  \X b  là lân 

cận mở của a. Theo Định lý 2.7.3, tồn tại lân cận U của a sao cho 

 \U U X b  . Khi đó ta cũng có \X U  là lân cận mở của b nên tồn lân 

cận V của b sao cho \V V X U  . Suy ra U, V là các lân cận của a, b tương 

ứng thỏa U V  . Vậy X là 12
2

T - không gian. 

 1 33
2

T T  

Giả sử X là 13
2

T - không gian, a X  và B là tập con đóng của X không 

chứa a. Khi đó tồn tại hàm liên tục  : 0,1f X    sao cho ( ) 0f a   và 
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( ) 1f x   với mọi x B . Đặt 1 1: ( ) , : ( )
2 2

U x f x V x f x         
   

. Ta có U, 

V là các tập con mở rời nhau chứa a và B tương ứng. Vậy X là 3T - không gian. 

 4 13
2

T T  

Giả sử X là 4T - không gian, a X  và B là tập con đóng của  X  không 

chứa a. Do  a  và B là các tập con đóng rời nhau trong X nên theo Định lý 

Urysohn, tồn tại hàm liên tục  : 0,1f X    sao cho ( ) 0f a   và ( ) 1f x   với 

mọi x B . Vậy X là 13
2

T - không gian.  

2.10.7. Định lý 

Mọi không gian mêtric là Ti - không gian với mọi 

1 1 1 10, ,1,1 ,2,2 ,3,3 ,4,5
2 2 2 2

i   
 

. 

Chứng minh  

Giả sử X là không gian mêtric. Theo Định lý 2.10.6 ta chỉ cần chứng 

minh  X  là 5T - không gian. 

Thật vậy, xét tôpô sinh bởi mêtric tương ứng. Hiển nhiên X là 1T - không 

gian. Giả sử A, B là hai tập con tách nhau của X. Lấy a là một điểm tùy ý của 

A. Do A B   nên \a A X B  . Vì \X B  mở nên tồn tại 0ar   sao 

cho  , \aB a r X B . Đặt 1,
2 a

a A
U B a r



   
 

 . Khi đó U là tập mở chứa A. 

Tương tự, nếu b là một điểm tùy ý của B thì tồn tại 0bs   sao cho 

 , \bB b s X A  và 1,
2 b

b B
V B b s



   
 

  là một tập mở chứa B. Ta sẽ chứng 

minh U V  . 
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Thật vậy, giả sử ngược lại có x U V   thì sẽ tồn tại các điểm a A  và 

b B  sao cho 1 1, ,
2 2a bx B a r B b s       

   
 . Do đó  

       1 1, , , ax ,
2 2a b a bd a b d a x d x b r s m r s      

Suy ra  , ba B b s  hoặc  , ab B a r , mâu thuẩn với giả thiết A, B tách 

nhau. Vậy X hoàn toàn chuẩn tắc và do đó là 5T - không gian.  

2.11. Các ví dụ 

2.11.1. Tồn tại 0T - không gian nhưng  không là 1
2

T - không gian 

Giả sử       , , ,  , , , ,X a b c a a b X   . Dễ kiểm tra  ,X    là 0T - 

không gian. Nhưng nó không là 1
2

T - không gian vì tập con  ,a c  là tập g – 

đóng nhưng không là tập đóng.  

2.11.2. Tồn tại 1
2

T - không gian nhưng  không là 1T - không gian 

Giả sử     , ,  , ,X a b a X   . Dễ thấy  ,X  không là 1T - không 

gian. Nhưng nó là 1
2

T - không gian vì các tập con g – đóng của X là  ,  b , 

X  đều là tập đóng.  

2.11.3. Tồn tại 1T - không gian nhưng  không là 11
2

T - không gian 

Giả sử X là một tập vô hạn. Trên X xét tôpô có phần bù hữu hạn (hay 

tôpô Zariski), tức là tôpô gồm tập rỗng và tất cả các tập con của X có phần bù 

hữu hạn. 

Mọi a X  thì \ { }X a  là tập mở nên { }a  là tập đóng. Vậy X là 1T  – 

không gian. Dễ thấy mọi tập con vô hạn của X đều trù mật trong X. 
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Ta sẽ kiểm tra rằng mọi tập con K của X đều compăc. Thật vậy, nếu K là 

tập hữu hạn thì hiển nhiên K compăc. Nếu K vô hạn thì xét phủ mở bất kỳ 

 i i I
G


của K. Chọn 0i I  sao cho 

0i
G K  . Do 

0
\ iX G  là tập hữu hạn nên 

 0
\ iJ K X G   là tập hữu hạn. Mọi j J   chọn  ji I  sao cho 

jij G . Khi 

đó    0ji ij J
G G


  là phủ con hữu hạn của K. Vậy K compăc. 

Chọn 0K  là tập vô hạn của X sao cho 0\X K  cũng là tập vô hạn. Ta có 

0K  là tập compăc nhưng không đóng, tức X không là 11
2

T  – không gian.  

2.11.4. Tồn tại 11
2

T - không gian nhưng  không là 2T - không gian 

Giả sử X là tập không đếm được với tôpô có phần bù đếm được, tức là 

tôpô gồm tập rỗng và tất cả các tập con của X có phần bù (không quá) đếm 

được. 

Dễ dàng thấy rằng X không là 2T  – không gian. Ta sẽ chỉ ra X là 11
2

T  – 

không gian. 

Giả sử A là tập con vô hạn bất kỳ của X. Chọn dãy  nx  các điểm phân 

biệt trong A. Đặt \ { : , }n kG X x k k n   . Ta có  nG  là phủ mở của A 

không có phủ con hữu hạn. Do đó A không compăc. 

 Từ chứng minh trên suy ra tập con K của X compăc khi và chỉ khi K là 

tập hữu hạn. Do đó mọi tập con compăc của X đều đóng hay X là  11
2

T  – không 

gian.  
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2.11.5. Tồn tại 2T - không gian nhưng  không là 12
2

T - không gian 

Giả sử     0,0 , 1,0X S   trong đó S là tập các điểm trong của hình 

vuông đơn vị. Các điểm thuộc S có cơ sở lân cận địa phương thông thường. 

Các điểm  0,0 ,  1,0  có cơ sở lân cận địa phương tương ứng là các tập dạng 

       1 10,0 0,0 , | 0 ,  0
2nU x y x y

n
      
 

 , 

       1 11,0 1,0 , | 1,  0
2mU x y x y

m
      
 

 . Dễ thấy X là không gian 

Hausdorff . Nhưng X không hoàn toàn Hausdorff  vì  0,0 và  1,0  không có 

các lân cận đóng rời nhau.  

2.11.6. Tồn tại 12
2

T - không gian nhưng  không là 3T - không gian 

Trên tập  0,1X  , xét tôpô   có cơ sở là họ các tập mở của  0,1  với 

tôpô thông thường và các tập dạng   10, \ |aB a n
n

   
 

  với mọi a, 

0 1a  . Khi đó  ,X    là 12
2

T - không gian. Ta sẽ chỉ ra  ,X   không là 3T - 

không gian. Theo Định lý 2.7.3  ta sẽ chỉ ra  lân cận   10,1 \ |V n
n

   
 

  của 

0 không chứa bất kỳ lân cận đóng nào. Thật vậy, U  là lân cận bất kỳ của 0, 

U V  đều tồn tại 0a   sao cho aB U . Chọn 0n  đủ lớn sao cho 
0

1 a
n

 . 

Khi đó 
0

1 U
n
  nhưng 

0

1 V
n
 . Do đó U V . 
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2.11.7. Tồn tại 3T - không gian nhưng  không là 13
2

T - không gian 

Giả sử 0M  là tập con của nửa mặt phẳng trên   , | , , 0P x y x y y    

và 0z  là điểm có tọa độ  0, 1 . Đặt  0 0M M z  , L là đường thẳng thực 

  ,0 |L x x   và   ,0 | 1 , 1,2,...iL x L i x i i      . Ta sẽ xây dựng 

để M là 3T - không gian nhưng  không là 13
2

T - không gian. 

Với mỗi z M  

Nếu  ,0z x L  , ta kí hiệu     1 0, | 0 2A z x y M y    ,  

                                                  2 0, | 0 2A z x y y M y     , 

và đặt  B z  là họ các tập có dạng     1 2 \A z A z B , trong đó B là tập 

hữu hạn không chứa z. 

Nếu 0 \z M L , đặt     B z z . 

Nếu 0z z , đặt     0 1i i
B z U z




 , trong đó    

                               0 0 0, |iU z z x y M x i   . 

 Ta có họ   z M
B z


 thỏa mãn các tính chất sau 

  (B1) Với mỗi  ,z M B z  ; với mỗi  U B z , z U . 

  (B2) Nếu  u U B v   tồn tại  V B v  sao cho V U . 

  (B3) Với mọi  1 2,U U B z  tồn tại  U B z  sao cho 1 2U U U  . 

(B4) Với mọi , ,u v M u v   tồn tại    ,U B u V B v   sao cho 

U V  . 

 Từ đó ta dễ kiểm tra không gian M với tôpô sinh bởi hệ lân cận 

  z M
B z


 là không gian Hausdorff . Do đó M cũng là 1T - không gian. 
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 Chứng minh M chính quy 

Trước tiên ta chú ý rằng M là không gian Hausdorff  và với mỗi 0z M , 

họ  B z  là các tập vừa đóng vừa mở của M. Do đó, để chứng minh M chính 

quy ta chỉ cần chứng minh với mọi tập con đóng F của M không chứa 0z , tồn 

tại các tập mở 1 2,U U  thỏa 0 1 2,z U F U  và 1 2U U  . 

Thật vậy, với mỗi tập đóng F M  không chứa 0z , chọn  
0 0iU z  sao cho 

 
0 0iF U z  . Đặt    0 0 0 01 2 0 2 2 1,  \i i i iU U z U M U L L      . Ta có 

1 2,U U  là các lân cận cần tìm. 

 Chứng minh M không hoàn toàn chính quy 

Xét hàm liên tục  : 0,1f M   thỏa mãn  1 0f L  . Ta sẽ chứng minh 

 0 0f z  . Trước tiên ta sẽ chứng minh các tập   | 0i iK z L f z   , 

1,2,...i   là vô hạn. 

Thật vậy, ta có 1 1K L  là tập vô hạn. Giả sử 0nK   ( 0  là lực lượng 

của tập đếm được). Xét tập vô hạn đếm được n nK K  . Với mỗi nz K  , tồn 

tại tập đếm được    0 2A z A z  sao cho       2 0\ 0f A z A z  . Hình chiếu 

A của hợp   0 | nA z z K   lên L là đếm được. Bây giờ với mỗi 1nt L  , tập 

 1A t  cắt một trong các tập    2 0\A z A z  với z K   và do f  liên tục nên 

  0f t  . Kéo theo 1 1\n nL A K  . Do vậy 1 0nK   . Vậy 

  | 0i iK z L f z   , 1,2,...i   là tập vô hạn. 

Từ tính vô hạn của các tập   | 0i iK z L f z   , 1,2,...i   và tính liên 

tục của f , ta suy ra  0 0f z  . Do vậy M  không hoàn toàn chính quy.  
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2.11.8. Tồn tại 13
2

T - không gian nhưng  không là 4T - không gian 

Đặt X P L  , trong đó    , | , , 0P x y x y y    là nửa mặt phẳng 

trên và   ,0 |L x x  là đường thẳng thực. Trên  X  ta xét tôpô *  gồm 

các tập con mở của P đối với tôpô thông thường   và các tập dạng  x D , 

trong đó x L , D là dĩa mở trong P tiếp xúc với L tại x . 

Ta có không gian  *,X   là mở rộng của không gian con với tôpô thông 

thường   trên X. 

Thật vậy, giả sử U X , U mở với tôpô thông thường và x U . 

Nếu x P , tồn tại lân cận V của x  mở theo   sao cho V U . Do đó V 

mở theo * . 

Nếu x L , tồn tại dĩa   tâm x , bán kính r, mở trong toàn bộ mặt phẳng, 

X U  . Khi đó, tồn tại dĩa 1 P   bán kính 
2
r , tiếp xúc với L tại x . Vì 

1 P    và  x U  nên   1x U  . 

Từ đó ta dễ kiểm tra X là 1T - không gian. 

Ta chứng minh  *,X   hoàn toàn chính quy. Giả sử A là tập * - đóng và 

b A . 

Nếu b P  thì tồn tại lân cận mở U của b, U P  sao cho \U X A . Vì 

U cũng mở trong   nên X\U đóng trong  . Vì  ,X   là hoàn toàn chính quy 

nên tồn tại hàm liên tục  : 0,1f X   sao cho   0f b   và 

  1, \f x x X U   . Do đó, vì *   nên f  cũng liên tục với *  và 

  0f b   và   1,f x x A   . 
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Nếu b L  thì tồn tại dĩa   bán kính  , tiếp xúc với L tại b và 

A  . Ta định nghĩa hàm f  như sau: 

  : 0,1f X   

  0f b  ,      

   1,  f x x b    

   2 2
1 2

1 2
2

,
2

x b x
f x x

x
 

  ,  1 2,x x   

Ta có f  liên tục vì     1 0,f b D   ,   1 ,1 \f X D                 

( 0 1  ) và   1 , \f D D     ( 0 1    ) là các tập mở, với D  là 

dĩa bán kính   tiếp xúc với L tại b và D  là dĩa bán kính   tiếp xúc với L 

tại b. 

Suy ra  *,X   hoàn toàn chính quy. Vậy  *,X   là 13
2

T - không gian. 

Bây giờ ta chứng minh X không chuẩn tắc.  

Gọi Q và I lần lượt là tập các số hữu tỷ và vô tỷ trên L. Ta có I và Q là 

các tập đóng. Giả sử U, V là các lân cận mở của Q và I tương ứng. 

Với mọi x V  tồn tại dĩa xD V  bán kính xr , tiếp xúc với L tại x. 

Đặt 1|n xS x I r
n

    
 

. Khi đó     n x Q
S x


  tạo thành một phủ của 

không gian  ,L  . Vì không gian  ,L   thuộc phạm trù thứ hai nên tồn tại nS  

nào đó không là tập không đâu trù mật trong  ,L  . Do đó tồn tại 0n  sao cho 

  0
, na b S . Suy ra mọi lân cận của số hữu tỷ  ,x a b  đều có giao với V. 

Kéo theo U V  . Vậy X  không chuẩn tắc nên nó không là 4T - không 

gian.  
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2.11.9. Tồn tại 4T - không gian nhưng  không là 5T - không gian 

Xét không gian    0, 0,P    , trong đó   là tự số không đếm được 

đầu tiên,   là tự số vô hạn đầu tiên. Trên các không gian    0, , 0,  ta xét 

tôpô thứ tự.  

Vì không gian  0,  ( với   là một tự số giới hạn nào đó) là compăc và 

Hausdorff  nên P  cũng compăc và Hausdorff . Do đó theo Định lý 2.9.5 ta có  

P  là 4T - không gian. 

Ta chứng minh P không là 5T  - không gian. 

Vì   \ ,P P     không là 4T - không gian nên theo Định lý 2.10.5 ta 

có P không là 5T  - không gian.  

Thật vậy, đặt   , | 0A n n     ,   , | 0B        

Ta có A, B là các tập con đóng trong P  (vì phần bù của chúng mở trong 

P ). Gọi U, V  là các lân cận của A và B tương ứng trong P . 

Với mỗi  ,n A  , tồn tại tự số n    sao cho 

  , | nn U      . Nếu   là một biên chặn trên của các n  thì   . 

Suy ra   , 0, U    . Suy ra mọi lân cận của điểm  1,   đều có 

giao với U. Vì  1, B    nên V U  . Vậy P  không chuẩn tắc nên nó 

không là 4T - không gian.  
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CHƯƠNG 3   

ĐỊNH LÝ MATHERON 
 

3.1. Tôpô miss-and-hit và định lý Matheron 

3.1.1. Định nghĩa 

Cho X là một không gian tôpô. Ký hiệu ,  ,  F K G lần lượt là họ các tập 
con đóng, các tập con compăc và các tập con mở của X tương ứng. 

Với mọi A E , đặt  

 : ,A F F F A  F F ;  : ,A F F F A  F F  

Với  mọi K K  và mọi họ hữu hạn 1 2, ,..., nG G G G , đặt  

1 2 1 2, ,..., ...
n n

K K
G G G G G G   F =F F F F  

Dễ dàng thấy rằng với mọi K K , 1 2, ,..., nG G G G  

,  G G


  F F F  

              
                    

K
K X K

K
  

 


F
F

F      
 

1 2 1 2, ,...,...
n nG G G G G G

  F F F F   

do đó họ 

 1 2, ,..., 1 2| , , ,...,  ,
n

K
G G G nK G G G n  F K G  

là cơ sở của tôpô trên F . Ta gọi tôpô này là tôpô miss-and-hit trên F  và F  

với tôpô này gọi là không gian miss-and-hit của X. 

Chú ý  

 Ta có AF  là lớp các tập đóng có giao với A (trúng A) nguyên từ gốc 

là “hit A“ và AF  là lớp các tập đóng còn lại tức là không có giao với A hay 

nếu 
nếu nếu 
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rời A (không trúng A) nguyên từ gốc là “ miss A“. Từ đó người ta gọi tôpô 

xác định bởi cơ sở  

              1 2 1 2, ,..., 1 2... | , , ,...,  ,
n n

K K
G G G G G G nK G G G n      F =F F F F K G  

là tôpô miss-and-hit. 

3.1.2. Định lý (Định lý Matheron nguyên thủy) 

Cho X là không gian compăc địa phương, khả mêtric, đầy đủ và khả ly. 

Khi đó không gian miss-and-hit F của X là compăc, khả ly và  Hausdorff. 

Chú ý 

Định lý Matheron cho ta ba kết quả chính là tính compăc, tính khả ly và 

tính Hausdorff của không gian miss-and-hit. Bằng cách tách riêng từng kết 

quả, ta sẽ từng bước mở rộng định lý Matheron và sẽ đi đến một định lý có thể 

xem là tổng quát của định lý Matheron.  

3.2. Các mở rộng của định lý Matheron 

3.2.1. Mệnh đề 

Cho X là không gian tôpô tùy ý. Khi đó không gian miss-and-hit của X là 

1T  -  không gian và compăc. 

Chứng minh  

Lấy 1 2 1 2, ,  F F F F F . Ta có thể giả thiết 2 1\F F   . Chọn 2 1\x F F . 

Khi đó  
1

x
FU =F , 

2 1\F X FU =F  là các lân cận của 1F  và 2F  tương ứng thỏa mãn 

12 FF U  và  
21 FF U . Vậy F  là T1 - không gian. 

Để chứng minh F  compăc, theo bổ đề Alexandrov ta chỉ cần chứng 

minh mọi phủ của F  dạng     : , : ,i

j

K
i G jK i I G j J   F F G có phủ con 

hữu hạn. 

Đặt j
j J

G


   . Khi đó   mở. Vì 
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 i

j

K
G

i I j J 

   
 

  F F F  

nên  

    

    

i

j

j

i

K
G

i I j J

G
K

i I j J

 

 

    
 

   
 

  

  

F \F F \F

F F
 

  
 i

i

K
i I

K
i I













 



F F

F
 

Từ đó tồn tại 0i I  sao cho 
0i

K  . Thật vậy, nếu trái lại thì 

 \ iX K   với mọi i I  nên \
iK

i I
X 


F  là một điều mâu thuẫn. 

Do 
0i

K  compăc nên tồn tại   1 2, ,..., nj j j J  sao cho  1 2
, ,...,

nj j jG G G    

phủ 
0i

K . Với mọi F F  thì 
0i

F K   hoặc 
kj

F G   với k nào đó 

thuộc  1,2,...,n . Do đó 0

1
...i

j jn

K
G GF    F F F . 

3.2.2. Mệnh đề 

Cho X là 11
2

T  -  không gian khả ly. Khi đó không gian miss-and-hit của X 

là khả ly. 

Chứng minh 

Giả sử A là tập con trù mật trong X. Với mọi FF  giả sử 
1 2, ,..., n

K
G G GF  là 

một lân cận của F. Do K đóng nên \iG K  là tập mở khác rỗng. Chọn 

 \i ix A G K  , ta có  1 2, ,..., nx x x K   và  1 2, ,..., n ix x x G   với 

mọi 1,2,...,i n . Ký hiệu I(A) là họ các tập con hữu hạn của A. Ta có 

( )I A F , I(A) đếm được và trù mật trong F  với tôpô miss-and-hit.         
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3.2.3. Mệnh đề 

Cho X là không gian Hausdorff compăc địa phương. Khi đó không gian 

miss-and-hit của X là Hausdorff . 

Chứng minh   

Giả sử , ,  F F F F  F . Khi đó có thể giả thiết tồn tại \a F F  .  Theo 

Định lý 2.5.7 a), chọn được V  là lân cận của a  sao cho V mở, V  compăc và 

V F    . Nếu F   F  thì chọn F VU F , V
FU  F ; nếu F     thì 

chọn F VU F , \
V

F E VU  F , ta có FU  là lân cận của F , FU   là lân cận của F   

trong F , F FU U   . 

3.2.4. Hệ quả 

 Nếu X là không gian Hausdorff compăc địa phương thì không gian miss-

and-hit của X là compăc và 4T  -  không gian. 

 Chứng minh  

 Do không gian Hausdorff compăc là 4T  - không gian nên từ Mệnh đề 

3.2.1 và Mệnh đề 3.2.3 ta suy ra điều phải chứng minh.   

3.2.5. Nhận xét 

Khi tách riêng từng tính chất của không gian miss-and-hit F  thì các điều 

kiện đặt trên X cũng được giảm nhẹ. Bây giờ ta xét để không gian miss-and-

hit F  có đầy đủ ba tính chất compăc, khả ly và Hausdorff  thì điều kiện mở 

rộng cho X có thể là 11
2

T - không gian (trong khi điều kiện cho X trong  định lý 

Matheron phải là khả mêtric đầy đủ). Tuy nhiên X phải thỏa tiên đề đếm được 

thứ hai. Ta có định lý sau 
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3.2.6. Định lý 

Cho X là 11
2

T  – không gian, compăc địa phương và thỏa mãn tiên đề đếm 

được thứ hai. Khi đó không gian miss-and-hit của X là compăc, khả ly và 

Hausdorff. 

Chứng minh  

Theo Định lý 2.5.6 X là Hausdorff nên định lý suy ra từ Mệnh đề 3.2.2 và 

Mệnh đề 3.2.3.  

3.3. Tính khả mêtric của tôpô miss-and-hit 

3.3.1. Mệnh đề 

Cho X là 11
2

T  – không gian compăc địa phương thỏa mãn tiên đề đếm 

được thứ hai. Khi đó không gian miss-and-hit của X là compăc, 4T  - không 

gian và thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai. 

Chứng minh.  

Theo Định lý 2.5.6 X là Hausdorff  nên từ Hệ quả 3.2.4 ta chỉ cần chứng 

minh F  với tôpô miss-and-hit thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai. 

Do X compăc địa phương thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai nên ta có 

thể giả thiết X có một cơ sở tôpô   đếm được, chứa tập rỗng và có bao đóng 

của mọi tập thuộc   compăc. 

Giả sử C  là tập con mở của F  và F C . Ta xét hai trường hợp sau đây 

10)  Tồn tại K K  và 1 2, ,..., nG G G G  sao cho 
1 2, ,..., n

K
G G GF  F C  

Chọn i ia F G   và iB   sao cho i i ia B G  , ,iB K  1,2,...,i n . 

Với mọi x K , chọn xB   sao cho xB F  . Do K  compăc nên tồn tại 

phủ hữu hạn  
1j

m

x j
B


 của K . Đặt *

jj xB B , ta có  
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* \ ,
m

j
j i

K B X F


      *
m

j
j i

B

   compăc.  

Dễ dàng kiểm tra 

            
* *
1

1 1

...
,..., ,...,

m

n n

B B K
B B G GF   F F  

 20) Tồn tại K K  sao cho KF  F C  

 Nếu F X  thì K  , do đó F   F FC  

 Nếu F X  thì \K X F . Do đó tồn tại * *
1 ,..., mB B   sao cho 

* \
m

j
j i

K B X F


  . Khi đó ta có  

   
* *
1 ... mB B KF   F F  

 Từ 10) và 20) suy ra họ 

    * * * *
1 1

1 * *
1 1

... ...
,...,

,..., , ,...,
,m m

n
n m

B B B B
B B

B B B B 

   F F  

là cơ sở tôpô đếm được của F  với tôpô miss-and-hit.  

 Xét trường hợp đặc biệt X là không gian mêtric. Khi đó từ Mệnh đề 

3.3.1, ta có kết quả thú vị sau 

3.3.2. Định lý 

Cho X là không gian mêtric compăc địa phương khả ly. Khi đó không 

gian miss-and-hit của X là compăc và khả mêtric. 

Chứng minh  

Do mọi không gian mêtric khả ly đều thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai 

và mọi 3T  - không gian thỏa mãn tiên đề đếm được thứ hai đều khả mêtric nên 

từ Mệnh đề 3.3.1 ta suy ra định lý được chứng minh.  

3.4. Mối quan hệ giữa không gian X và không gian F 

3.4.1. Tính compăc địa phương của X và tính Hausdorff của F 
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 Nếu X không compăc địa phương tại ít nhất một điểm thì không gian 

miss-and-hit của X không Hausdorff . 

Chứng minh 

Giả sử X không compăc địa phương tại 0x X  . Lấy tùy ý  1 0\x X x . 

Đặt  0 1,F x x ,  1F x  . Ta sẽ chứng minh mọi lân cận 
1 2, ,..., n

K
F G G GU =F  của 

F  và 
1 2, ,..., m

K
F G G G

U 
   
=F  của F   đều có F FU U    . 

Nếu 0
1

n

i
i

x G


  thì do iF G    với mọi 1,...,i n  nên 1 ix G  với mọi 

1,...,i n . Từ đó FF U   và do đó F FF U U   . 

Nếu 0
1

n

i
i

x G


  thì đặt  0: 1,..., ,  i iG G i n x G   . Ta có G  mở chứa 

0x . Do G K K    (vì nếu trái lại thì K K   là lân cận compăc của 0x ) nên 

tồn tại  2 \x G K K   . Đặt  1 2,F x x  . Dễ thấy F K    và 

F K    .  

Mặt khác,  iF G    với mọi 1,...,i n , 

vì mọi iG  chứa 1x  hoặc 2x , nên FF U ; jF G     với mọi 1,...,j m  

vì mọi jG  đều chứa 1x  nên FF U  . Do đó trường hợp này ta cũng có 

F FU U    . 

3.4.2. Hệ quả 

Cho X là không gian Hausdorff. Khi đó X compăc địa phương khi và chỉ 

khi không gian miss-and-hit của X là Hausdorff . 

Chứng minh  

Suy ra từ Mệnh đề 3.4.1 và Mệnh đề 3.2.3.  
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3.4.3. Tính 11
2

T  – không gian của X và tính Hausdorff của F 

 Cho X là tập vô hạn với tôpô có phần bù hữu hạn. Khi đó X không là 11
2

T  

– không gian nhưng không gian miss-and-hit của X là Hausdorff . 

Chứng minh.  

Theo ví dụ 2.11.3, X không là 11
2

T  – không gian. Giả sử 

, ,  F F F F  F . Ta chỉ cần xét hai trường hợp sau: 

- Nếu F   thì chọn X
FU F , F XU  F . 

- Nếu F  , F     và \F F    thì chọn \
\

X F
F X FU F , \X F

F XU 
 F . 

 Ta có FU  là lân cận của F , FU   là lân cận của F và F FU U   . 

3.4.4. Nhận xét 

Từ kết quả mục 3.4.3 ta suy ra Mệnh đề 3.2.3 chỉ là một điều kiện đủ để 

F  Hausdorff . 

3.4.5. Tính khả ly của X và tính khả ly của F 

 Cho X là tập không đếm được với tôpô có phần bù hữu hạn. Khi đó X là 

compăc, khả ly nhưng không gian miss-and-hit của X không khả ly. 

Chứng minh  

Lấy tập đếm được tùy ý D  của F . Ta sẽ chứng minh D không trù mật 

trong F . Đặt  

 : ,R F F F X   D .  

Do mỗi ,  F F X F  là tập hữu hạn nên R là tập đếm được. Do đó 

\X R  . Chọn \x E R . Ta có  
R

XxU =F  là một lân cận của  x  trong F , 

 xU D . Do đó D  không trù mật trong F . 
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3.4.6. Nhận xét 

 Từ kết quả mục 3.4.5 ta suy ra tính 11
2

T  – không gian của X trong Mệnh 

đề 3.2.2 là cốt yếu. 
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KẾT LUẬN 

 

Luận văn đã trình bày các vấn đề về các tiên đề tách và định lý Matheron 

trong một thể thống nhất. 

Đối với các tiên đề tách, chúng tôi đã thống nhất và trình tự từng tiên đề 

một cách có hệ thống. Các khái niệm, tính chất, ... được trình bày khá chi tiết, 

có hệ thống đầy đủ các ví dụ nhằm làm rõ và làm phong phú thêm cho phần lý 

thuyết. Đặc biệt, chúng tôi đã bổ sung vào hệ thống các tiên đề tách tiên đề 

11
2

T . Các kết quả đó là Định nghĩa 2.4.1, Định lý 2.5.6. Tiên đề này có liên hệ 

chặt chẽ với nội dung mở rộng định lý Matheron. 

Đối với định lý Matheron, chúng tôi đã giải quyết triệt để vấn đề mở rộng 

định lý trên không gian tôpô và thu được một số kết quả. Các kết quả đó là 

Mệnh đề 3.2.2, Hệ quả 3.2.4, Định lý 3.2.6, Mệnh đề 3.3.1, Định lý 3.3.2, Hệ 

quả 3.4.2, mục 3.4.3 về tính 11
2

T  – không gian của X và tính Hausdorff của F , 

mục 3.4.5 về tính khả ly của X và tính khả ly của F. 
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