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CÁC KÝ HIỆU SỬ DỤNG TRONG LUẬN VĂN 

 Ký hiệu     Giải nghĩa 

 ACC    Dãy các môđun tăng (quan hệ bao hàm) đều dừng. 

 DCC    Dãy các môđun giảm (quan hệ bao hàm) đều dừng. 

 )(RU     Tập các phần tử khả nghịch của vành R  

 MM RR ,     Thứ tự là các mô đun phải, trái. 

 RadR     Jacobson Radical của vành R .  

 Vn.     Tức là ( )niVvvvV in
n ,...,1,:),...,( 1 =∈= . 

 Đpcm    Điều phải chứng minh. 
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PHẦN MỞ ĐẦU 

Trong đại số giao hoán ta đã biết vành địa phương, vành nửa địa phương và địa 

phương hóa một vành địa phương tại một iđêan nguyên tố của nó vô cùng quan trọng, 

đóng một vai trò chủ chốt trong đại số. Nhu cầu tự nhiên chúng ta nghiên cứu lý thuyết 

vành địa phương và nửa địa phương trong trường hợp không giao hoán. Trong đại số 

không giao hoán việc nghiên cứu vành địa địa phương và nửa địa phương cũng tương 

tự, tuy nhiên cũng gặp nhiều khó khăn nhưng chúng lại có những ứng dụng khá quan 

trọng, đặc biệt là trong việc phân tích môđun hay giản ước môđun,… 

Vành R  được gọi là vành địa phương nếu R  có duy nhất một ideal trái (hay phải) 

tối đại. 

Vành R  được gọi là vành nửa địa phương nếu radRR /  là vành artin trái 

(hay radRR /  là vành nửa đơn). 

Vành địa phương và nửa địa phương trong trường hợp vành không giao hoán có 

những tính chất mới lạ, đặc biệt mà trong trường hợp giao hoán không có. Ví dụ vành 

địa phương gắn liền với phân tích Krull- Schmit, vành nửa địa phương gắn liền với 

giản ước môđun. 

 Nghiên cứu vành địa phương và nửa địa phương trong đại số không giao hoán. 

Cụ thể nghiên cứu vành địa phương với vấn đề phân tích môđun, vành nửa địa phương 

với vấn đề giản ước môđun. 

Đồng thời luận văn cũng nghiên cứu có hệ thống các lũy đẳng trong các vành 

địa phương và nửa địa phương trong đại số không giao hoán.   

 Luận văn sẽ làm sáng tỏ hơn, tổng quát hơn các vành địa phương và nửa địa 

phương trong đại số, đặc biệt trong cấu trúc của vành. Thấy rõ những ưu điểm nổi bậc, 
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các tính chất mới lạ của vành địa phương và nửa địa phương trong đại số không giao 

hoán so với đại số giao hoán. 

 Luận văn được trình bày theo thứ tự sau:  

 Chương 1: Các kiến thức cơ bản của lý thuyết vành và môđun. 

 Chương 2: Các vành địa phương, nửa địa phương và ứng dụng phân tích các 

môđun trên chúng. 

 Chương 3: Lý thuyết các lũy đẳng. 
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CHƯƠNG 1 : CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN CỦA LÝ THUYẾT VÀNH 

 Trong luận văn này ta quy ước khi nói tới vành 0≠R  thì ta luôn được hiểu là vành có 

đơn vị, không đòi hỏi giao hoán. Nói tới môđun ta luôn được hiểu là R -môđun trái, khi đó chỉ 

cần lấy đối ngẫu ta sẽ được R -môđun phải.  

1.1. Các khái niệm cơ bản:  

1.1.1. Một vành )0(≠R  được gọi là đơn nếu R  chỉ có hai iđêan là (0) và R . 

Nhận xét: Nếu R  là vành đơn thì )(RM n  cũng vậy. 

1.1.2. Một vành R  được gọi là miền nguyên nếu R  khác 0 và 0=ab  suy ra 0=a  hoặc 

0=b , Rba ∈∀ , .  

1.1.3. Một vành R  được gọi là bất khả quy nếu R  không có các phần tử lũy đẳng khác 

0. 

1.1.4. Một vành R  được gọi là Dedekind- hữu hạn nếu 11 =⇒= baab , Rba ∈∀ , . 

1.1.5. Cho R  là một vành và M  là một R -môđun trái hoặc phải.Ta nói M  là noether 

(hay artin)  nếu họ tất cả các môđun con của M  thỏa ACC  (hay DCC ) 

1.1.6. Một vành R  được gọi là noether trái (hay phải) nếu R  là noether khi xem như 

một R -môđun trái (hay phải). Khi vành R  thỏa noether trái và noether phải ta nói R  là 

vành noether. 

1.1.7. Một vành R  được gọi là artin trái (hay phải) nếu R  là artin khi xem như một R -

môđun trái (hay phải). Khi vành R  thỏa artin trái và artin phải ta nói R  là vành artin. 

Nhận xét: Một vành artin trái (hay phải) thì luôn luôn noether trái (hay phải) 

1.1.8. Cho R  là một vành và M  là một R -môđun (trái). 

1) M  được gọi là một R -môđun đơn ( hay bất khả quy) nếu M  khác 0 và M  

không có R -môđun con nào khác (0) và M . 
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2) M  được gọi là một R -môđun nửa đơn ( hay hoàn toàn khả quy) nếu mỗi R -

môđun con của M  là một hạng tử trực tiếp của M . 

1.1.9. Cho vành )0(≠R , các phát biểu sau đây tương đương: 

 1)Mọi dãy khớp ngắn của R -môđun (trái) đều chẻ. 

 2)Mọi R -môđun (trái) là nửa đơn. 

 3)Mọi R -môđun (trái) hữu hạn sinh là nửa đơn. 

 4)Mọi R -môđun cyclic là nửa đơn. 

 5) R -môđun chính quy RR  là nửa đơn. 

 Nếu một trong các điều kiện trên thỏa mãn ta nói R  là vành nửa đơn. 

 Từ các khái niệm cơ bản trên chúng ta rút ra một số chú ý sau đây: 

Chú ý 1: Cho một môđun M  nửa đơn trên vành tùy ý, các phát biểu sau là tương 

đương:  

1) M  là hữu hạn sinh. 

2) M  là noether. 

3) M  là artin. 

4) M  là tổng trực tiếp hữu hạn các môđun đơn. 

Chú ý 2: Một vành R  được gọi là nửa đơn nếu thỏa một trong các điều kiện sau: 

1)Mọi R -môđun trái đều nửa đơn. 

2)Mọi R -môđun bất khả quy trái đều nửa đơn. 

3)Mọi R -môđun trái hữu hạn sinh đều nửa đơn. 

4)Mọi dãy khớp ngắn của R -môđun trái đều chẻ. 

Chú ý 3: 

1)Một R -môđun đơn thì luôn luôn là một R -môđun nửa đơn. 

2)Mội môđun con của R -môđun nửa đơn là nửa đơn. 

3)Cho R  là vành nửa đơn trái thì R  cũng là noether trái và artin trái. 

4)Cho R  là vành nửa đơn trái thì tất cả các R -môđun trái là xạ ảnh và ngược 

lại.   
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5)Cho R  là một vành và )(RM n  là vành các ma trận cỡ nxn  trên R  thì mọi iđêan I  

của )(RM n  có dạng )(NM n , với một iđêan N  xác định duy nhất của R . Đặc biệt nếu R  là 

vành đơn thì )(RM n  cũng vậy. 

1.2. Jacobson Radical. 

1.2.1. Định nghĩa: Jacobson Radical của một vành R  là giao tất cả các iđêan trái tối 

đại của R . Kí hiệu: radR  

Nhận xét: 

1)Nếu )0(≠R  thì tập các iđêan tối đại (trái) của R  luôn thỏa bổ đề Zorn’s nên 

luôn có phần tử tối đại, tức là định nghĩa trên tốt.  

 2)Cho N  là một iđêan của R  và nằm trong radR  thì NradRNRrad /)()/( = . 

1.2.2. Một vành R  được gọi là J -nửa đơn (nửa nguyên thủy) nếu 0=radR  

Nhận xét: Chúng ta dễ dàng chứng minh được các tính chất sau: 

1) radRR /  là J -nửa đơn vì 0)/( =radRRrad . 

 2) R  và radRR /  có cùng tính môđun đơn trái. Mội phần tử Rx∈  là nghịch đảo 

trái trong R  nếu và chỉ nếu Rx∈  là nghịch đảo trái trong radRRR /= . 

 3)Cho R  là một miền nguyên J -nửa đơn và a  là một phần tử khác 0 thuộc tâm 

của R  thì giao tất cả các iđêan trái tối đại không chứa a  bằng 0. 

1.2.3. Một iđêan một phía (hoặc hai phía) N  của vành R  được gọi là nil nếu N  gồm 

các phần tử lũy linh; N  được gọi là lũy linh nếu tồn tại số tự nhiên n  để 0=nN  

Rỏ ràng N  là lũy linh thì N  là nil. 

1.2.4. Định lí:  

 Cho D là vành chia và đặt )(DMR n=  thì  

 1) R  là đơn. 

 2) R  có duy nhất môđun trái đơn M , R  tác động trung thành trên M  và 

MnRR .≅ , với { }niMvvvMn in ,...,1,:),...,(. 1 =∀∈= . 
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 3) DMEnd R ≅)( . 

 

1.2.5. Bổ đề Schur’s: 

 Cho R  là một vành và MR  là một R -môđun trái đơn thì )( MEnd R  là một vành 

chia. 

1.2.6. Định lí Wedderburn-Artin: 

 Cho R  là vành nửa đơn trái. Khi đó: )(...)( 11 rnn DxMxDMR
r

≅ .   

  Trong đó rDDD ,...,, 21  là các vành chia, r  xác định duy nhất. 

Hệ quả: Một vành nửa đơn trái thì luôn luôn là nửa đơn phải và ngược lại. 

1.2.7. Định lí: 

Cho R  là một vành đơn. Các phát biểu sau là tương đương: 

 1) R  là artin trái. 

 2) R  là nửa đơn (trái) 

 3) R  có duy nhất iđêan tối đại trái 

 4) )(DMR n≅ , với số tự nhiên n  và vành chia D  nào đó.  

1.2.8. Định lí Hopkins- Levitzki: 

 Cho R  là vành mà radR  lũy linh, radRR /  nửa đơn và mọi R -môđun trái M  

các phát biểu sau đây tương đương 

 1) M  là noether. 

 2) M  là artin. 

 3) M  có một chuổi hợp thành. 

  Đặc biệt: (A) một vành artin trái khi và chỉ khi nó là noether trái và nửa nguyên 

thủy; 

 (B) mọi môđun trái hữu hạn sinh trên một vành artin trái có một chuổi hợp 

thành. 

1.2.9. Bổ đề Nakayama: 
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 Cho iđêan trái J  của vành R , các phát biểu sau đây tương đương.  

 1) radRJ ∈ .  

 2) Cho mọi R -môđun trái hữu hạn sinh M , MMJ =.  suy ra 0=M . 

 3) Cho mọi R -môđun trái N  thuộc M  để NM /  hữu hạn sinh, MMJN =+ .  

thì MN = . 

1.2.10. Bổ đề: 

 Nếu một iđêan trái RN ⊆  là nil thì radRN ⊆ .  

1.2.11. Định lí: 

 Cho k  là một trường có đặc số p  và G  là một p -nhóm hữu hạn thì radkGJ =  

như iđêan của kG  và chúng ta có 0=GJ . Nếu G  được sinh như một nhóm bởi 

{ }nggg ,...,, 21  thì J  được sinh như một iđêan trái bởi { }1,...1,1 21 −−− nggg . 

1.2.12. Bổ đề: 

 Cho R  là một k -đại số và NM ,  là các R -môđun trái, với ∞<Mkdim  thì ta có 

đẳng cấu tự nhiên của k -không gian vectơ: 

  ),()),((: KK
R

K
R NMHomNMHom K→θ  

1.2.13. Định lí: 

 Cho R  là một vành giao hoán và S  là một R -đại số sao cho S  là hữu hạn sinh 

như một R -môđun thì radSSradR ⊆).( . 

1.2.14. Bổ đề Brauer: 

 Cho N  là một iđêan trái tối tiểu trong một vành R  thì chúng ta có hoặc 02 =N  

hoặc Re=N , với e  là phần tử lũy đẳng của N . 
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CHƯƠNG 2: VÀNH ĐỊA PHƯƠNG, NỬA ĐỊA PHƯƠNG VÀ 

MỘT SỐ ỨNG DỤNG 

2.1. VÀNH ĐỊA PHƯƠNG: 

 Trong đại số giao hoán một vành địa phương được định nghỉa là một vành khác 

)0(  mà có duy nhất một iđêan tối đại, các vành đó dạng “các vật địa phương” trong đại 

số giao hoán vì cho mọi vành R  và mọi iđêan nguyên tố p  của R , địa phương hoá R  

tại p  là một vành địa phương pR  với iđêan tối đại duy nhất ppR . 

 Trong đại số không giao hoán có sự tổng quát tự nhiên khái niệm vành địa 

phương, một vành R  khác )0(  được gọi là vành địa phưong nếu nó có duy nhất một 

iđêan tối đại trái (hay phải). 

 Trong phần này chúng ta sẽ tìm hiểu một số tính chất của vành địa phương và 

ứng dụng của chúng. 

 Kí hiệu: )(RU  là tập hợp tất cả các phần tử khả nghịch của vành R . 

2.1.1. Định lí: 

Cho vành R  khác 0, các phát biểu sau đây là tương đương 

1) R  có duy nhất một iđêan trái tối đại. 

2) R  có duy nhất một iđêan phải tối đại. 

3) radRR /  là vành chia. 

4) )(\ RUR  là một iđêan của R . 

5) )(\ RUR  là một nhóm với phép toán cộng. 

5’) )()(..., 2 RUaRUaaan in ∈∃⇒∈+++∀   

5’’) )()( RUaRUba ∈⇒∈+  hoặc )(RUb∈  

Nếu một trong các điều kiện trên thoả mãn ta nói R  là vành địa phương.  
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Kí hiệu: ),( mR , với radRm = . 

 Chứng minh 

(3)⇒ (1) Với mọi iđêan trái tối đại radRm ⊃ , do radRR /  là vành chia   

 nên radRm = .  

Do đó ta có (1). 

(1)⇒ (3). Từ (1) suy ra radR  là iđêan trái tối đại duy nhất của R , suy ra radRR /  

chỉ có hai iđêan trái là (0) và radRR / . 

Vậy radRR /  là vành chia. 

Chứng minh tương tự ta cũng có (3)⇔ (2) 

(3)⇒ (4) (xem nhận xét (1.2.2)) thì phần 5’’) suy ra 3) 

Từ (3) suy ra radRa∉∀  là phần tử khả nghịch của R . 

Suy ra radRRUR =)(\  là iđêan của R . 

(4)⇒ (5)⇒ (5’)⇒ (5’’) hiển nhiên. 

(5’’)⇒ (3). Lấy radRa∉ , suy ra có một iđêan trái tối đại m  để ma∉  

Ta có RRam =+  (do RRamm ⊂+⊂ , m  tối đại và Ramm +≠ ) 

Suy ra tồn tại baxmx +=∈ 1: , với Rb∈  

Ta thấy )(RUx∉  nên từ (5’’), suy ra )(RUba∈ . 

Suy ra a  có nghịch đảo trái trong radRRR /= . 

Do đó { }0\R  là nhóm nhân.  

Vậy radRR /  là vành chia. 

2.1.2. Mệnh đề: 

Cho R  là vành địa phương bất kỳ. 

a) R  có duy nhất iđêan tối đại. 

b) R  là vành Dedekind hữu hạn. 

c) R  không có các luỹ đẳng không tầm thường. 
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Chứng minh 

(a) Một iđêan tối đại m  của R  không chứa mọi phần tử khả nghịch nên  

RradRRURm ⊆=⊆ )(\  và RradR ≠  

Do m  tối đại nên radRm =  

        (b) Suy ra từ nhận xét (1.2.2)  

        (c) Gọi e  là phần tử luỹ đẳng của R , đặt ef −= 1  

 Do 1=+ fe )(RU∈ nên theo (2.1.1)(5’’) có )(RUe∈  hoặc )(RUf ∈ . 

 Nhưng 0=ef  nên 0=e  hoặc 0=f  tức 1=e  hoặc 0=e  

Chú ý: (a), (b) và (c) là điều kiện cần chứ không phải điều kiện đủ để R  là vành 

địa phương. 

(a) thoả mọi vành đơn nhưng một vành đơn không cần địa phương. 

(b) thoả mọi vành giao hoán nhưng một vành giao hoán không cần địa phương. 

(c) Mọi miền nguyên thoả (c) nhưng một miền nguyên không cần địa phương. 

2.1.3. Mệnh đề: 

  a)Giả sử R  khác 0 và mọi )(RUa∉  là luỹ linh thì R  là vành địa phương. 

 b)Giả sử R  được chứa trong một vành chia D  thoả dDd ,*∈∀  hoặc 1−d  thuộc 

R  thì R  là vành địa phương. 

Chứng minh 

 (a)Ta chứng minh radRRUR ⊆)(\       (1) 

Từ đó suy ra radRRUR =)(\ , suy ra R  là vành địa phương. 

 Lấy )(RUa∉ , gọi k  là số nguyên dương nhỏ nhất để 0=ka  thế thì   

  )(\ RURRa ⊆ .  

Thật vậy nếu có Rr ∈  để )(RUra∈ thì (ra) 1−ka =0  (vô lý). 

Vì )(\ RUR  gồm toàn các phần tử luỹ linh nên Ra  là nil-iđêan trái. 
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 Vì vậy theo (1.2.10) ta có radRRa ⊆ , suy ra (1). 

 (b). Ta sẽ kiểm tra RaRUbaRba ∈⇒∈+∈ −1* )(,,  hoặc Rb ∈−1  

Thật vậy: Ta có thể giả sử 1=+ ba . Áp dụng giả thiết có Dbac ∈= −1  

 Nếu Rc ∈  thì Rcbaaa ∈+=+= −− 1)(11  

 Ngược lại Dabc ∈= −− 11  thì Rcbabb ∈+=+= −−− 1)( 111  

 Áp dụng (2.1.1)(5’’) ta có R  là vành địa phương. 

Lưu ý: Trong trường hợp D  là trường ta gọi R  là vành giá trị. 

Sau đây ta sẽ cho một số ví dụ: 

2.1.4. Như đã nói ở trên địa phương hoá mọi vành giao hoán R  tại iđêan nguyên tố p  

của nó là một vành địa phương pR  với iđêan tối đại duy nhất ppR . 

2.1.5. Mọi vành định giá R  của một trường luôn luôn là một vành địa phương. 

Chẳn hạn vành pZ  của các số nguyên dương p -adic ( p  nguyên tố) là vành giá 

trị của trường pQ̂  của các số p -adic. 

2.1.6. Gọi k  là một vành chia, R  là vành các ma trận tam giác trên cấp nxn  trên k . 

Theo (1.2.8) thì radRJ =  gồm những ma trận trong R  với đường chéo chính bằng 0 

và 0=nJ . Đặt A  là vành con của R  gồm những ma trận trong R  có đường chéo chính 

không đổi thì radAJ ⊆  và vì JkA ⊕= 1.  suy ra kJA ≅/ . 

  Suy ra radAA /  là vành chia. 

Theo (2.1.1)(3) thì A  là vành địa phương. 

2.1.7. Cho k  là trường có đặc số 0>p  và G là p -nhóm hữu hạn thì radA  là iđêan của 

A  (với kGA = ), với 0)( =GradA . 

Theo (1.2.14) thì kradAA ≅/ , suy ra radAA /  là vành chia. 

 Vậy A  là vành địa phương. 

2.1.8. Tính chất: 
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 Đặt ),( mR  là một vành địa phương giao hoán để mRk /=  có đặc số 0>p  thì 

mọi p -nhóm hữu hạn G , đại số nhóm kGA =  là một vành địa phương.  

  Với kradAA ≅/ . 

Chứng minh 

 Xét mọi A -môđun đơn trái V , đây là một A -môđun xylic, suy ra V  là môđun 

hữu hạn sinh. 

Theo Bổ đề Nakayama, V ≠ 0 suy ra VmV ⊆  và VmV ≠ . 

 Vì mV  là một A -môđun con của V  nên 0=mV  (do V  đơn). Do đó V có thể 

được xem như kG -môđun đơn trái. Theo (1.2.11) G  phải tác đông tầm thường trên V  

thế thì  radA  chứa iđêan I  được sinh bởi m  và tất cả 1−g   (với Gg ∈ ) 

 Vì kIA ≅/ , suy ra IradA =  và A  là vành địa phương. 

Tiếp theo ta nghiên cứu ứng dụng của vành địa phương để phân tích các môđun 

trên chúng. 

 Cho vành R , một R -môđun trái M  khác 0 được gọi là không phân tích được 

nếu M  không thể viết dưới dạng tổng trực tiếp của hai R -môđun con khác )0(  của 

M . Định nghĩa này cho ta nếu M  không phân tích được thì vành )( MEnd R  không có 

các luỹ đẳng không tầm thường, quan sát này dẫn chúng ta đến định nghĩa sau. 

2.1.9. Định nghĩa: 

 Một R -môđun trái M  khác )0(  được gọi là “không phân tích được mạnh” nếu 

)( MEnd R  là vành địa phương. 

Nhận xét: Một môđun không phân tích được mạnh luôn luôn không phân tích 

được. 

2.1.10. Mọi M  môđun đơn phải là không phân tích được mạnh vì theo Bổ đề Shur’s 

)( MEnd R  là vành địa phương. 

2.1.11. Cho ZR = , môđun trái, chính quy ZM =1  là không phân tích được nhưng vì 

ZMEnd R ≅)(  là không địa phương nên 1M  là không phân tích được mạnh. 
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 Mặt khác: Cho ZpZM n/2 =  (p nguyên tố), ZpZMEnd n/)( 2 ≅  là vành địa 

phương. Vì vậy 2M  là không phân tích được mạnh. 

2.1.12. Định lí: (về sự phân tích môđun) 

 Cho R  là vành, M  là R -môđun trái có chiều dài hữu hạn. 

Mọi tự đồng cấu )( MEndEf R=∈ , ta có )Im()ker( nn ffM ⊕= .  

 Với mọi số tự nhiên n  đủ lớn. 

Chứng minh 

 Ta xét hai dây chuyền             ...ImIm 2 ⊇⊇⊇ ffM  

                          ...0 2 ⊆⊆⊆ KerfKerf  

 Vì M  có chiều dài hữu hạn nên các dây chuyền trên đều dừng, tức tồn tại số tự 

nhiên n  để: ...ImIm 1 == +nn ff  

         ...1 == +nn KerfKerf  

Xét MbbfafafKerfa nnnn ∈=⇒∈⇒∩∈ ),(ImIm                      

và 00)()(0 2 =⇒=⇒==⇒∈ abbfafKerfa nnn                  (2) 

0))((),()(, 2 =−⇒∈=⇒∈∀ dfcfMddfcfMc nnn  

Vậy nnnn Kerffdfcdfc +∈−+= Im))(()(                               (3) 

Từ (2) và (3) suy ra )Im()ker( nn ffM ⊕=  (đpcm) 

2.1.13. Định lí: 

Đặt M  là một R -môđun trái không phân tích được có chiều dài +∞<n  thì 

)( MEndE R=  là vành địa phương và iđêan tối đại duy nhất radEm =  thỏa 0=nm . 

Đặc biệt: m  là một môđun không phân tích được mạnh. 

Chứng minh 

 Trước tiên ta chứng minh với mọi tự đồng cấu )(\ EUEf ∈  là lũy linh    (4)  

Khi đó theo (2.1.3) suy ra E  là vành địa phương. 

 Thật vậy: Theo (2.1.11) thì pp KerffMZp ⊕=∈∃ + Im: .  
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 Nếu 0=pKerf  thì )(Im EUfMf pp ∈⇒=             (do pf là đẳng cấu) 

 Suy ra )(EUf ∈  (mâu thuẩn) 

 Do đó 0≠pKerf  nhưng vì M  không phân tích được nên 00Im =⇒= pp ff  

 Vậy (4) được chứng minh, tức là E  là vành địa phương . 

 Tiếp theo ta xem M  như là E -môđun trái. Theo Bổ đề Nakayam thì  

                            MmMMmM ≠⊆ ,    

 Nếu 0≠mM  thì ta có dãy con thật sự ...2 ⊇⊇⊇ MmmMM  

Nhưng M  có chiều dài n  nên ta phải có 00 =⇒= nn mMm .  

2.1.14. Chú ý: Trong (2.1.13) kết luận sẽ không thỏa nếu chỉ có điều kiện ACC  hoặc 

DCC .  

Thậy vậy: Cho ZR = , môđun ZM =  thỏa ACC  trên các môđun con của M  

nhưng ZMEnd ≅)(  không là vành địa phương. 

2.1.15. Hệ quả: 

 Một vành artin trái R  khác 0 là một vành địa phương khi và chỉ khi R  không có 

các lũy đẳng không tầm thường. 

 Chứng minh 

 Xét môđun trái, chính quy RM R= , theo định lí HopKins-Levitzki (1.2.8) thì M  

có chiều dài hữu hạn.  

 Vành tự đồng cấu )( MEndE R=  (tác động bên trái M ) là đẳng cấu với R . Nếu 

R  không có các lũy đẳng không tầm thường thì M  không phân tích được.  

 Theo (2.1.13) thì RE ≅  là vành địa phương. 

Nhận xét: 

 Các vành địa phương được sinh ra bởi vành tự đồng cấu của môđun có chiều dài 

hữu hạn có tính chất rấy đặc biệt: Iđêan tối đại duy nhất của nó lũy linh, nguời ta gọi 

những vành như vậy là vành nguyên thủy đầy đủ. 
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 Một ứng dụng rất quan trọng của vành địa phương là kết quả định lí Krull-

Schmidt-Azumaya. Trước tiên ta trang bị mệnh đề sau: 

2.1.16. Mệnh đề: 

 Cho R  là vành, M  là một R -môđun trái mà các mođun con thỏa ACC  hoặc 

DCC  thì M  có thể được phân tích thành tổng trực tiếp hữu hạn các môđun con không 

phân tích được hay nói ngắn gọn M  có một phân tích Krull-Schmidt. 

 Chứng minh 

 Ta nói một môđun con MN ⊆  là “tốt” nếu nó có một phân tích Krull-Schmidt. 

 Nguợc lại ta nói N  là “không tốt”. 

 Chú ý (0) là “tốt” và mọi môđun không phân tích được MN ⊆  là “tốt”.  

 Nếu MNN ⊆',  là các môđun tốt và 0'=∩ NN  thì 'NN +  cũng “tốt .  

 Để chứng minh tính chầt ta giả sử M  không “tốt” tức là M  không thể không 

phân tích được, vì vậy 0',;' 1111 ≠⊕= MMMMM  và một trong hai phải “không tốt”, 

giả sử đó là 1M . 

 Lặp lại quá trình trên ta có 0',;' 22221 ≠⊕= MMMMM  và 2M  ”không 

tốt”,…cho ta hai dãy con thật sự vô hạn: 

       ...21 ⊇⊇⊇ MMM  

   ...'''''')0( 321211 ⊆⊕⊕⊆⊕⊆⊆ MMMMMM  

 Suy ra M  không thỏa ACC  cũng không thỏa DCC  (trái giả thiết) 

 Vậy tính chất được chứng minh. 

2.1.17. Định lí Krull- Schmidt-Azumaza: 

 Cho R  là vành và giả sử rằng một R -môđun trái M  có hai sự phân tích thành 

các môđun con sr NNNMMMM ⊕⊕⊕=⊕⊕⊕= ...... 2121 , trong đó iN  là không phân 

tích được và iM  là không phân tích được mạnh thì sr =  và ii NM ≅ ,  với ri ≤≤1 . 

 Trước khi chứng minh định lí ta chứng minh trước một số hệ quả sau. 

2.1.18. Hệ quả: 
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 Cho M  là một R -môđun trái có chiều dài hữu hạn thì tồn tại một phân tích 

rMMMM ⊕⊕⊕= ...21 , trong đó iM  là một môđun con không phân tích được của M ,  

với r  xác định duy nhất và dãy các môđun rMMM ,...,, 21  duy nhất sai khác một hoán vị 

 Chứng minh 

 Sự tồn tại của hệ quả suy ra từ (2.1.16).  

Theo (2.1.13) mỗi iM  là phân tích được mạnh. 

 Tính duy nhất của hệ quả suy ra từ (2.1.17). 

2.1.19. Hệ quả: 

 Hai kết luận trong định lí Krull- Schmidt ở trên được áp dụng cho mọi môđun 

trái, hữu hạn sinh M  trên một vành artin trái R  (đặc biệt trên mọi đại số hữu hạn chiều 

trên một trường). 

 Chứng minh 

 Cho một vành artin R , ta dễ thấy rằng một R -môđun trái hữu hạn sinh M  có 

một chuổi hợp thành. 

Áp dụng (2.1.17) ta được đpcm. 

 Bây giờ ta chứng minh Định lí Krull- Schmidt. 

 Đặt MNMMMM jjii ⊆→∈→ :;: βα  là toàn ánh vào iM  và jN .         

Xem ji βα , như các phần tử của )( RMEndE = . 

Ta có: sr ββαα ++=++= ......1 11 . 

Do đó: sβαβαα 1111 ...++=  và chú ý mỗi jβα1  từ M  vào 1M . 

Thu hẹp trên 1M  ta có: )(1 1
1

1 11
MEnd

s

j
MjM ∈= ∑

=

βα .  

Vì )( 1MEnd  là một vành địa phương nên một trong các số hạng trên chẳn hạn 

  
111 Mβα  là tự đẳng cấu của 1M . 

Suy ra 111 : NM →β  là đồng cấu chẻ. 
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Vì 1N  không phân tích được nên 111 : NM →β  là đẳng cấu. 

 Ta sẽ chứng minh: sNNMM ⊕⊕⊕= ...21                    (5)  

Nếu có (5) thì rs MMMMNN ⊕⊕≅≅⊕⊕ .../... 212 .  

Bằng quy nạp theo r  ta có được đpcm. 

 Bây giờ ta chứng minh (5) 

Trước tiên ta chú ý 111 : NM →β  là đẳng cấu và 1M  không có giao với  

  1βKer = sNN ⊕⊕ ...2 .  

Ta kiểm tra sNNMN +++⊆ ...211              (6) 

Thật vậy: lấy 1Na∈  và viết 11 ),( Mbba ∈= β  thì 0)()( 11 =−=− baba ββ . 

Do đó sNNKerba ++=∈− ...21β . 

Suy ra: sNNMa +++∈ ...21 . 

Vậy ta đã có (6) tức định lí được chứng minh. 

 Minh họa định lí: 

 Xét một môđun đơn hữu hạn sinh MR , suy ra M  có một phân tích Krull-

schmidt thành các môđun đơn rMMMM ⊕⊕⊕= ...21  (xem chú ý 1). 

Vì môđun đơn là phân tích được mạnh, theo (2.1.13) các tự đẳng cấu của 

rMMM ,...,, 21  được xác định sai khác một hoán vị. 

 Theo hệ quả (2.1.19) ta sẽ kết luận thông qua định lí Noether và Deuring sau 

đây dưới mở rộng vô hướng của phép biểu diễn môđun trên đại số hữu hạn chiều R  

trên một trường k . 

 Đặt kK ⊇  là trường mở rộng bất kỳ của k . Cho mọi R -môđun phải M , mở 

rộng vô hướng KMM K
K ⊗=  là một môđun phải trên KRR K

K ⊗= . 

 Nó chỉ ra rằng trong trường hợp ∞<MKdim  tự đẳng cấu của KM  xác định duy 

nhất tự đẳng cấu của M . 

2.1.20. Định lí Noether-Deuring: 
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 Cho R  là một đại số hữu hạn chiều trên trường k  và NM ,  là R -môđun phải có 

số chiều hữu hạn trên k . Gọi K  là trường mở rộng bất kỳ của k . 

 Nếu KK NM ≅  như KR -môđun thì NM ≅  như R -môđun. 

 Chứng minh 

 Theo bổ đề (1.2.9) ta có đẳng cấu tự nhiên:  

  ),()),((: KK
R

K
R NMHomNMHom K→θ  

 Giả sử NMn kk dimdim ==  và coi NM ,  như không gian nk  với hai R -tác động 

khác nhau thì ),( NMHomR  được đồng nhất như một k -không gian S  con của )(kM n .

 Suy ra )(),( kMSNMHom n
KKK

R K ⊆≡ . 

 Gọi rss ,...,1  là một k -cơ sở của S . cho rxx ,...,1  cố định giao hoán trên K . 

Đăt: [ ]rrrr xxksxsxxxf ,...,)...det(),...,( 1111 ∈++=  là đa thức thuần nhất bật n . 

 Vì KK NM ≅  như KR -môđun nên có rrr sasaKaa ++∈ ...:,..., 111  khả nghịch. 

 Vậy 0),...,( 1 ≠raaf , đặc biệt f  là đa thức khác đa thức 0. 

Ta xét hai khả năng: 

 Trường hợp 1: Trường k  có nhiều hơn n  phần tử. 

Bằng phương pháp quy nạp theo r  dễ thấy rằng     

 Khi cho [ ] { }0\,...,),...,( 11 rr xxkxxf ∈  có bậc n≤ ,  có 0),...,(:,..., 11 ≠rr bbfbb   

 thì rrsbsb ++ ...11  cho một R -đẳng cấu NM → . 

 Trường hợp 2: nk ≤ . 

 Lấy một mở rộng hữu hạn nLkL >⊇ : . 

Theo trường hợp 1 tồn tại Lbbb r ∈,...,, 21  để: 0),...,( 1 ≠rbbf . 

Vậy ta có LL NM ≅  như LR -môđun. 

 Đặt tααα ,...,, 21  là k -cơ sở của L  thì xem như R -môđun. 



 23 

 )(...)( 1 tk
L MMLMM αα ⊗⊕⊕⊗=⊗=  là đẳng cấu tới Mt.  (tổng trực tiếp các 

bảng sao của M ). 

Vì mỗi )( iM α⊗  là R -đẳng cấu tới M , trước đó trên R  ta có NtMt .. ≅ . 

Dựa trên sự phân tích Krull-Schmidt của NM ,  chúng ta kết luận rằng 

   NMNtMt ≅⇒≅ ..   (theo 2.1.19) 

2.1.21. Bổ đề: 

 Cho R  là một vành và RJJRR <;/=  và radRJradRJ ≠⊆ , . Đặt QP,  là các 

R -môđun phải, xạ ảnh hữu hạn sinh thì QP ≅  như R -môđun QJQPJP // ≅⇔  như 

R -môđun. 

 Chứng minh 

 Xét biểu đồ 

     Với f là đẳng cấu từ  QJQPJP // →   

 

 

  

Vì P là R -môđun xạ ảnh, tồn tại một đồng cấu QPf →:  để biểu đồ giao hoán. 

Vì f  là toàn cấu nên QQJimf =+ . 

 Vì Q  hữu hạn sinh, theo bổ đề Nakayama suy ra fQimf ⇒=  là toàn cấu. 

 Mà Q  cũng xạ ảnh nên tồn tại phân tích '' QPP ⊕= , ở đó fP ker'=  và 

QQf →':'  là đẳng cấu. 

 Ta lại có: QJQJPPPJP /''/'/ ⊕≅ , f  là đẳng cấu. 

Suy ra JPPJPP ''0'/' =⇒= . 

Tuy nhiên hạn tử trực tiếp của P  là 'P  cũng hữu hạn sinh như một R -môđun. 

Áp dụng bổ đề Nakayama lần nữa ta thấy 0'=P , nghĩa là f  là tương ứng 11− .

 Thế thì  QPf →:  là một đẳng cấu. 

P 

Q 

P/PJ 

Q/QJ 

f  

1π  

f∃  
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2.1.22.Định lí: 

 Cho ),( JR  là một vành địa phương thì mọi R -môđun hữu hạn sinh, xạ ảnh P  là  

môđun tự do. 

 Chứng minh 

 radRJ = , PJP /  là môđun hữu hạn sinh, xạ ảnh trên JR / - là một vành chia nên 

ta có nRJRPJP )/(/ ≅ , với +∈ Zn . 

 Theo bổ đề (2.1.21) ta có nRP ≅ -tự do. (đpcm) 

 Định lí (2.1.22) có nhiều ứng dụng đẹp, sử dụng nó ta có thể thu gọn một kết 

quả cổ điển đại diện của nhóm hữu hạn đặc số p . Xét vành artin trái R , vì một R -

môđun trái RR  có một chuổi hợp thành, trước đó RR  có một phân tích Krull-Schmidt 

nUUU ⊕⊕⊕ ...21 . 

Mọi R -môđun trái đẳng cấu với iU  )1( ni ≤≤  được gọi là R -môđun chính 

không phân tích được.  

 

2.2. VÀNH NỬA ĐỊA PHƯƠNG 

 Trong phần này ta sẽ giới thiệu một lớp mới của vành đó là vành nửa địa 

phương, đây là một lớp lớn bao gồm tất cả các vành địa phương, vành artin trái (phải), 

đại số hữu hạn chiều trên một trường. 

2.2.1. Định nghĩa: 

 Một vành R  được gọi là nửa địa phương nếu radRR /  là vành artin trái (hay 

định nghĩa tương đương radRR /  là vành nửa đơn). 

2.2.2. Mệnh đề: 

 Cho R  là vành, xét hai điều kiện sau: 

a) R  là nửa địa phương 

b) R  có hữu hạn iđêan trái tối đại. 
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Trong trường hợp tổng quát ta luôn có b) suy ra a) còn a) suy ra b) đúng khi 

radRR /  giao hoán. 

 Chứng minh 

 Trong cả hai trường hợp ta có quyền giả sử 0=radR  (tức R  là J -nửa đơn) 

Giả sử có b) và gọi nmmm ,...,, 21  là các iđêan tối đại trái của R  thì 0
1

=
=
I

n

i
im . 

Từ đó ta có đơn cấu R - môđun trái: i

n

i
mRR /

1
⊕
=

→ . 

Do đó R  có một chuổi hợp thành, theo (1.2.5) R  là vành artin trái. 

Vậy ta có a). 

 Vì 0=radR  nên R  là tích trực tiếp hữu hạn của các trường (theo định lí 

Wedderburn).  

Suy ra số các iđêan tối đại trong R  là số của các thừa số trong phân tích này, từ 

đó ta có b). 

Nhận xét:  

1)Trong (2.2.2) trong trường hợp tổng quát ta không có a) suy ra b) 

 2)Từ (2.2.2) ta có vành địa phương là vành nửa địa phương, ngược lại không 

đúng. 

 Sau đây ta xét một số ví dụ: 

2.2.3. Ví dụ: Cho A  là vành nửa địa phương thì )(AMR n=  cũng là vành nửa địa 

phương.  

Theo nhận xét (1.2.2) ta có )(radAMradR n= . 

Thế thì )/(/ radAAMradRR n≅ .   

 Vì radAA /  là nửa đơn nên )/( radAAM n  nửa đơn (theo chú ý 3). 

Vậy ta có )(AMR n=  là vành nửa địa phương. 

2.2.4. Ví dụ: Một tích trực tiếp hữu hạn các vành địa phương là vành nửa địa phương.  
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2.2.5. Mệnh đề: 

Cho k  là một vành nửa địa phương giao hoán và R  là một k -đại số, hữu hạn 

sinh như k -môđun thì R  là một vành nửa địa phương và     

   nradRRradkradR )()( ⊇⊇ , với 1≥n . 

 Chứng minh 

 Đặt radkJ = . Theo định lí (1.2.13) ta có radRRJ ∈. . 

Ta xem JRR /  như là Jk / -môđun (hũu hạn sinh). 

Vì Jk /  là artin nên JRR /  là một môđun artin. 

Đặc biệt JRR /  là vành artin (trái). 

Do đó R  là vành  nửa địa phương. 

 Ta cũng có )/(/ JRRradJRradR =  là lũy linh nên tồn tại số tự nhiên n  để: 

    0)/( =nJRradR . 

Suy ra JRradR n ⊆)(  . 

2.2.6. Mệnh đề: 

 Cho R  là một vành nửa địa phương  và I  là một iđêan của R  thì                                                                                     

  IIradRIRrad /)()/( +=  và IR /  là vành nửa địa phương. 

 Chứng minh 

 Đặt radRJ = , xét đồng cấu thương: IRRR /=→ . 

 Ta có: RradIJIJ ⊆+= /)( , suy ra ))/(()/(/)( JIRradJRradJRrad +==  

Vì )/( JIR +  là vành thương của vành nửa đơn JR /  nên   

  )/( JIR +  cũng nửa đơn. 

  Vậy 0))/(( =+ JIRrad , suy ra JRrad = .  

Từ đó ta có: )/(// JIRJRRradR +≅=  

 Suy ra )/( JIR + là nửa đơn. 

Vậy R  là vành nửa địa phương. 
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 Tiếp theo ta nghiên cứu một số tính chất khả nghịch của các vành nửa địa 

phương. Dễ thấy rằng vành địa phương là vành Dedekind-hữu hạn do đó các vành nửa 

địa phương cũng vậy. 

2.2.7. Mệnh đề: 

 Một vành nửa địa phương R  là Dedekind- hữu hạn. 

  Chứng minh 

 Theo định lí (1.2.4) vành nửa đơn radRR /  là Dedekind- hữu hạn. 

Áp dụng (1.1.11) suy ra đpcm. 

2.2.8. Định nghĩa: 

 Một vành E  được gọi là có ổn định trái hạng 1 nếu EEbEa =+  ( Eba ∈, ), tồn 

tại Ee∈  để )(EUeba ∈+   

Nhận xét: 

Cho 0=b  điều kiện này để E  là Dedekind- hữu hạn. 

 Ta thấy một vành nửa địa phương có ổn định trái hạng 1, ngược lại không đúng. 

2.2.9. Định lý giản ước: 

 Cho R  là một vành và CBA ,,  là các R -môđun trái. Giả sử )(AEndE =  có ổn 

định trái hạng 1 ( E  là vành nửa địa phương cũng được) thì CBCABA =⇒⊕=⊕  

 Chứng minh 

Vì CABA ⊕=⊕  nên tồn tại toàn cấu chẻ ABAgf →⊕:),(   với CgfKer ≅),( . 

Đặt BAA
g
f

⊕→







:

'
'

 là chẻ thì '.'.
'
'

),(1 ggff
g
f

gfA +=







=  

Suy ra EEggfEEggEffE =+⇔=+ ''.'.'. .       

 Vì E có ổn định trái hạng 1 nên Ee∈∃  để: )('' EUueggf ∈=+  

 Bây giờ ta có ),(),1(
'
'

),1( gfKeregKeru
g
f

eg ≅⇒=






   (Vì mỗi Ker  đó đều đẳng 

cấu với 







⊕

'
'

Im/)(
g
f

BA ).  
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Mặt khác dễ thấy rằng CgfKerBegKer ≅≅ ),(,),1( . 

Vậy nên CB ≅  

2.2.10. Hệ quả: 

 Cho k  là một vành nửa địa phương, noether, giao hoán và R  là một k -đại số 

mà hữu hạn sinh như k -môđun. Đặt A  là một R -môdun trái hữu hạn sinh và CB,  là 

R -môđun trái tùy ý.  

Khi đó: CBCABA ≅⇒⊕≅⊕  

 Chứng minh 

 Dễ kiểm tra )( AEndE R=  là vành nửa địa phương. 

Suy ra E  có ổn định trái hạng 1. 

 Thật vậy, xem E  như k -môđun con của )( AEnd k . Vì A  hữu hạn sinh trên R  

nên A  hữu hạn sinh trên k . 

Suy ra )( AEnd k  hữu hạn sinh như một k -môđun. 

Vì k  là noether nên )( AEndE k=  hữu hạn sinh như k -môđun 

 Áp dụng (2.2.5) ta có E  là vành nửa địa phương. 

 Suy ra )( AEndE k=  có ổn định trái hạng 1  

Áp dụng (2.2.8) suy ra đpcm. 

 Để kết thúc phần này chúng ta sẽ đưa ra một số kết quả giản ước của các môđun 

xạ ảnh hữu hạn sinh. Nghiên cứu sự giản ước của các môđun là vấn đề hấp dẫn trong 

k -lý thuyết đại số, trong trường hợp tổng quát sự giản ước các môđun xạ ảnh hữu hạn 

sinh có thể không thực hiện được, điều này dẫn ta đến định nghĩa: Một môđun (trái) 

hữu hạn sinh P  trên một vành R  được gọi là ổn định tự do nếu tồn tại hai số nguyên 

nm,  để nm RRP ≅⊕  như R -môđun (trái). Từ đó cho ta kết quả: 

2.2.11. Định lý: 

     Cho R  là một vành có ổn định trái hạng 1 ( R  là vành nửa địa phương). Khi đó:  
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1)Cho CBA ,,  là các môđun trái, trong đó A  là R -môđun trái, xạ ảnh hữu hạn 

sinh thì CBCABA ≅⇒⊕≅⊕ .  

2) R  có cơ sở bất biến (hay cho các số nguyên dương nm, : nmRR nm =⇒≅

  (ngoại trừ 0=R ). 

 3)Mội môđun (hữu hạn sinh) ổn định tự do RP  là tự do. 

 4) )(RM n  là Dedekind- hữu hạn. 

 Chứng minh 

 1) Chọn một R -môđun trái 'A  để nRAA ≅⊕ ' , *Nn∈  

Từ giả thiết CRBRCABA nn ⊕≅⊕⇒⊕≅⊕ . 

Lúc này cho phép ta xóa một bản sao của R , vì vậy có thể giả sử RA = . 

Tự đẳng cấu vành RREndAEnd RR ≅= )()(  có ổn định trái hạng 1. 

Áp dụng định lý giản ước ta có đpcm. 

2) Giả sử nm RR ≅  nhưng mn > , giản ước mR  được 00 =⇒=− RR mn  

3) Giả sử sr RRP ≅⊕  

Nếu sr > , giản ước sR  thì 0=R  và 0=P  (vô lí) 

Vậy sr ≤ , giản ước rR  thì rsRP −≅  tự do. 

4)Lấy )(, RM n∈βα  thỏa I=αβ  (đơn vị). 

α  được định nghĩa là một toàn cấu của R -môđun trái từ: nn RR →  mà đồng cấu 

chẻ là nn RR →:β . 

Suy ra ta có một đẳng cấu αKerRR nn ⊕≅ , giản ước nR  được 0=αKer .  

 Vậy α  là đẳng cấu, tức α  khả nghịch trong IRM n =⇒ βα)(  
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CHƯƠNG 3: MỘT SỐ NGHIÊN CỨU VỀ CÁC LŨY ĐẲNG 

TRONG CÁC VÀNH ĐỊA PHƯƠNG, NỬA ĐỊA PHƯƠNG VÀ 

MỘT SỐ ỨNG DỤNG 

 Trong chương II chúng ta có dụng các lũy đẳng trong các vành, trong chương 

này chúng ta sẽ nghiên cứu có hệ thống các lũy đẳng trong một vành. Trong vành giao 

hoán )0(≠R  có lũy đẳng e  không tầm thường thì R  phân tích thành tích trực tiếp của 

hai môđun eR.  và )1.( eR − . 

 Trong vành không giao hoán các tính chất đó vẫn đúng nếu ta thay từ “lũy 

đẳng” bởi từ “lũy đẳng tâm”. Thật vậy một vành khác )0(  là không phân tích được khi 

và chỉ khi nó không có tâm lũy đẳng không tầm thường. Để hiểu rỏ cấu trúc các vành 

đó rất quan trọng để nghiên cứu các lũy đẳng của họ. 

 Điều quan trọng đầu tiên về các lũy đẳng trong các vành tùy ý được khám phá 

bởi Charles Sanders Peirce: Cho mọi lũy đẳng e  trong vành R , chúng ta có ba phân 

tích sau: 

 (3.1) fReRR .. ⊕=  

 (3.2) RfReR .. ⊕=   

 (3.3) fRffeRfeR ⊕⊕⊕= ReRe , trong đó ef −= 1  là bù lũy đẳng với e  

 (3.4) { } { }rfrfrRrfRfrererRee ==∈===∈= :,:Re    

 (3.5) Bổ đề: e  thuộc tâm lũy đẳng RefeRf =⇔  

Chứng minh 

 Cho ,0, =∈ erfRr  và reereerfre ==⇒= 0  

Một minh họa rất tốt cho phân tích Peirce (3.3) được cho bởi ví dụ của mộ vành 

ma trận đầy đủ )(kMR n= , ở đó k  là vành. 
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Nếu r  là số nguyên nr <<1  và e  là ma trận lũy đẳng  )0...,0,1,...,1(diagf =  với 

r  số 1. 

  Với bù lũy đẳng )1...,1,0,...,0(diagf =   với rn − số 1. 

Bằng tính toán thấy rằng 
















=

00
0*

Ree , 
















=

00
*0

eRf , 
















=

0*
00

Ref , 

















=

*0
00

fRf  ở đó kí hiệu * là ma trận khối cỡ )()(,)(),(, rnxrnxrrnrnrxrxr −−−−  

 Tiếp theo ta xét hai lũy đẳng e  và 'e  trong vành R  và tính )',( ReeRHom - nhóm 

của R -đồng cấu từ ReeR '→ . 

3.1. Mệnh đề: 

 Cho ',ee  là các lũy đẳng và M  là R -môđun trái. Khi đó: 

Có một đẳng cấu nhóm cộng tự nhiên MeMeRHomR →),(:λ . 

 Đặt biệt có một đẳng cấu nhóm tự nhiên: Re')',( eReeRHomR ≅ . 

 Chứng minh 

 Cho một R -đồng cấu MeR →:θ ,       

 Xét )(em θ=  thì meeeeme ==== )()()( 2 θθθ . 

 Suy ra: Memem ∈= . 

Ta định nghĩa ánh xạ λ  bởi )()( eθθλ =  thì thấy λ  là đơn cấu nhóm. 

Để kiểm tra λ  là toàn cấu ta xét mọi Mem∈  và định nghĩa 

 MeR →:θ  

          mrer a         với Rr ∈   

Vì 00 =∈⇒= Mermrer  nên θ  là R -đồng cấu. 

 Ta có me == )()( θθλ . 

Vậy λ  là toàn cấu. 

 Kết luận sau cùng suy ra bằng cách thay ReM '= . 
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3.2. Hệ quả: 

Cho mọi lũy đẳng e  thuộc vành R , ta có một đẳng cấu vành tự nhiên. 

     Re)( eeREndR ≅    

 Chứng minh 

 Trong mệnh đề (3.1) cho 'ee =  ta có đẳng cấu nhóm Re)(: eeREndR →λ . 

Suy ra λ  là đẳng cấu vành. 

 Thật vậy: Lấy )(', eREndR∈θθ và đặt eRem ∈= )(θ  thì  

 )().'().(')(')(')(')'.( θλθλθθθθθθθλ ===== meemme  

Định nghĩa: Các lũy đẳng R∈βα ,  được gọi là trực giao nếu 0== βααβ   

3.3. Mệnh đề: 

Trong vành R  cho mọi lũy đẳng e  khác 0. Các phát biểu sau đây tương đuơng:  

 1) eR  là không phân tích được như một R -môđun phải (trái). 

 2) Vành Ree  không có lũy đẳng không tầm thường. 

 3) e  không có phân tích thành βα + , ở đó 0, ≠βα  là các lũy đẳng trực giao 

của vành R  

Nếu lũy đẳng e  khác 0 thỏa một trong các điều kiện trên ta nói e  là một lũy 

đẳng nguyên thủy của R . 

 Chứng minh 

 Do tính đối xứng trái, phải cho phép ta thấy 1), 2), 3) tương đương. 

Thật vậy: 1)⇔ 2) suy ra từ (3.2).  

Vì eR  không phân tích được⇔ )(eREnd  không có lũy đẳng không tầm thường. 

 3)⇒2). Nếu Ree có một lũy đẳng không tầm thường α  thì αβ −= e  (phần bù 

lũy đẳng của α  trong Ree . 

Suy ra có phân tích trực giao βα +=e   (vô lí) 
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 2)⇒3). Giả sử có một phân tích βα +=e , ở đó ở đó 0, ≠βα  lũy đẳng trực 

giao của R .  

Suy ra αβααα =+= 2e  và ααβαα =+= 2e .  

Theo phân tích Peirce (3.4) suy ra Ree∈α  (trái với 2)) 

3.4. Mệnh đề: 

Cho lũy đẳng Re∈ , các phát biểu sau đây tương đương: 

 1) eR  không phân tích được mạnh như R -môđun phải (trái). 

 2) Ree là vành địa phương. 

Nếu lũy đẳng e  thỏa một trong các điều kiện trên ta nói e  là một lũy đẳng địa 

phương.  

 Nhận xet: Một lũy đẳng địa phương luôn luôn là một lũy đẳng nguyên thủy. 

Chứng minh 

Suy ra từ (3.2) 

3.5. Định lý: 

Cho e  là một lũy đẳng trong R  và radRJ =  thì eJeeJerad =∩= Re)(Re)(  

 Hơn nữa eRRe)(Re/ eerade ≅ , trong đó e  là ảnh của e  trong JRR /=   

 Chứng minh 

Kết luận đầu tiên chỉ cần chứng minh ba điều kiện sau: 

 1) Jreradr ∈⇒∈ Re)(  

 2) eJereJr ∈⇒∩∈ Re)(  

 3) Re)(eradreJer ∈⇒∈  

 Ta chứng minh  

1)Ta thấy yrey −∈∀ 1Re, có một nghịch đảo trái trong R  (với Rr ∈ ). 
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Thật vậy, trước tiên trong Ree  ta có thể tìm được:                                         

yryreyryrbeyrbereyeebeb =−⇒=−⇒=−∈ )1()1().(:Re  

 
1)1)(1(

)1(1)1(
=−+⇔
−−=−⇔

yryrb
yryryrb

 

 Vậy yr−1  có nghịch đảo trái.  

2) Vì ReeJr ∩∈  nên eJeerer ∈=  (do Jr ∈ ) 

3) Ta chỉ cần chứng minh yreey −∈∀ Re,  có nghịch đảo trái trong Ree . 

Vì JeJer ∈∈  nên tồn tại 1)1(: =−∈ yrxRx .   

Nhưng )()()1( yreexeyreexeyrexe −=−=−= . 

Vậy exe  là một nghịch đảo trái của yre − . 

 Phần còn lại của định lý ta phải tính eJeeRe/ . 

 Xét ánh xạ chiếu eRRe: eef →   

           eree ..Re a   

Đây là một toàn cấu vành nên có eJeKerf = . 

Vậy eRRe)(Re/ eerade ≅  (định lý noether) 

 Tiếp theo chúng ta sẽ nghiên cứu quan hệ giữa cấu trúc iđêan của Ree  và R . 

3.6. Định lý: 

Cho e  là một lũy đẳng trong R  

 1)Gọi N  là một iđêan trái của Ree thì NeRN =∩ Re)( .  

Đặt biệt : RNRN →  là một nội xạ từ iđêan N  đến R . 

 2)Gọi N  là một iđêan trong Ree  thì NeRNRe =)( e.  

Đặt biệt : RNRN →  là một nội xạ từ iđêan của Ree  đến R . 

 Chứng minh 

1)Đặt NeRNN ⊇∩= Re)(0 .  
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Vì Re0 eN ⊆  nên NNeRNeeNN ⊆=⊆= .Re.00 . 

Suy ra NN =0 . 

Nếu ReeN ⊆  là một iđêan thì NeNeeNeeReRNRe === Re)(Re)(Re)()(  

Nếu 'R  là một iđêan khác của Ree  thì  

 RNNRRNeRNReNRNeRRRNRNRRNRNR )'('Re)()'()(')')(( ====  

Giả sử e  là đầy đủ tức RR =Re .  

Mội iđêan B  trong R , xét iđêan ReeN =  trong Ree  thì    

  BRBRRBReRRBRReBeR ==== )(Re)(Re)Re()( . 

 Suy ra ánh xạ đã cho là toàn cấu. 

3.7. Chú ý: 

 Trong trường hợp khi e  là một lũy đẳng đầy đủ ta cũng thấy từ chứng minh trên 

rằng radR  trong R  tương ứng với Re)(erad  trong Ree  dưới iđêan tương ứng trong 

(3.6)(2).  

Vậy Re)()( eraderadRe =   (theo 3.5) 

3.8. Hệ quả: 

 Cho 0≠e  là một lũy đẳng trong R . Nếu R  là J-nửa đơn (nửa đơn, đơn, nguyên 

tố, nửa nguyên tố, noether, artin) thì Ree  cũng vậy. 

 Chứng minh 

 Ree là J -nửa đơn cho từ (3.5), các trường hợp khác suy ra từ (3.6). 

3.9. Ví dụ: 

 Cho k  là một vành và )(kMR n= . 
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Gọi 11Ee =  là ma trận đơn vị trong R , bằng tính toán erere 11= , với mội ma trận 

)( ijrr = .  

Vậy ke ≅Re . 

 Theo định lý (3.5) và kết quả trước ta có )())(( radkMkMrad nn = . 

Ta cũng dễ kiểm tra rằng e  là lũy đẳng đầy đủ, thế thì (3.6)(2) gợi cho ta tương 

ứng 11−  giữa iđêan của k  và của )(kM n . 

 Tiếp theo ta nghiên cứu một lũy đẳng nữa đó là lũy đẳng bất khả quy. 

3.10. Định nghĩa: 

 Ta nói rằng một lũy đẳng 0≠e  là bất khả quy phải (hoặc trái) nếu eR  (hoặc 

Re ) là iđêan phải (hoặc trái) tối tiểu của R . 

 Nhận xét: Theo (1.2.14) một iđêan tối tiểu I  của R  được sinh bởi một lũy 

đẳng bất khả quy nếu và chỉ nếu 02 ≠I . 

3.11. Mệnh đề: 

 Cho e  là một lũy đẳng. 

 1) Nếu e  là bất khả quy thì Ree  là một vành chia. 

 2) Phần đảo của (1) đúng nếu R  là vành nửa nguyên tố. 

 Chứng minh 

 1) Suy ra từ bổ đề Schur, vì theo (3.2) có )(Re eREnde R≅  

2) Giả sử R  là vành nửa nguyên tố và Ree  là vành chia. 

 Xét phần tử eRer ∈  với Rr ∈ . 

 Vì R  là nửa nguyên tố nên 0Re ≠rer  thì Rserse ∈≠ ,0 . 

 Đặt ete  là nghịch đảo của erse  trong Ree  thì eeteerse =))(( , trước đó eRerR = . 

Vậy eR  là một R -môđun bất khả quy. (đpcm) 
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3.12. Hệ quả: 

 1) Một lũy đẳng bất khả quy phải thì luôn luôn là lũy đẳng địa phương ( Ree địa 

phương). 

 2) Nếu R  là nửa nguyên tố thì một lũy đẳng là bất khả quy phải khi và chỉ khi 

R  là bất khả quy trái. 

 3) Nếu R  là nửa đơn thì một lũy đẳng là bất khả quy phải khi và chỉ khi R  là 

địa phương khi và chỉ khi R  là nguyên thủy. 

 Tiếp theo ta nêu một kết quả thể hiện mối quan hệ giữa các lũy đẳng bất khả quy 

phải và các lũy đẳng địa phương. 

3.13. Tính chất: 

 Cho e  là một lũy đẳng trong R , JRRradRJ /, == . Các phát biểu sau đây 

tương đương. 

 1) e  là lũy đẳng địa phương trong R . 

 2) e  là lũy đẳng bất khả quy phải trong R . 

 2’) e  là lũy đẳng bất khả quy trái trong R . 

 3) eJeR /  là R -môđun phải, đơn. 

 4) eJ  là môđun con tối đại duy nhất của eR . 

 Chứng minh 

 Chú ý rằng R  là nửa nguyên thủy thì nửa nguyên tố. 

Thật vậy theo (3.12)(2) cho (2)⇔ (2’). 

 Cũng có e  bất khả quy phải khi và chỉ khi eRe  là vành chia. 

 Theo (3.5) Re)(Re/ eradeeRe ≅ . 

 Vậy eRe  là vành chia ⇔ Ree  là vành địa phương. 

Do đó (2) ⇔ (1). 
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 Phần còn lại của chứng minh, chú ý rằng ta có R -đẳng cấu: 

 ReeJeR →/:λ .  

Từ đó (2) suy ra (3). 

 Chứng minh (3)⇒  (4) 

 Giả sử có (3) suy ra mọi iđêan phải eRI ⊆  không chứa trong eJ , thế thì )(Iλ  

phải là Re . 

Vì Re  là R -môđun đơn, thế thì eRJIeJIeR +=+= . 

Theo bổ đề Nakayama thì eRI = . 

Vậy có (3)⇒  (4). 

Còn (4)⇒  (3) là hiển nhiên vì khi có (4) thì eJeR /  là vành chia suy ra (3) 

3.14. Mệnh đề: 

 Cho e  là lũy đẳng địa phương ( Re∈ ) và M  là một R -môđun phải có chiều dài 

hữu hạn thì M  có một nhân tử của chuổi hợp thành đẳng cấu với eJeR / .  

  (với radRJ = J⇔ 0≠Me ⇔ 0),( ≠MeRHom ). 

 Chứng minh 

 Đặt rMMMM ⊃⊃⊃= ...10  là một chuổi hợp thành của M  (dãy con thật sự). 

Trước tiên giả sử )0(≠Me . 

Nếu iMeM ii ∀⊆ + ,1  thì )0(0 =⊆= MMeMe r   (mâu thuẩn) 

Vậy M  có một nhân tử hợp thành trong V  để )0(≠Ve . 

Lấy phần tử 0: ≠∈ veVv  thì VveR = , ta có một R -toàn cấu 

 veRVeR =→:λ  

                             verer a                     với mọi Rr ∈  

 Ta có λKer  là môđun con tối đại của eR . 

Theo (3.13)(4) eJKer =λ , truớc đó eJeRV /≅  (định lí Noether) 
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Ngựơc lại nếu eJeRMM ii // 1 ≅+  thì do 0)/( ≠eeJeR  nên ta có 0)/( 1 ≠+ eMM ii . 

Đặt biệt 0≠⊇ eMMe i .  

Phần cuối cùng suy ra từ (3.1). 

 Sau đây ta cho ví dụ phần tử lũy đẳng bất khả quy trái mà không bất khả quy 

phải. 

 Cho k  là trường, R  là k -đại số của các ma trận tam giác 
















c

ab
0

 trên k , vành 

này có radical 
















00
0b

 với 0)( 2 =radR . Vậy R  không nửa đơn 

 Cho một lũy đẳng 
















=

















=⇒








=

00
,

00
0

Re
00
10 ab

eR
a

e .  

Vì 1Redim =k  nên e  bất khả quy trái. 

Tuy nhiên )0(⊃≠⊃≠ radReR .  

Vậy e  không là bất khả quy phải. 

 Chú ý rằng 
















=

00
0

Re
a

e  là đẳng cấu với k  do đó e  là lũy đẳng địa phương. 

Tiếp theo ta nghiên cứu khái niệm của đẳng cấu các lũy đẳng. 

3.15. Mệnh đề: 

 Cho fe,  là các lũy đẳng trong vành R . Các phát biểu sau đây là tương đương: 

 1) fReR ≅  như R -môđun phải 

 1’) Rf≅Re  như R -môđun trái 

 2) bafabefbeRfa ==∈∈∃ ,:Re,   

 3) bafabeRba ==∈∃ ,:,  



 40 

Nếu e  và f  thỏa một trong các điều kiện trên ta nói e  và f  là các lũy đẳng 

đẳng cấu. Kí hiệu fe ≅  

 Chứng minh 

 Theo tính đối xứng trái phải ta chỉ cần chứng minh )1()3()2()1( ⇒⇒⇒  

 )2()1( ⇒ Cố định R -đẳng cấu fReR →:θ . 

Theo (3.1) tương ứng này phần tử Re)( feb ∈= θ . 

Tương tự eRfR →− :1θ  tương ứng phần tử eRffa ∈= − )(1θ . 

Suy ra eeab == − )(1θθ .  

Chứng minh tương tự ta có fba =   

 )3()2( ⇒  hiển nhiên 

 )1()3( ⇒  Cho ba,  thỏa (3), ta có fRabbbe ∈= )(  và eRbaaaf ∈= )( . 

 Ta định nghĩa fReR →:θ              và   eRfR →:'θ  

                                         bxx a                            ayy a  

 Thế thì eeabebee ==== 2)(')(' θθθ  

              efbafaff ==== 2)()(' θθθ  

 Vậy: 1',1' == θθθθ  (đpcm) 

 Chú ý nếu R  giao hoán thì theo (3) ta có fe ≅ , tức fe = . 

Cho Re∈  là lũy đẳng bất kỳ và đặt ee −= 1'  thì ta có một phân tích  

 ReeRR '⊕=    

Vậy eRP =  là R -môđun phải xạ ảnh. 

 Cố định iđêan RI ⊆ , đặt IRR /=  thì ReeIeRPIP ≅= //  như R -môđun. 

 Sử dụng bổ đề (2.1.21) ta có kết quả sau: 
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3.16. Mệnh đề: 

 Cho I  là một iđêan của R  nằm bên trong radR  thì cho các lũy đẳng Rfe ∈,  ta 

có fe ≅  trong R fe ≅⇔  trong IRR /= . 

Đặc biệt: Nếu fe =⇔  thì fe ≅ . 

Mục tiêu tiếp theo của chúng ta là nghiên cứu khái niệm phép nâng các lũy 

đẳng. Nếu I  là một iđêan trong vành R , ta nói rằng “một lũy đẳng IRx /∈  có thể 

được nâng lên tới R  nếu tồn tại một lũy đẳng Re∈  mà ảnh dưới ánh xạ tự nhiên 

IRR /→  là x . 

3.17. Mệnh đề: 

 Cho Re∈  là một lũy đẳng và radRI ⊆  là một iđêan của R . Nếu e  là nguyên 

thủy trong IRR /=  thì e  là nguyên thủy trong R . Đảo lại nếu các lũy đẳng trong R  có 

thể được nâng lên tới R . 

 Chứng minh  

 Ta xem phân biệt trước tiên cơ sở quan sát về radR . 

Nhận xét: chỉ có lũy đẳng radR∈α  thì 0=α . 

Thật vậy, xét bù lũy đẳng α−1 . 

Vì radR∈α  nên α−1  là đơn vị. 

Tức là 11 =−α . 

Vậy 0=α . 

 Để chứng minh (3.17) đặt βα +=e  là một phân tích được của e  thành các lũy 

đẳng trực giao không tầm thường ( ), R∈βα . 

Theo nhận xét trên thì 00 ≠⇒≠ αα  và 00 ≠⇒≠ ββ  trong R , thế thì 

βα +=e  là một phân tích được không tầm thường của e  thành các lũy đẳng trực giao 

R∈βα , . 
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Đảo lại: Giả sử yxe +=  là một phân tích được không tầm thường của e  thành 

các lũy đẳng trực giao Ryx ∈, , ở đây ta giả sử rằng có một lũy đẳng có thể được nâng 

lên tới R . 

Đặt βα , là các lũy đẳng của R  để yx == βα ,  thì ta có   

)(mod0 I≡≡ βααβ . Ta sẽ chỉ ra:  

Có một lũy đẳng R∈'β  trực giao với )(mod': Iββα ≡               (7) 

 Trước tiên ta đặt '' βα +=e , đây là một lũy đẳng trong R  và nó không nguyên 

thủy (vì 0', ≠βα ). Tuy nhiên ee =+=+= βαβα ''  trong R .  

Theo (3.16) thì 'ee ≅  trong R , trước đó e  cũng không nguyên thủy trong R . 

 Để chứng minh (7) chú ý rằng radRI ⊆∈βα . 

Suy ra βα−1  khả nghịch. 

Xét lũy đẳng )1()1( 1
0 βαββαβ −−= − . 

Trong R  ta có ββ =0  và 0)1()1( 1
0 =−−= − βαββααβ  

 Tuy nhiên 0αβ  có thể khác 0. Đặt 0)1(' βαβ −= . 

Vì 00 == βααβ  nên βββ == 0' . 

Bây giờ không chỉ 0)1(' 0 =−= αβααβ  mà còn 0)1(' 0 =−= βαααβ  và 'β  là 

một lũy đẳng vì ')1()1()1(' 2
000

2 ββαβαβαβ =−=−−=  

 Vậy ta có điều phải chứng minh. 

3.18. Mệnh đề: 

Cho radRI ⊆  là một iđêan của R  để các lũy đẳng trong IRR /=  có thể được 

nâng lên tới R  thì mọi tập đếm được { },..., 21 xx  gồm các lũy đẳng đôi một trực giao 

trong IRR /=  đều có một tập các lũy đẳng đôi một trực giao { },..., 21 ee  trong R  để: 

   ii xe =  với mọi i . 
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 Chứng minh 

 Giả sử đã tìm được tập { },..., 21 ee  thỏa điều kiện đầu bài. Ta tìm 1+ne . 

           Đặt α  là lũy đẳng neee +++ ...21  và đặt β  là một lũy đẳng của R  nâng tới 

1+nx thì βα ,  là các lũy đẳng trực giao trong R . 

Theo (3.9) ta có thể tìm một lũy đẳng 1+ne  trực giao với α  để 11 ++ == nn xe β .

 Vì αα iii eee == , ni ≤∀  nên 1+ne  trực giao với mỗi  neee ,...,, 21  . 

Vậy ta có đpcm. 

3.19. Ví dụ: 

 Cho R  là vành mà không Dedekind-hữu hạn (tức là tồn tại ba,  thuộc R  để 

1=ab  nhưng 1≠= bae ) thì eaabbe == )(2 . Vậy e  là một lũy đẳng (không tầm 

thường). 

 Cho 0, ≥ji , đặt ji
ij aebe )1( −=  thì { }ije  là tập ma trận đơn vị thỏa iljkklij eee δ=  (ở 

đó jkδ  là Kroneeker deltals). 

 Để thấy điều này, ta chú ý rằng iba ii ∀= ,1  và beea )1(0)1( −==−  

 Nếu kj ≠  thì kjba là kja −  hoặc kjb −  . 

Vậy  il
lkji

klij eaebaebee =−−= )1()1(  

 Chú ý mỗi 0≠ije  cho ta:  

Nếu 0)1( =− ji aeb  thì ebaeba jjii −=−= 1)1(0  (mâu thuẩn). 

Đặc biệt: { }0: ≥ieii  là một dãy không hữu hạn của các lũy đẳng trực giao từng 

đôi một trong R  và R  chứa một tổng trực tiếp vô hạn của các iđêan phải khác 0 là 

Reii
i
⊕
≥0

. 
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3.20. Định lí: 

 Cho I  là một nil-iđêan trong R  (tức radRI ⊆ ). Gọi IRRaRa /: =∈∈  là một 

lũy đẳng thì tồn tại một lũy đẳng RaeaRe ∈=∈ : . 

 Chứng minh 

 Đặt ab −= 1 , ta có Iaabaab ∈−== 2 , vậy 0)( =mab  với 1≥m .  

Ta có mmm
m

mmm bbarbaraba 212
1

22 ......)(1 +++++=+= −  với +∈ Zri .  

Đặt   
mmm

m

mm
m

mm

bbarf
aRbarbarae

211
1

12
1

2

....

...

++=

∈+++=
+−

+

−

 

 Vì 0== mmmm abba  nên 0=ef .  

Vì vậy 2)( efee =+  hay 2ee = . 

 Cuối cùng )(mod2 IaaeIab m ≡≡⇒∈  (đpcm) 

3.21. Hệ quả:   

 Cho R  là vành nửa địa phương để radRI =  là một nil-iđêan. 

 1) Nếu R  không có các lũy đẳng không tầm thường và )0(≠R  thì R  là một 

vành địa phương. 

 2) Một iđêan phải RN ⊆  chứa một lũy đẳng khác 0 khi và chỉ khi N  không là 

nil-iđêan. 

 Chứng minh 

1) Nếu R  không có các lũy đẳng không tầm thường, theo (3.20) thì IRR /=  

cũng vậy. 

Theo định lí Wedderbur-Artin suy ra R  là một vành chia. 

Vậy R  là vành địa phương. 

 2) Giả sử N  không nil, vì I  là nil nên ảnh của N  trong R  chứa một lũy đẳng 

khác 0.  
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Đặt RaaNa ∈=≠∈
2

0: .  

Theo (3.20) tồn tại một lũy đẳng 0: ≠=⊆∈ aeNaRe  (đpcm)  

3.22. Định lí: 

Cho k  là một vành giao hoán noether nửa địa phương mà I -adically đầy đủ, 

radkI =  và R  là một k -đại số mà hữu hạn sinh như k -môđun thì mọi R -môđun trái 

hữu hạn sinh M  có một phân tích Krull-Schmidt, tức là     

rMMMM ⊕⊕⊕= ...21   

trong đó mỗi iM  là một R -môđun con không phân tích được của M . Hiển nhiên r  

xác định duy nhất và dãy rMMM ,...,, 21 xác định duy nhất sai khác một hoán vị. 

 Chứng minh 

 Theo giả thiết suy ra các R -môđun con của M  thỏa ACC .   

 Vậy một phân tích Krull-Schmidt rMMMM ⊕⊕⊕= ...21  tồn tại. 

 Xét k -đại số iRi MEndE =  mà không có các lũy đẳng không tầm thường. 

 Vì iRi MEndE =  là hữu hạn sinh như một k -môđun và k  là vành noether nên iE  

cũng là hữu hạn sinh như một k -môđun. 

Thế thì iE  là một vành địa phương. 

Vậy iM  là không phân tích được mạnh, ri ≤≤1 .  

 Tính duy nhất của (3.22) suy ra từ định lí Krull-Schmidt-Azumaya. 

Vậy ta có được đpcm. 
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PHẦN KẾT LUẬN 

Trong luận văn này tôi đã nghiên cứu một lớp vành tương đối lớn và quan trọng 

đó là vành địa phương và vành nửa địa phương, đồng thời nêu một số ứng dụng của 

chúng trong việc phân tích và giảng ước các môđun. Cũng trong luận văn này nghiên 

cứu một cách có hệ thống các phần tử lũy đẳng trong vành. Sau đó quay trở lại với các 

vấn đề của vành địa phương, vành nửa địa phương và sự phân tích các mô đun trên 

chúng. 

 Qua luận văn này, tác giả đã học tập và làm quen với một số công việc khởi đầu 

trong nghiên cứu, biết được phương pháp nghiên cứu một vấn đề dưới nhiều góc độ 

khác nhau. Tuy nhiên với sự hiểu biết còn hạn chế của tác giả cũng như thời gian ngắn 

của khóa học, tác giả rất mong nhận được sự đóng góp và chỉ bảo của quý thầy cô 

trong hội đồng. 
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