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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài 

 Lý thuyết hàm nguyên là một phần quan trọng và đặc sắc của giải tích phức. Lý thuyết này 

còn được phát triển như là một tổng quát của lý thuyết đa thức. Hàm nguyên không đồng nhất bằng 

không chỉ có đếm được không điểm. Luận văn này nhằm tìm hiểu, khảo sát phân bố dãy không 

điểm của hàm nguyên thông qua cấp tăng và loại của nó.  

2. Mục đích nghiên cứu 

 Luận văn trình bày các tính chất của cấp tăng của hàm nguyên. Sau đó xem xét các tính chất 

liên quan đến phân bố không điểm của hàm nguyên. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

 Đối tượng nghiên cứu là cấp tăng và loại của hàm nguyên, công thức tích phân, đặc trưng 

Nevanlinna, hàm đếm không điểm, mật độ trên mật độ dưới của dãy không điểm. 

4. Ý nghĩa khoa học, thức tiễn 

 Luận văn hệ thống lại các các nghiên cứu đã có về phân bố không điểm của hàm nguyên 

thông qua cấp và loại của nó. Luận văn có thể dùng làm tài liệu tham khảo cho những người quan 

tâm đến lĩnh vực trên. 

 Mặc dù bản thân đã rất cố gắng và được thầy giáo hướng dẫn tận tình giúp đỡ, nhưng vì khả 

năng và thời gian có hạn nên luận văn chắc còn nhiều thiếu sót. Kính mong sự góp ý của quý thầy 

cô và các bạn đồng nghiệp.  

 Nhân dịp hoàn thành luận văn, tôi xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến thầy giáo hướng 

dẫn, các thầy cô giáo đã giảng dạy lớp Cao học Toán khóa 18, các bạn học, gia đình và người thân. 



Chương 1. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

1.1. Hàm giải tích  

1.1.1 Định nghĩa 

  Hàm f  được gọi là giải tích (hay chỉnh hình) tại 0z  nếu tồn tại 0r >  sao cho f  có đạo 

hàm tại mọi (0, )z D r∈ , ( )0 ,D z r  là đĩa tâm 0z  bán kính r . 

  Hàm f  được gọi là giải tích trên miền Ω  nếu nó giải tích tại mọi z∈Ω . 
 

1.1.2 Định lý  

    Giả sử Ω⊂   là một miền và ( )A Ω  là tập các hàm giải tích trên Ω . Khi đó 

(i) Nếu ( )f A∈ Ω  và ( ) 0,f z z≠ ∀ ∈Ω  thì  1 ( )A
f
∈ Ω  . 

(ii) Nếu  ( )f A∈ Ω  và f  chỉ nhận giá trị thực thì f là hàm hằng . 

1.2. Tích phân phức, tích phân Stieljes 

Cho ( ) ( ) ( )t x t iy tγ = + , [ ],t a b∈  là đường cong trong  . Với giả thiết γ  trơn từng khúc 

và f  liên tục trên γ , ta định nghĩa tích phân của f  trên γ  là 

  ( )( ) ( )( )
b

a
f z dz f t t dt

γ

γ γ ′=∫ ∫ .  

1.2.1 Định lý   

      Cho ,f g  là các hàm liên tục trên đường cong trơn từng khúc γ , ( ) ( ) ( )t x t iy tγ = + , 

[ ],t a b∈ . Khi đó  

  i) ( ( ) ( )) ( ) ( )f z g z dz f z dz g z
γ γ γ

α β α β+ = +∫ ∫ ∫ , ,α β∈ ∈  .  

  ii) ( ) ( )f z dz f z dz
γγ −

= −∫ ∫  , γ −  là đường cong ngược của γ ,  

                  [ ]( ) ( ) , ,t a b t t a bγ γ− = + − ∈  . 

  iii) Nếu 1 2γ γ γ= +  tức tồn tại ( , )c a b∈  sao cho [ ] [ ]1 2, ,,a c c bγ γ γ γ= =  thì 

1 2

( ) ( ) ( )f z dz f z dz f z dz
γ γ γ

= +∫ ∫ ∫  . 



  iv) ( ) ( ) ( )f z dz f z dz f z ds
γ γ γ

≤ =∫ ∫ ∫  , ds  là vi phân độ dài cung 

    , 2 , 2( ( )) ( ( ))dz ds x t y t= = +  . 

  v) Nếu ( )f z M≤  với mọi z γ∈  và l  là độ dài đường cong γ  thì  

     ( ) ( )f z dz f z dz M dz Ml
γ γ γ

≤ ≤ =∫ ∫ ∫ . 

Cho f  là hàm bị chặn trên đoạn [ ],a b  và F  là hàm thực không giảm trên đoạn [ ],a b . 

Ta gọi phép chia P  là một dãy hữu hạn 

 { } 0 11
, ...

n

j nj
P t t a t t b

=
= = < < < = .  

Với mỗi phép chia P , đặt 

 ( ) ( ) ( )( )1
1

n
F
P j j j

j
S f M F t F t −

=

= −∑ ,  ( ) ( ) ( )( )1
1

n
F
P j j j

j
s f m F t F t −

=

= −∑ , 

trong đó ( ) ({ } ( ) ({ }1 1sup : , , inf : ,j j j j j jM f x x t t m f x x t t− − = ∈ = ∈  . 

 Hàm f  gọi là khả tích Stieljes theo hàm F  nếu  

  ( ){ } ( ){ }inf : sup :F F
P PS f P s f P= . 

Khi f  khả tích Stieljes thì ta gọi tích phân Stieljes của f  theo F  là  

  ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }inf : sup :
b F F

P Pa
f x dF x S f P s f P= =∫ . 

 Nếu F  là hàm không giảm trên [ ),a ∞  thì ta gọi tích phân Stieljes của hàm f  xác định 

trên [ ),a ∞  theo hàm F  là  

  ( ) ( ) ( ) ( )lim
b

a ab
f x dF x f x dF x

∞

→∞
=∫ ∫ . 

1.3. Lý thuyết Cauchy 

1.3.1 Định lý (Định lý Cauchy)  

    Cho Ω  là miền bị chặn, có biên là hữu hạn các đường cong trơn từng khúc. Nếu f  giải 

tích trên Ω  và liên tục trên Ω  thì ( ) 0f z dz
∂Ω

=∫ . 

  Giả sử f  là hàm giải tích trên miền đơn liên Ω  và 0 ,z z  là hai điểm trong Ω . Khi đó 



tích phân 
0

( ) ( )
z

z

F z f dη η= ∫  không phụ thuộc vào đường cong nối 0z  và z  trong Ω  . 

1.3.2 Định lý (Sự tồn tại của nguyên hàm)  

      Cho miền đơn liên Ω  và hàm f  giải tích trên  Ω  . Khi đó với mọi 0z ∈Ω , hàm F  

xác định bởi 
0

( ) ( )
z

z

F z f dη η= ∫ , ở đây tích phân lấy theo đường cong trơn từng khúc bất kỳ nối 0z  

với z , là một nguyên hàm của f  trên Ω . 

1.3.3 Định lý (Sự tồn tại logarit)  

   Giả sử Ω  là miền đơn liên, f  giải tích trên Ω  khác không tại mọi z∈Ω . Khi đó tồn 

tại hàm g  giải tích trên Ω  sao cho  ge f= . 

      Hàm g  gọi là một logarit của f , ký hiệu logg f= . 

   Ta gọi đường tròn tâm 0z , bán kính r , là đường cong có phương trình    

  0( ) itt z reγ = + , [ ]0,2t π∈ ,  

được ký hiệu là , ,
or z rC C  hoặc 0z z r− = . 

     Từ đây về sau ta hiểu đường cong là đường cong trơn từng khúc , chu tuyến là chu tuyến trơn 
từng khúc . 
 

1.3.4 Định lý (Công thức tích phân Cauchy) 

      Cho Ω  là miền bị chặn , có biên là hữu hạn đường cong . Nếu f  giải tích trên Ω  và 

liên tục trên Ω  thì với mọi 0z ∈Ω  ta có  

      0
0

1 ( )( )
2

f zf z dz
i z zπ ∂Ω

=
−∫  .  

  Nhận xét 

   Trường hợp f  giải tích trên Ω  , 0z ∈Ω  và γ  là một chu tuyến sao cho 0z γ∈Ω Ω  

thì ta có 0
0

1 ( )( )
2

f zf z dz
i z zγπ

=
−∫ . 

 

1.3.5 Định lý (Công thức tích phân Cauchy đối với đạo hàm) 

      Cho hàm f  giải tích trên miền Ω . Khi đó hàm f  có đạo hàm mọi cấp trên miền Ω  và 



đạo hàm cấp n  của hàm f  tại 0z  được biểu diễn bởi công thức  

        ( )
0 1

0

! ( )( ) , 0,1,2,...,
2 ( )

n
n

n f zf z dz n
i z zγπ += =

−∫  

trong đó γ  là một chu tuyến sao cho 0z γ∈Ω Ω  . 

1.3.6 Định lý (Định lý Morera) 

      Cho f  là một hàm liên tục trên miền đơn liên Ω  và tích phân của f  theo mọi đường 
cong đóng trong Ω  đều bằng 0. Khi đó f  là hàm giải tích trên Ω  . 
 

1.3.7 Định lý (Bất đẳng thức Cauchy đối với đạo hàm)  

  Cho hàm f  giải tích trên miền Ω  , 0z ∈Ω  và số 0R >  sao cho 0( , )D z R Ω  . Khi đó 

0

!( ) ,n
n

n Mf z
R

≤  ở đây 
, 0

max ( )
R zz C

M f z
∈

= . 

 

1.3.9 Định lý (Định lý Liouville) 

     Cho f  là một hàm giải tích và bị chặn trên toàn mặt phẳng , tức tồn tại số dương M  sao 

cho ( )f z M≤  với mọi z∈ . Khi đó f  là hàm hằng . 

 

1.3.10 Định lý (Định lý giá trị trung bình)  

     Cho f  là hàm giải tích trên miền  Ω , 0z ∈Ω  và số 0R >  sao cho (0, )D R Ω . Khi đó 

giá trị của f  tại oz  bằng trung bình các giá trị của f  trên đường tròn 

[ ]
0, 0( ) Re , 0,2it

R zC t z t π= + ∈ , tức là  

             
2

0 0
0

1( ) ( Re )
2

itf z f z dt
π

π
= +∫ . 

1.4. Hàm điều hòa   

 

1.4.1 Định nghĩa  

     Hàm ( , )u x y  của hai biến thực ,x y  trong miền Ω  gọi là hàm điều hòa nếu các đạo hàm 
riêng cấp hai liên tục và thỏa mãn phương trình Laplace   



         
2 2

2 2 0u uu
x y
∂ ∂

∆ = + =
∂ ∂

 với mọi ( , )x y ∈Ω . 

1.4.2 Định lý  

 Cho ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  là một hàm giải tích trên miền Ω∈ . Khi đó ( , )u x y  và 
( , )v x y  là hàm điều hòa trên miền Ω  . 

1.4.3 Định lý  

    Hàm hai biến thực trên miền đơn đơn liên Ω  là hàm điều hòa khi và chỉ khi là phần thực hay 
phần ảo của một hàm giải tích nào đó trên Ω  . 

1.5. Lý thuyết chuỗi  

  Cho chuỗi hàm ( )
1

n
n

f z
∞

=
∑  hội tụ trên miền Ω  có tổng là ( )f z . Chuỗi gọi là hội tụ đều trên 

tập con A  của Ω  nếu mọi 0ε >  tồn tại 0n  sao cho mọi 0n n≥ , z A∈  đều có ( )k
k n

f z ε
∞

=

<∑ . 

  Chuỗi ( )
1

n
n

f z
∞

=
∑  gọi là hội tụ tuyệt đối nếu chuỗi ( )

1
n

n
f z

∞

=
∑  hội tụ. Chuỗi hội tụ tuyệt đối là 

chuỗi hội tụ. 

1.5.1 Định lý (Định lý Weierstrass)  

  Cho chuỗi hàm ( )
1

n
n

f z
∞

=
∑  hội tụ đều trên miền Ω  và có tổng là ( )f z . Nếu mọi hàm 

( )nf z  giải tích trên Ω  thì ( )f z  giải tích trên Ω  và 

   ( ) ( ) ( ) ( )
1

k k
n

n
f z f z

∞

=

= ∑  với mọi ,k z∈ ∈Ω . 

      Chuỗi hàm có dạng   0
0

( )n
n

n
c z z

∞

=

−∑  gọi là chuỗi Taylor tại 0z  . 

      Giả sử chuỗi 0
0

( )n
n

n
c z z

∞

=

−∑  hội tụ trong đĩa 0( , )D z R . Ký hiệu ( )f z  là tổng của nó . Theo 

Định lý 1.5.1 hàm ( )f z  khả vi vô hạn lần và  

  ( ) ( ) ( 1).....( 1) ( )k n k
n o

n k
f z n n n k c z z

∞
−

=

= − − + −∑ . 

   Thay 0z z=  vào đẳng thức này ta được   

 ( )
0( ) !k

kf z k c=  hay 
( )

0( )
!

n

n
f zc

n
= . 

 

1.5.2 Định lý (Định lý Taylor) 

      Cho f  là một hàm giải tích trên miền Ω  và 0z ∈Ω . Khi đó trong đĩa ( )0 ,D z R , 



( )0 ,R d z= ∂Ω , ta có  

          0( ) ( )n
n

n o
f z c z z

∞

=

= −∑ ,  

 các hệ số nc  là duy nhất và được tính theo công thức  

          
( )

0( )
!

n

n
f zc

n
=  . 

Nhận xét 

  Hàm f  giải tích tại 0z ∈Ω  nếu và chỉ nếu tồn tại 0r >  sao cho  

0( ) ( )n
n

n o
f z c z z

∞

=

= −∑  với mọi 0( , )z D z r∈ . 

 

1.5.3 Định lý (Định lý duy nhất)  

     Cho f  và g  là các hàm giải tích trên miền  Ω  , ( ) ( )n nf z g z=  với mọi n  , ở đây 

{ }nz  là dãy các điểm phân biệt trong Ω  sao cho 0 ,n oz z z→ ∈Ω . Khi đó ( ) ( )f z g z=  vói mọi 

z∈Ω . 

  Chuỗi có dạng 0( )n
n

n
c z z

+∞

=−∞

−∑  gọi là chuỗi Laurent theo lũy thừa của 0z z−  hay chuỗi 

Laurent tại 0z  . 

1.5.4 Định lý  

     Nếu các hệ số nc  của chuỗi 0( )n
n

n
c z z

+∞

=−∞

−∑  thỏa mãn  

        10 limsup
limsup

n
nn n

nn

c r R
c

−→∞

→∞

≤ = < = ≤ ∞  

 thì miền hội tụ của chuỗi 0( )n
n

n
c z z

∞

=−∞

−∑   là hình vành khăn 

                   0r z z R< − <  

và tổng ( )f z  của chuỗi 0( )n
n

n
c z z

∞

=−∞

−∑  là một hàm giải tích trong hình vành khăn 

0r z z R< − < .  

  



1.5.5 Định lý (Định lý Laurent)  

     Cho ( )f z  là hàm giải tích trong hình vành khăn 00 r z z R< < − < < ∞ . Khi đó ( )f z  biểu 

diễn đuợc duy nhất dưới dạng tổng của chuỗi Laurent  

      0( ) ( )n
n

n
f z c z z

+∞

=−∞

= −∑ , 

các hệ số của chuỗi là duy nhất được xác định bởi công thức  

             1
0

1 ( )
2 ( )

s

n n
f dc

i zγ

ζ ζ
π ζ +=

−∫  ,  0, 1...n = ± , 

trong đó sγ  là đường tròn bất kỳ  0z sζ − =  , r s R< <  . 

1.5.6 Định nghĩa 

     Điểm oz  gọi là điểm bất thường cô lập của hàm f  nếu f  không xác định tại oz  nhưng 

xác định và giải tích trong hình vành khăn 

        00 , 0z z R R< − < > . 

   Cho 0z  là một điểm bất thường cô lập của f ,  

a) 0z  gọi là điểm bất thường cốt yếu nếu không tồn tại 
0

lim ( )
z z

f z
→

. 

b) 0z  gọi là cực điểm nếu 
0

lim ( )
z z

f z
→

= ∞ . 

c) 0z  gọi là C − điểm nếu  
0

lim ( )
z z

f z C
−

= ∈ . 

d) 0z  gọi là không điểm nếu 
0

lim ( ) 0
z z

f z
−

= .  

1.6. Hàm nguyên và hàm phân hình  

1.6.1 Định nghĩa 

   Ta gọi hàm nguyên là hàm giải tích trên toàn mặt phẳng   . 
   Theo Định lý Taylor , mọi hàm nguyên f  đều khai triển được thành chuỗi lũy thừa hội tụ trên 
toàn mặt phẳng . Cụ thể là 

 
0

( ) n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑  ,   lim 0n
nn

c
→∞

=  . 

 Đối với hàm nguyên f  có các trường hợp sau đây 

a) Tồn tại lim ( )
z

f z a
→∞

= ∈ . Khi đó f  bị chặn trên   nên theo Định lý Liouville 

f const=  . 

b) Tồn tại  lim ( )
z

f z
→∞

= ∞ . Khi đó f  là hàm đa thức và chỉ có hữu hạn hệ số trong khai triển 



0
( ) n

n
n

f z c z
∞

=

= ∑  khác không . 

c) Không tồn tại lim ( )
z

f z
→∞

 . Trường hợp này ta gọi f  là hàm siêu việt . 

1.6.2 Định lý  

   Cho f  là hàm nguyên, f  không đồng nhất bằng 0 . Khi đó tập các không điểm của hàm f  
là tập đếm được . 

    Thật vậy mọi n , theo Định lý duy nhất, (0, )D n  chỉ chứa hữu hạn không điểm của hàm f  . 

Do 
1

(0, )
n

D n
∞

=

=


 nên trong    hàm f  chỉ có đếm được không điểm . 

1.6.3 Định nghĩa 

 Hàm giải tích trên miền Ω  trừ ra một số các điểm bất thường là cực điểm gọi là hàm phân 
hình trên Ω  .  

Tập các cực điểm của hàm phân hình f  là đếm được, hơn nữa là tập rời rạc trong Ω . 
 

 

 

 

 



Chương 2. CẤP TĂNG CỦA HÀM NGUYÊN 

 

2.1 Cấp và loại của hàn nguyên  

 
Để mô tả một cách tổng quát về cấp tăng của hàm nguyên ta đưa vào hàm 

( ) max ( )f z r
M r f z

=
=  , hàm ( )fM r  là hàm đơn điệu tăng. 

2.1.1 Định lý 

Cho hàm nguyên ( )f z  và λ  không âm sao cho 
( )

liminf 0f

r

M r
rλ→∞

=  khi đó f  là đa thức 

có bậc không vượt quá λ .  
Chứng minh. 

       Theo bất đẳng thức Cauchy đối với hàm 
0

( ) n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑  ta có 

( )f
n n

M r
c

r
≤  . 

Với mọi n λ>  ta có  
( )

liminf 0f
n nr

M r
c

r→∞
≤ = . Vậy 0nc =  với mọi n λ>  . 

Từ đó 
0

( ) n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑  là đa thức bậc λ≤ .       Theo Định lý 2.1.1, 

mọi hàm nguyên khác đa thức đều có ( )fM r  tăng nhanh hơn mọi lũy thừa dương của r . Khái 

niệm bậc của f  được đưa ra từ sự so sánh ( )fM r  với hàm 
kre . 

Nếu ( ) ( )fM r B r< với mọi 0r r≥  thì ta viết 
.

( ) ( )
as r

fM r B r< hoặc  

( ) ( )fM r B r< ( . )as r . 

2.1.2 Định nghĩa   

Ta gọi cấp tăng của hàm nguyên ( )f z   là  

( ){ }0inf : ,
kr

fk M r e r rρ = < ∀ > . 

Nếu không tồn tại số k  nào thì ta định nghĩa cấp của ( )f z  là ρ = ∞ , và ( )f z  được gọi 

là hàm có cấp vô tận. Ta ký hiệu cấp của hàm nguyên ( )f z  là fρ ρ= . 

Theo định nghĩa cấp của hàm nguyên ( )f z , ta có  



  
. .

( )
as r as r

r r
fe M r e

ρ ε ρ ε− +

< < , 

log log ( )
log

as as
fM r

r
ρ ε ρ ε− < < + . 

Do đó    

limsup
r

ρ
→∞

=
log log ( )

log
fM r

r
. 

2.1.3 Định nghĩa  

  Ta gọi loại của hàm nguyên ( )f z  cấp ρ  là  

( ) ( ){ }0inf : ,Ar
fA M r e r r A

ρ

σ = < ∀ > . 

  Nếu không tồn tại số A  nào thì ta đặt σ = ∞  và hàm ( )f z  được gọi là hàm tối đại, nếu 

0 σ< < ∞  thì hàm ( )f z  được gọi là hàm trung bình, nếu 0σ =  thì ( )f z  gọi là hàm tối thiểu. 

Theo định nghĩa loại của hàm nguyên ta có  

( )
. .

( ) ( )
as r as r

rr
fe M r e

ρρ σ εσ ε +− < < . 

Lấy logarit ta có  
. .log ( )as r as r

fM r
r ρσ ε σ ε− < < +  . 

Vậy có công thức  
log ( )

limsup f
f

r

M r
r ρσ

→∞
=  . 

 

2.2. Mối liên hệ của cấp , loại và hệ số Taylor của hàm nguyên  

 

2.2.1 Bổ đề  

 Nếu hàm nguyên 
0

( ) n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑  và thỏa mãn bất đẳng thức 

.
( )

kas r
Ar

fM r e<  thì 
.

n
as r k

n
ekAc
n

 <  
 

  . 

 Chứng minh.  

 Ta có ( ) kAr
fM r e<  

  



 log( ) kf Ar n r
n n

M r
c e

r
−≤ <   , 0r r≥  

Đạo hàm của hàm logkAr n re −  bằng không tại 
1
k

n
nr

kA
 =  
 

 và đạt cực tiểu tại đó. Thay 
1
k

n
nr r

kA
 = =  
 

 

vào log( ) kf Ar n r
n n

M r
c e

r
−≤ <  ta được  

               
k

n nA
Ar A k

n nn
kn

e e eAkc
r nn

kA

 
 
   ≤ = =  

  
 
 

 . 

 Vậy  
.

n
as r k

n
ekAc
n

 <  
 

.     

 

2.2.2 Bổ đề 

  Nếu hàm nguyên 
0

( ) n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑  và bất đẳng thức sau được thỏa mãn 
.

n
as n k

n
eAkc

n
 <  
 

  thì 

.
( )( )

kas r
A r

fM r e ε+<  với 0ε∀ > . 

  Chứng minh. 

Ta có thể giả thiết 0 0c =  và 
n
k

n
eAkc

n
 <  
 

 đúng với mọi 1n ≥ . Ta có  

 
1 1 1

( )
/

nn
k kk

n n
n

n n n

eAk eArf z c r r
n n k

∞ ∞ ∞

= = =

  ≤ ≤ =   
   

∑ ∑ ∑  , z r= . 

Đặt [ ]/m n k=  .  Với r  đủ lớn ta có 
1

/

n mk kkeAr eAr
n k m

+
   

≤   
   

. Do đó 

 
1

1
( )

mk

m

eArf z
m

+
∞

=

 
≤  

 
∑ .  

Áp dụng công thức Stirling  ! 2
mmm m

e
π 

 
 

  , m →∞  và bất đẳng thức 

1

22

m

A
m C

A

ε

π

+
 + 

<  
 
 

 , 1m ≥ ,  



 ta có   ( )
1 1

1

1
1 1

( )
mk m

mk
n

m m

eAr ef z Ar
m m

+ +∞ ∞ +

+
= =

 
≤ = 

 
∑ ∑  

                     ( ) 1

1
1

m
mk

m
m

eC Ar
m

∞ +

=

< ∑      ( 1C là hằng số) 

                     
( )

1
1

1
1

/ 2

!

m
mk

m

AC Ar
AC

m

ε +
+

∞

=

+ 
 
 < ∑  

                     ( ) 1 ( 1)

2
1

/ 2
!

m k m

m

A r
C

m
ε + +∞

=

+
< ∑    ( 2C  là hằng số) 

                     2
1

2
2 !

m
k

k

m

A r
C A r

m

ε
ε ∞

=

  +      = + 
 

∑  

                     ( )/2
3

kA rC e ε+<       ( 3C  là hằng số) 

Vậy ( )
.

( )
kas r

A rf z e ε+< .     

Từ hai bổ đề trên , ta có thể biểu thị cấp và loại của một hàm nguyên qua hệ số trong khai 
triển Taylor.  

 

2.2.3 Định lý  

   Đối với mọi hàm nguyên 
0

( ) n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑  , cấp của ( )f z  được xác định bởi công thức 

( )
loglimsup

log 1/n n

n n
c

ρ
→∞

=  . 

   Chứng minh. 

  Đặt ( )1

loglimsup
log 1/n n

n n
c

ρ
→∞

=  , ta sẽ chứng minh 1ρ ρ= . 

Theo định nghĩa cấp của hàm nguyên ( )f z  thì mọi k ρ> ,  theo Bồ đề 2.2.1, 

( )
kr

fM r e<  thì 
n
k

n
ekc
n

 <  
 

 . Lấy logarit bất đẳng thức này ta có 

  log logn
n ekc
k n

 <  
 

 . 



Do ( )f z  là hàm nguyên nên 0n
nc → , từ đó với n  đủ lớn thì log 0nc < . Ta có 

log log

1log logn
n

n

ek ekn
n nk

c
c

−
> =  

log log
1 1log log

n n
n n

n ek

c c

= −  
1loglog

1 1log log
nn n

n n ek

c c

= +   . 

Vì  0n
nc →  nên  ta có loglimsup 1log

n

n nk

c

>  . 

 Theo định nghĩa cấp của hàm nguyên thì ρ  là infimum của k  , do đó  

        loglimsup 1log
n

n n

c

ρ ≥  . 

Vậy 1ρ ρ≥  . 

  Giả sử  1ρ < ∞ , khi đó với mọi 1k ρ>  ta có log
1log

n

n nk

c

>    với  n  đủ lớn. Do đó     

( )1 n
k

n

n
c

>    hay 1
n
k

nc
n

 <  
 

 với n  đủ lớn.  

Áp dụng Bổ đề 2.2.1 với 1eAk = , ta có  

       
1

( ) kk
fM r e r

ε + 
 <    với r  đủ lớn và 0ε > .  

   Suy ra kρ < , k  là số tùy ý , 1k ρ≥ . Do đó 1ρ ρ≥  và 1ρ ρ= . 

   Vậy bậc của hàm nguyên cho bởi công thức  
loglimsup 1logn

n

n n

c

ρ
→∞

= .     

2.2.4 Định lý  

 Loại của hàm nguyên ( )
1

n
n

n
f z c z

∞

=

= ∑   được xác định bởi công thức 

1 limsup n
n

n
n c

e
ρσ

ρ →∞
=  

  Chứng minh. 

  Đặt  1

1 limsup n
nn c

e
ρσ

ρ
= ,  ta sẽ chứng minh 1σ σ= . 



Loại hàm nguyên ( )f z  có bậc ρ  là infimum σ  của các số A  sao cho ( ) Ar
fM r c

ρ

< . 

Áp dụng Bổ đề 2.2.1 với k ρ= , 

( ) Ar
fM r e

ρ

<   nên 
n

n
eAc

n
ρρ <  

 
 . 

Suy ra 1 n
nA n c

e
ρ

ρ
>  . Từ đó  

1 limsup n
n

n
A n c

e
ρ

ρ →∞
> . 

Do σ  là infimum của các số A  nên 1 limsup n
n

n
n c

e
ρσ

ρ →∞
≥  . Vậy ta có  1σ σ≥  . 

Bây giờ giả sử 1A σ> . Khi đó 

        1 n
nA n c

e
ρ

ρ
>  với  n  đủ lớn . 

Từ đó    

n
n

Aec
n

ρ ρ
<   hay 

n

n
Aec

n
ρρ <  

 
 với  n  đủ lớn. 

Do đó theo Bổ đề 2.2.2 ta có ( )( ) A r
fM r e

ρε+< ,  suy ra A σ> . Do A  tùy ý  nên 1σ σ≥ .  

Vậy 1σ σ= .     

2.2.5 Ví dụ 

 Sử dụng các Định lý 2.2.3 và 2.2.4 dễ dàng thấy rằng  

   a) Hàm nguyên 
1

( ) , 0 ,0
n

n

n

ef z z
n

ρσρ ρ σ
∞

=

 = < < ∞ < < ∞ 
 

∑  

    có cấp ρ  và loại σ . 

   b) Hàm nguyên
2

( ) , 0 ,
log

n

n

n

ef z z
n n

ρσρ ρ σ
∞

=

 
= < < ∞ < ∞ 

 
∑  

    có cấp ρ  và loại tối thiểu . 

   c) Hàm nguyên
2

log( ) , 0
n

n

n

e nf z z
n

ρρ ρ
∞

=

 = < < ∞ 
 

∑  

    có cấp ρ  và loại tối đại. 

d) Hàm nguyên 
2

1( )
log

n
n

n
f z z

n

∞

=

 
=  

 
∑  có cấp vô hạn. 



e) Hàm nguyên 
2

0
( ) n n

n
f z e z

∞
−

=

= ∑  có cấp không . 

Vậy ta có thể xây dựng các hàm nguyên có cấp và loại tùy ý . 
 

2.3. Các công thức của hàm giải tích trên đĩa   

 
Để tìm hiểu mối liên hệ giữa cấp tăng của hàm nguyên và không điểm của nó ta cần các công 

thức sau đây. 
 

2.3.1 Định lý (Công thức Schwarz)   

Cho f u iv= +  là hàm giải tích trên miền Ω  và cho đĩa (0, )D R Ω . Khi đó với mọi 

(0, )z D R∈  ta có 

21 Re( ) (Re ) (0)
2 Re

i
i

i
o

zf z u d iv
z

π ψ
ψ

ψ ψ
π

+
= +

−∫ .                 (1)             

2.3.2 Định lý (Công thức Poisson) 

    Cho u  là hàm điều hòa trên miền Ω  và cho đĩa (0, )D R Ω . Khi đó với mọi (0, )z D R∈  
ta có 

       ( ) ( )
2 2

2

2 20

1( ) Re
2 2 cos

i R ru z u d
R Rr r

π ψ ψ
π ψ θ

−
=

− − +∫ ,  iz re θ= .     

Công thức trên có thể được viết dưới dạng  
 
 

 
                    (2) 

 

Nếu ( ) 0f z ≠  trên đĩa (0, )D R  thì log ( )f z  là hàm giải tích trên đĩa  (0, )D R , từ công thức (1) 

ta có  

( )2

0

1 Relog ( ) log Re
2 Re

i
i

i

zf z f d iC
z

ψ
π ψ

ψ ψ
π

+
= +

−∫                (3) 

Từ (2) và (3) suy ra  

( ) ( )
2 2

2

2 20

1log ( ) log Re
2 2 cos

i R rf z f d
R Rr r

π ψ ψ
π θ ψ

−
=

− − +∫       (4) 

Giả sử 1 2, ,..., na a a  là không điểm của ( )f z  trên (0, )D R  và được sắp tăng dần theo 

22
2

20

1( ) (Re )
2 Re

i

i

R z
u z u d

z

π ψ

ψ
ψ

π
−

=
−

∫



môđun, mỗi không điểm được viết số lần theo số bội của nó. Giả sử ( ) 0f z ≠  với z R=  và đặt  

( )
2

1
( ) ( )

n
m

m m

R a zz f z
R z a

ϕ
=

−
=

−∏  .                           (5) 

Khi đó ( ) ( )Re Rei ifψ ψϕ =  và  ( ) 0zϕ ≠  với z R≤ . Sử dụng công thức (3) cho ( )zϕ  ta có 

( )2

0

1 Relog ( ) log Re
2 Re

i
i

i

zz d iC
z

ψ
π ψ

ψϕ ϕ γ
π

+
= +

−∫  

              = ( )2

0

1 Relog Re
2 Re

i
i

i

zf d iC
z

ψ
π ψ

ψ ψ
π

+
+

−∫ . 

Vậy log ( ) log ( )f z zϕ= . Từ đó  

( ) ( )2

20

R1 Relog ( ) log Re log
2 Re Rm

i
i m

i
ma R

z azf z f d iC
z za

ψ
π ψ

ψ ψ
π <

−+
= + +

− −∑∫ . (6) 

 Tách phần ảo của công thức (6) ta nhận được công thức sau  
 

2.3.3 Định lý (Công thức Poison – Jensen) 

    Cho hàm f  giải tích trên miền Ω  và đĩa (0, )D R Ω . Khi đó với mọi (0, )z D R∈  ta có  

( ) ( ) ( )
2 2

2

2 20

1log log Re
2 2 cos

i R rf z f d
R Rr r

π ψ ψ
π θ ψ

−
=

− − +∫   

                 ( )
2log m

m

R z a
R za

−
+

−∑ , iz re θ= .                    (7) 

 
Giả sử (0) 0f ≠ . Khi 0z =  từ công thức (7) ta có   

( ) ( )2

0

1log 0 log Re log
2 m

i m

a R

a
f f d

R
π ψ ψ

π <

= + ∑∫  . 

      Với mỗi 0t ≥  , ta gọi ( )n t  là số không điểm ma  của f  thỏa mãn ma t≤  ( bội n được 

tính n lần ). Hàm ( )n t  gọi là  hàm đếm số không điểm . Theo định nghĩa tích phân Stieltjes của 
hàm không giảm ( )n t  ta có  

0
0 0

( )log log ( ) ( ) log
R

m

R R

a R m

R R R n tdn t n t dt
a t t t<

= = +∑ ∫ ∫ .  

 Khi đó  ( ) ( )2

0 0

1 ( )log 0 log Re
2

Ri n tf f d dt
t

π ψ ψ
π

= −∫ ∫ . 

 
Vì vậy ta có 

 



 

2.3.4 Định lý ( Công thức Jensen )   

     Cho hàm f  giải tích trên miền Ω  và đĩa (0, )D R Ω  . Khi đó ta có  

( ) ( )2

0 0

( ) 1 log Re log 0
2

R in t dt f d f
t

π ψ ψ
π

= −∫ ∫ .             (8) 

 
   Nếu (0) 0f = , f  không trùng 0, k  là số bội của nghiệm 0z = , công thức (8) trở thành  

 ( )2

0 0

( ) (0) 1 (0)(0) log log Re log
2 !

kR in t n fdt n R f d
t k

π ψ ψ
π

−
+ = −∫ ∫ .  

 

   Giả sử f  là hàm phân hình trên đĩa (0, )D R , { } { },m ma b  là không điểm và cực điểm của 

f  trong { }:z z R<  và (0) 0 , (0)f f≠ ≠∞  . 

   Đặt  

( )
( )

( )
1

22
( ) ( )

m m

m m

b R a R mm

R z b R z a
z f z

R a zR b z
ϕ

−

< <

 − −
=   −−  

∏ ∏ . 

Công thức (6) được thay thế bởi 

( ) ( )2

0

1 Relog log Re
2 Re

i
i

i
zf z f d
z

ψπ ψ
ψ ψ

π
+

=
−∫  

   ( ) ( )
2 2log log ,

m m

m m

a R b Rm m

R z a R z b
iC

R za R zb< <

− −
+ − +

− −∑ ∑  

Công thức Poisson- Jensen (7) có dạng 

( ) ( ) ( )
2 2

2

20

1 Rlog log Re
2 R cos

i rf z f d
Rr

π ψ ψ
π θ ψ

−
=

− −∫  

  ( ) ( )
2 2log log

m m

m m

a R b Rm m

R z a R z b
R za R zb< <

− −
+ −

− −∑ ∑  .          (9) 

Và công thức Jensen trở thành  

( ) ( )2

0 0 0

( ,0) ( , ) 1 log Re log 0
2

R R in t n tdt dt f d f
t t

π ψ ψ
π

∞
− = −∫ ∫ ∫ ,  (10) 

trong đó ( ),0n t  hàm đếm không điểm của f , ( ),n t ∞  hàm đếm cực điểm của f . Đặt 

max( ,0)a a+ = . Khi đó   

log , 1
log

0 , 0 1
x x

x
x

+ ≥
=  < <

 



và 1log log logx x
x

+ += −   với 0x > . Vậy  

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1 1 1log Re log Re log
2 2 2 Re

i i
i

f d f d d
f

π π πψ ψ

ψ
ψ ψ ψ

π π π
+ += −∫ ∫ ∫ . 

Đặt  ( ) ( )2

0

1, log Re
2

im R f f d
π ψ ψ

π
+= ∫ , 

           ( ) ( ) ( ) ( )
0

, 0,
, 0, log

R n t n
N R f dt n R

t
∞ − ∞

= + ∞∫  . 

 

2.3.5 Định nghĩa 

  Ta gọi hàm ( , ) ( , ) ( , )T R f m R f N R f= +  là hàm đặc trưng Nevanlinna. 
 
Với các ký hiệu vừa đưa ra thì Công thức Jensen (10) trở thành 

( ) ( ) ( )1 1log 0 , , , ,f m R f m R N R f N R
f f

   
= − + −   

   
 

( ) ( ) ( )1 1, , , , log 0m R f N R f m R N R f
f f

   
+ = + +   

   
 

( ) ( )1, , log 0T R f T R f
f

 
= + 

 
. 

 Hàm ( ),T R f  có vai trò quan trọng trong nghiên cứu hàm nguyên và hàm phân hình. 

 Nếu ( )f z  là hàm nguyên thì  

( ) ( ) ( )2

0

1, , log Re log ( )
2

i
fT R f m R f f d M R

π ψ ψ
π

+ += = ≤∫ . 

    Từ công thức Poisson – Jensen ta có  

( ) ( )
2 2

2

20

1log log Re
2 Re

i

i

R rf z f d
z

π ψ

ψ
ψ

π
−

≤
−

∫  

                  ( )2

0

1. log Re
2

iR r f d
R r

π ψ ψ
π

++
≤

− ∫       r z=  

 ( ) ( )log ,f
R rM r m R f
R r
+

≤
−

. 

Cho 2R r=  suy ra  

( ) ( )log 3 2 ,fM r m r f≤ .                            (13) 

Trường hợp đặc biệt 



( ), km r f Ar≤  thì ( )log 3.2k k
fM r Ar< . 

    Vậy trong định nghĩa cấp của hàm nguyên ta có thể sử dụng hàm đặc trưng Nevanlinna 

( ),T r f  thay thế cho log ( )fM r . 

 

2.3.6 Hệ quả của Công thức Jensen 

 Giả sử f  là hàm nguyên, từ Công thức Jensen ta có  

( ) ( )2

0

1log 0 log Re
2

if f d
π ψ ψ

π
≤ ∫                         (14) 

vì log 0
m

m

a R

a
R<

<∑ .  

  Nếu ( )0 1f =  thì  ( )2

0 0

( ) 1 log Re
2

R in t dt f d
t

π ψ ψ
π

=∫ ∫  

Với 0r >  ta có  

( )
0 0

( ) ( )log ( )
er er

f
n t n tM er dt dt n r

t t
≥ ≥ ≥∫ ∫ . 

Do đó  

( ) ( )log fn r M er≤  .                                    (15) 

 
                             

 



Chương 3. PHÂN BỐ KHÔNG ĐIỂM 

 

3.1. Số mũ hội tụ và mật độ trên, mật độ dưới của dãy không điểm 

 

3.1.1 Định nghĩa 

Cho dãy 1 2, ,..., ,..., 0, limn n n
n

a a a a a
→∞

≠ = ∞  . Infimum của các số λ  sao cho chuỗi 
1

1
n na λ

∞

=
∑  

hội tụ gọi là số mũ hội tụ của dãy. 

  Ký hiệu ( )n r là hàm đếm của dãy { }na , tức là số các chỉ số n  sao cho na r< . Ký hiệu 

1ρ  là cấp của ( )n r , tức là 

1

log ( )limsup
logr

n r
r

ρ
→∞

= . 

Ta gọi 

Số 
1

( )limsup
r

n r
r ρ

→∞
∆ =  là mật độ trên của dãy { }na , 

     Số 
1

( )liminf
r

n r
r ρ→∞

∆ =  là mật độ dưới của dãy { }na . 

 

3.1.2 Bổ đề   

Nếu chuỗi 
1

1
n na λ

∞

=
∑  hội tụ với 0λ >  nào đó thì tích phân 10

( )n t dt
tλ

∞

+∫  hội tụ  và  

( )lim 0
t

n t
tλ→+∞

= . 

Chứng minh. 

Vì 
0

1

1 ( )
n n

dn t
ta λ λ

∞ ∞

=

=∑ ∫  nên lấy tích phân từng phần ta có  

10 0

( ) ( ) ( )r rdn t n r n t dt
t r tλ λ λλ += +∫ ∫  . 

Vì 
0

1

1 ( )
n n

dn t
ta λ λ

∞ ∞

=

=∑ ∫   hội tụ, suy ra 10

( ) ( ),
rn r n t dt

r tλ λλ +∫   bị chặn trên. 

Từ đó 10

( )r n t dt
tλ

λ +∫  không giảm và tiến đến giá trị hữu hạn khi r →∞ .  



    Do  1

( ) ( )
r

n r n t dt
r tλ λλ

∞

+≤ ∫  nên ta có ( )lim 0
r

n r
rλ→∞

= .     

 

3.1.3 Bổ đề  

 Số mũ hội tụ của dãy { }na  bằng cấp 1ρ  của hàm đếm ( )n r .  

  Chứng minh. 

  Giả sử k  là số mũ hội tụ của dãy { }na , lấy kλ >  tùy ý. Khi đó chuỗi 
1

1
n na λ

∞

=
∑  hội tụ và 

theo Bổ đề 3.1.2 ta có ( )lim 0
r

n r
rλ→∞

= . Từ đó ( )n r rλ<  với r  đủ lớn . 

   Vì 1ρ  là cấp của ( )n r  nên  1 1( )r n r rρ ε ρ ε− +< < ( với r  đủ lớn ). Suy ra 1ρ λ≤ . Do kλ >  

tùy ý  nên 1ρ λ≤ .  

   Mặt khác ta có 1 /2( ) , 0n t t ρ ε ε+< > . Chọn 1λ ρ ε= + , ta có   

/2 1 1 /2( )n t t tλ ε λ ε− + − −< =  , 1 1 /2

( ) 1n t
t tλ ε+ +<  . 

Suy ra 10

( )n t
tλ

∞

+∫  hội tụ và ( )lim 0
t

n t
tλ→∞

= . Ta lại có  

0
1

1 ( )
n n

dn t
ta λ λ

∞ ∞

=

=∑ ∫ , 10 0

( ) ( ) ( )r rdn t n r n t dt
t r tλ λ λλ += +∫ ∫ .  

Từ đó suy ra 
1

1
n na λ

∞

=
∑  hội tụ và kλ > . 

   Do λ  tùy ý thỏa mãn 1 ( 0)λ ρ ε ε= + >   nên 1 kρ ≥ . 

 Vậy 1 kρ = .     

3.1.4 Định lý (Định lý Hadamard)   

 Số mũ hội tụ của tập không điểm của hàm nguyên không vượt quá cấp tăng của nó. 
 
 Chứng minh.  
 Theo Hệ quả của Công thức Jensen 2.3.5 ta có  

( ) log ( ) (1)fn r M er O≤ +  . 

 Do đó  



 

log log ( )log ( )limsup limsup
log log

log log ( )
limsup .

log

f

r r

f

r

M ern r
r r

M r
r

→∞ →∞

→∞

≤

=
   

      Vậy 1ρ ρ≤ .     

3.1.5 Định lý   

   Giả sử ( )f z  là hàm nguyên có lọai không lớn hơn σ  tương ứng với cấp ρ , 

( ) ( ),∆ Λ ∆ Λ  lần lượt mật độ trên và mật độ dưới của dãy Λ  tương ứng với cấp ρ . 

    Nếu ( )f z  triệt tiêu trên tập Λ  và ít nhất một trong hai bất đẳng thức  

( ) eρσ∆ Λ >  hoặc  ( ) ρσ∆ Λ >  thì ( ) 0f z ≡ .  

      Chứng minh. 

Giả sử ( ) ρσ∆ Λ > . Đặt ( )n rΛ  là hàm đếm của dãy Λ , ( ) ( )fn r n r= . 

Với mọi 1λ >  ta có  

        1 ( ) 1( ) ( ) ( )
log log

r

r

n tn r n r dt N r
t

λ
λ

λ λΛ ≤ < ≤∫ . 

Theo Công thức Jensen với f  không đồng nhất bằng 0 thì 

( ) ( )log ( ) 0(1)fN r M r rρ ρλ λ σ ε λ≤ + < +  . 

Do đó   ( )1( )
log

n r rρ ρσ ε λ
λΛ < + , ( )( ) 1

log
n r

r
ρ

ρ σ ε λ
λ

Λ < +  . Suy ra    

( )
log

ρσλ
λ

∆ Λ ≤ , min
log

e
ρσλ ρσ
λ

 
= 

 
  ( đối với λ ). 

   Vậy ( ) eρσ∆ Λ ≤  , mâu thuẫn. 

   Nếu  ( ) ρσ∆ Λ >  , ( ) ( )liminf
r

n r
r ρ
Λ

→∞
∆ Λ =  thì  

   ( )( ) ( ) 2n r n r r ρρσ εΛ≥ > + . 

Do đó ( )1( )N r r ρρσ ε
ρ

> +  . 

     Sử dụng Công thức Jensen ta có  

 ( )1log ( )fM r r ρρσ ε
ρ

> + , ( )
log ( ) 1fM r

r ρ ρσ ε
ρ

> + . 

Suy ra ( )1σ ρσ ε
ρ

> +  , ( )σρ ρσ ε> +   mâu thuẫn.  



  Vậy 0f ≡ .     
 

3.2. Phân tích hàm nguyên thành nhân tử  

3.2.1 Định nghĩa   

Tích vô hạn của các hàm nguyên 
1

( )n
n

g z
∞

=
∏ gọi là hội tụ tại 0z  nếu với mọi N , 

0lim ( )
M

nM n N
g z

→∞
=

 
 
 
∏  là một giá trị hữu hạn, khác không. 

 Tích vô hạn các hàm nguyên được gọi là hội tụ đều trên lập K , nếu tồn tại N  sao cho 

( )
M

n
n N

g z
=
∏ hội tụ đều đến hàm ( )Nh z , z K∈ , khi M →∞ . 

 Từ định nghĩa tích vô hạn hội tụ tổng quát, ta có tích của tích vô hạn hội tụ  của các hàm 
nguyên là là duy nhất.  

     Sự hội tụ (hội tụ đều ) của tích vô hạn 
1

( )n
n

g z
∞

=
∏  tương đương với sự hội tụ (hội tụ đều ) của 

chuỗi 
1
log ( )n

n
g z

∞

=
∑ . 

  Cho { }na  là dãy các số phức khác không và tồn tại p  là số nguyên không âm để 

1P
n

n
a − − < ∞∑ . Ta ký hiệu tích vô hạn  

( ) ( , )
n n

zz G p
a

=∏ ∏ ,  

trong đó 

   
( )

2 3

1 , 0
( , )

1 ... , 0
2 3

p

z p
G z p z z zz z p

p

− =
=   − + + + + > 

 

  . 

   Các hàm ( , )G z p  được gọi là các nhân tử sơ cấp Weierstrass . 
 

   Chú ý rằng, nếu 1z <  thì ( ) ( ) ( ), 1 exp log 1 1G z p z z→ − − − =    khi p →∞ . Vì vậy 

( , )G z p  hội tụ đều  trên các tập compact trong đĩa đơn vị (0,1)D , hơn nữa ( , )G z p  là hàm 
nguyên và ( , )G z p  có không điểm đơn tại 1z =  và không có không điểm nào khác. 

  Nếu 1
2

u ≤   thì  ( )z∏  hội tụ tuyệt đối đều trên mọi đĩa (0, )D R .  

  ( )z∏ đuợc gọi là tích chính tắc Weierstrass loại p . 



3.2.2 Định lý (Định lý Hadamard)  

 Giả sử f  là hàm nguyên , f  không đồng nhất bằng không , f  có cấp hữu hạn p . Khi 
đó f  biểu diễn được dưới dạng 

  ( )

1
( ) ,qP zm

n n

zf z z e G p
a

∞

=

 
=  

 
∏  ,  

với 1 2, ,...a a  là các không điểm của hàm f , p ρ≤ , ( )qP z  là đa thức bậc q ρ≤  và m  là số 

bội của nghiệm tại 0z = . 
 

 Chứng minh. 

 Giả sử 1,..., na a  là các không điểm của ( )f z  trong (0, )D R . Khi đó theo (6), Chương II  

ta có  

   ( ) ( )2

2
0

1 Relog ( ) log Re log
2 Re n

i
i n

i
a R n

R z azf z f d iC
z R za

π ψ
ψ

ψ ψ
π <

−+
= + +

− −∑∫ . 

Không mất tính tổng quát ta giả sử 0m = , tức là (0) 0f ≠ . 

Đạo hàm 1p +  lần hàm log ( )f z  với [ ]p ρ=  ta có   

[ ]( ) ( )
( )

21
20

( 1)! 2Relog ( ) log Re
2 Re

i
p i

Pi

pf z f d
Z

ψπ ψ

ψ
ψ

π
+

+

+
=

−
∫  

   
( )

( ) ( )

1

1 12

! !
n n

P

n

p p
a R a R nn

p a p
a zR a z

+

+ +
< <

+ −
−− ⋅

∑ ∑   . 

 
Từ đó 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( 1)

1 2 1

1 !! 4log log ,
2n

p

fp p p
a R n

p p n Rp Rf z M R r z
a z R r R r

π
π

+

+ + +
<

+
+ ≤ + =   − − −
∑                                             

  Ta có đánh giá 

( )log fM R Rρ ε+< , 

( ) ( )log fn R M eR Rρ ε+≤ <  . 

Lấy giới hạn khi R →∞  ta được [ ]
( )

( 1)

1
1

1log ( ) !p
p

n n

f z p
a z

∞
+

+
=

= −
−

∑  . 

Lấy tích phân theo đường từ 0  đến z  và không đi qua các điểm 1 2, ,...a a , ta có    



( ) ( )
1

log log 1 .....
p

q p
n n n n

z z zf z P z
a a pa

∞

=

  
− = − + + +  

  
∑   , q ρ≤   . 

Vây ta có  ( )

1
( ) ,qP z

n n

zf z e G p
a

∞

=

 
=  

 
∏   .     

3.3. Đánh giá tích chính tắc 

 

  Cho { }na  là dãy số phức thỏa mãn lim nn
a

→∞
= ∞  , ( )n r  là hàm đếm của dãy { }na  , 

na r≤  . Giả sử  p  là số nguyên không âm sao cho chuỗi 1
1

1
p

n na

∞

+
=
∑  hội tụ . 

  Với  
1

( ) ( , )
n n

zz G p
a

∞

=

=∏ ∏ , theo Công thức Jensen ta có đánh giá  

  ( ) log ( )n r M erΠ≤ . 

3.3.1 Bổ đề (Bổ đề đánh giá của Borel)  

   Với mọi u∈   có các đánh giá  

      

1

log ( , ) , 0, 3 (2 log ),
1

log ( ,0) log(1 ) .

p

p p

u
G u p A p A e p

u

G u u

+

≤ > = +
+

≤ +

. 

 
      Chứng minh. 

 Giả sử  0p > . Nếu 
1

pu
p

<
+

 thì 

   ( )
2 3

log 1 ....... .......
2 3

nu u uu u
n

− = − − − − − , 

nên ta có ( ) ( )( )
1

1

1
log ,

1 1

n p
p

n p

u u
G u p u

n p u

+
∞

+

= +

≤ ≤ ≤
+ −∑ . 

    Nếu 
1

pu
p

>
+

 thì  ( )log 1 u u+ < , nên 

   ( )
2

log , 2 .........
2

pu u
G u p u

p
≤ + + +  

                       2 1

1 1 1 1 1 1. ... . 2.
1 2

p
p pu

p p u u u− −

 
= + + +  − 

 



                       
1

1 1 12 ...
2

p
p pu

p p

−
   +

≤ + + +   
   

 

                       ( ) 1
2 log

1
p u

e p u
u

+
< +

+
 

                       ( )
1 1

12 log 1
1 1

p p

p

u u
e p A

u u u

+ + 
= + + <   + + 

, 

trong đó ( )3 1 logpA e p= + .     

3.3.2 Định lý 

Cho{ }na  là dãy số phức. Nếu chuỗi 1
1

1
p

n na

∞

+
=
∑  hội tụ thì tích 

   
1

( ) ,
n n

zz G p
a

∞

=

 
=  

 
∏ ∏   

hội tụ đều trên mọi tập compact và thỏa mãn điều kiện 

1 20

( ) ( )log ( )
rp

p p pr

n t n tz K r dt r dt
t t

∞

+ +

 < + 
 

∏ ∫ ∫  , 

trong đó ( )1p pK p A= + , r z= . 

Chứng minh. 
Nếu 0p ≥  thì theo Bổ đề đánh giá của Borel ta có  

( )
1

1

0
1

( )log ( )
( )

p
p

p pp p
n n n

r dn tz A A r
t t ra r a

+∞ ∞+

=

≤ =
++

∑∏ ∫  

            
( ) ( )

1 1
21 10

( ) 1 . ( )
0 ( )

p p
p pp p p

n t pA r A r n t dt
t t r t t r t t r

∞+ +
+ +

 ∞
= + + 

+ + +  
∫  . 

Do chuỗi 1
1

1
p

n na

∞

+
=
∑  hội tụ nên ta có  

1

( ) 0p

n t
t + →  khi t →∞ , ( )

( ) 1

( ) 0
1p p

n t n t
t t t +≤ →

+
 khi t →∞ .  

Do đó 

  
( ) ( )

1
21

1log ( ) ( )
r

p
p p p

o r

pz A r n t dt
t t r t t r

∞
+

+

  
≤ + +   + +    

∏ ∫ ∫  



                 1 20

( ) ( ) ,
rp

p p pr

n t n tK r dt r dt r z
t t

∞

+ +

 ≤ + = 
 ∫ ∫ . 

Khi  0p =  đánh giá của tích chính tắc được đơn giản là  

0
1

log ( ) log 1 log 1 ( )
n n

r rz n t dt
a t

∞ ∞

=

   ≤ + = +       
∑∏ ∫  

                 
( ) 20 0

( ) ( ) ( )r

r

n t n t n t dtr dt dt r
t t r t t

∞ ∞
= ≤ +

+∫ ∫ ∫  .     

3.3.3 Định lý (Định lý Borel)  

 Cấp ρ  của tích chính tắc ( )z∏  bằng với số mũ hội tụ của dãy không điểm của ( )z∏ . 

  Chứng minh. 

  Giả sử p  là số nguyên nhỏ nhất để chuỗi 1
1

1
p

n na

∞

+
=
∑  hội tụ , { }na  là dãy không điểm của 

tích chính tắc ( )z∏  

    Giả sử 1ρ  là số mũ hội tụ của dãy { }na  khi đó 1 1p pρ< < +  .  

   Xét trường hợp 1 1pρ < + . 

   Chọn 0ε >   sao cho  1 1pρ ε< < +  . Khi đó   1( )
as

n t t ρ ε+<  . Theo Định lý 3.3.2 ta có  

1 20

( ) ( )log ( )
rp

p p pr

n t n tz K r dt r dt
t t

∞

+ +

 ≤ + 
 

∏ ∫ ∫  

                   ( )1 11 2

0
(1)

r p pp
p r

K r O t dt r t dtρ ε ρ ε∞+ − − + − −≤ + +∫ ∫  

                   
1 1

1 1

(1)
1

p p
p

p
r rK r O

p p

ρ ε ρ ε

ρ ε ρ ε

+ − + − 
≤ + + + − + − − 

  1 2r ρ ε+<   . 

  Bây giờ xét trường hợp 1 1pρ = + . Theo Bổ đề 3.1.2 ta có  

1

( )
p

n r
r +  , 2

( )
pr

n t dt
t

∞

+∫  tiến về 0  khi r →∞  . 

Từ Định lý 3.3.2 ta có  

11log ( ) pM r r r ρε ε+
Π < =  , 0ε∀ > . 

Vậy 1ρ ρ≤ . 



Do  1

log ( )limsup
log

n r
r

ρ =  và ( ) 1z =∏  nên theo Hệ quả Công thức Jensen 2.3.5, ta có 

log ( ) ( )M er n rΠ ≥  . Từ đó   

log log ( )
log

M r
r

ρ Π=   . 

Vậy 1ρ ρ≥   và  ta có 1ρ ρ=  .     

 

3.4. Phân bố không điểm của hàm nguyên có cấp không nguyên 

3.4.1 Định lý 

    Số mũ hội tụ của tập không điểm của hàm nguyên f  có cấp không nguyên bằng với cấp 
tăng của f  .  

    Chứng minh.  

  Giả sử  f  là hàm nguyên có cấp tăng ρ  ( không nguyên ) , 1ρ  là số mũ hội tụ của dãy 

không điểm của f , ( )z∏  là tích chính tắc tương ứng của tập các không điểm của f .  

   Theo phân tích Hadamard ta có  

( )( )( ) qP zmf z z e z= ∏  , deg qP q=  .                  (1)  

Sử dụng Định lí Borel 3.2.5 ta được  

1
1log ( )

as
q

fM r C r r ρ ε+< + , 0ε > , 

 ( )2
1log ( ) , max ,

as

fM r r qλ ε λ ρ+< = . 

Suy ra ρ λ≤ . 

   Ngược lại , theo Định lý Hadamand 3.1.4 ta có 1ρ ρ≤ .Theo Định lý Hadamand 3.2.3 ta có 

q ρ≤ . Suy ra ( )1max , pρ ρ≥  và từ đó suy ra 

      ( )1max , pρ ρ= . 

Vì ρ  không nguyên mà q  nguyên nên 1ρ ρ= .     

 

3.4.2.Định lý 

  Nếu cấp ρ  của hàm nguyên ( )f z  là không nguyên thì lọai fσ  và mật độ trên của không 

điểm f∆  của f  hoặc đồng thời bằng không hoặc đồng thời bằng vô cực hoặc đồng thời là số 



dương . 
 
  Chứng minh. 

      Theo Định lý 3.1.5 ta có đánh giá  f feρσ∆ ≤ . Theo chứng minh Định lý 3.3.2 ta có 

( ) 1 20

( ) ( )log
r

p p pr

n t n tr K r dt r dt
t t

ρ ∞

+ +

 ≤ + 
 

∏ ∫ ∫  . 

Theo định nghĩa f∆  ta có  ( )( ) , 0fn t t ρε ε< ∆ + > . Suy ra  

( ) ( )( )1 2

0
log ( ) (1)

rp p p
fp f r

M r K r O t dt r t dtρ ρε ε
∞− − − −

Π ≤ + ∆ + + ∆ +∫ ∫ . 

Do p  không nguyên nên chọn p  sao cho 1p pρ< < +  ta có  

( ) ( ) ( )1

0
log ( )

r p p r
f fp r

M r r K t dt t dt C rρ ρ ρ ρ
ρε ε

∞− − − −
Π < ∆ + + < ∆ +∫ ∫  

                ( )fC r r ρ
ρ ε< ∆ + . 

 Theo biểu diễn Hadamard ta có 

( )
( )

0log ( )

.

q
f

f

M r a r C r

C r r

ρ
ρ

ρ
ρ

ε

ε

Π < + ∆ +

< ∆ +
 

Suy ra   
( ) ( )log f

f
M r

C r
r ρρ ε< ∆ +  và ff Cρσ ≤ ∆ . 

Vậy ta có f feρσ∆ ≤  và ff Cρσ ≤ ∆ .     

 

3.5. Phân bố không điểm của hàm nguyên có cấp nguyên   

  Chú ý rằng p  được định nghĩa là số nguyên nhỏ nhất để chuỗi 1
1

p
na +∑  hội tụ. Theo Định 

lý Hadamand và Định lý Borel ta có 1p pρ≤ ≤ + , do ρ  là số nguyên nên pρ =  hoặc 
1pρ = + . 

   Nếu 1pρ = +  thì 1

na ρ∑  hội tụ; 

   Nếu pρ =  thì 1

na ρ∑  phân kỳ. 

  Ta ký hiệu aρ  là hệ số của zρ  trong đa thức ( )P z  của biểu diễn Hadamand. 

 



3.5.1 Định lý (Định lý Lindelof)  

Nếu 1pρ = +  thì ( )f z  là hàm nguyên có loại tối thiểu ( 0)σ =  khi 0aρ =  và có loại 

trung bình (0 )σ< < ∞  khi 0pa ≠ .  

Chứng minh. 
Theo Định lý Hadamand ta có   

( )1log ( ) Re( ) log ( ) 0 ,f z a z z z zρρ
ρ

−≤ + + →∞∏ .         (3) 

Theo Định lý Borel ta có 1log ( ) pM r rε +
∏ <  . Do 1pρ = +  nên  

log ( ) , 0M r r ρε ε∏ < >  .                             (4) 

Suy ra  

( )log ( ) 3fM r a r ρ
ρ ε< + .                             (5) 

Vì ( )f z  là hàm nguyên , với 0( ) ...P z a z aρ
ρ= + +  ta có 

   ( )( )0,exp ... , fm r a z a m rρ
ρ

 + + =  ∏ 
                    (6) 

( )( ) ( )( )2

0 00

1,exp ... log exp ...
2

im r a z a a re a d
π ρρ ψ

ρ ρ ψ
π

++ + = + +∫  

                            1
2

a r ρ
ρπ

>  , 

 
( )
( )

2

0

1, log
2

i

i

f refm r d
re

ψ
π

ψ ψ
π

+  = ∏ ∏  ∫  

               ( ) ( )
2 2

0 0

1 1log log
2

i
if re d d

re
π πψ

ψψ ψ
π

+ +
 
 = +
 ∏ 
∫ ∫  

               ( ) 1, ,m r f m r = +  Π 
, 

( )( ) ( )0

1 1,exp ... , , log2
2

a r m r a z a m r f m rρ ρ
ρ ρ

 < + + < + + Π Π 
.  (7) 

Theo Công thức Jensen 

( )2

0 0

( ,0) 1 log log (0)
2

R in t dt re d
t

π ψ ψ
π

= Π − Π∫ ∫ , 



( ) ( )
2 2

0 0 0

( ,0) 1 1 1log log log (0)
2 2

r i
i

n t dt re d d
t re

π πψ
ψψ ψ

π π
+ += Π − − Π

Π∫ ∫ ∫ , 

( ) ( )
0

,0 1log (0) , ,
r n t

dt m r m r
t

 + Π + = ∏ ∏ ∫ , 

( ) 1, ,m r m r ∏ ≥  ∏ 
 .                                       (8) 

Từ  (7) , (8) , (4) ta có  

( ) ( ), , 0(1) log ( ) 3 , 0
2 f

a
r m r f m r M r rρ ρ ρε ε

π
< + Π + < + > .        (9)     

 Từ (5) , (9) ta có  
log ( )

3fM z
a

r ρρ ε< + , 

                 
log ( )

3
2

fM ra
r

ρ
ρ ε

π
< +  . 

 Định lý được chứng minh .     
 

3.5.2 Định lý ( Định lý Lindelof )  

      Giả sử pρ = , đặt 1 1( )f
n

r a
aρ ρδ

ρ
= + ∑ , limsup ( )f f

r
rδ δ

→∞
= ,  

( ),max f ffγ δ= ∆ . Khi đó  fσ  và fγ  đồng thời bằng không hoặc đồng thời bằng vô hạn hoặc 

đồng thời là số dương . 
 

  Chứng minh. 
      Ta có   

( )2

2
0

1log ( ) log ( ) log
2 m

i
i m

i
ma R

R z aRe zf z f re d iC
Re z R za

π ψ
ψ

ψ ψ
π <

−+
= + +

− −∑∫  

[ ] ( )
( )

2( )

10

! 2log ( ) log
2

i
i

i

ref z f Re d
Re z

ψ
πρ ψ

ρψ

ρ ψ
π +=

−
∫  

                      ( )
( )

( )
( )2

1 ! 1 !

n n

n

a R a Rn n

a
a zR a z

ρ

ρ ρ

ρ ρ−

< <

− −
+ −

−−
∑ ∑ . 

   Nếu 0z =  ta có  

 [ ] ( ) ( ) ( )2( )

20 0

1 !2 !log ( ) 1 ! log Re
2n n

ni i
nz

a R a R

a
f z a f e d d

R R

ρ
πρ ρ ψ ρψ

ρ ρ

ρρρ ψ ψ
π

− −

=
< <

−
+ − = +∑ ∑∫  



[ ] ( ) ( ) ( )2( )

0 0

2 ! 1 ( )log ( ) 1 ! . log Re 1 !
2n

i
nz

a R

n Rf z a f d
R R

πρ ρ ψ
ρ ρ

ρρ ψ ρ
π

−

=
<

+ − ≤ + −∑ ∫  

 (10)                                                                                                                                                                                                            

Vì ( )log z∏   có nghiệm bội 1ρ +  tại 0z =  nên 

( ) ( )

0
log 0

z
z

ρ

=
=  ∏  và [ ]( )

0
log ( ) !

z
f z aρ

ρρ
=
= ,              (11) 

2

0

1 1log (Re ) ( , ) ( , )
2

if d m R f m R
f

π
ψ ψ

π
= +∫ . 

Theo Công thức Jensen    

( ) ( )2

0 0

( ,0) 1 log Re log 0
2

R in t dt f d f
t

π ψ ψ
π

= −∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0

,0 1 1 1log Re log log 0
2 2 Re

R i
i

n t
dt f d d f

t f
π πψ

ψ
ψ ψ

π π
+ += − −∫ ∫ ∫

 ( ) ( ) ( )1,0 , , log 0N R m R f m R f
f

 
= − − 

 
, 

( )1, , (1)m R m R f O
f

 
< + 

 
. 

Do đó   

( ) ( )2

0

1 log Re 2 , (1)
2

if d m R f O
π ψ ψ

π
≤ +∫ .                (12) 

Theo Hệ quả của Công thức Jensen 

( )( ) log (1)fn R M er O≤ +                          (13) 

Thế (11), (13) vào (10) ta có  

( ) ( ) ( )log1 ! 1! 1 ! 4 log ( ) 1
n

f
f

a R n

M eR
a M R o

a R R Rρ ρ ρ ρ ρ

ρρ ρ ρ
<

 + − ≤ + − +  
 

∑ , 

( ) ( )log log1 1 1 14 .f f

n

M R M eR
a o

a R R Rρ ρ ρ ρ ρρ ρ
 + ≤ + +  
 

∑ , 

( )log
( ) f

f

M eR
R C

Rρδ <  ,  C  là hằng số,  

 
( )

( )
( ) log f

f

M eR
R Ce

eR
ρ

ρδ < . 

Từ đó 



( )
( )

log
limsup ( ) limsup f

f f
R R

eR
R Ce

eR
ρ

ρδ δ
→∞ →∞

= ≤  và f fCeρδ σ≤ . 

Từ  (13) suy ra 

  ( )( ) log (1)fn R M eR O≤ + , 

        
( )

( )
log( ) (1)fM eRn R Oe

R ReR
ρ

ρρ ρ≤ + , 

        
( )

( )
log( ) (1)limsup limsup f

R R

M eRn R Oe
R ReR

ρ
ρρ ρ

→∞ →∞

 
≤ +  

 
, 

        f feρσ∆ ≤ . 

Từ đó ta có  ( ) 1max , fff fCγ δ σ= ∆ ≤ . 

Ta viết phân tích Hadamand dưới dạng  

( ) 1

1exp exp ( ). , 1 ,
n n

n
a r a r

n n

z zf z a a z P z G G
a a

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ
−

−
< ≥

      
= + ∏ − ∏     

      
∑ , 

r z= , 1pρ−  là đa thức có bậc 1ρ − . 

Áp dụng Bổ đề 3.3.1 và Định lý 3.3.2 ta được  

( ) ( ) ( ) ( )1
10

( ) ( )log ( ).
r

f r

dn t dn tf z r r A r r o r
t t r t t r

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρδ

∞+
−

 
≤ + + + + − 

∫ ∫ .  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
20

log .
r

f f r

n t n t
M r r r K r dt r dt o r

t t
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρδ
∞− +

+

 
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 
∫ ∫ . 

Áp dụng bất đẳng thức  ( ) ( ) , 0n t t ρε ε< ∆ + > , ta nhận được 

( ) ( ) ( )log . 2 ff fM r r r K rρ ρ
ρδ ε≤ + ∆ +  . 

Từ đó suy ra 
( )log

limsup 2f
ff

M r
K

r ρρ δ≤ + ∆  hay 

,f fC Cρ ρσ γ≤  là hằng số . 

Vậy có   f fCρσ γ≤   và ( ) 1max , fff fCγ δ σ= ∆ ≤ .     

  

 



KẾT LUẬN 

 Trên cơ sở các tài liệu tham khảo, chúng tôi đã đọc, đã học và viết thành luận văn  này với 

đề tài “Cấp tăng và sự phân bố không điểm của hàm nguyên”.  

 Luận văn không có gì mới nhưng chúng tôi đã học được cách thu thập tài liệu, viết nó lại 

theo một chủ đề đã định sẵn theo sự hiểu biết của mình. Chúng tôi đã hiểu khá tường tận và chứng 

minh chi tiết nhiều vấn đề trong các tài liệu trình bày vắn tắt hoặc bỏ qua chứng minh.  

 Thực hiện luận văn đã giúp chúng tôi thấy rõ thêm sự đồ sộ, mênh mông của toán học, cảm 

nhận thêm được vẻ đẹp của toán học. Chúng tôi cũng thấy được kiến thức quá ít ỏi và nông cạn 

của mình. Qua làm luận văn chúng tôi thấy mình hứng thú hơn trong học toán và giảng dạy toán. 

Chúng tôi sẽ truyền hứng thú này đến các em học sinh phổ thông, học trò của chúng tôi.  

Thành phố Hồ Chí Minh, Tháng 4-2011 

           Huỳnh Thái Sơn  
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