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MG DAU

1. Li DO CHON DE TAI

Lich stt phat trién ctia ly thuyét cac cau tric dai sé (trong d6 c6 nhom-
vanh-truong) da trai qua nhiing thoi ky huy hoang tir thé ky trudée do nhu
cau nghién citu phat sinh tir nhiéu linh vic ciia toan hoc, vat 1y, tin hoc,

. va ngay cang t6 ro vai tro quan trong clia né trong nhiéu cong trinh
cho t6i nay.

Nam 1965 Lofti A. Zadeh dua ra khai niém tap con mds ctia mot tap
hop nhu 14 mot phuong phéap biéu dién tinh trang khong chic chin hay
khong 1o rang. Ly thuyét nhém con md c¢6 nhiéu tng dung trong cac linh
vuc nhu tu dong hoa, diéu khien téi wu, hé chuyén gia, mang no-ron, . ..
Trong hanh trinh phat trién ky diéu ctia né, phai ké dén 1y thuyét dai sé
mo va trong nhitng thap ky vita qua nhiéu nha nghién cttu da lam viéc qua,
cac khai niém nhu nhém mg, vanh md, idéan mao, truéng mao, . ..

Nam 1971 Zadeh va Rosenfield dwa ra khai niém tap con md. Trong
nhiing ndm gan day (1998-2005), ¢6 nhiéu nha toan hoc nghién ctu vé
nhém mo nhu Rosenfield, Vasantha, Kim, Kyung Ho, Jun,... Nam 1982
Liu da dinh nghia va nghién ctu vanh con m¢ ciing nhu idéan ma. Sau do6
Zhang da c6 nhitng dong gép tich cuc cho viéc phat trién linh vuc vanh va
truong ma. Vasantha, Xia, Xiang-yun, Mordeson, Kim, Chang Bum, ...da
c6 nhitng cong trinh sang gia dong gép cho linh vic nay tir dau thé ky 21
dén nay. Tuy nhién, mot diéu can luu ¥ 14 khong phai khai niém nio trong
nhém - vanh - trudng déu cé thé lam mo hoa duge, nghia 1a mot s6 khai
niém va két qua trong nhém - vanh - trusng khéng thé chuyén qua dudc
trong hé m¢ tuong ting. Nhitng diéu chuyén dugc déu c6 nhitng ing dung
thiét thuc trong linh vic ré cling nhu md. Gan day, ngudi ta da tim dudc

nhitng ting dung ctia mot s6 cau tric dai s6 mo nhu 13 nhém md, vanh mo



va truong mo chi yéu vao trong linh viyc otomat md ma 6tomat mao lai c6
nhitng tng dung tha vi trong hé chuyén gia, mang no-ron, 1y thuyét nhan
dang, ...

Xuat phat tit nhu cau phat trién ciia 1y thuyét nhom mé va nhiing tng
dung ctia n6, ching toi quyét dinh chon dé tai véi tén goi: "CAu tric dai

s6 ciia nhém con ma&" dé tién hanh nghién ciiu.

2. MUC DPICH NGHIEN CcUU

Nghién citu cau tric dai s6 cia nhém con md: Tong quan vé nhéom con
md, nhém con md chuan tic, 16p ké md, dong cau giita cdc nhém con md,
cap mo do6i véi nhém con md, Dinh 1y Caley md va Dinh 1y Lagrange mo,

nhom con md liy linh va nhém con mo giai duge.

3. POI TUGNG VA PHAM VI NGHIEN CUU

Nghién cttu cc tinh chat ciia nhém con md, nhém thuong mo, con mo
didc trung, nhém con mad lién hgp. Nghién citu xich tam gidm cia mot
nhom con md, nhom con md liy linh, day tdm giam ctua mot nhém con

mo va nhom con mad giai duge.

4. PHUGNG PHAP NGHIEN cUU

1. Thu thap cac bai bao khoa hoc ctia cac tac gia nghién cttu lién quan
dén Ly thuyét nhém con mo.

2. Chung toi da st dung phuong phap nghién ctu 13 tim cac tinh chat
clia nhém con md tuong tu cic tinh chat clia nhém trong 1y thuyét nhom
thong thuong.

3. Tham gia cac budi seminar hing tuan dé trao déi cac két qua dang

nghién citu.



5. Y NGHIA KHOA HOC VA THUC TIEN CUA DE TAI

Tao dugc mot tai lieu tham khao bd ich cho nhitng ngusi bat dau tim

hiéu vé Ly thuyét nhom ma.

6. CAU TRUC CUA LUAN VAN

Luan van gom 3 chuong va phan mdé dau, két luan.

— Trong Chuong 1, chung toi trinh bay mot s6 kién thiic co s6 vé tap
con md clia mot tap hgp. Tiép dén, gidi thieu nhém con md clia mot nhom
va phat trién mot s6 khai niem nhu 14 nhém con md chuan tic, dong cau
va dang cau clia nhitng nhém con md. Ngoai ra, cAp md ciia mot phan ti
clia mot nhom ciing sé dude dé cap dén.

— Trong Chuong 2, chiing toi trinh bay cac tinh chat ctia nhém con mo
chuan tic, dinh nghia nhom con mé dic trung va cac tinh chat lien quan
va tiép can hai dinh 1y quan trong déi véi caAc nhém con md 14 Dinh 1y
Cayley md va Dinh 1y Lagrange md va nhom con mdé Abel. Chiing t6i cling
xét dén nhém thuong mdo, nhém con md dic trung va nhém con mo lién
hagp.

— Trong Chuong 3, ching t6i trinh bay khai niém xich tam giam cua
mot nhéom con mé va ding dé dinh nghia tinh liiy linh cia mot nhém con
md. Khai niém day tam giam ctia mot nhém con mad cling duge trinh bay.
Khai niém giao hoan ti sinh ra diy dan xuat ctia mot nhom con mo da

dugc giéi thieu va ding dé dinh nghia mot nhém con mo giai duge.



Chuong 1
TAP CON MO VA NHOM CON
MO

1.1 Tap con md

Dinh nghia 1.1.1. Cho X la mot tap hop khdac rong. Ham p: X — [0, 1]

dugc goi la mot tap con mo cua X.
Ki higu FP(X) la tap hgp tat ci cdc tap con md cia tap hop X va

duge goi la tap lay thira mo cua X.

Dinh nghia 1.1.2. Cho u € FP(X). Tap hop pu* = {x € X|u(x) > 0|}
duge goi la gid cua . Dac biét, u dugc goi la tap con mo hitu han néu u*

la tap hitu han, va p duge goi la tap con mo vo han néu w* la tap vo han.
Dinh nghia 1.1.3. Cho p,v € FP(X).

o v dugc goi la chita trong p (hay p chia v) ki hieu v C u, néu v(z) <
p(x); Ve € X.

o v =y néuv(r) = pur);Vo e X.

Dinh nghia 1.1.4. Cho p € FP(X). Tap hop p == {x | v € X, u(x) >
a}, vdia € [0,1] duge goi la tap mic hay lat cat cia p.

Dinh nghia 1.1.5. Cho X # @Y C X va a € [0,1]. ay € FP(X) duoc
dinh nghia nhu sau:
a ntureY

ay(z) = )
0 neuzxe X\Y



Dac biet, néuY = {y}, thi agyy dude goi la mot diém mo va ta con ki hiéu
1 ntfureY
la a,. Ki hiéu 1y (z) = la ham ddc trung cia 'Y .
0 néuzeX\Y
Dinh nghia 1.1.6. Cho p,v € FP(X). Khi do:
e Phép toin giao N.
pAw X — [0,1]: (")) = () A w(e) = min{p(z), v(z)}.
e Phép toin hop U.
pUv: X — [0,1]: (1 Uw)(&) = () V o(e) = maz{p(e), v(@)}.
e Phép lay phan bu.
v dugc goi la phan bu cia p néu v(z) =1 — u(x),Vor € X.
Bing qui nap ta c6 thé mé rong céc phép toan hop va giao cho nhiéu
hon hai tap con ma: gy N pe N oo Ny, Va g U o U .. U g, VOI p; 1& cac tap
con md ctia X, i = 1,2, ...,n. Mot cach tong quat, v6i ho bat ki {u; | i € I'}

cic tap con mo clia X, vdi I 1a tap chi s6 khac rong, ta dinh nghia:

(Uierpi)(x) = Vierpi(x) == sup (),

iel
(Mierpii)(x) = Nierpi(z) == ig 1i().

1.2 Nhoém con mo
Dinh nghia 1.2.1. Cho (G, o) la mot nhom, e la don vi cia G va p €
FP(G). Néu u théa man hai dieu kién sau:

o p(zy) = p(x) A ply),

o (™) = plz).
vdi moi x,y € G, thi u duge goi mot nhom con mo cua G.

Ki hieu 14 F(G) 1a tap hop tat cd cdc nhém con mo cia G.
R0 rang, néu H 14 mot nhéom con ctia G va p € F(G) thi ply € F(H).



Vi du 1.2.1. Xét nhém (Z,+) va ham p : Z — [0, 1] dugc xdac dinh nhu
sau:

1 neuzxz=2n
pl) = )
neuxr =2n-+1

DO —

vdin € Z. Khi dé pu € F(Z).

Dinh nghia 1.2.2. Cho (G,0) la mot nhom, e la don vi cia G va p,v €
FP(G). Ta dinh nghia tich cia hai tdp con md va nghich ddo cia mot
tap con mo nhu sau: (pov)(zr) = V{uly) ANv(2)ly,z € G,yz = x} va
@) = )

Khi d6 pov va u~t € FP(G).

Meénh dé 1.2.1. ([18]) Cho u € F(G). Ta cé
1. u(e) > p(z), Vo € G.
2. p(x) = p(z™1),Vo € G,

Ménh dé 1.2.2. ([16]) Cho u € FP(G). Khi dé cic khang dinh sau la
tuong duong:

1. pe F(G).

2. p(x~ty) > p(x) A p(y), vii v,y € G.

3. 1g la nhom con cia G, VYa € u(G) U {b € [0,1]|b < u(e)}.

Hé qua 1.2.1. Néu p € F(G) thi p, va p* la cde nhém con cia G. Trong
do
s ={z € Glu(x) = ple)}, u" ={z € Glu(z) > 0}

la cac tap hop duge xét khac rong.
Meénh dé 1.2.3. Cho u € FP(G). Khi dé: p € F(G) < pou C u va
pt 2.

Meénh dé 1.2.4. ([18]) Cho u,v € F(G). Khi dé: pov € F(G) & pov =

Vo .



Meénh dé 1.2.5. ([16]). Cho f : G — H la mot dong ciu nhom, u €
F(G). Khi do f(un) € F(H), trong do f(p) dugc zdc dinh nhu sau: vdi moi
yeH,

V{u(@)lz € G, f(x) =y} néu f~(y) # @,

0 trong truong hop con lai.

f)(y) =

Meénh dé 1.2.6. ([16]) Cho H la mot nhém vav € F(H). Cho f : G —
H la mot dong cau nhém. Khi dé f~1(v) € F(Q), trong dé f~(v) duoc
zdc dinh nhu sau: Vx € G, f~1(v)(z) = v(f(z)).

Ciing nhu 1y thuyét nhém ta c6 dinh nghia nhém con md sinh béi mot
tap.

Meénh dé 1.2.7. ([18]) Cho {u;|i € I} C F(G). Khi dé Nicrpi € F(G).

Dinh nghia 1.2.3. Cho u € FP(G). Nhém con mo

(n)=vlu Cv,ve F(G)}
duoc goi la nhom con mao cua G sinh boi .

R6 rang (i) 14 mot nhém con mo nhd nhat ciia G chita p.

1.3 Nhoém con md chuan tic

Dinh nghia 1.3.1. Cho pu € F(G). pu dugc goi la nhém con md chuan tdc
ctia G néu p la tap con mo Abel cia G, nghia la p(zy) = p(yz),vz,y € G.

Ki hieu N F(G) 1a tap hgp tat cd cac nhom con mo chuan tic ciia G.

Vidu 1.3.1. (1) 16: G —[0,1], x+~—1, vdi G la mot nhém nhan.
Ta c¢6 1g(zy) =1 = 1g(yzx),Vo,y € G = 1¢g € NF(G).

1 néuz=e
(2) Xét G la mot nhom nhan. Ta vét 1.y (x) =

0 néuz#e Voed.

1 néuay=ce
Khi dé 1(cy(zy) =
0 mnéuxy#eVo,ye€q.



1 néuyzr=ce
Doxy = e yr = e, nénta co 1y (yr) =

0 néuyx #e,Vo,yedG.
Do do 1(y(xy) = Ly (yx),Va,y € G hay 1y € NF(G).
(3) Néu G la mot nhém nhan Abel thy moi nhém con mo cia G déu la

nhom con mo chuan tac cua G.

Meénh dé 1.3.1. ([15]) Cho u € F(G). Khi dé cdc ménh dé sau la tuong
duong:

1. 1 la nhom con mo chuan tic cia G.

2. plwyr™) = p(y), Vo, y € G.

3. g la nhoém con chudan tdc cia G,Va € pu(G)U{b € [0,1]|b < u(e)}.

4. plryx™) > py),Vo,y € G.

5. plwyr™") < ply), Yo,y € G.

6. pov=vouVveFPQG).

Meénh dé 1.3.2. ([18]) Cho u € NF(G). Khi dé p. va p* déu la nhom

? 4
con chuan tac cua G.

Nhan xét 1.3.1. Chiéu nguoc lai cia Ménh dé 1.3.2 la khong ding. That
vay, ta xét vi du sau day:

Cho G la nhém nhan vdi phan ti don vi e. H la mot nhém con khong
chuan tic cia G. Ta zdy dung pn € FP(G) nhu sau:

néu x € H\{e},
pu(e) =1, u(x) = )
neu z € G\ H.

2

= N

G néu 0 <a <

DNO[— =

Khi do p e F(G) vi g =< H néu i < a < 1 lamot nhom con cia

{e} néua>;

G (theo Ménh dé 1.2.2) va ,u*\: {z € Glu(x) = ule)} = {e}, p* ={x €
Glu(z) > 0} = G. Vi thé p., u* la cdc nhém con chudn tdc cia G nhung
py=H khong phdi la nhém con chuan tdc cia G. Theo Ménh dé 1.8.1 th
p ¢ NF(G).



Ménh dé 1.3.3. ([18]) Cho p € F(G). Dt

N(p) ={z € G : p(zy) = p(yx),vy € G}.

Khi d6 N(p) la nhém con cia G va p|n, la nhém con mo chuan tdc cia
N (p).

Nhém con N () duge goi la chuan hoéa tit clia u trong G, va u € NF(G)
khi N(p) = G.

Dinh nghia 1.3.2. Cho p,v € F(G). Néu ton tai u € G sao cho p(x) =
v(zuz™!),Vo € G thy u va v dugce goi la cdc nhém con md lién hop, ki hiéu

p=v" vdi v(zr) = viuzut),Vo € G.

Meénh dé 1.3.4. ([18]) Cho v € F(G). Khi dé luc higng ciia tap {v"|u €
G} bang chi s6 [G : N(v)] ciia chuan héa ti cia v trong G.

Ménh dé 1.3.5. ([18]) Cho v € F(G). Khi dé Nyeqv® € NF(G) va la

nhém con mo chuan tdc lon nhit cia G chia trong v.

Dinh nghia 1.3.3.

o Cho e F(G) vax e G. Tap con md p(e)gy o p va po ple)g lan
lugt duoe goi la I0p ké trdi va I0p ké phdi ciua p theo x va dude viét

pu(e) néuz =z,

la xp va pa tuong dng. O day, p(e) i (z) = va

néu z # ,
pe)yop(z) = V{u(e) g (u) Ap(v)juv = 2} = p(e)n (x) Au(z12) =
pu(x=1z).

o Néu p € NF(G) thi xpu = px (theo Ménh dé 1.3.1). Vi vay trong
truong hop nay ta goi xu la mot lop ke.

Meénh dé 1.3.6. ([19]) Cho u € F(G). Khi dé vdi moi x,y € G,
(1) Tp = yp & Tfte = Yi,
(2) px = py & s = [y.
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Meénh dé 1.3.7. ([19]) Cho u € NF(G) va z,y € G. Néu zu = yu thi
px) = p(y).
Meénh dé 1.3.8. ([19]) Cho p € NF(G). Dt G/p = {zp | v € G}. Khi
do

1. (zp) o (yp) = (zy)p, Yo,y € G.

2. (G/u,0) la mot nhom.

3. Glu= G/,

4. Cho ¥ € FP(G/p) vdc dinh bdi u*) (xp) = p(z),Vo € G. Khi do
ut) € NF(G/p).

Dinh nghia 1.3.4. Nhom G/u duge goi la nhom thuong cia G vdi nhom

\, /2 J Ve
con mo chuan tac p cia no.

Meénh dé 1.3.9. (/6]) Cho v € F(G) va N la mot nhém con chuan tdc
cia nhom G. Ta dinh nghia £ € FP(G/N) nhu sau:

E(xN) = Vv{v(z)|z € zN},Vz € G.
Khi do & € F(G/N).

Dinh nghia 1.3.5. Nhém con mo & zdc dinh trong Ménh dé 1.3.9 duoc goi
la nhom con mo thuong cia nhém con mo v cia G theo nhom con chudn

tac N cia G va dugc ki hiéu la v/N .

Meénh dé 1.3.10. (/6]) Cho p € NF(G) va H la mot nhom. Gid s f la
mot toan cau t G len H. Khi dé f(p) € NF(H).

Meénh dé 1.3.11. (/6]) Cho H la mot nhém va v € NF(H). Néu f la
mot toan cau ti G vao H thy f~1(v) e NF(G).

Dinh nghia 1.3.6. Cho u,v € F(G) va p C v. Khi dé p duge goi la nhom

\, /2 J )d N\, 7z A N //\
con mad chuan tac cua nhom con mao v, ki hiéu la p < v, néu

p(rye™) > uly) Av(x),Ve,y € G.
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Nhan xét 1.3.2.

1. Néu Gy va G la cdc nhém con cia G thi G < Gy khi va chi khi
lg, <1g,. Do do ta cing c6 1g <1 va 1y, < 1g.

2. Neup e NF(G),ve F(G) vauCv thip<v.

3. Méi nhém con mo la mot nhém con mo chuan tdic cia chinh nd.

4. 1 € FP(G) la nhém con mo chudn tdc cia G khi va chi khi p <1 1g.
That vay, ta luon co u C 1g.

Meénh dé 1.3.12. (/15]) Cho p,v € F(G) va u C v. Cdc ménh dé sau la
tuong duong:

1. p<v.

2. plyz) = plzy) Av(y), Ve, y € G.
3. g Qg Ya € {b € [0,1]]|b < u(e)}.

4. p(€)(zy o p 2 (pople)uy) N, Vo € G.
Meénh dé 1.3.13. ([15]) Cho pu,v € F(G) va u < v. Khi dé p, < v, va
w1t

Trong 1y thuyét nhém, néu N va H 1a hai nhém con ciia nhém G va

N <G thi NN H < H. Ta ciing ¢6 diéu tuong tu trong nhém con md.
Meénh dé 1.3.14. ([15]) Cho p € NF(G) vav € F(G). Khi dé pNv<v.

Ménh dé 1.3.15. ([15]) Cho p,v,& € F(G) sao cho p,v < €. Khi dé
pNv <.

Meénh dé 1.3.16. (/15]) Cho p,v € F(G),u<1v va f: G — H la dong
cau nhom. Khi dé f(p) < f(v).

Meénh dé 1.3.17. ([15]) Cho H la mot nhém, p,v € F(H) va p < v,
f:G — H la dong cau nhém. Khi dé f~(u) < f~1(v).
1.4 Ddng ciu va ding ciu

Dinh nghia 1.4.1. Cho G va H la cdic nhom va p € F(G),v € F(H).
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1. Mot toan cau f : G — H dugc goi la mot dong cau yéu ti u va v
néu f(u) Cv. Khi dé ta néi u dong cau yéu vdi v, ki hiéu p Ly hodc

[~ .

2. Mot dang ciu f : G — H dugc goi la mot dang cau yéu ti i va v
néu f(p) C v. Khi dé ta néi pn dang cau yéu vdi v, ki hiéu u L v hodc
v,

8. Mot toan cau f : G — H dugc goi la mot dong cau tir p va v néu
f(u) =v. Khi dé ta néi u dong cau vdi v, ki hicu u L v hodc p =~ v.

4. Mot dang cau f : G — H dugc goi la mot diang ciu to p va v néu

, ) f
f(pn) = v. Khi dé ta néi pu dang cau véi v, ki hiéu p = v hodc p = v.

Cho u,v € F(G) va u<tv. Theo Ménh dé 1.3.13, u* <tv*. RS rang, v

14 mot nhém con mo cia v*. Theo Ménh dé 1.3.9, nhém con md thuong

)it = v/u

V*

,~ theo nhém con chuan téc p* 14 ton tai, ki hicu (v

cua v

va goi la nhom thuong ctia p theo v.

Meénh dé 1.4.1. ([18]) Cho pu,v € F(G) va p<1v. Khi dé v

v R V[
Bo dé 1.4.1. Néu f : G — Y va p € FP(G) thy (f(u)* = f((n)*).

Ménh dé 1.4.2. ([18]) Cho v € F(G), H la mot nhém va € € F(H) sao

cho v =~ &. Khi dé ton tai mot nhém con mo p <\v sao cho v/p = €

é‘* .
Tuong tu nhu Dinh 1y dang cAu thi hai trong 1y thuyét nhém ta cé:

Meénh dé 1.4.3. ([18]) Cho p € NF(G) vav € F(G) sao cho u(e) = v(e).
Khi do
v/(pnv) >~ (pov)/p

Tuong ty nhu Dinh 1y ding cau tht 3 trong 1y thuyét nhém ta co:

Meénh dé 1.4.4. ([18]) Cho u,v,& € F(G) sao cho pu va v la cdc nhém
con md chuan tic ctia & va p C v. Khi dé (&/p)/(v/p) = €/v.
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Dinh nghia 1.4.2. Cho f la dong ciu tu nhém G vao nhém H. Khi dé,
mot tap con mo u cia G duge goi la f— bat bién néu (Vx,y € G, f(x) =
fly) = p(x) = p(y)).

Nhan xét 1.4.1. Luu 1 rang p la f— bat bién khi va chi khi Vo € G -
f)(f(2) = p(z).

That vay, gid st Vo € G @ f(u)(f(x)) = p(x) va f(x) = f(y) thi ta cing
F)(f(y) = my) = plz) = p(y)-

Nguge lai, néu p 1a f— bat bién. Khi do f(u)(f(x)) = Vyea{u(y)|f(z) =
f(y)} nén ép dung gia thiét ta c6 ngay f(u)(f(2)) = p(z).

1.5 Caip md dbi v6i nhém con mds

Dinh nghia 1.5.1. Cho G la mot nhém, p € F(G) va v € G. Néu ton
tai s6 nguyén duong n sao cho u(x™) = p(e) thi s6 nguyén duong nhé nhat
nhu thé dudge goi la cap mo ciua x doi vdi u va dude ki hiéu FO,(z). Néu

khong ton tai m nhu thé thi ta néi x cé cap mo vo han doi vdi p.

Vi du 1.5.1. Cho nhém G = {(a,bla® = b* = (ab)? = ¢). Ham p : G —
0,1] dugc zdc dinh nhu sau: p(e) = p(ab) = 1/2; u(a) = pu(b) = 1/3. Khi
do p € F(G); FO,u(a) = FO,(b) = 2; FO,(ab) =

Giéng nhu cap clia phan tit cia mot nhém, cAp mo clia mot phan ti

ctia nhém c6 cac tinh chat sau:
Meénh dé 1.5.1. ([18]) Cho u € F(GQ), z € G va FO,(z) =n. Khi dé:

1. Néum la s6 nguyén duong thoa man p(x™) = p(e) thi n | m.

2. Véim la so6 nguyén duong thy FO,(a™) = 1

(n,m)
8. Néuz,y € G sao cho zy = yz va (FO,(z), FO,(y)) = 1 thi FO,(xy) =
FO,(x).FO,(y).
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Nhan xét 1.5.1. Vdix € G, ki hiéu o(x) la cap ciia phan ti x trong nhém
G. Néu o(z) la hitu han thi FO,(z) la hitu han doi vdi moi nhém con mo
p cia G va FO,(x)|o(x) (theo Ménh dé 1.5.1, 1)). Néu o(z) la vo han thi
vdi moi s6 nguyén duong n, ton tai mot nhém con mo u, cia G sao cho
FO, (x)=n.

Meénh dé 1.5.2. ([18]) Néup € NF(G) thi FO,(z) = FO,(yxy™'),Vz,y €
G.

B6 dé 1.5.1. ([18]) Cho G la mot nhém cyclic, a va b la hai phan ti sinh
cia G, p € F(G). Khi do FO,(a) = FO,(b).

Meénh dé 1.5.3. (/18]) Cho G la nhém cyclic cip n va p € F(G). Khi dé

vdi mot x,y € G ta co:
1. Néu o(x)|o(y) thi FO,(z)|FO,(y).
2. Néu o(x) = o(y) tht FO,(x) = FO,(y).
3. Néu o(x) > o(y) thi FO,(x) > FO,(y).

Meénh dé 1.5.4. ([18]) Cho G la nhém cyclic cap hitu han va p € F(G).
Khi do v moi x,y € G ta co:

1. Neu FOu(2)|FO,(y) the p(x) = p(y).

2. Néu FO,(z) = FO,(y) th p(x) = p(y).
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Chuong 2
DINH LY CAYLEY MO VA DINH
LY LAGRANGE MO

2.1 Cac tinh chat cua nhém con md chuan tac

Bo dé 2.1.1. ([18]) Cho u € F(G) va x € G. Khi dé

w(ry) = p(y), Yy € G & p(x) = ple).

Ménh dé 2.1.1. Cho p € F(G). Khi dé pu € NF(G) khi va chi khi

n(lz,y]) = px), Vo, y € G,
trong dé [x,y] = "'y tzy la giao hodn ti clia x va y.

Meénh dé 2.1.2. ([18]) Cho p € NF(G). Mot tap con mo p# cia nhém
G/, duge dinh nghia nhu sau: p* (vp.) = p(x),Vou, € G/p.. Khi dé
p# e NF(G/uy). Mat khic, néu N < G va uf € NF(G/N) sao cho
i (eN) = pF (N) chi khi z € N thi ton tai p € NF(G) théa man p, = N
va p# = pf.

Meénh dé 2.1.3. ([18]) Néu p € NF(G) thi: Vo € G, xu(rz) = zu(zz) =
u(z), vz € G.

Ménh dé 2.1.4. Cho u € NF(G) va dnh za 6 : G — G/u : 0(z) =
xp, Vo € G. Khi dé 0 la mot dong cau véi kerf = .

Dinh nghia 2.1.1. Cho pu la mot nhom con mo ciua nhom hau han G. Khi
dé hic liong clia G/pu = {zplx € G} dude goi la chi so cia p trong G, ki
hieu |G : p).
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Nhan xét 2.1.1. Tu Meénh dé 2.1.4, néu p € NF(GQ) thi G/, ~ G/ p.
T cac Ménh dé 1.8.10,1.8.11 va 1.3.17, néu pp € NF(G) thi moi nhém
con mo (chuan tdc) cia G/p tuong iing mot cach ty nhién vdi mot nhém
con mo (chuan tic) cia G.
Bay gio cho p la mét nhom con md ciia mot nhéom hitu han G. Khi d6
ro rang G/p 14 mot tap hitu han. Dac biet khi p € NF(G) thi [G : ] 1a
mot ude ciia |G|. Trong muc 2.3, ta sé ching minh rang chi s6 clia mot

nhém con md bat ky clia mot nhém hitu han chia hét cap ctia nhém nay.

Dinh nghia 2.1.2. Cho u € F(G). p duge goi la nhém con ma dic trung
clia G néu p = p’ vdi moi 0 € Aut(Q), trong doé pf(x) = u(2?),vo € G,

vdi ¥ = 0(x).
Meénh dé 2.1.5. ([16]) Cho p € F(G). Khi do:
1. Néu 6 : G — G la mot dong cau thy i’ € F(G).

2. Néu p la mot nhém con mo ddc trung cia G thi p la mot nhém con

mo chuan tac cua G.

B6 dé 2.1.2. Cho € F(G), G hitu han va K = {x € G | xpp = ep}. Khi

do K la mot nhom con cua G va K = p,.

Trong 1y thuyét nhém ta c6 dinh 1y sau: "Mot nhém con clia mot nhom
hitu han c6 chi s6 bang sé nguyén t6 p 1a nhém con chuan tac.". Tuong ta

cling ¢6 két qua nay trong ly thuyét nhém mo.

Meénh dé 2.1.6. (/16]) Cho u € F(G),|G| = n sao cho |G : u] = p vdip
la s6 nguyén to bé nhat la udc cia n. Khi dé, u € NF(G).

Hé qua 2.1.1. Néu p € F(G) sao cho [G : pu] =2 thy p € NF(G).

Trong 1y thuyét nhom ta c6 dinh 1y: "Cho # 1a tir dong cau cia G, N <G
sao cho §(N) C N. Khi d6 6 sé& cam sinh mot tu dong cAu cia G/N.".

Tuong tu trong 1y thuyét nhém mo ta c6 ménh deé sau:
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Ménh dé 2.1.7. ([16]) Cho p € NF(G),0 la mot tu dong cau cia G théa
man 0(p,) C ps sao cho p® = . Khi dé 0 cim sinh mot tw dong ciu 0 ciia
G/p zdc dinh bdi 0 : G/ — G/u: 0(xp) = 0(z)p.

Hé qua 2.1.2. Vdi cung gid thiét nhu trong Ménh dé 2.1.7, ta co:
1. Néu 0 la mot tu d‘cfng cau va G la hitu han thi 0 la mot tu dcfng cau.

2. Néu 6 la mot ty ding cdu va p, = {e} thi 0 la mot tu dang cdu.

2.2 Dinh ly Cayley md, dinh ly Lagrange mé va nhém con mdo
Abel

Céac khai niém vé cap ctia nhém con md, nhém con Abel mo cliing cac két
qué lien quan va cac dinh 1y Caley va Lagrange md c6 thé xem & cac tai
lieu [12], [16], [18].

Dinh ly 2.2.1. (Dinh ly Cayley mo) ([18]) Cho u € NF(G). Khi dé ton
tai mot tac dong w cia G lén G/ cdm sinh mot biéu dién hodn vi tu nhién
cia G/p. Hon nia, Kerm = p,.

Trong 1y thuyét nhom ta c6 Dinh 1y Lagrange:

G| =[G : H].|H]

trong d6 H 13 nhoém con ciia nhém hitu han G. Tuong ty trong 1y thuyét

nhom con md ta cling ¢6 Dinh ly Lagrange.
Dinh nghia 2.2.1. Cho p € F(G), vdi G la mot nhém hitw han. Khi doé

cap cia p, ky hieu o(p), duge xdc dinh la

G
o(p) = Gl

Nhan xét 2.2.1. Theo Ménh dé 1.53.6 ta suy ra [G : u] = [G : p.], vi vay:

_ 6l
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Bay gio ta sé dua ra khai niém nhém con Abel md va céc tinh chat clia

no.

Dinh nghia 2.2.2. Cho p € F(G), vdi G la nhom hitu han. Khi dé

duge goi la nhém con Abel mo néu ., la nhém con Abel cia G.

Vi du 2.2.1. Nhém G = {—1,1,1,—i} ¢6 don vi la e = 1. Xdc dinh dnh
za b nhu sau: p: G — [0;1] @ p(1) = p(=1) = %,,u(i) = p(—i) = é Khi
do u € F(G), ps = {1, —=1}. Do i, la nhom con Abel cia G nén u la nhom
con Abel mo cua G.

LS
o(p) = Gl || = 2

b
Vi du 2.2.2. Nhom G = { (f 5) la,b € (C*}.
a

Ta xac dinh dnh xa p nhu sau: p: G — [0; 1] cho bdi p(z) = 1,V € G.
Khi dé u € NF(G) va u. = G. Ta thay G la nhém khong giao hodn neén
i khong la nhom Abel mo.

Meénh dé 2.2.1. ([14]) Cho p,v € F(G) sao cho v C u;u(e) = v(e) va u

la nhom con Abel mo. Khi do, v la nhom con Abel mo.

Ménh dé 2.2.2. Cho u € F(G) sao cho o(p) = p?,p la s6 nguyén to. Khi

do p la nhom con Abel mo.
Dinh nghia 2.2.3. Cho u,v € F(G) sao cho v C p. Chi s6 clia v trong
w; ky hiéu [p : v], duge xac dinh la

i) = [ ]

Dinh 1y 2.2.2. (Dinh ly Lagrange) ([12]) Cho u,v € F(G), vdi G la nhém
hiu han, v C p va u(e) = v(e). Khi do o(v)|o(pn) va o(u) = o(v).[u : v].
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Chuong 3
NHOM CON MO LUY LINH VA
NHOM CON MO GIAI DUGC

3.1 Nho6ém con md luay linh

Nhan xét 3.1.1. Cho X la tdp con mo cia G. Nhu da biét nhém con mo
cia G sinh bdi A\, ki hieu (), do la () = N{ul\ C u,u € F(G)} nhom
con mo nhé nhat chia X. Do dé chiing minh dugc (\)(z) = V{o(z1) A
og(xe) A ... No(xy)|lr = .29, € Gyi = 1,2,...,n € N}, trong do
a(y) =Ay) VAy™), viiy € G,

Dinh nghia 3.1.1. Cho A\, € FP(G). Khi dé tap con mo (A, ) cia G

duoc zac dinh nhv sau:

r\/{)\(a) A pu(b)|z = [a,b],a,b € G} néu

(A, p)(x) = < x 1a mot giao hoan tit clia G,

\0 trong cac truong hgp khac.

Giao hodn ti cia \ va p la nhom con mo cia G, ky hiéu [\, |, duge sinh
bai tap con ma (A, ), tic la (A, p] = (A p1)).
Dinh nghia 3.1.2. Ky hicu D = {f : G — G|f la dong cau}. Mot
tap con mo A cia G duge goi la on dinh dudi D hay D— on dinh néu
fA) S AVfeD.

Ro rang f(A\) C A& A C f1(N).

Meénh dé 3.1.1. (/18]) Cho A va B la cdc tap con cia G. Khi dé [14,1p] =
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Meénh dé 3.1.2. ([18]) Néu A\, u € FP(G) va A, p la D—on dinh thy (\, p)
va [\, p] la D—on dinh.

Meénh dé 3.1.3. ([18]) Néu X\, u € NF(G) thi [\, 1] € NF(G) va A\Np 2D
(A .

Ménh dé 3.1.4. ([18]) Cho X, ju la hai tap con mo cia G. Khi do:

10 [\ ult = [ pf].

2. Néur, s lan luot la chép cia X va p thit =r As la chép ciia [\, p]. 0

day, vdi p € FP(G) thi u(e) duge goi la chdp ciia .

Meénh dé 3.1.5. ([18]) Cho A, uu la hai tap con md cia G sao cho A C p.
Khi dé [\, 0] C [u,0],Vo € FP(G).
Meénh dé 3.1.6. ([18]) Cho \,n € FP(G). Khi dé [\, ] = [, A].
Meénh dé 3.1.7. ([18]) Cho \,u € NF(G) va o € F(G). Khi dé [X o
o, 1] C [\, p) o [o, u|. Vdi dau bang zdy ra néu A(e) = o(e).
Meénh dé 3.1.8. ([18]) Cho f : G — K la mot dong ciu va X € FP(G).
Khi do f({A) = (f(A)).
Hé qua 3.1.1. Cho [ : G — K la moét dong cau va \, p € FP(G). Khi
do f([\, u)) la nhom con mo cia K sinh bdi f((A, 1)).
Meénh dé 3.1.9. ([18]) Cho f : G — K la dong ciu va \, u € FP(G).
Khi d6 [f(A), f(w)] = f([A pl) trong F(K).

Cho A 1a mot nhom con ma ctia mot nhém G, ky hieu Zy(N\) = A, Z1(N) =
(A, A]. Gid st Z,_1(\) da duge xac dinh véi n € N. Dinh nghia Z,(\) =
[Zn—l(/\)v )‘]7 n €N

Ménh dé 3.1.10. Néu H la mot nhém con cia G thi Z,(1y) = 1z, ).
Meénh dé 3.1.11. Cho \ € F(G). Khi dé Zn(\) C Zu1()),Vn € N*.

Dinh nghia 3.1.3. Cho A € F(G). Khi dé day A = Zo(\) D Z1(N) D ... D

Zn(A) D ... cdc nhom con mo ciua G duge goi la xich tam giam cia X.
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Dinh nghia 3.1.4. Cho A € F(G). Day A =X 2 A1 2 ... 2 A\, 2 ... cdc
nhém con mo clia G dugc goi la zich tam ciia X néu¥n € N, [A,, \] C \pi1.
Néu t la chop ciia X va N, = e; vdin € N nao dé thi zich tam dudc goi la
day tam cia \.

Dinh nghia 3.1.5. Cho A € F(G) vdi chop t va mot zich tam gidm cia
M. Néu ton tain € N sao cho Z,(\) = e; thi X\ dudc goi la nhém con mo
liy linh. Néu n la s6 nguyén duong bé nhat théa man Z,(\) = e; thi A
duoc goti la nhom con ma lay linh 6p n. Trong truong hop nay thi xich tam
giam cia X\, X = Zy(A) D Z1(A) D ... D Z,(A\) = e duge goi la day tam
giam cua \.

Meénh dé 3.1.12. ([13]) Cho H la nhém con cia G. Khi d6 H la nhom

con lay linh khi va chi khi 1y la nhom con mo luy linh.
Meénh dé 3.1.13. ([13]) Cho A\ € F(G). Khi dé \ la nhém con mo liy
linh khi va chi kht A co day tam.

Meénh dé 3.1.14. (/13]) Nhém con md cia mot nhom liy linh la nhém
con mo lay linh. Mot nhom khong liy linh chia nhém con mo khong tam

thuong ma khong lay linh.

Meénh dé 3.1.15. ([13]) Moi nhém con ma Abel la mot nhém con mo liy
linh.

Ménh dé 3.1.16. ([16]) Cho X la nhém con md liy linh cia G va u la
nhom con mo cua G sao cho  C \. Khi do, p la nhom con mo lay linh

cua G.

Ménh dé 3.1.17. ([17]) Cho f : G — K la dong cau nhém. Néu X la

nhom con mad lay linh cia G thi f(X\) la nhém con mo lay linh cia K.

3.2 Nhoém con ma giai dugce

Dinh nghia 3.2.1. Cho A € F(G). Dat AV = X. Gid st X"V n > 1
da dugc wac dinh. Ta dinh nghia A = N~ XU Khi do, zich A =
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AO DAY D DA™ D cida ede nhém con mo cia G duge qot la zich

dan zudt cia \.

Ménh dé 3.2.1. Cho H la nhém con ciia G. Khi dé, vdi moin € N, (15)™

1H(n).
Ménh dé 3.2.2. ([17]) Cho A € F(G). Khi d6 Vn € N thi A" € \»=1),

Meénh dé 3.2.3. Néu A € NF(G) thi moi nhém con md trong xich dan

zuat cua A la chuan tac trong G.

Dinh nghia 3.2.2. Cho A € F(G) vdi chdp t. Néu zich dan zuat X =
MO D XD D DA D cda A théa man ton tai s6 nguyén khong am
m sao cho \'™ = ¢, thi A duogc qo1 la nhom con mo giar dugc.

Néu k la s6 nguyén khong am nhd nhét sao cho X% = e, thi day \ =
MO D ND D D AR = ¢, duge goi la day dan zudt clia .

Meénh dé 3.2.4. ([17]) Cho H la nhém con cia G. Khi dé H gidi dugc

khi va chi kht 1y giai duoc.

Dinh nghia 3.2.3. Cho A\ € F(G) vdi chép t. Day X = Xg D A\ D ... D
A\ = € cdc nhém con mo cia G duge goi la day gidi duge doi vdi N néu

vdi moi i =0,1,....n—1 thi [\, i] C A\iq1.

Meénh dé 3.2.5. ([17]) Cho A\ € F(G). Khi dé \ la nhém con mo gidi
dugc néu va chi néu \ cé mot day gidi dugc.

Ménh dé 3.2.6. ([17]) Méi nhém con mo ciia nhom gidi dugc la gidi duoc.
Meénh dé 3.2.7. ([17]) Néu X la nhém con md gidi dugc va u € F(G) sao

cho p C X\ thi p la nhom con mao giai dugc.

Ménh dé 3.2.8. ([17]) Cho f : G — K la dong cdu nhém. Néu \ la
nhom con mad gidi duge cia G thi f(\) la nhém con ma gidi duge cia K.
Bo dé 3.2.1. (/17]) Cho f : G — K la dong cau nhom. Khi dé, vdi moi
v,p € FP(H),[f(v), [ (p)] C f v, p]-
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Ménh dé 3.2.9. ([17]) Cho f : G — K la dong cau nhém. Gid si Ker f
gidi duge. Néu p la nhém con mo gidi duge cia K thy f~1(u) la nhém con

mo giai dugc cua G.
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KET LUAN

Qua mot thsi gian tim hiéu, tiép can va nghién ctu 1y thuyét nhém
con mo, luan van da hoan thanh va dat dudc muc tiéu nghién ciu cta de
tai v6i nhitng két qua cu thé sau:

Tong quan va hé théng mot cach day du cac khai niem va dac trung
vé nhém con md, nhém con md chuan tic, 16p ké ma, dong cau giita cac
nhém con md, cap md ddi véi nhém con md va chitng minh chi tiét mot
s6 tinh chat ctia ching vén da dugce trinh bay mot cach van tit hodc chi
néu hudng chitng minh trong cac tai liéu. Sau khi trinh bay cac khai niém
co ban vé nhém con md, chiing toi tiép can hai dinh 1y quan trong déi véi
cac nhém con md la Dinh 1y Cayley mo va Dinh 1y Lagrange ma. Ciling
trong luan van nay ching toi trinh bay hai 16p nhém con md c6 cau tric
kha dac biét 1a nhém con mo Iy linh va nhém con maé giai dugc.

Trong quéa trinh d6, ngoai viéc hiéu va trinh bay chi tiét cac chitng minh
da c6 ching toi da tim toi va tu ching minh moét s6 tinh chat. Cu the la
He qua 1.2.1, Menh dé 1.2.3, B dé 1.4.1, B dé 2.1.2, Menh dé 3.1.10,
Meénh dé 3.2.1, Ménh dé 3.2.3. Day la cac két qua duge phat biéu nhung
chua chitng minh. Tuy 1a cac két qua nhé nhung véi viéc tu tim cach chiing
minh, ching cho phép ching t6i tim hiéu sau hon vé cac dic trung cta
nhém con mg.

Mot phuong phap nghién cttu ctia ching t6i da sit dung la tim cac tinh
chat ctia nhém con md tuong tu cac tinh chat ctia nhém trong 1y thuyét
nhém thong thuong. Vi thé, ching toi hy vong rang bang cich nay dé tai
c6 thé dude tiép tuc nghién ctu cac dic trung déi véi vanh con ms va
truong con mo.

Trong qué trinh lam luan van, mic dau da c6 rat nhiéu cd gang song
luan van khé tranh khoi nhitng thiéu sot, tac gid rat mong nhan dugc
nhitng goép ¥ chan thanh clia quy thay co va ban doc dé cé thé tiép tuc

tim hiéu, nghién cttu va phat trién luan van sau nay.
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