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LÔØI CAÛM ÔN

Trong quaù trình thöïc hieän luaän vaên toâi ñaõ gaëp khoâng ít khoù khaên do thôøi
gian khoâng nhieàu vaø kieán thöùc coøn haïn cheá, tuy nhieân toâi luoân nhaän ñöôïc söï
quan taâm, giuùp ñôõ vaø ñoäng vieân cuûa caùc thaày coâ, baïn beø vaø gia ñình.

Do vaäy toâi xin göûi lôøi caûm ôn chaân thaønh ñeán Phoù Giaùo sö - Tieán só Mî
Vinh Quang, thaày ñaõ daønh nhieàu thôøi gian vaø coâng söùc ñeå tröïc tieáp höôùng daãn
toâi khoâng chæ veà noäi dung maø coøn caû caùch trình baøy luaän vaên.

Toâi cuõng xin göûi lôøi caûm ôn ñeán Giaùo sö William Cherry ñaõ nhieät tình
giuùp ñôõ toâi trong vieäc tìm ra caùch chöùng minh ñònh lí veà soá khoâng ñieåm cuûa
moät chuoãi Laurent p -adic.

Toâi xin göûi lôøi caûm ôn ñeán thaày Trònh Thanh Ñeøo ñaõ giuùp toâi söû duïng
Latex ñeå soaïn thaûo luaän vaên moät caùch roõ raøng, saùng suûa.

Toâi xin chaân thaønh caûm ôn caùc thaày coâ trong khoa Toaùn - Tin, ñaëc bieät
laø caùc thaày coâ boä moân Ñaïi soá ñaõ tröïc tieáp trang bò cho toâi khoâng chæ nhöõng
kieán thöùc Toaùn maø caû phöông phaùp töï hoïc vaø nghieân cöùu.

Ngoaøi ra, ñeå söû duïng cho luaän vaên, toâi ñaõ tham khaûo moät soá taøi lieäu vaø
baøi vieát, xin caûm ôn caùc taùc giaû.

Cuoái cuøng toâi xin göûi lôøi caûm ôn ñeán caùc thaày coâ, anh chò ôû phoøng Khoa
hoïc coâng ngheä sau ñaïi hoïc, gia ñình vaø baïn beø ñaõ luoân ñoäng vieân vaø giuùp ñôõ
toâi khi toâi gaëp khoù khaên.

Tp.HCM, ngaøy 25 thaùng 5 naêm 2010

Taùc giaû

Traàn Nguyeân Thanh Haø
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MOÄT SOÁ KÍ HIEÄU

∗ Qp: Tröôøng caùc soá p-adic.

∗ Qa
p: Bao ñoùng ñaïi soá cuûa Qp.

∗ Cp: Caùi ñaày ñuû cuûa Qa
p - Tröôøng caùc soá phöùc p-adic.

∗ Cp[z]: Vaønh caùc ña thöùc treân Cp.

∗ Cp[[z]]: Vaønh caùc chuoãi luõy thöøa hình thöùc treân C p.

∗ A[r]: Vaønh caùc haøm giaûi tích p−adic treân A[r].

∗ A[r1, r2]: Vaønh caùc chuoãi Laurent p-adic treân hình vaønh khaên A[r 1, r2] (vaønh
caùc haøm giaûi tích p−adic treân A[r1, r2]).

∗ |f |r: Chuaån cuûa f theo r.

∗ K(f, r): Chæ soá toái ñaïi cuûa f ( taïi r).

∗ k(f, r): Chæ soá toái tieåu cuûa f ( taïi r).

∗ N(f, 0, r): Haøm ñeám cuûa f taïi r.

2



MUÏC LUÏC

MOÄT SOÁ KÍ HIEÄU 2

MÔÛ ÑAÀU 5

1 KIEÁN THÖÙC CHUAÅN BÒ 7

1.1 Ñònh nghóa chuaån phi Archimede . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Moät soá tính chaát cuûa chuaån phi Archimede . . . . . . . . . . . 8

1.3 Nhoùm giaù trò, tröôøng thaëng dö . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Tính chaát ñaëc bieät cuûa daõy trong tröôøng vôùi chuaån phi Archimede 9

1.5 Caùi ñaày ñuû cuûa moät tröôøng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.6 Bao ñoùng ñaïi soá cuûa moät tröôøng . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.7 Qp- Caùi ñaày ñuû cuûa Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.8 Qa
p : Bao ñoùng ñaïi soá cuûa Qp . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.9 Cp: Caùi ñaày ñuû cuûa Qa
p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.10 Moät soá kí hieäu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 XAÂY DÖÏNG CHUOÃI LAURENT P-ADIC 16

2.1 Moät soá khaùi nieäm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.1 Haøm giaûi tích p− adic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.2 Chuoãi Laurent p− adic . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1.3 Chuaån cuûa moät chuoãi Laurent p−adic . . . . . . . . . . 19

3



4

2.1.4 Chæ soá toái ñaïi K(f, r), chæ soá toái tieåu k(f, r) vaø baùn kính
tôùi haïn (ñieåm tôùi haïn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.5 Ña thöùc r−dominant vaø ña thöùc r−extremal . . . . . . 25

2.1.6 Haøm ñeám . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 Moät soá tính chaát . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Ñònh lí Weierstrass cho haøm giaûi tích p - adic . . . . . . . . . . 46

3 CAÙC ÑÒNH LÍ QUAN TROÏNG 47

3.1 Ñònh lí chia Euclide cho haøm giaûi tích p-adic . . . . . . . . . . 47

3.2 Ñònh lí chia Euclide cho chuoãi Laurent p-adic: . . . . . . . . . . 51

3.3 Ñònh lí Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.4 Moät soá öùng duïng cuûa ñònh lí Weierstrass . . . . . . . . . . . . . 61

3.5 Ñònh lí Poisson−Jensen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

KEÁT LUAÄN 69

TAØI LIEÄU THAM KHAÛO 70



MÔÛ ÑAÀU

Giaûi tích p-adic ñöùng moät chaân trong Giaûi tích coå ñieån vaø chaân coøn laïi
trong Ñaïi soá vaø lyù thuyeát soá, do vaäy noù cho ta moät caùi nhìn thuù vò veà söï keát
hôïp giöõa hai lónh löïc lôùn naøy cuûa toaùn hoïc.

Hôn theá, trong 40 naêm trôû laïi ñaây, nhôø vieäc phaùt hieän nhöõng moái lieân
quan saâu saéc vôùi nhöõng vaán ñeà lôùn cuûa soá hoïc vaø hình hoïc ñaïi soá maø giaûi tích
p-adic ñöôïc phaùt trieån maïnh meõ vaø trôû thaønh moät chuyeân ngaønh ñoäc laäp.

Trong giaûi tích p-adi, caùc haøm giaûi tích p-adic (töùc laø caùc haøm khai trieån
ñöôïc thaønh chuoãi luõy thöøa trong moät ñóa) ñaõ ñöôïc nghieân cöùu raát nhieàu vaø thu
ñöôïc nhieàu keát quaû ñaùng keå. Trong khi ñoù, chuoãi Laurent p-adic töùc laø caùc
haøm khai trieån ñöôïc thaønh chuoãi luõy thöøa treân moät hình vaønh khaên) laø moät môû
roäng khaù thuù vò cuûa caùc haøm giaûi tích p-adic laïi chöa ñöôïc nghieân cöùu nhieàu.

Vì laø môû roäng cuûa caùc haøm giaûi tích p-adic neân khi nghieân cöùu veà chuoãi
Laurent p-adic, moät caùch töï nhieân, ta seõ ñaët ra caùc caâu hoûi: Noù coù nhöõng tính
chaát gì vaø lieäu noù coøn giöõ laïi nhöõng tính chaát ñaõ bieát cuûa haøm giaûi tích p-adic
hay khoâng? Khoâng ñieåm cuûa moät chuoãi Laurent p-adic xaùc ñònh nhö theá naøo
vaø coù tính ñöôïc soá khoâng ñieåm cuûa noù hay khoâng? Coù theå ñem moät chuoãi
Laurent p-adic chia cho moät ña thöùc hay khoâng? Neáu ñöôïc thì keát quaû seõ nhö
theá naøo vaø noù coù coøn baûo toaøn caùc tính chaát trong pheùp chia ña thöùc (nhö laø:
tính duy nhaát cuûa thöông vaø dö, baäc cuûa ña thöùc dö nhoû hôn baäc cuûa ña thöùc
thöông, ...) hay khoâng?

Trieån khai ñeà taøi: Chuoãi Laurent p-adic , luaän vaên naøy seõ laàn löôït laøm
saùng toû nhöõng vaán ñeà neâu treân .

Ngoaøi phaàn môû ñaàu vaø keát luaän, noäi dung chính cuûa luaän vaên goàm 3
chöông:

Chöông 1: Kieán thöùc chuaån bò :
Trình baøy caùc kieán thöùc cô baûn caàn cho caùc chöông sau: Chuaån phi
Archimede, soá phöùc p-adic, tröôøng soá phöùc p-adic C p,...

Chöông 2: Xaây döïng chuoãi Laurent p-adic :
Trình baøy theâm moät soá khaùi nieäm: Chuoãi Laurent p-adic, vaønh caùc chuoãi
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Laurent p-adic, chuaån cuûa moät chuoãi Laurent p-adic, chæ soá toái ñaïi, chæ
soá toái tieåu, ña thöùc r − dominant, ña thöùc r − extremal, ... sau ñoù qua
caùc meänh ñeà trình baøy chi tieát hôn veà chuoãi Laurent p-adic: Ñieàu kieän
khaû nghòch, soá baùn kính tôùi haïn,...

Chöông 3: Caùc ñònh lí quan troïng :
Chöông naøy seõ söû duïng phaàn kieán thöùc chuaån bò ôû chöông 1 vaø caùc tính
chaát ôû chöông 2 ñeå chöùng minh nhöõng ñònh lí quan troïng veà chuoãi Lau-
rent p-adic: Ñònh lí veà pheùp chia Euclide, ñònh lí Weierstrass. Cuoái cuøng
laø moät soá öùng duïng cuûa ñònh lí Weierstrass: Ñònh lí veà soá khoâng ñieåm
vaø moät soá ví duï cuï theå ñeå tính soá khoâng ñieåm cuûa moät chuoãi Laurent
p-adic, ñònh lí Poisson - Jensen.

Vì thôøi gian khoâng nhieàu vaø kieán thöùc coøn haïn cheá neân luaän vaên seõ khoâng
traùnh khoûi nhöõng sai soùt. Raát mong nhaän ñöôïc nhöõng goùp yù cuûa quyù thaày coâ
ñeå luaän vaên hoaøn chænh hôn.



Chöông 1

KIEÁN THÖÙC CHUAÅN BÒ

Chöông naøy seõ trình baøy nhöõng kieán thöùc cô baûn caàn cho caùc chöông sau.

Baét ñaàu töø Q, nhö ñaõ bieát laø khoâng ñaày ñuû vaø khoâng ñoùng ñaïi soá, ñeå thuaän
tieän nghieân cöùu, ta seõ xaây döïng moät tröôøng “ñeïp” hôn - vöøa ñoùng ñaïi soá vöøa
ñaày ñuû.
Töø Q xaây döïng caùi ñaày ñuû cuûa noù laø Q p nhöng Qp duø ñaày ñuû laïi khoâng ñoùng
ñaïi soá, do vaäy tieáp tuïc xeùt bao ñoùng ñaïi soá cuûa Q p laø Qa

p, tuy nhieân noù laïi

khoâng ñaày ñuû, cuoái cuøng phaûi xaây döïng caùi ñaày ñuû cuûa Q a
p ñeå ñöôïc tröôøng soá

phöùc p-adic Cp “ñeïp” nhö mong muoán.

Q → Qp → Qa
p → Cp

Do vaäy, ôû chöông naøy, ngoaøi caùc khaùi nieäm cô baûn nhö chuaån phi Archimede,
nhoùm giaù trò, tröôøng thaëng dö cuûa moät tröôøng -ñaõ trang bò treân ñoù moät chuaån
phi Archimede- vaø caùc tính chaát cuûa noù, ... ta seõ ñi xaây döïng tröôøng caùc soá p
- adic Qp ñeå sau ñoù xaây döïng tröôøng soá phöùc p-adic C p.

Vì phaàn chính seõ laø chöông 2 vaø ñaëc bieät laø chöông 3 neân ôû chöông 1,
nhieàu keát quaû chæ neâu ra chöù khoâng chöùng minh hoaëc chæ neâu toùm taét chöù
khoâng ñi vaøo chi tieát cuï theå.
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1.1 Ñònh nghóa chuaån phi Archimede

Cho F laø moät vaønh, moät chuaån phi Archimede treân F laø moät aùnh xaï:
| | : F → R+ thoûa caùc ñieàu kieän:

(i) |a| = 0 ⇔ a = 0.
(ii) |a.b| = |a||b|,∀a, b ∈ F .
(iii) |a + b| ≤ max{|a|, |b|},∀a, b ∈ F .

Neáu F laø moät tröôøng vaø | | laø moät chuaån phi Archimede treân F thì ta seõ
goïi caëp (F, | |) laø tröôøng phi Archimede.

1.2 Moät soá tính chaát cuûa chuaån phi Archimede

Cho F laø moät tröôøng vôùi chuaån phi Archimede | |.
Chuaån phi Archimede coù caùc tính chaát cô baûn nhö trò tuyeät ñoái thoâng thöôøng:

| − x| = |x|, |1| = 1, |
1

x
| =

1

|x|
.

Ngoaøi ra chuaån phi Archimede coøn coù caùc tính chaát sau ñaây:

Tính chaát 1.2: Neáu |x| 6= |y| thì |x + y| = max{|x|, |y|}.
Tính chaát naøy coù theå phaùt bieåu thaønh lôøi nhö sau: Trong F moïi tam giaùc ñeàu caân.

Thaät vaäy, giaû söû max{|x|, |y|} = |x|, maø |x| 6= |y| neân
|x| > |y| (1.1)

Theo tính chaát cuûa chuaån phi Archimede vaø (1.1):
|x + y| ≤ max{|x|, |y|} = |x|

|x| = |(x + y) − y| ≤ max{|x + y|, |y|} = |x + y|
Suy ra: |x + y| = |x|.
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1.3 Nhoùm giaù trò, tröôøng thaëng dö

Cho F laø moät tröôøng, | | laø moät chuaån treân F , ñaët F ∗ = F \ {0}.
Nhoùm giaù trò cuûa (F, | |) laø: |F ∗| = {|x| : x ∈ F ∗}
Ñaët: A = {x ∈ F : |x| ≤ 1}
Vaø: M = {x ∈ F : |x| < 1}
Deã daøng chöùng minh ñöôïc raèng A laø moät vaønh con cuûa F vaø M laø moät
ideal toái ñaïi cuûa A.
Do vaäy F̃ = A/M laø moät tröôøng.
Ta goïi F̃ laø tröôøng thaëng dö cuûa F .

1.4 Tính chaát ñaëc bieät cuûa daõy trong tröôøng vôùi
chuaån phi Archimede

Cho F laø moät tröôøng vôùi chuaån phi Archimede | |. Ta coù:

a) (xn) laø daõy Cauchy khi vaø chæ khi (x n+1 − xn) → 0.
Chieàu (⇐) laø hieån nhieân, ta seõ chöùng minh chieàu (⇒).
Giaû söû (xn+1 − xn) → 0, khi ñoù:
∀ε > 0,∃N : ∀n, n > N ⇒ |xn+1 − xn| < ε (1.2)
Do vaäy, ∀m,n,m > N,n > N , giaû söû m ≥ n,m = n + k, ta coù:
|xm − xn| = |xn+k − xn|
= |(xn+k − xn+k−1) + (xn+k−1 − xn+k−2) + ... + (xn+1 − xn)|
≤ max{|xn+k − xn+k−1|, |xn+k−1 − xn+k−2|, ..., |xn+1 − xn|} < ε

(Do (1.2))
Vaäy (xn) laø daõy Cauchy.

b) (xn) laø daõy Cauchy vaø xn 9 0 thì daõy |xn| laø daõy döøng,
nghóa laø toàn taïi N sao cho: |xn| = |xN |,∀n ≥ N
Vì xn 9 0 neân:
∃ε > 0 sao cho ∃(nk)k ñeå |xnk

| ≥ ε (1.3)
Vì (xn) laø daõy Cauchy neân vôùi ε ôû treân, ∃N : ∀m,n, n > N,m > N

⇒ |xm − xn| < ε
Choïn nK0

sao cho nK0
> N , khi ñoù:

∀m > N ⇒ |xm − xnK0
| < ε (1.4)

Vaäy ∀m > N
⇒ |(xm − xnK0

) + xnK0
| = max{|xm − xnK0

|, |xnK0
|} = |xnK0

|.
(Do (1.3), (1.4))
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c) Cho (F, | |) laø moät tröôøng phi Archimede, ñoùng ñaïi soá vaø ñaày ñuû.
Khi ñoù, ta coù:

Neáu lim
|n|→+∞

|an| = 0 thì
+∞∑

n=−∞

an hoäi tuï trong F .

Chöùng minh:

? Tröôùc heát ta chöùng minh:
+∞∑

n=0

an hoäi tuï trong F khi vaø chæ khi lim
n→+∞

|an| = 0

Moãi n > 0, ñaët : sn =

n∑

i=0

ai.

Do F laø ñaày ñuû vaø theo neân:
(sn)n hoäi tuï ⇔ (sn)n laø daõy Cauchy

⇔ lim
n→+∞

|sn − sn−1| = 0 (theo b)

⇔ lim
|n|→+∞

|an| = 0

? Tieáp ñoù, ta chöùng minh: Neáu lim
|n|→+∞

|an| = 0 thì
+∞∑

n=−∞

an hoäi tuï trong F

Ta coù:
+∞∑

n=−∞

an =

+∞∑

n=0

an +

−1∑

n=−∞

an

=

+∞∑

n=0

an +

+∞∑

m=1

bm vôùi m = −n, bm = a−m = an

Do vaäy:

lim
|n|→+∞

|an| = 0

⇔ lim
n→+∞

|an| = 0 vaø lim
m→+∞

|bm| = 0

⇔

+∞∑

n=0

an vaø
+∞∑

m=1

bm hoäi tuï trong F

⇒

+∞∑

n=−∞

an hoäi tuï trong F
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1.5 Caùi ñaày ñuû cuûa moät tröôøng

Laáy (F, | |) laø moät tröôøng phi Archimede.
Ñaët S laø taäp taát caû caùc daõy Cauchy trong F vôùi chuaån | |.
Treân S ta xeùt moät quan heä 2 ngoâi ” ∼ ” nhö sau:

(xn) ∼ (yn) ⇔ (xn − yn) −→ 0 khi n −→ ∞.

Deã thaáy raèng quan heä ” ∼ ” laø moät quan heä töông ñöông (thoûa caùc tính
chaát phaûn xaï, ñoái xöùng vaø baéc caàu). Quan heä töông ñöông naøy chia S
thaønh caùc lôùp töông ñöông.
Kí hieäu lôùp töông ñöông chöùa daõy (x n) laø (xn).

Ñaët: F = {(xn) : (xn) ∈ S} laø taäp taát caû caùc lôùp töông ñöông cuûa S treân
quan heä töông ñöông ” ∼ ”.
Nhö vaäy:

(xn) = (x′
n) ⇔ (xn) ∼ (x′

n) ⇔ (xn − x′
n) −→ 0

⇔ |xn − x′
n| −→ 0 khi n → +∞.

Treân F ta ñònh nghóa caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân nhö sau:

(i) (xn) + (yn) = (xn + yn)

(ii) (xn).(yn) = (xn.yn)

• Ta deã daøng chöùng minh pheùp toaùn coäng vaø nhaân ñònh nghóa ôû treân laø hôïp lí.

• Phaàn töû 0 trong F laø lôùp caùc daõy soá hoäi tuï ñeán 0 trong F, kí hieäu 0.

• Moïi x ∈ F , x 6= 0, ta chöùng minh raèng x coù nghòch ñaûo trong F .
Thaät vaäy, giaû söû x = (xn) 6= 0 ⇒ xn 9 0.
Theo tính chaát 1.3 b, ta coù: |xn| laø daõy döøng, töùc laø:

∃N : |xn| = a,∀n > N vôùi a > 0.

Suy ra:

(
1

xn

)

n>N

laø daõy Cauchy vaø (xn)

(
1

xn

)
=

(
xn

1

xn

)
= 1.

Do ñoù:

x−1 =

(
1

xn

)

n>N

laø nghòch ñaûo cuûaxtrong F

Vaäy F vôùi hai pheùp toaùn coäng vaø nhaân treân laäp thaønh moät tröôøng.
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• Chuaån phi Archimede treân tröôøng F :

∀x = (xn) ∈ F , ta ñònh nghóa |x| = lim|xn|.
Deã daøng chöùng minh ñöôïc raèng (F , | |) laø moät tröôøng phi Archimede
ñaày ñuû.

Hôn nöõa coù theå xem F laø moät tröôøng con cuûa F do pheùp nhuùng:

i : F −→ F

a 7−→ (an) vôùi an = a,∀n

Chuaån phi Archimede treân F ñöôïc goïi laø môû roäng cuûa chuaån treân F .

Ta goïi F laø caùi ñaày ñuû cuûa F .

1.6 Bao ñoùng ñaïi soá cuûa moät tröôøng

Ñònh nghóa: Cho F laø tröôøng con cuûa tröôøng K, ta goïi tröôøng ñoùng ñaïi
soá nhoû nhaát trong K coøn chöùa F laø bao ñoùng ñaïi soá cuûa F , kí hieäu laø: F a.

Chuaån treân F a : Laáy baát kì α ∈ F a.
Do F a laø bao ñoùng ñaïi soá cuûa F neân α laø nghieäm cuûa moät ña thöùc naøo ñoù treân
F [z], ta goïi ña thöùc coù heä soá cao nhaát baèng 1 vaø coù baäc nhoû nhaát trong caùc ña
thöùc treân F [z] nhaän α laøm nghieäm laø ña thöùc toái tieåu cuûa α treân F .
Giaû söû ña thöùc toái tieåu cuûa α treân F laø f (z) = zn + an−1zn−1 + ... + a1z + a0

baäc n.
Khi ñoù ta ñònh nghóa chuaån cuûa α treân F a nhö sau:

|α| = |a0|
1/n vôùi |a0| laø chuaån cuûa a0 treân F .

Ta chöùng minh ñöôïc chuaån ñònh nghóa ôû treân laø moät chuaån treân tröôøng F a,
hôn nöõa noù laø môû roäng cuûa chuaån tröôøng treân F .
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1.7 Qp- Caùi ñaày ñuû cuûa Q

• Chuaån phi Archimede treân Q :
Cho p laø moät soá nguyeân toá.
? Vôùi n ∈ Z, n 6= 0 : n = pαk vôùi (k, p) = 1, ta ñaët: ordp(n) = α.
Nhö vaäy: ordp(n) = α ⇔ pα|n vaø pα+1 - n.
Deã thaáy: ordp(m.n) = ordp(m) + ordp(n),∀m,n ∈ Z.
Hôn nöõa: ordp(m + n) ≥ min{ordp(m), ordp(n)}
Thaät vaäy, giaû söû: min{ordp(m), ordp(n)} = α
⇒ ordp(m) ≥ α vaø ordp(n) ≥ α ⇒ pα|n vaø pα|m ⇒ pα|(m + n)

⇒ α ≤ ordp(m + n).

? Vôùi n = 0, ta quy öôùc ordp(0) = +∞.

? Vôùi x ∈ Q,x 6= 0, giaû söû x =
m

n
vôùi (m,n) = 1.

Ta ñònh nghóa: ordp(x) = ordp(m) − ordp(n).

Töông töï nhö tröôøng hôïp soá nguyeân, ta coù theå chöùng minh ñöôïc:
ordp(x.y) = ordp(x) + ordp(y),∀x, y ∈ Q.
vaø ordp(x + y) ≥ min{ordp(x), ordp(y)}

? Ñònh nghóa chuaån phi Archimede treân Q:
| |p : Q −→ R

0 7−→ |0|p = 0

x 6= 0, x 7−→ |x|p = p−ordp(x)

Deã thaáy | |p thoûa caùc ñieàu kieän (i), (ii) vaø (iii) trong ñònh nghóa cuûa
chuaån phi Archimede.

• Chuaån phi Archimede treân tröôøng Qp :

∀x = (xn) ∈ Qp, ta ñònh nghóa |x| = lim|xn| (Vôùi | | = | |p)

(?) Deã thaáy | | laø moät chuaån phi Archimede treân Q p.
(?) Chuaån | | treân Qp laø môû roäng cuûa chuaån | | treân Q.

Thaät vaäy, vôùi a ∈ Q, ta xem a = (an) ∈ Qp, trong ñoù an = a,∀n.
Maø: |a| = lim|an| = lim|a| = |a|.
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• Meänh ñeà: Moâ taû Qp :
Moãi x ∈ Qp ñeàu coù khai trieån duy nhaát:

x =

+∞∑

n=m

bnpn, m ∈ Z vôùi 0 ≤ bn < p, ∀n vaø bm 6= 0

Vaø khi ñoù: |x| = p−m.

• Nhoùm giaù trò, tröôøng thaëng dö cuûa (Qp, | |) :
Ta coù:
Nhoùm giaù trò cuûa (Qp, | |) laø: |Q∗

p| = {|x| : x ∈ Q∗
p} = {pm : m ∈ Z}

Ñaët: Zp = {x ∈ Qp : |x| ≤ 1}
Vaø: M = {x ∈ Qp : |x| < 1} = pZp

Tröôøng thaëng dö cuûa (Q p, | |) laø: Q̃p = Zp/pZp.

• Meänh ñeà: : Qp khoâng ñoùng ñaïi soá.
Do vaäy, ta seõ xaây döïng bao ñoùng ñaïi soá cuûa Q p laø Qa

p.

1.8 Qa
p : Bao ñoùng ñaïi soá cuûa Qp

Nhoùm giaù trò cuûa (Qa
p, | |) laø: |(Qa

p)∗| = {|x| : | |x ∈ (Qa
p)∗} = {pα : α ∈ Q}.

Thaät vaäy:

? Vôùi moïi x ∈ Qa
p, ta chöùng minh |x| ∈ {pα : α ∈ Q}.

Giaû söû ña thöùc toái tieåu cuûa x treân Qp laø f (z) = zn + an−1z
n−1 + ... +

a1z + a0 .
Khi ñoù chuaån cuûa x treân (Qa

p)∗ :

|x| = |a0|
1/n vôùi |a0| laø chuaån cuûa a0 treân Qp.

Vì a0 ∈ Qp neân |a0| ∈ |Q∗
p| = {pm : m ∈ Z}.

Suy ra: |x| ∈ {pα : α ∈ Q}

? Ngöôïc laïi, laáy pα, α ∈ Q, ta chöùng minh pα ∈ |(Qa
p)∗|.

Ta coù α ∈ Q, do vaäy α =
m

n
vôùi m,n ∈ Z, n > 0, (m,n) = 1.

Vì |Q∗
p| = {pm : m ∈ Z} neân ∃b ∈ Qp ñeå |b| = pm.

Xeùt g(z) = zn − b ∈ Qp[z], do Qa
p laø bao ñoùng ñaïi soá cuûa Qp neân g(z)

coù moät nghieäm thuoäc Qa
p, giaû söû laø y.

Khi ñoù: yn − b = 0 ⇒ |y|n = |b| = pm

⇒ |y| = pm/n = pα

Suy ra: pα = |y| ∈ |(Qa
p)∗|
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Meänh ñeà: Qa
p khoâng ñaày ñuû.

Do vaäy, ta seõ ñi xaây döïng caùi ñaày ñuû cuûa Q a
p .

1.9 Cp: Caùi ñaày ñuû cuûa Qa
p

Vieäc xaây döïng Cp laø caùi ñaày ñuû cuûa Qa
p töông töï nhö xaây döïng Q p laø caùi ñaày

ñuû cuûa Q.

Meänh ñeà: Cp vöøa ñoùng ñaïi soá vöøa ñaày ñuû.

Nhoùm giaù trò, tröôøng thaëng dö cuûa Cp :
Deã thaáy:
Nhoùm giaù trò cuûa (Cp, | |) laø:
|C∗

p | = {|x| : x ∈ C∗
p} = |(Qa

p)∗| = {pα : α ∈ Q}
Ñaët: O = {x ∈ Cp : |x| ≤ 1}
Vaø: M = {x ∈ Cp : |x| < 1}

Tröôøng thaëng dö cuûa (C p, | |) laø: C̃p = O/M.

1.10 Moät soá kí hieäu

Cho caùc soá thöïc r > 0, r1 ≥ 0, r2 ≥ r1

A[r] = {z ∈ Cp : |z| ≤ r}

A(r) = {z ∈ Cp : |z| < r}

A[r1, r2] = {z ∈ Cp : r1 ≤ |z| ≤ r2}

A(r1, r2] = {z ∈ Cp : r1 < |z| ≤ r2}

A[r1, r2) = {z ∈ Cp : r1 ≤ |z| < r2}



Chöông 2

XAÂY DÖÏNG CHUOÃI
LAURENT P-ADIC

Töø nhöõng kieán thöùc chuaån bò ôû chöông 1, chöông naøy tieáp tuïc trình baøy
theâm moät soá khaùi nieäm: Haøm giaûi tích p-adic, chuoãi Laurent p-adic, vaønh caùc
chuoãi Laurent p-adic, chuaån cuûa moät chuoãi Laurent p-adic, chæ soá toái ñaïi, chæ
soá toái tieåu, ña thöùc r − dominant, ña thöùc r − extremal, ... sau ñoù trình baøy
chi tieát hôn veà chuoãi Laurent p-adic. Töø meänh ñeà 2.2.1 ñeán meänh ñeà töø 2.2.9
seõ moâ taû caùc tính chaát cô baûn cuûa chuoãi Laurent p-adic vaø caùc tính chaát naøy seõ
ñöôïc söû duïng raát nhieàu ôû chöông 3. Do vaäy, caùc meänh ñeà naøy seõ ñöôïc chöùng
minh raát roõ raøng, chi tieát.

2.1 Moät soá khaùi nieäm

2.1.1 Haøm giaûi tích p− adic

Ñaët:

Cp[[z]] =

{
f =

n=+∞∑

n=0

cnzn | cn ∈ Cp

}

Treân Cp[[z]] ta trang bò pheùp toaùn coäng vaø nhaân nhö sau:
Vôùi:

f =

n=+∞∑

n=0

cnzn , g =

n=+∞∑

n=0

bnzn

16
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thì:

f + g =

n=+∞∑

n=0

(cn + bn)zn

vaø:

f.g =

n=+∞∑

n=0

anzn trong ñoù an =
∑

i+j=n

cibj

Deã thaáy Cp[[z]] vôùi caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân ôû treân laäp thaønh moät vaønh, ta
thöôøng goïi laø vaønh caùc chuoãi luõy thöøa hình thöùc treân C p.
Cho r laø moät soá thöïc döông, ta ñaët:

A[r] =

{
f =

n=+∞∑

n=0

cnzn | cn ∈ Cp, lim
n→+∞

|cn|r
n = 0

}

Khi ñoù, A[r] cuøng vôùi caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân ôû treân laäp thaønh moät vaønh
con cuûa vaønh caùc chuoãi luõy thöøa hình thöùc C p[[z]], vaø ñöôïc goïi laø vaønh caùc
haøm giaûi tích p−adic treân hình caàu A[r].

Moãi f =

n=+∞∑

n=0

cnzn ∈ A[r] ñöôïc goïi laø moät haøm giaûi tích p− adic treân

A[r].
Töông töï, ta chöùng minh ñöôïc:

A(r) =

{
f =

n=+∞∑

n=0

cnzn | cn ∈ Cp, lim
n→+∞

|cn|r
n = 0,∀r < r

}

Vôùi caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân ôû treân laäp thaønh moät vaønh con cuûa vaønh
Cp[[z]].

2.1.2 Chuoãi Laurent p− adic

Ñaët:

A[r1, r2] =

{
n=+∞∑

n=−∞

cnzn | cn ∈ Cp, lim
|n|→+∞

|cn|r
n = 0,∀r : r1 ≤ r ≤ r2

}

Treân A[r1, r2] ta trang bò pheùp toaùn coäng vaø nhaân nhö sau:
Vôùi:

f =

n=+∞∑

n=−∞

cnzn , g =

n=+∞∑

n=−∞

bnzn
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Ta ñònh nghóa:

f + g =

n=+∞∑

n=−∞

(cn + bn)zn

vaø:

f.g =

n=+∞∑

n=−∞

anzn vôùi: an =
∑

i+j=n

cibj

Deã daøng chöùng minh ñöôïc raèng A[r 1, r2] cuøng vôùi pheùp toaùn coäng vaø nhaân
treân laäp thaønh moät vaønh.

Thaät vaäy, vôùi caùc kí hieäu ôû treân, coù theå thaáy f + g ∈ A[r 1, r2] do baát ñaúng
thöùc tam giaùc cuûa chuaån phi Archimede.

Baây giôø ta seõ chöùng minh raèng f.g ∈ A[r1, r2]

? Thaät vaäy, moãi n ∈ Z coá ñònh, ta seõ chöùng minh a n ñònh nghóa nhö treân laø

hôïp lí hay
∑

i+j=n

cibj hoäi tuï.

Choïn r > 0, r1 ≤ r ≤ r2 , ta coù:
∑

i+j=n

cibj =

+∞∑

i=−∞

cibn−i

Maø |i| → +∞ thì |n − i| → +∞ do n laø soá coá ñònh.

Do ñoù: Khi |i| → +∞ thì |cibn−i| = (|ci|r
i)(|bn−i|r

n−i)r−n → 0
(Vì f, g ∈ A[r1, r2])

Hay: lim
|i|→+∞

|cibn−i| = 0 khi |i| → +∞

⇒
∑

i+j=n

cibj hoäi tuï (theo meänh ñeà 1.4).

? Tieáp ñoù ta seõ chöùng minh: lim
|n|→+∞

anrn = 0

Vôùi moïi r : r1 ≤ r ≤ r2, ta coù:

anrn =
∑

i+j=n

(cir
i)(bjr

j)

Xeùt i, j maø i + j = n, neáu |n| → +∞ thì |i| → +∞ hoaëc |j| → +∞.
Giaû söû |i| → +∞, ta coù:

|ci|r
i|bj |r

j ≤ |ci|r
i|g|r → 0, do f ∈ A[r1, r2].
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Tröôøng hôïp |j| → +∞ ta cuõng coù keát quaû nhö treân.
Do ñoù:

|an|r
n =

∣∣∣∣∣∣

∑

i+j=n

(cir
i)(bjr

j)

∣∣∣∣∣∣
≤ max

i+j=n
{|ci|r

i|bj |r
j} → 0 khi |n| → +∞

Phaàn töû khoâng laø:
n=+∞∑

n=−∞

0.zn, vieát goïn laø 0.

Phaàn töû ñôn vò laø: 1 +
∑

n∈Z,n 6=0

0.zn, vieát goïn laø 1.

A[r1, r2] ñöôïc goïi laø vaønh caùc chuoãi Laurent p- adic treân A[r1, r2].

Moãi f ∈ A[r1, r2] ñöôïc goïi laø moät chuoãi Laurent p - adic treân A[r1, r2]
hay f laø giaûi tích treân A[r1, r2] .

Töông töï, ta cuõng chöùng minh ñöôïc:

A(r1, r2] =

{
n=+∞∑

n=−∞

cnzn | cn ∈ Cp, lim
|n|→+∞

|cn|r
n = 0,∀r : r1 < r ≤ r2

}

A[r1, r2) =

{
n=+∞∑

n=−∞

cnzn | cn ∈ Cp, lim
|n|→+∞

|cn|r
n = 0,∀r : r1 ≤ r < r2

}

vôùi pheùp toaùn coäng vaø nhaân treân laø caùc vaønh .

2.1.3 Chuaån cuûa moät chuoãi Laurent p−adic

Cho vaønh A[r1, r2] vaø soá r : r1 ≤ r ≤ r2.
Khi ñoù: Vôùi moïi

f =

n=+∞∑

n=−∞

cnzn ∈ A[r1, r2]

ta ñònh nghóa:
|f |r = max

n∈Z
|cn|r

n

Ta seõ chöùng minh ñònh nghóa treân laø hôïp lí, vì neáu r = 0 thì max
n∈Z

|cn|r
n = 0

neân chæ caàn chöùng minh max
n∈Z

|cn|r
n toàn taïi vôùi r > 0.
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Thaät vaäy, xeùt 2 tröôøng hôïp:

? Tröôøng hôïp 1: ck = 0,∀k thì max
n∈Z

|cn|r
n = 0.

? Tröôøng hôïp 2 : Giaû söû toàn taïi k sao cho c k 6= 0 .

Khi ñoù, do lim
|n|→∞

|cn| = 0 neân ∃N > 0 : ∀n, |n| > N ⇒ |cn|r
n < |ck|r

k

Suy ra:

sup
n∈Z

|cn|r
n = sup

−N≤n≤N
|cn|r

n = max
−N≤n≤N

|cn|r
n = max

n∈Z
|cn|r

n

Nhö vaäy, trong caû 2 tröôøng hôïp, ta ñeàu chöùng minh ñöôïc max
n∈Z

|cn|r
n toàn taïi.

Ngoaøi ra, töø chöùng minh treân ta cuõng suy ra raèng:
Trong tröôøng hôïp f 6= 0 vaø moät trong 2 ñieàu kieän hoaëc r > 0 hoaëc f (0) 6= 0
thì taäp {n ∈ Z : |cn|r

n = |f |r} chæ coù höõu haïn phaàn töû.
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Hôn theá, ta coøn coù :

Meänh ñeà: Neáu f vaø g laø caùc chuoãi Laurent p-adic treân A[r1, r2] vaø vôùi
moãi r : r1 ≤ r ≤ r2 thì:

|f + g|r ≤ max{|f |r, |g|r}

|fg|r = |f |r|g|r

Hôn nöõa: Neáu r > 0 thì | |r laø moät chuaån phi Archimede treân A[r1, r2]

Chöùng minh:

Giaû söû

f (z) =

n=+∞∑

n=−∞

anzn vaø g(z) =

n=+∞∑

n=−∞

bnzn

? Chöùng minh |f + g|r ≤ max{|f |r, |g|r}

f (z) + g(z) =

n=+∞∑

n=−∞

(an + bn)zn

Vaäy: |f + g|r = max
n

|an + bn|r
n ≤ max

n
{max{|an|, |bn|}r

n}

≤ max
n

{max{|an|r
n, |bn|r

n}}

≤ max{max
n

|an|r
n,max

n
|bn|r

n}

≤ max{|f |r, |g|r}

? Chöùng minh |fg|r = |f |r|g|r

(f.g)(z) =

n=+∞∑

n=−∞

cnzn vôùi cn =
∑

i+j=n

aibj

Ñaët: K1 = K(f, r), K2 = K(g, r) (2.1)
Neáu f = 0 hoaëc g = 0 thì hieån nhieân ta coù tính chaát treân, ta xeùt tröôøng
hôïp f 6= 0 vaø g 6= 0, khi ñoù: K1,K2 laø höõu haïn.

Xeùt cK1+K2
=

∑

i+j=K1+K2

aibj

Trong caùc soá haïng cuûa c K1+K2
, coù aK1

bK2
.

Neáu i > K1 thì |ai|r
i < |aK1

|rK1 (do (2.1))
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vaø vì: |bj |r
j ≤ |bK2

|rK2,∀j ∈ Z
Neân:

|aK1
bK2

|rK1+K2 = |aK1
|rK1|bK2

|rK2 > |ai|r
i|bj |r

j

⇒ |cK1+K2
|rK1+K2 = max

i+j=K1+K2

|ai|r
i|bj |r

j = |aK1
||bK2

|rK1+K2

(Tính chaát cuûa chuaån phi Archimede).
Töông töï, neáu i < K1 thì j > K2 vaø chöùng minh nhö treân ta cuõng coù:

|cK1+K2
|rK1+K2 = |aK1

||bK2
|rK1+K2

Vaäy:

|fg|r ≥ |cK1+K2
|rK1+K2 = |aK1

||bK2
|rK1+K2 = |f |r|g|r (2.2)

Hôn nöõa, ∀n ∈ Z, cn =
∑

i+j=n

cnzn, ta coù:

|cn|r
n =

∣∣∣∣∣∣

∑

i+j=n

aibjr
n

∣∣∣∣∣∣
≤ max

i+j=n
|ai||bj |r

n ≤ max
i+j=n

|ai|r
i|bj |r

j

≤ |aK1
|rK1|bK2

|rK2 = |cK1+K2
|rK1+K2

⇒ |fg|r ≤ |cK1+K2
|rK1+K2 = |f |r|g|r (2.3)

Töø (2.2) vaø (2.3) suy ra: |fg| r = |f |r|g|r

Trong tröôøng hôïp r > 0 ta thaáy ngay: |f |r = 0 ⇔ f = 0.
Do vaäy, | |r laø moät chuaån phi Archimede treân A[r 1, r2].

Nhaän xeùt:
Moãi f coá ñònh, | |r laø haøm lieân tuïc theo r, |f |r khoâng giaûm theo r.
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2.1.4 Chæ soá toái ñaïi K(f, r), chæ soá toái tieåu k(f, r) vaø baùn kính
tôùi haïn (ñieåm tôùi haïn)

Cho:

f =

n=+∞∑

n=−∞

cnzn ∈ A[r1, r2]

Vôùi moãi r : r1 ≤ r ≤ r2

Neáu f = 0, ta ñònh nghóa:
Chæ soá toái ñaïi K(f, r) = +∞ vaø chæ soá toái tieåu: k(f, r) = −∞
Neáu f 6= 0 vaø moät trong 2 ñieàu kieän hoaëc r > 0 hoaëc f (0) 6= 0 khi ñònh
nghóa | |r ta ñaõ chöùng minh taäp {n ∈ Z : |cn|r

n = |f |r} chæ coù höõu haïn
phaàn töû, do ñoù:

min{n ∈ Z : |cn|r
n = |f |r}

vaø max{n ∈ Z : |cn|r
n = |f |r} toàn taïi.

Khi r 6= 0 hoaëc f (0) 6= 0, ta ñònh nghóa:

Chæ soá toái ñaïi:

K(f, r) = max{n ∈ Z : |cn|r
n = |f |r}

Chæ soá toái tieåu:

k(f, r) = min{n ∈ Z : |cn|r
n = |f |r}

Khi r = 0 vaø f (0) = 0, ta quy öôùc:

K(f, r) = min{n ∈ Z : |cn| 6= 0} vaø k(f, r) = 0

Moät baùn kính r maø K(f, r) > k(f, r) ñöôïc goïi laø moät baùn kính tôùi haïn
(ñieåm tôùi haïn).

Nhaän xeùt:
Cho tröôùc

f =

n=+∞∑

n=−∞

cnzn ∈ A[r1, r2]

khi ñoù: K(f, r) khoâng giaûm theo r,∀r ∈ [r 1, r2].
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Chöùng minh:

Giaû söû r1, r2 ∈ [r1, r2] vaø r1 < r2, ta seõ chöùng minh: K(f, r 1) ≤ K(f, r2).
Thaät vaäy, giaû söû ngöôïc laïi K(f, r 1) > K(f, r2).
Ñaët K1 = K(f, r1),K2 = K(f, r2), ta coù: K1 > K2 vaø:

|aK1
|rK1

2 < |aK2
|rK2

2 vaø |aK1
|rK1

1 ≥ |aK2
|rK2

1

Do ñoù:

|aK1
|rK1

2 = |aK1
|rK1

1

(
r2

r1

)K1

≥ |aK2
|rK2

1

(
r2

r1

)K1

= |aK2
|rK1

2 rK2−K1

1 = |aK2
|rK2

2

(
r2

r1

)K1−K2

> |aK1
|rK1

2

(
r2

r1

)K1−K2

> |aK1
|rK1

2

(Do r2 > r1 vaø K1 > K2)

Töùc laø: |aK1
|rK1

2 > |aK1
|rK1

2 - voâ lí.

Vaäy ta phaûi coù: K1 ≤ K2 hay K(f, r1) ≤ K(f, r2)
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2.1.5 Ña thöùc r−dominant vaø ña thöùc r−extremal

Ñònh nghóa: Cho r laø moät soá thöïc döông.
Ña thöùc P ñöôïc goïi laø r−dominant neáu K(P, r) = deg(P ) vaø ñöôïc goïi laø
r−extremal neáu P laø r−dominant vaø k(P, r) = 0.

Meänh ñeà: Moät soá tính chaát:
a) Vôùi f (z) ∈ A[r1, r2] vaø moïi r : r1 ≤ r ≤ r2, ta coù: |f (z)|r = |f (z−1)|r−1 .
b) Neáu P (z) laø ña thöùc r − extremal thì zdeg(P )P (z−1) laø ña thöùc r−1 −
extremal.
c) Neáu r2 ≥ r vaø P (z) laø ña thöùc r − dominant thì P (z) laø ña thöùc r2 −
dominant.

Chöùng minh:

a) Vôùi f (z) ∈ A[r1, r2] vaø moïi r : r1 ≤ r ≤ r2, ta coù: |f (z)|r = |f (z−1)|r−1 .

Thaät vaäy: Giaû söû f (z) =
∑

n∈Z

anzn .

Khi ñoù: f (z−1) =
∑

n∈Z

anz−n

⇒ |f (z−1)|−1
r = max

n∈Z
|an|(r

−1)−n = max
n∈Z

|an|r
n = |f (z)|r .

b) Neáu P (z) laø ña thöùc r − extremal thì zdeg(P )P (z−1) laø ña thöùc r−1 −
extremal.

Vì: Neáu P (z) =

n=m∑

n=0

anzn, töùc laø: P (z) = a0 + a1z + ... + amzm

thì zdeg(P )P (z−1) = a0z
m + ... + am−1z + am =

n=m∑

n=0

bnzn = Q(z)

( vôùi bn = am−n) cuõng laø moät ña thöùc baäc m.

Hôn nöõa: |Q(z)|−1
r = max

0≤n≤m
|bn|r

−n = max
0≤n≤m

|am−n|r
−n

= r−m max
0≤n≤m

|am−n|r
m−n = r−m max

0≤n≤m
|an|r

n.
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Nhöng vì P (z) laø r − extremal neân max
0≤n≤m

|an|r
n = |amrm = |a0|.

Do ñoù: |Q(z)|−1
r = |b0| = |bm|(r−1)m)

hay K(Q, r−1) = m vaø k(Q, r−1) = 0.

Vaäy: Q(z) laø r−1 − extremal.

c) Neáu r2 ≥ r vaø P (z) laø ña thöùc r − dominant thì P (z) laø ña thöùc r2 −
dominant.

Vì P (z) =

n=m∑

n=0

anzn laø ña thöùc r − dominant neân K(P, r) = m.

Maø vôùi P coá ñònh thìK(P, s) khoâng giaûm theo s neânK(P, r 2) ≥ K(P, r) .

Do ñoù: m ≥ K(P, r2) ≥ K(P, r) = m neân K(P, r2) = m.
Vaäy P (z) laø ña thöùc r2 − dominant.

2.1.6 Haøm ñeám

Ñònh nghóa: Cho f ∈ A[r1, r2], f 6= 0 vaø soá r : r1 ≤ r ≤ r2.
Ta ñònh nghóa haøm ñeám N(f, 0, r) nhö sau:

Neáu r1 = 0 thì N(f, 0, r) = K(f, 0)logr.

Neáu r1 > 0 thì N(f, 0, r) =
∑

0 6=z∈A[r1,r]:f(z)=0

log
r

|z|
.
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2.2 Moät soá tính chaát

Meänh ñeà 2.2.1: Vaønh caùc chuoãi Laurent p-adic A[r1, r2] laø ñaày ñuû vôùi
chuaån:

|f |sup = sup
r1≤r≤r2

|f |r

Chöùng minh:

Laáy (fn)n laø moät chuoãi Cauchy trong A[r 1, r2], giaû söû:

fn(z) =

m=+∞∑

m=−∞

an,mzm

Khi ñoù, vôùi n, n′ ñuû lôùn, ta coù:

ε > |fn − fn′ |sup = sup
r1≤r≤r2

(
sup
m

|an,m − an′,m|rm

)
(2.4)

Ñieàu naøy suy ra raèng vôùi moãi m coá ñònh thì daõy (a n,m)n laø moät daõy Cauchy,
do ñoù noù hoäi tuï tôùi bm naøo ñoù.
Ñaët:

f (z) =

+∞∑

m=−∞

bmzm

Ta coù: an,m → bm khi |n| → +∞ neân |an,m| = |bm| vôùi n ñuû lôùn.
Suy ra |bm|rm = |an,m|rm → 0 khi |n| → +∞ hay f ∈ A[r1, r2]

Ngoaøi ra, cho |n ′| → +∞ ôû (2.4), ta coù:

ε > |fn − f |sup = sup
r

(
sup
m

|an,m − bm|rm

)

vôùi n ñuû lôùn, töùc laø fn → f vôùi chuaån sup ôû treân.
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Meänh ñeà 2.2.2: Taäp taát caû caùc baùn kính tôùi haïn cuûa moät chuoãi Laurent
p-adic laø rôøi raïc.

Chöùng minh:

Giaû söû f =
∑

n∈Z

anzn laø moät chuoãi Laurent p-adic vôùi baùn kính tôùi haïn r ′, ta

coù: K(f, r′) > k(f, r′).
Ñaët K = K(f, r′), k = k(f, r′).
Neáu n > k thì hoaëc an = 0 hoaëc |an|(r′)n ≤ |ak|(r′)k.

? Neáu r < r′ thì:

|an|r
n =

( r

r′

)n

|an|(r
′)n ≤

( r

r′

)n

|ak|(r
′)k =

( r

r′

)n−k

|ak|r
k < |ak|r

k

Vì vaäy: K(f, r) ≤ k. (2.5)

Ta xeùt hai tröôøng hôïp:

Tröôøng hôïp 1: an = 0,∀n < k thì K(f, r) = k(f, r) = k vôùi moïi r < r ′.
Do ñoù khoâng coù baùn kính tôùi haïn naøo nhoû hôn r ′.

Tröôøng hôïp 2: Toàn taïi soá n < k thoûa ñieàu kieän an 6= 0, ta choïn m laø soá
nguyeân lôùn nhaát coøn nhoû hôn k sao cho a m 6= 0..

Do am 6= 0 neân |ak| 6= 0 vaø thöông
|am|

|ak|
xaùc ñònh, neân ta choïn ñöôïc:

r′′ =

(
|am|

|ak|

)k−m

Khi ñoù: |am|(r′′)m = |ak|(r
′′)k (2.6)

Maø |am|(r′)m < |ak|(r
′)k (2.7)

Laáy (2.7) chia (2.6) theo veá roài ruùt goïn ta ñöôïc: 1 < (
r′

r′′
)k−m vaø vì

k > m neân r ′′ < r′.

Vôùi moïi r : r ′′ < r < r′, do (2.5) ta coù: K(f, r) ≤ k. (2.8)

Maët khaùc:
|am|

|ak|
= (r′′)k−m < rk−m (Do r ′′ < r ).
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⇒ |am|rm < |ak|r
k ⇒ |an|r

n < |ak|r
k,∀n < k (Do caùch choïn m).

⇒ k(f, r) ≥ k. (2.9)

Töø (2.8), (2.9) suy ra: K(f, r) = k(f, r) = k.
( Do k ≤ k(f, r) ≤ K(f, r) ≤ k ).

Töùc laø khoâng coù baùn kính tôùi haïn naøo naèm giöõa r ′′ vaø r′.

? Laäp luaän töông töï vôùi r > r′:

Ta coù k(f, r) ≤ K.
Vaø neáu goïi M laø soá nguyeân nhoû nhaát coøn lôùn hôn K sao cho a M 6= 0
thì ta cuõng coù: K(f, r) = k(f, r) = K vaø |aM |sM = |aK |sK vôùi moïi soá
r : r′ < r < s vôùi s > r′ .

Nghóa laø cuõng khoâng coù baùn kính tôùi haïn naøo naèm giöõa r ′ vaø s.
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Meänh ñeà 2.2.2: Cho f ∈ A[r1, r2], f 6= 0. Khi ñoù: f chæ coù höõu haïn baùn
kính tôùi haïn.

Chöùng minh:

? Laáy r laø moät baùn kính tôùi haïn baát kì cuûa f trong ñoaïn [r 1, r2].
Vì f 6= 0 neân k = k(f, r1) vaø K = K(f, r2) ñeàu höõu haïn.
Maø K(f, r), k(f, r) khoâng giaûm theo r neân:
k = k(f, r1) ≤ k(f, r) < K(f, r) ≤ K(f, r2) = K.
Do ñoù:
(k(f, r),K(f, r)) ∈ {(i, j) : k ≤ i < j ≤ K} = I - laø taäp höõu haïn

(2.10)

? Giaû söû r, r ′ laø 2 baùn kính tôùi haïn cuûa f , r < r ′ vaø giaû söû: f =
∑

n∈Z

anzn.

Khi ñoù, neáu ñaët k = k(f, r ′) thì vôùi moïi n : n > k, ta coù:

|an|r
n =

( r

r′

)n

|an|(r
′)n ≤

( r

r′

)n

|ak|(r
′)k =

( r

r′

)n−k

|ak|r
k < |ak|r

k

Vì vaäy: K(f, r) ≤ k hay K(f, r) ≤ k(f, r ′) (2.11)

? Baây giôø ta seõ chöùng minh taäp caùc baùn kính tôùi haïn cuûa f chæ coù höõu haïn
phaàn töû.
Giaû söû ngöôïc laïi, coù voâ haïn baùn kính tôùi haïn, do (2.10) neân phaûi toàn taïi
hai baùn kính tôùi haïn r, r ′, r 6= r′ sao cho:

(k(f, r),K(f, r)) = (k(f, r′),K(f, r′)) ∈ I.
Suy ra: k(f, r) = k(f, r ′) < K(f, r′) = K(f, r) (2.12)

Vì r 6= r′ neân coù theå giaû söû r < r ′, tröôøng hôïp coøn laïi ta chöùng minh
töông töï.
Theo chöùng minh ôû (2.11), ta coù: K(f, r) ≤ k(f, r ′) - ñieàu naøy maâu
thuaãn vôùi (2.12).
Vaäy f chæ coù höõu haïn baùn kính tôùi haïn trong [r 1, r2].
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Meänh ñeà 2.2.4: Cho r : r1 ≤ r ≤ r2 vaø f, g ∈ A[r1, r2] . Khi ñoù :

K(fg, r) = K(f, r) + K(g, r)

k(fg, r) = k(f, r) + k(g, r)

Chöùng minh:

Deã thaáy meänh ñeà ñuùng cho tröôøng hôïp f = 0 hoaëc g = 0, ta chæ caàn chöùng
minh cho tröôøng hôïp f 6= 0 vaø g 6= 0, khi ñoù K(f, r) vaø K(g, r) ñeàu höõu haïn.
Tröôùc tieân ta chöùng minh ñònh lí ñuùng vôùi K, töông töï, baèng caùch thay z bôûi
z−1, ta chöùng minh ñònh lí cuõng ñuùng cho k.
Giaû söû:

f (z) =
∑

n∈Z

anzn, g(z) =
∑

n∈Z

cnzn

vaø
fg(z) =

∑

n∈Z

cnzn, cn =
∑

i+j=n

aibj ,∀n ∈ Z

Laáy m = K(f, r) + K(g, r) thì :

cm =
∑

i+j=m

aibj

Moät trong nhöõng soá haïng cuûa toång naøy laø a sbt vôùi s = K(f, r), t = K(g, r).
Ta coù:

|asbt| =
|as|r

s|bt|r
t

rs+t
=

|f |r|g|r
rm

=
|fg|r
rm

(2.13)

? Xeùt caùc soá haïng khaùc trong toång c m, neáu i < s thì j > t neân:

|ai| ≤
|f |r
ri

vaø|bj | <
|g|r
rj

do ñoù:

|aibj | <
|f |r|g|r

rm
=

|fg|r
rm

Töông töï:

|aibj | <
|f |r|g|r

rm
=

|fg|r
rm

neáu i > s

Töùc laø:

|aibj | <
|fg|r
rm

,∀i 6= s (2.14)
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Töø (2.13), (2.14) vaø tính chaát cuûa chuaån phi Archimede, ta coù:

|cm| =
|fg|r
rm

hay|cm|rm = |fg|r

Do vaäy: K(fg, r) ≥ m. (2.15)

? Nhöng neáu laïi xeùt caùc soá haïng khaùc c n =
∑

i+j=n

aibj maø n > m

thì i + j > m neân i > s hoaëc j > t.

Neáu i > s thì |ai| <
|f |r
ri

vaø |bj | ≤
|g|r
rj
, do ñoù: |aibj | <

|fg|r
rn

.

Töông töï trong tröôøng hôïp j > s ta cuõng coù: |a ibj | <
|fg|r
rn

⇒ |cn| ≤ max{|aibj | : i + j = n} <
|fg|r
rn

.

Töùc laø: |cn|r
n < |fg|r∀n > m.

Do vaäy: K(fg, r) ≤ m. (2.16)
Töø (2.15) vaø (2.16) suy ra: K(fg, r) = m, nghóa laø:

K(fg, r) = K(f, r) + K(g, r).
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Meänh ñeà 2.2.1: Cho f ∈ A[r1, r2] vaø soá thöïc r : r1 ≤ r ≤ r2

Khi ñoù: Neáu K(f, r) = k(f, r) thì f khaû nghòch trong A[r, r]

Chöùng minh:

Deã thaáy: K(fzm, r) = K(f, r)+m, vaø töông töï k(fzm, r) = k(f, r)+m.
Do vaây, neáu ñaët g = fz−k(f,r) thì K(g, r) = k(g, r) = 0. (2.17)
Giaû söû:

g(z) =
∑

n∈Z

cnzn thì: g − c0 =
∑

n∈Z,n 6=0

cnzn

Töø (2.17) suy ra: |cn|r
n < |c0|,∀n 6= 0.

Maø |cn|r
n → 0 khi |n| → +∞ neân:

|g − c0|r = sup{|cn|r
n : |n| ≤ N,n 6= 0} vôùi N ñuû lôùn.

Vaäy: |g − c0|r < |c0| hay:
|co|

|g − c0|r
< 1.

⇒ |c−1
0 g − 1|r < 1.

Nhö vaäy: g−1 = (c0 − (c0 − g))−1 = c−1
0 (1 − (1 − c−1

0 g))−1

= c−1
0 [1+(1− c−1

0 g)+(1− c−1
0 g)2 + ...+(1− c−1

0 g)n + ...].

Nhö vaäy, g khaû nghòch trong A[r, r], maø z −k(f,r) cuõng khaû nghòch trong
A[r, r] vaø g = fz−k(f,r) do ñoù f khaû nghòch trong A[r, r].
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Meänh ñeà 2.2.6: Ña thöùc P ∈ Cp[z] coù K(P, r)−k(P, r) khoâng ñieåm (tính
caû boäi) vôùi chuaån baèng r.

Chöùng minh:

Ñaët K = K(P, r), k = k(P, r)
Khoâng maát toång quaùt, ta coù theå giaû söû P laø ña thöùc ñôn khôûi.
Ta seõ ñi chöùng minh meänh ñeà baèng quy naïp theo baäc cuûa P .

• Xeùt n = 1 : P (z) = z + b0

|b0| = r ⇒ |P |r = |b0| = r ⇒ K = 1, k = 0
⇒ P coù 1 nghieäm laø −b0 coù chuaån baèng r.
Vaäy K − k = Soá nghieäm cuûa P coù chuaån baèng r.

|b0| > r hoaëc |b0| < r ⇒ K = k = 0 vaø P khoâng coù nghieäm maø chuaån
baèng r.

⇒ K − k = Soá nghieäm cuûa P coù chuaån baèng r.

• Giaû söû meänh ñeà ñuùng vôùi moïi ña thöùc coù baäc nhoû hôn n, ta seõ chöùng
minh meänh ñeà cuõng ñuùng vôùi ña thöùc P baäc n.
Giaû söû: P (z) = zn + bn−1z

n−1 + ... + b1z + b0 vaø z1 laø moät nghieäm cuûa
P (z).
Ta coù:

P (z) = zn+bn−1z
n−1+...+b1z+b0

= (z − z1)(z
n + an−1z

n−2 + ... + a1z + a0) = (z − z1)Q(z)

Vôùi Q(z) = zn + an−1z
n−2 + ... + a1z + a0

Ñaët K1 = K(Q, r), k1 = k(Q, r).
Theo giaû thieát quy naïp, Q(z) coù ñuùng K 1 − k1 khoâng ñieåm (tính caû boäi)
coù chuaån laø r.

(2.18)

? Baây giôø ta seõ ñi xeùt töøng tröôøng hôïp cuï theå:
b0 = −z1a0 ⇒ |b0| = |a0||z1|
Neáu k1 > 0 thì |a0| < |aK1

|rK1

⇒ |a0||z1| < |z1||aK1
|rK1 neân |b0| <

|z1|

r
|aK1

|rK1+1

(2.19)
Neáu k1 = 0 thì |a0| = |aK1

|rK1

⇒ |a0||z1| = |z1||aK1
|rK1 neân |b0| =

|z1|

r
|aK1

|rK1+1

(2.20)
Vôùi j : 0 < j < k1 hoaëc K1 + 1 < j ≤ n:

|bj |r
j = |aj−1 − z1aj |r

j ( do |bj | = |aj−1 − z1aj |)
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≤ max{|aj−1|r
j−1,

|z1|

r
|aj|r

j}r

< max{1, |z1|
r }|aK1

|rK1+1 (2.21)
(do : |aj−1|r

j−1 < |aK1
|rK1 & |aj |r

j < |aK1
|rK1

vôùi moïi j : 0 < j < k1 hoaëc K1 + 1 < j ≤ n)

Vôùi j = k1 > 0 vaø |z1| < r thì:
|bk1

|rk1 = |ak1−1 − z1ak1
|rk1

≤ max{|ak1−1|r
k1−1,

|z1|

r
|ak1

|rk1}r

< (|ak1
|rk1)r = |aK1

|rK1+1 (2.22)

Vôùi j = k1 > 0 vaø |z1| > r thì:

|bk1
|rk1 = |ak1−1 − z1ak1

|rk1 = max{|ak1−1|r
k1−1,

|z1|

r
|ak1

|rk1}r

=
|z1|

r
|aK1

|rK1+1 (2.23)

(Vì: |ak1
|rk1 ≥ |ak1−1|r

k1−1 vaø |z1| < r

⇒ |z1|
r |ak1

|rk1 > |ak1−1|r
k1−1)

Vôùi j : k1 + 1 ≤ j ≤ K1 thì:

|bj |r
j = |aj−1 − z1aj|r

j ≤ max{|aj−1|r
j−1,

|z1|

r
|aj |r

j}r

≤ max{1,
|z1|

r
}|aK1

|rK1+1 (2.24)

Vôùi j = k1 + 1 vaø |z1| < r thì:
|bk1+1|r

k1+1 = |ak1
− z1ak1+1|r

k1+1

= max{|ak1
|rk1,

|z1|

r
|ak1+1|r

k1+1}r = |aK1
|rK1+1

(2.25)
(Vì: |ak1

|rk1 ≥ |ak1+1|r
k1+1 vaø |z1| < r

⇒ |ak1
|rk1 >

|z1|

r
|ak1+1|r

k1+1)

Vôùi j = K1 vaø |z1| > r thì:
|bK1

|rK1 = |aK1−1 − z1aK1
|rK1

= max{|aK1−1|r
K1−1,

|z1|

r
|aK1

|rK1}r =
|z1|

r
|aK1

|rK1+1
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(2.26)
(Vì: |aK1

|rK1 ≥ |aK1−1|rK1−1 vaø |z1| > r

⇒
|z1|

r
|aK1

|rK1 > |aK1−1|r
K1−1)

Vôùi j = K1 + 1 < n vaø |z1| > r thì:
|bK1+1|r

K1+1 = |aK1
− z1aK1+1|r

K1+1

≤ max{|aK1
|rK1,

|z1|

r
|aK1+1|r

K1+1}r

< |z1|
r |aK1

|rK1+1 (2.27)

(Vì: |aK1
|rK1 > |aK1+1|r

K1+1 vaø |z1| > r

⇒
|z1|

r
|aK1

|rK1 > |aK1+1|r
K1+1)

Vôùi j = K1 + 1 < n vaø |z1| ≤ r thì:
|bK1+1|r

K1+1 = |aK1
− z1aK1+1|r

K1+1

= max{|aK1
|rK1,

|z1|

r
|aK1+1|r

K1+1}r

= |aK1
|rK1+1 (2.28)

(Vì: |aK1+1|r
K1+1 < |aK1

|rK1 vaø |z1| ≤ r

⇒
|z1|

r
|aK1+1|r

K1+1 < |aK1
|rK1)

Vôùi K1 = n − 1 thì:
|bn|r

n = rn = |aK1
|rK1+1 (2.29)

(Vì: bn = 1, aK1
= an−1 = 1)

? Töø caùc keát quaû ôû treân, ta xeùt 3 tröôøng hôïp:

Tröôøng hôïp 1: |z1| = r:
Luùc naøy, P coù theâm moät nghieäm laø z 1 so vôùi Q vaø |z1| = r, do vaäy soá
khoâng ñieåm coù chuaån baèng r cuûa P = Soá khoâng ñieåm coù chuaån baèng r
cuûa Q + 1 = K1 − k1 + 1.

Do (2.19), (2.21):
|bj |r

j < |aK1
|rK1+1,∀j : 0 ≤ j < k1 hoaëc K1 + 1 < j ≤ n.
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Do (2.20), (2.23), (2.28), (2.29):
|bk1

|rk1 = |bK1+1|rK1+1 = |aK1
|rK1+1.

Do (2.24):
|bj |r

j ≤ |aK1
|rK1+1 = |bK1+1|r

K1+1,∀j : k1 + 1 ≤ j ≤ K1 .

Vaäy K = K1 + 1 vaø k = k1

⇒ K − k = K1 + 1 − k1 = K1 − k1 + 1
= Soá khoâng ñieåm cuûa P coù chuaån baèng r.

Tröôøng hôïp 2: |z1| < r:
Luùc naøy soá khoâng ñieåm coù chuaån baèng r cuûa P = Soá khoâng ñieåm coù
chuaån baèng r cuûa Q laø K1 − k1.
Do (2.19), (2.21):

|bj |rj < |aK1
|rK1+1,∀j : 0 ≤ j < k1 hoaëc K1 + 1 < j ≤ n.

Do (2.20), (2.22):
|bk1

|rk1 < |aK1
|rK1+1.

Do (2.28), (2.29), (2.25):
|bK1+1|r

K1+1 = |aK1
|rK1+1 = |bk1+1|r

k1+1.

Do (2.24) :
|bj |r

j ≤ |aK1
|rK1+1 = |bK1+1|r

K1+1,∀j : k1 + 1 ≤ j ≤ K1 .

Vaäy K = K1 + 1 vaø k = k1 + 1
⇒ K − k = K1 + 1 − (k1 + 1) = K1 − k1

= Soá khoâng ñieåm cuûa P coù chuaån baèng r.

Tröôøng hôïp 3: |z1| < r:
Luùc naøy soá khoâng ñieåm coù chuaån baèng r cuûa P = Soá khoâng ñieåm coù
chuaån baèng r cuûa Q laø K1 − k1.

Do (2.19), (2.21), (2.27), (2.29):

|bj |r
j <

|z1|

r
|aK1

|rK1+1,∀j : 0 ≤ j < k1 hoaëc K1 + 1 < j ≤ n.

Do (2.24):

|bj |r
j ≤

|z1|

r
|aK1

|rK1+1,∀j : k1 + 1 ≤ j ≤ K1 − 1 .
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Do (2.20), (2.23, (2.26):

|bk1
|rk1 = |bK1

|rK1 =
|z1|

r
|aK1

|rK1+1.

Vaäy K = K1 vaø k = k1

⇒ K − k = K1 − k1

= Soá khoâng ñieåm cuûa P coù chuaån baèng r.
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Meänh ñeà 2.2.7: Cho r laø moät soá thöïc döông. Khi ñoù, taäp goàm taát caû caùc
ña thöùc r − extremal baäc d vaø ña thöùc khoâng laø taäp ñoùng trong Cp[z].

Chöùng minh:

Giaû söû (Pn) laø moät daõy caùc ña thöùc r − extremal baäc d,

Pn(z) =

d∑

k=0

ankzk, and 6= 0

vaø giaû söû Pn → P trong Cp[z], P (z) =

m∑

k=0

akzk, am 6= 0

Neáu P 6= 0, ta seõ chöùng minh P laø ña thöùc r − extremal baäc d.
Thaät vaäy, xeùt daõy caùc heä soá töï do cuûa daõy ña thöùc (P n)n laø (an0)n, vì Pn → P
neân Pn(0) → P (0) hay an0 → a0..
Tieáp ñoù, ta xeùt daõy caùc heä soá baäc nhaát cuûa daõy ña thöùc (P n)laø (an1)n, ta coù:

Pn − an0

z
→

P − a0

z

Hay: f1(z) = an1+

d∑

k=2

ankzk−1 → a1+

m∑

k=1

akzk−1 = g1(z)

Do ñoù: f1(0) → g1(0) hay an1 → a1.
Töông töï, ta coù:

f2(z) =
f1 − an1

z
→

g1 − a1

z
= g2(z)

Suy ra f2(0) → g2(0) neân an2 → a2.
... ... ...

Maët khaùc, neáu m > d, thì tieáp tuïc laäp luaän nhö treân ta coù: a nm → am, vì
(Pn) laø daõy caùc ña thöùc baäc d neân anm = 0,∀n, do vaäy: am = 0 - Traùi giaû thieát.

Nhöng neáu m < d thì tieáp tuïc laäp luaän nhö treân, ta coù:
anm → am vaø and → 0 ⇒ |Pn|r = |and|r

d → 0 (Pn laø ña thöùc r − extremal
baäc d).
Maø Pn → P neân |P |r = lim|Pn|r = 0 ⇒ P = 0 - Voâ lí.

Vaäy m = d neân P laø ña thöùc baäc d, theo laäp luaän treân, ta coù:
ank → ak,∀k, 0 ≤ k ≤ d, ñaëc bieät and → ad vaø an0 → a0 (2.30)
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Ngoaøi ra, laïi do Pn laø ña thöùc r − extremal baäc d neân:
|Pn|r = |and|rd = |an0|.

⇒ |P |r = lim|Pn|r = lim|and|r
d = lim|an0| (2.31)

Töø (2.30), (2.31) suy ra:
|P |r = |ad|r

d = |a0|, hay P laø ña thöùc r − extremal baäc d.
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Meänh ñeà 2.2.8: Cho f ∈ A[r1, r2] vaø r ∈ [r1, r2].
Khi ñoù, toàn taïi ε > 0 sao cho: K(f, s) = K(f, r),∀s ∈ [r, r + ε)
vaø toàn taïi δ > 0 sao cho: k(f, s) = k(f, r),∀s ∈ (r − δ, r].
Do vaäy, neáu r khoâng laø baùn kính tôùi haïn cuûa f thì toàn taïi ξ > 0 sao cho:
K(f, s) = k(f, s) = K(f, r) = k(f, r),∀s ∈ (r − ξ, r + ξ).

Chöùng minh:

Trong meänh ñeà naøy ta seõ söû duïng keát quaû sau:
Neáu r < s thì K(f, r) ≤ k(f, s) ( Chöùng minh töông töï meänh ñeà
2.2.2 (2.5)).

4 Ñaët: K = K(f, r), giaû söû: f =
∑

n∈Z

anzn.

Vôùi moïi j > K, ta coù: |aj |r
j < |aK |rK .

• Neáu aj = 0,∀j > k thì vì ∀s ≥ r,K(f, s) ≤ K(f, r) = K neân :
K(f, s) = K, töùc laø ta coù ñieàu caàn chöùng minh.

• Neáu toàn taïi l > K : al 6= 0, thì do f giaûi tích taïi r neân coù moät chæ soá i > K
sao cho: |ai|r

i ≥ |aj|r
j,∀j > K.

Thaät vaäy:
Do f giaûi tích taïi r, töùc laø lim

|n|→+∞
|an|r

n = 0, neân:

∃N > 0 : ∀n, |n| > N, |an|r
n < |al|r

l

⇒ ∀j > N, |aj|r
j < |al|r

l.
Do ñònh nghóa cuûa K, ta phaûi coù: K ≤ N

∗ Tröôøng hôïp K < N :
Ñaët: |ai|r

i = max{ max
K<j≤N

|aj|r
j, |al|r

l}.

∗ Tröôøng hôïp K = N , ñaët: i = l, ta coù:
∀j > K ⇒ j > N neân : |aj|r

j ≤ |al|r
l = |ai|r

i.

Nhö vaäy trong caû hai tröôøng hôïp ta ñeàu chæ ra ñöôïc moät chæ soá i > K
sao cho:

|ai|r
i ≥ |aj |r

j,∀j > K (2.32)

? Toàn taïi sr > r thoûa: ∀s ∈ [r, sr) thì : |ai|s
i < |aK |sK (2.33)

Thaät vaäy, ta ñaõ bieát:
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|ai|r
i < |aK |rK ⇒ r <

(
|aK

|ai|

) 1

i−K

( vì i > K).

Choïn sr : r < sr <

(
|aK

|ai|

) 1

i−K

thì: ∀s ∈ [r, sr) ta coù:

s < sr <
(

|aK

|ai|

) 1

i−K

⇒ |ai|s
i < |aK|sK .

Hôn nöõa: |ai|s
i
r < |aK|sK

r (2.34)

? Vì f cuõng giaûi tích taïi sr neân chæ coù höõu haïn chæ soá j > K sao cho:
|aj |s

j
r ≥ |ai|s

i
r (2.35)

Thaät vaäy, vì f giaûi tích taïi sr , töùc laø: lim
|n|→+∞

|an|s
n
r = 0.

⇒ ∃N : ∀n, |n| > N, |an|s
n
r < |ai|s

i
r

⇒ ∀j, |j| > N, |aj |s
j
r < |ai|s

i
r .

Do vaäy, neáu |aj|s
j
r ≥ |ai|s

i
r thì −N ≤ j ≤ N , töùc laø chæ coù höõu haïn chæ

soá j thoûa maõn |aj |s
j
r ≥ |ai|s

i
r .

? Do (2.35) neân coù theå giaû söû: {j > K : |a j |s
j
r ≥ |ai|s

i
r} = {j1, j2, ..., jm}.

Vôùi moãi jn (n = 1, 2, ...,m), chöùng minh töông töï (2.33), ta coù: s n > r
thoûa maõn:

|ajn
|sjn < |aK |sK ,∀s ∈ [r, sn)

Vì chæ coù höõu haïn jn neân coù theå ñaët: [r, r+ε) =


 ⋂

1≤n≤m

[r, sn)


 ⋂

[r, sr).

Khi ñoù, |ajn
|sjn < |aK |sK ,∀s ∈ [r, r + ε),∀jn (2.36)

? Vôùi j > K, j /∈ {j1, j2, ..., jm} thì laïi do (2.34) : |ai|s
i
r < |aK |sK

r

Maø: |aj |s
j
r ≥ |ai|s

i
r (Do (2.35))

⇒ |aj |s
j
r < |aK |sK

r ⇒ sr <

(
|aK

|aj|

) 1

j−K

.

Do vaäy: ∀s ∈ [r, r + ε) ⇒ s < sr <

(
|aK

|aj|

) 1

j−K

⇒ |ai|s
j < |aK |sK .

Töø keát quaû naøy vaø (2.36), ta coù: ∀s ∈ [r, r + ε),∀j > K : |a j |s
j < |aK|sK .
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Suy ra: K(f, s) ≤ K.

Maø: K(f, s) ≥ K(f, r) = K, do s ≤ r.

Nhö vaäy: K(f, s) = K,∀s ∈ [r, r + ε).

4 Chöùng minh töông töï cho: k(f, r), ta cuõng coù:
Toàn taïi δ > 0 sao cho: k(f, s) = k(f, r),∀s ∈ (r − δ, r].

4 Do vaäy, neáu r khoâng laø baùn kính tôùi haïn cuûa f thì:
K(f, r) = k(f, r) (2.37)
Maët khaùc, theo chöùng minh ôû treân:
Toàn taïi ε > 0 sao cho: K(f, s) = K(f, r),∀s ∈ [r, r + ε)
vaø toàn taïi δ > 0 sao cho: k(f, s) = k(f, r),∀s ∈ (r − δ, r].
Ñaët: ξ = min{ε, δ}, ta coù:
∀s ∈ [r, r + ξ),K(f, s) = K(f, r) maø K(f, r) ≤ k(f, s) ≤ K(f, s)
(do s ≥ r) neân:

K(f, r) = k(f, s) = K(f, s) (2.38)

vaø: ∀s ∈ (r − ξ, r], k(f, s) = k(f, r) maø k(f, r) ≥ K(f, s) ≥ k(f, s) (do
s ≤ r) neân:

k(f, r) = K(f, s) = k(f, s) (2.39)

Töø (2.37), (2.38) vaø (2.39), ta coù:

K(f, s) = k(f, s) = K(f, r) = k(f, r),∀s ∈ (r − ξ, r + ξ)

Töøø meänh ñeà naøy, ta seõ chöùng minh moät meänh ñeà raát quan troïng cho vieäc
chöùng minh caùc ñònh lí ôû chöông 3 - meänh ñeà 2.2.9. Nhôø noù maø ta coù theå thaáy
roõ söï noái tieáp cuûa caùc chæ soá toái ñaïi vaø chæ soá toái tieåu cuûa moät chuoãi Laurent
p-adic: Neáu laáy 2 ñieåm tôùi haïn lieân tieáp nhau thì chæ soá toái ñaïi taïi baùn kính
tôùi haïn nhoû hôn seõ baèng vôùi chæ soá toái tieåu taïi baùn kính tôùi haïn lôùn hôn.
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Meänh ñeà 2.2.9: Cho f ∈ A[r1, r2] , r ∈ [r1, r2] vaø s laø baùn kính tôùi haïn
nhoû nhaát trong [r1, r2] coøn lôùn hôn r.
Khi ñoù: k(f, s) = K(f, r).
Töông töï, neáu t laø baùn kính tôùi haïn lôùn nhaát trong [r1, r2] coøn nhoû hôn r thì:
K(f, t) = k(f, r).

Chöùng minh:

Ñaët: K = K(f, r) vaø k = k(f, s).

Vì s > r neân theo meänh ñeà 2.2.8, ta coù: K(f, r) ≤ k(f, s) hay K ≤ k. Ta seõ
chöùng minh: K = k.
Giaû söû ngöôïc laïi K < k.

• Vì ∀t ∈ [r, s) thì theo meänh ñeà 2.2.8 K ≤ K(f, t) ≤ k neân taäp hôïp:
A = {K(f, t) : t ∈ [r, s)} chæ coù höõu haïn phaàn töû.
Giaû söû A = {m1,m2, ...,ml} vôùi K ≤ mi ≤ mi+1 ≤ k,∀i = 1, 2, ..., l.

• Ta chöùng minh l = 1, thaät vaäy vì neáu l ≥ 2 thì moãi i = 1, 2, ..., l, ta ñaët:

Ii = {t ∈ [r, s) : K(f, t) = mi}

Thì Ii ∩ Ij = ∅,∀i, j : i 6= j vaø [r, s) =
⋃

i=1,l

Ii (2.40)

? Vì ∀ti ∈ Ii vaø ∀ti+1 ∈ Ii+1 thì: K(f, ti) = mi < mi+1 = K(f, ti+1)
Maø K(f, t) khoâng giaûm theo t neân: t i < ti+1.
Suy ra: sup Ii ≤ inf Ii+1 vaø do ñoù: sup Ii ≤ inf Ij ,∀i < j (2.41)

? Ñaët t1 = sup I1 vaø t2 = inf I2 thì theo (2.40), (2.41) ta coù:
r ≤ t1 ≤ t2 ≤ s.
Ta laïi coù: t1 = t2 vì neáu t1 < t2 thì toàn taïi t : t1 < t < t2 (2.42)
Töùc laø: t ∈ [r, s) maø t /∈ I1 vaø t /∈ I2.
Theo (2.40), toàn taïi j > 2 ñeå: t ∈ Ij nhöng töø ñieàu naøy ta laïi coù: t2 ≤ t
( theo (2.41)) - maâu thuaãn vôùi (2.42).
Nhö vaäy: sup I1 = t1 = t2 = inf I2 = t0.

? Neáu t0 laø moät baùn kính tôùi haïn cuûa f thì t 0 = s vì r ≤ t0 ≤ s vaø s laø
baùn kính tôùi haïn nhoû nhaát cuûa f coøn lôùn hôn r.

? Neáu t0 khoâng laø baùn kính tôùi haïn cuûa f thì theo meänh ñeà 2.2.8:
Toàn taïi ξ > 0 sao cho:
K(f, t) = k(f, t) = K(f, t0) = k(f, t0),∀t ∈ (t0 − ξ, t0 + ξ) (2.43)
Vì sup I1 = t1 = t0 neân vôùi ξ > 0, toàn taïi s1 ∈ I1 sao cho: s1 ∈ (t0−ξ, t0].



45

Do s1 ∈ I1 neân K(f, s1) = m1 vaø s1 ∈ (t0 − ξ, t0] neân
K(f, s1) = K(f, t0) (Do (2.43)).
Vaäy neân: K(f, t0) = m1 (2.44)
Vì inf I2 = t2 = t0 neân vôùi ξ > 0, toàn taïi s2 ∈ I2 : s2 ∈ [t0, t0 + ξ).
Do s2 ∈ I2 neân K(f, s2) = m2 vaø s2 ∈ [t0, t0 + ξ) neân
K(f, s2) = K(f, t0) (Do (2.43)).
Vaäy neân: K(f, t0) = m2 (2.45)
Töø (2.44), (2.45) suy ra: m1 = m2 - Maâu thuaãn vôùi giaû thieát m 1 < m2.

Nhö vaäy: l = 1 hay {K(f, t) : t ∈ [r, s)} = K (2.46)

• Laïi do meänh ñeà 2.2.8, toàn taïi ε > 0 sao cho:

k(f, t) = k(f, s) = k,∀t ∈ (s − ε, s]. (2.47)

Laáy t = s − ε/2, ta coù: k(f, t) = k (Do (2.47)).
Nhöng khi ñoù, do r ≤ t < s hay t ∈ [r, s) neân K(f, t) = K.
Vaäy: K = k.

Töông töï, neáu t laø baùn kính tôùi haïn lôùn nhaát trong [r 1, r2] coøn nhoû hôn r thì:
K(f, t) = k(f, r).
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2.3 Ñònh lí Weierstrass cho haøm giaûi tích p - adic

Ñònh lí Weierstrass cho haøm giaûi tích p - adic :
Cho r > 0 vaø f ∈ A[r], f 6= 0 vaø d = K(f, r). Khi ñoù, toàn taïi moät ña thöùc
r − dominant baäc d laø P ∈ Cp[z] vaø moät haøm giaûi tích

h(z) = 1 +

+∞∑

n=1

anzn ∈ A[r]

thoûa maõn:
(i) f = P.h.
(ii) |h − 1|r < 1 hay K(h, r) = k(h, r) = 0.
(iii) |f − P |r < |f |r.



Chöông 3

CAÙC ÑÒNH LÍ
QUAN TROÏNG

Chöông naøy seõ söû duïng phaàn kieán thöùc chuaån bò ôû chöông 1 vaø caùc tính chaát
ôû chöông 2, ñaëc bieät laø meänh ñeà 2.2.3 vaø caùc meänh ñeà töø 2.2.5 ñeán meänh ñeà
2.2.9 ñeå chöùng minh nhöõng ñònh lí quan troïng veà chuoãi Laurent p-adic: Ñònh lí
veà pheùp chia Euclide, ñònh lí Weierstrass. Cuoái cuøng laø moät soá öùng duïng cuûa
ñònh lí Weierstrass: Ñònh lí veà soá khoâng ñieåm cuûa moät chuoãi Laurent p-adic
vaø ñònh lí Poisson - Jensen.

3.1 Ñònh lí chia Euclide cho haøm giaûi tích p-adic

Ñònh lí: :Cho moät soá thöïc r > 0 , haøm f giaûi tích treân A[r] vaø P laø moät ña
thöùc trong Cp[z] vôùi P 6= 0 vaø laø r − dominant.
Khi ñoù, toàn taïi duy nhaát moät caëp (q,R), R laø moät ña thöùc, q giaûi tích treân
A[r] thoaû maõn:

(i) f = Pq + R
(ii) deg(R) < deg(P )
(iii) |R|r ≤ |f |r
(iv)ø |q|r ≤ |f |r/|P |r.

Chöùng minh:

Neáu f = 0 thì hieån nhieân ñònh lí ñuùng, ta chæ caàn chöùng minh cho tröôøng hôïp
f 6= 0.

47



48

4 Ñaàu tieân ta chöùng minh cho tröôøng hôïp f laø moät ña thöùc
Giaû söû:

f =

l∑

n=0

cnzn vaø P =

m∑

n=0

anzn

Khi ñoù, ta ñaõ coù söï toàn taïi duy nhaát cuûa cuûa caëp (q, R) vaø (i), (ii). Baây
giôø ta chöùng minh caùc tính chaát (iii), (iv).

? Tröôøng hôïp r = 1:
Giaû söû taát caû caùc heä soá cuûa f vaø P ñeàu coù chuaån khoâng vöôït quaù 1, trong
ñoù coù ít nhaát moät heä soá coù chuaån baèng 1, töùc laø heä soá cuûa f vaø P ñeàu
naèm trong O vaø |f |1 = 1, |P |1 = 1.
Vì P laø r-dominant neân heä soá cao nhaát cuûa P coù chuaån baèng 1, do tính
chaát cuûa pheùp chia Euclide trong tröôøng hôïp naøy, taát caû caùc heä soá cuûa q
vaø R phaûi naèm trong O.
Suy ra: |R|1 ≤ 1, |q|1 ≤ 1.
Nghóa laø: |R|1 ≤ |f |1 vaø |q|1 ≤ |f |1/|P |1, ta coù tính chaát (iii) vaø (iv)

Neáu |f |1 6= 1 hoaëc |P |1 6= 1.

|f |1 = max
n

|cn|1
n = max

n
|cn|

Giaû söû: |f |1 = |ck|, do f 6= 0 neân ck 6= 0.
Ñaët

f ′ = f.c−1
k =

∑

n∈Z

(c−1
k .cn)zn

|f ′|1 = max
n∈Z

|c−1
k |.|cn|.1

n =
1

|ck|
max

n
|cn| =

1

|ck|
|ck| = 1

Töông töï: P laø 1−dominant neân |P | 1 = |am| 6= 0
Ñaët

P ′ = P.a−1
m =

m∑

n=0

(a−1
m .an)zn

|P ′|1 = max
0≤n≤m

|a−1
m |.|an|.1

n =
1

|am|
max

0≤n≤m
|an| =

1

|am|
.|am| = 1

Nhö vaäy: |f ′|1 = 1, |P ′|1 = 1
Do ta ñaõ chöùng minh boå ñeà ñuùng cho f, P tröôøng hôïp |f | 1 = 1, |P |1 = 1
neân ta coù boå ñeà ñuùng cho f ′, P ′.
Töùc laø toàn taïi duy nhaát caëp (q ′, R′), R′ laø ña thöùc baäc nhoû hôn m , q giaûi
tích treân A[1] thoaû:
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(i) f ′ = P ′q′ + R′

(ii) deg(R′) < deg(P ′)
(iii) |R′|1 ≤ |f ′|1
(iv)ø |q ′|1 ≤ |f ′|1/|P

′|1

(i) f ′ = P ′q′ + R′ ⇒ f.c−1
k = P.a−1

m q′ + R′

⇒ f = P.(a−1
m .ckq′) + (R′.ck)

Ñaët q = a−1
m .ckq′, R = R′.ck , ta coù: f = P.q + R

vaø

|g|1 = |ck||a
−1
m ||g′|1 ≤ |ck|

1

|am|
.1 =

|f |1
|P |1

|R|1 = |R′|1|ck| ≤ |f ′|1|ck| = |f |1|c
−1
k ||ck| = |f |1

degR = degR′ < degP
(Töùc laø ta coù (ii),(iii),(iv))

? Tröôøng hôïp 2: r baát kì

(∗) Tröôøng hôïp 2a: r ∈ |C∗
p | Choïn soá a ∈ Cp sao cho |a| = r.

Thay bieán z bôûi bieán a−1z, ta ñöa veà tröôøng hôïp treân, thaät vaäy:

f =

l∑

n=0

cnan(a−1z)n

|f |1 = max
n

|cn||a|
n1n = max

n
|cn|r

n = |f |r

Do vaäy, ta coù theå xem nhö r = 1.

(∗) Tröôøng hôïp 2b: r /∈ |C∗
p |

Do Q truø maät trong R neân toàn taïi moät daõy (r i)i ⊂ Q maø
ri ≥ r,∀i vaø lim

i→+∞
ri = r .

Theo meänh ñeà 2.1.5, P laø r i − dominant,∀i.
Khi ñoù, neáu ñònh lí ñuùng vôùi r i,∀i thì ta coù:

|R|ri
≤ |f |ri

vaø |q|ri
≤

|f |ri

|P |ri

Laáy giôùi haïn khi i → +∞ cuûa bieåu thöùc treân ta coù:

|R|r ≤ |f |r vaø |q|r ≤
|f |r
|P |r

(ñccm )
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4 Baây giôø ta chöùng minh cho tröôøng hôïp f baát kì
Neáu f khoâng laø ña thöùc, ta coù theå tìm thaáy moät daõy caùc ña thöùc {f n} sao
cho |f − fn| → 0. Thaät vaäy, coù theå choïn ngay daõy caùc ña thöùc {f n} laø
bieåu dieãn chuoãi luyõ thöøa cuûa f vôùi baäc taêng daàn.
Vôùi moãi n ∈ N , laáy qn vaø Rn laà löôït laø thöông vaø dö cuûa pheùp chia f n

cho P.
Chuùng ta chöùng minh ñöôïc raèng q n vaø Rn laø caùc daõy trong A[r] hôn theá,
chuùng coøn laø caùc daõy Cauchy vôùi chuaån | | r .
Do ñoù chuùng hoäi tuï ñeán q vaø R trong A[r].
Vì degRn < degP neân Rn phaûi hoäi tuï ñeán moät ña thöùc baäc nhoû hôn baäc
cuûa P.
Ta coù tính chaát (i) ñeán (iv) vaãn ñuùng khi laáy giôùi haïn n → ∞.
Tính chaát (iv) baûo ñaûm raèng thöông q laø giaûi tích trong A[r].

4 Chöùng minh tính duy nhaát cuûa caëp (q,R):
Giaû söû: q1P + R1 = q2P + R2 → P (q1 − q2) = R2 − R1

Neáu q1 6= q2 thì:
K(R2 − R1, r) = K(P, r) + K(q1, q2, r)

= degP + K(q1 − q2, r) ≥ degP
Ñieàu naøy traùi vôùi giaû thieát R2, R1 ñeàu laø caùc ña thöùc baäc nhoû hôn baäc
cuûa P.

Baây giôø ta tieáp tuïc vôùi heä quaû cuûa ñònh lí 3.1 - ñònh lí chia Euclide cho chuoãi
Laurent p-adic
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3.2 Ñònh lí chia Euclide cho chuoãi Laurent p-adic:

Ñònh lí: Cho soá thöïc r > 0 : r1 ≤ r ≤ r2.
f laø moät chuoãi Laurent p-adic treân A[r1, r2] ( f ∈ A[r1, r2] ), P laø moät
ña thöùc r − extremal.
Khi ñoù, toàn taïi duy nhaát moät caëp (q,R), R laø moät ña thöùc, q ∈ A[r1, r2]
thoaû maõn:

(i) f = Pq + R
(ii) deg(R) < deg(P )
(iii) |R|r ≤ |f |r
(iv)ø |q|r ≤ |f |r/|P |r

Chöùng minh:

Cuõng gioáng nhö ôû ñònh lí 3.1, ta chæ chöùng minh cho tröôøng hôïp f 6= 0.

4 Tröôùc tieân ta chöùng minh tính duy nhaát cuûa caëp (q,R).
Giaû söû toàn taïi hai caëp (q,R) vaø (q̃, R̃) ñeàu thoûa maõn caùc ñieàu kieän treân
maøø q 6= q̃ hoaëc R 6= R̃.

? Neáu R 6= R̃ thì: toàn taïi baäc deg(R − R̃) vaø
K(R̃−R, r)−k(R̃−R, r) ≤ deg(R−R̃) < deg(P ). (3.1)

(Do R, R̃ laø caùc ña thöùc baäc nhoû hôn deg(P ))

Ta coù: Pq+R = f = P q̃+ R̃ ⇒ P (q− q̃) = R̃−R. (3.2)

Suy ra:
K(R̃−R, r) = K(P, r)+K(q− q̃, r) = deg(P )+K(q− q̃, r) (3.3)
vaø:

k(R̃−R, r) = k(P, r)+k(q− q̃, r) = 0+k(q− q̃, r) (3.4)
(Do P laø r − extremal.)

Laáy (3.3) − (3.4) theo veá ta ñöôïc:

K(R̃−R, r)− k(R̃−R, r) = deg(P )+K(q− q̃, r)− k(q− q̃, r)

⇒ K(R̃ − R, r) − k(R̃ − R, r) ≤ deg(P ).

Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi (3.1) (Do: K(q− q̃, r)−k(q− q̃, r) ≥ 0).
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? Neáu q 6= q̃ thì töø (3.2) suy ra: R 6= R̃ vaø töông töï nhö treân ta cuõng daãn
tôùi ñieàu maâu thuaãn.
Nhö vaäy caëp (q,R) thoûa caùc ñieàu kieän cuûa meänh ñeà laø duy nhaát.

4 Baây giôø ta chöùng minh söï toàn taïi cuûa caëp (q,R):

Giaû söû
f =

∑

n∈Z

anzn

Ta vieát:
f =

∑

n≥0

anzn +
∑

n<0

anzn = f1 + f2.

Vôùi
f1 =

∑

n≥0

anzn, f2 =
∑

n<0

anzn

Khi ñoù, f1 laø haøm giaûi tích p-adic neân coù theå aùp duïng thuaät chia Euclide
( ñònh lí 3.1) trong pheùp chia f 1 cho P , ta ñöôïc thöông laø q1 vaø dö R1

thoûa caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lí 3.1.

Ta coù: f1 = Pq1 + R1 , deg(R) < deg(P ), |q1|r <
|f1|r
|P |r

vaø |R|r ≤ |f1|r (3.5)

Vì r2 ≤ r neân P cuõng laø r2 − dominant ⇒ q1 ∈ A[r2].

? Theo meänh ñeà 2.1.6 ta coù: zdeg(P )P (z−1) laø r−1 − extremal.

f2(z
−1)

z
=

∑

n<0

anz−n−1 =
∑

m≥0

bmzm laø moät chuoãi luõy thöøa hoäi tuï

vôùi |z| = r−1 ( m = −n − 1, bm = an,∀m ≥ 0)

hay:
f2(z

−1)

z
∈ A[r−1] ⇒ zdeg(P ) f2(z

−1)

z
∈ A[r−1]

Do vaäy, laáy
f2(z

−1)

z
chia cho zdeg(P )P (z−1) ñöôïc thöông laø q2

vaø dö R2 thoûa caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lí 3.1.
Töùc laø: deg(R2) < deg(P ) vaø

zdeg(P ) f2(z
−1)

z
= zdeg(P )P (z−1)q2(z) + R2(z)



53

⇒ f2(z
−1) = zP (z−1)q2(z) + z1−deg(P )R2(z)

⇒ f2(z) = P (z)(z−1q2(z
−1)) + zdeg(P )−1R2(z

−1)

? Töø ñònh lí 3.1 ta cuõng coù:

|R2(z)|r−1 ≤ |zdeg(P ) f2(z
−1)

z
|r−1 = |zdeg(P )−1f2(z

−1)|r−1

⇒ |z1−deg(P )R2(z)|r−1 ≤ |f2(z
−1)|r−1

⇒ |zdeg(P )−1R2(z
−1)|r ≤ |f2(z)|r

(Do meänh ñeà 2.1.6). (3.6)

Vaø:

|q2(z)|r−1 ≤ |zdeg(P ) f2(z
−1)

z
|r−1/|zdeg(P )P (z−1)|r−1

⇒ |zq2(z)|r−1 ≤
|f2(z

−1)|r−1

|P (z−1)|r−1

⇒ |z−1q2(z
−1)|r ≤

|f2(z)|r
|P (z)|r

(3.7)

Bôûi vì r1 ≤ r vaø zdeq(P )P (z−1) laø r−1 − dominant neân theo ñònh lí 3.1,
ta coù:

z−1q2(z
−1) ∈ A[r1,∞) ⇒ z−1q2(z

−1) ∈ A[r1, r2]. (3.8)

Hôn nöõa:
|f |r = max

n∈Z
|an|r

n ≥ max
n≥0

|an|r
n = |f1|r

vaø: |f |r = max
n∈Z

|an|r
n ≥ max

n<0
|an|r

n = |f2|r

Vaäy: |f |r ≥ max{|f1|r, |f2|r}. (3.9)

? Ñaët:

q(z) = q1(z)+z−1q2(z
−1) , R(z) = R1(z)+zdeg(P )−1R2(z

−1)

Ta coù:
(i) f (z) = f1(z) + f2(z)

= P (z)q1(z) + R1(z) + P (z)(z−1q2(z
−1)) + zdeg(P )−1R2(z

−1)

= P (z)(q1(z) + (z−1q2(z
−1)) + (R1(z) + zdeg(P )−1R2(z

−1))
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= P (z)q(z) + R(z).

(ii) R2(z) laø ña thöùc baäc nhoû hôn deg(P ) neân z deg(P )−1R2(z−1) laø ña
thöùc baäc nhoû hôn deg(P ) vaø vì (3.5) neân baäc cuûa ña thöùc
R(z) = R1(z) + zdeg(P )−1R2(z

−1) cuõng nhoû hôn deg(P ).

(iii) |R(z)|r = |R1(z) + zdeg(P )−1R2(z
−1)|r

≤ max{|R1(z)|r , |zdeg(P )−1R2(z−1)|r}

≤ max{|f1|r, |f2|r} (Do(3.5) vaø (3.6) ).

≤ |f |r . (Do (3.9))

(iv) Töø (3.5) vaø (3.8) ta coù: q(z) ∈ A[r1, r2].

vaø: |q(z)|r = |q1(z) + z−1q2(z
−1)|r

≤ max{|q1(z)|r , |z
−1q2(z

−1)|r}

≤ max{
|f1(z)|r
|P (z)|r

,
|f2(z)|r
|P (z)|r

} (Do 3.5 vaø 3.7).

≤
1

|P (z)|r
max{|f1(z)|r , |f2(z)|r}.

≤
1

|P |r
|f |r (Do 3.9)

≤
|f |r
|P |r
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3.3 Ñònh lí Weierstrass

Ñònh lí Weierstrass: Cho f 6= 0 laø moät chuoãi Laurent treân A[r1, r2],
töùc laø f ∈ A[r1, r2] \ {0}.
Khi ñoù vôùi moãi soá r > 0 : r1 ≤ r ≤ r2, ñaët:

d = K(f, r)− k(f, r).
Thì: Toàn taïi duy nhaát caëp (P, u) thoûa: f = P.u vaø:

• P laø ña thöùc baäc d.
• P (0) = 1, k(P, r) = 0,K(P, r) = d.
• u ∈ A[r1, r2] vaø k(u, r) = K(u, r).

Chöùng minh:

(i) Khoâng maát toång quaùt, ta coù theå giaû söû: k(f, r) = 0:
Thaät vaäy, neáu

f =
∑

n∈Z

anzn

Ñaët k = k(f, r), ta coù: |f |r = |ak|r
k

Vaø ñaët:
f1 = z−k.f =

∑

n∈Z

anzn−k

⇒ |f1|r = max
n

|an|r
n−k = (max

n
|an|r

n)r−k = |ak|r
k.r−k = |ak|

Ñaët
bn−k = an ⇒ f1 =

∑

n∈Z

bn−kzn−k

⇒ k(f1, r) = min{n ∈ Z| |bn|r
n = |f1|r}

= min{n ∈ Z| |an+k|r
n = |ak|}

= min{n ∈ Z| |an+k|r
n+k = |ak|r

k} = 0

( Do n + k = k neân n = 0).

Neáu f1 = P.u1 ⇒ z−kf = P.u1 thì :
f = P.(u1.zk) = P.u, vôùi: u = u1.zk .

Deã thaáy P, u thoaû caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lí.

(ii) Cuõng khoâng maát toång quaùt, coù theå giaû söû: |f |r = 1
Theo chöùng minh treân, ta coù theå xem: k(f, r) = 0 vaø do ñoù: |f | r = |a0|.
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Thaät vaäy, ñaët: f2 = a−1
0 f

(a0 6= 0 vì neáu a0 = 0 thì do |f |r = |a0| ⇒ f = 0 - traùi giaû thieát).

⇒ f2 =
∑

n∈Z

(ana−1
0 )zn

⇒ |f2|r = max
n∈Z

|ana−1
0 |rn = (max

n∈Z
|an|r

n)|a−1
0 | = |a0||a0|

−1 = 1

Neáu ñònh lí ñöôïc chöùng minh cho f 2, töùc laø: f2 = P.u2 vôùi P, u2 thoaû
caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lí thì:

f = a0f2 = P.(a0u2) = Pu vôùi P, u thoaû ñieàu kieän ñònh lí.

(iii) Hôn nöõa, ta cuõng coù theå giaû söû: P (0) = a = 1

Thaät vaäy, giaû söû: a 6= 1.
Do a 6= 0 (nhö chöùng minh ôû phaàn (ii) ) neân toàn taïi a −1 ∈ Cp.
Ñaët:

P0 = a−1P, u0 = au, ta coù: P0(0) = a−1P (0) = a−1a = 1.

Giaû söû ñònh lí ñaõ chöùng minh ñuùng cho P , töùc laø: f = Pu vôùi P vaø u
thoaû caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lí ( tröø ñieàu kieän P (0) = 1) thì:
f = Pu = (a−1P )(au) = P0u0 vôùi P0, u0 thoaû caùc ñieàu kieän cuûa ñònh lí
vaø P0(0) = 1.

(iv) Nhö vaäy, theo caùc chöùng minh treân, ta coù theå chöùng minh ñònh lí vôùi
giaû thieát:

|f |r = 1, k(f, r) = 0, P (0) = 1, vaø do ñoù: K(f, r) = d

Giaû söû: f =
∑

n∈Z

anzn, ta ñaët: P1(z) =

d∑

n=0

anzn

Ta coù: P1 laø r−extremal.
Thaät vaäy: k(P1, r) = min{0 ≤ n ≤ d : |an|r

n = |P1|r} = 0
(do k(f, r) = 0).

K(P1, r) = d = degP vaø |P1|r = 1

|f − P1|r = |
∑

n<0

anzn +
∑

n>0

anzn| ≤ 1

? Ta seõ chöùng minh: |f − P1|r < 1
Giaû söû: |f − P1|r = 1, suy ra: max

n<0∨n>d
|an|r

n = 1

⇒ ∃m < 0 ∨ n > d : |am|rm = 1 = |f |r
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∗ Neáu m < 0 thì 0 = k(f, r) ≤ m < 0−Voâ lí.

∗ Neáu m > d thì d = K(f, r) ≥ m > d−Voâ lí.
Vaäy:|f − P1|r < 1.

? Goïi q1 vaø R1 laàn löôït laø thöông vaø dö cuûa pheùp chia f cho P 1 do ñònh lí
3.2, ta coù: f = P1q1 + R1

⇒ f − P1 = P1(q1 − 1) + R1

Do tính duy nhaát cuûa cuûa pheùp chia Euclide (Ñònh lí 3.2), ta coù: q 1 − 1
vaø R1 laàn löôït laø thöông vaø dö cuûa pheùp chia f − P 1 cho P1.
Ñaët: |f − P1|r = α, 0 < α < 1
Suy ra: |R1|r ≤ |f − P1|r = α < 1
Cuõng theo ñònh lí 3.2:

|q1 − 1| ≤
|f − P1|r
|P1|r

= α/1 = α

|q1|r ≤
|f |r
|P1|r

= 1/1 = 1 (3.10)

(v) Giaû söû raèng ta ñaõ xaây döïng ñöôïc moät daõy (Pi, Qi, Ri), i = 1, 2, ..., n
Vôùi:
• Pi laø caùc ña thöùc r − extremal baäc d, |Pi|r = 1.
• Ri laø caùc ña thöùc coù baäc nhoû hôn d.
• f = Piqi + Ri

Thoaû caùc baát ñaúng thöùc sau:

a) |Ri|r ≤ αi, i = 1, 2, ..., n
b) |Pi − Pi−1|r ≤ αi−1, i = 2, 3, ..., n
c) |qi − qi−1|r ≤ αi, i = 2, 3, ..., n

Theo chöùng minh ôû (iv), caùc giaû thieát naøy ñuùng cho tröôøng hôïp n = 1.

Ta seõ xaây döïng daõy (Pn+1, Qn+1, Rn+1) thoaû caùc giaû thieát ôû treân.

? Ñaët: Pn+1 = Pn + Rn ⇒ Pn+1, Pn coù cuøng baäc laø d
vaø: |Rn|r < 1 = |Pn|r ⇒ Rn|r 6= |Pn|r

⇒ |Pn+1|r = max{|Pn|r , |Rn|r}
= max{1, α} = 1 ( do α < 1)
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|Rn(0)| ≤ |Rn|r < 1 = |Pn|r = |Pn(0)|

? Ta seõ chöùng minh Pn+1 laø r − dominant.
Thaät vaäy, giaû söû Rn coù baäc laø s (s < d),

Rn =

s∑

m=0

bmzm, Pn =

d∑

m=0

amzm,

khi ñoù:

Pn+1 = Pn + Rn =

s∑

m=0

(am + bm)zm +

d∑

l=s+1

alz
l

⇒ 1 = |Pn+1|r = max
0≤m≤s, s+1≤l≤d

{|am + bm|rm, |al|r
l}

≤ max
0≤m≤s, s+1≤l≤d

{max{|am|rm, |bm|rm}, |al|r
l}

≤ |ad|r
d

(Do: |ai|r
i ≤ |Pn|r = |ad|r

d,∀i = 0, 1, ..., d
|bm|rm ≤ |Rn|r = α,∀m = 0, 1, ..., s)

⇒ K(Pn+1, r) = d = degPn+1

? Töông töï ta cuõng chöùng minh ñöôïc: k(P n+1, r) = 0
⇒ Pn+1 laø r − extremal.

? Laáy qn+1 vaø Rn+1 laø thöông vaø dö cuûa pheùp chia f cho P n+1, khi ñoù:

|Pn+1 − Pn|r = |Rn|r ≤ αn (Giaû thieát quy naïp)
vaø b) thoaû maõn vôùi i = n + 1.

? Saép laïi phöông trình:
Pnqn + Rn = f = Pn+1qn+1 + Rn+1 = (Pn + Rn)qn+1 + Rn+1

Ta nhaän ñöôïc:

−Rnqn+1 = Pn(qn+1 − qn) + Rn+1 − Rn (3.11)

Rn(1 − qn+1) = Pn(qn+1 − qn) + Rn+1 (3.12)

⇒ qn+1−qn, Rn+1−Rn laàn löôït laø thöông vaø dö cuûa pheùp chia−R nqn+1

cho Pn; qn+1 − qn, Rn+1 laàn löôït laø thöông vaø dö cuûa pheùp chia
Rn(1 − qn+1) cho Pn.
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Do ñònh lí 3.2:

f = Pn+1qn+1 + Rn+1 ⇒ |qn+1|r ≤
|f |r

|Pn+1|r
= 1

Vaø:

(1) ⇒ |qn+1 − qn|r ≤
|Rn|r.|qn+1|r

|Pn|r
≤

αn.1

1
< 1

Hôn nöõa:

|1 − qn+1|r = |(1 − q1) + (q1 − q2) + ... + (qn − qn+1)|r

≤ max{|1 − q1|r, |qi − qi+1|r, 1 ≤ i ≤ n}

≤ max{α,αi+1, 1 ≤ i ≤ n} = α

(Do α < 1).

Töø (3.12) suy ra:

|qn+1 − qn|r ≤
|Rn|r.|1 − qn+1|r

|Pn|r
=

αn.α

1
= αn+1

Vaø:

|Rn+1|r ≤ |Rn|r |1 − qn+1|r = αn.α = αn+1

Töùc laø c), a) thoaû maõn vôùi i = n + 1.

Nghóa laø ta ñaõ xaây döïng xong daõy caùc boâï 3 (P n, qn, Rn) thoaû caùc giaû
thieát a), b), c).

(vi) Chöùng minh ñònh lí:

? Do a) lim
n→∞

Rn = 0

Ñaët:
P = lim

n→∞
Pn, u = lim

n→∞
qn

Laáy giôùi haïn cuûa bieåu thöùc : fn = Pnqn + Rn.
Ta ñöôïc: f = Pq.

? Vôùi moïi n ∈ N,Pn laø r − extremal baäc d neân P laø r − extremal baäc d.
(Vì theo meänh ñeà 2.2.4, taäp {Q, 0| Q laø ña thöùc r − extremal baäc d}
laø taäp ñoùng).
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? Do f = Pq neân theo ñònh lí 3.2, u laø thöông cuûa pheùp chia f cho P
neân: u ∈ A[r1, r2].
Vì d = K(f, r)− k(f, r) = K(P, r) + K(u, r) − (k(P, r) + k(u, r))

(meänh ñeà 2.2.7).
= K(P, r)− k(P, r) + K(u, r) − k(u, r)
= d − 0 + K(u, r) − k(u, r)

⇒ k(u, r) = K(u, r) (3.13)

(vii) Chöùng minh tính duy nhaát:
Giaû söû: Pu = P̃ ũ .
Theo meänh ñeà 2.2.5, u khaû nghòch trong A[r 1, r2] (Do (3.13)).

⇒ P = u−1P̃ ũ = (u−1ũ)P̃

⇒ u−1ũ laø thöông cuûa pheùp chia P cho P̃ vaø do ñoù noù laø ña thöùc.

Maø: degP = deg(P̃ ) = d
⇒ u−1ũ laø haèng soá.

Nhöng vì: P (0) = P̃ (0) = 1 ⇒ u−1ũ = 1 ⇒ u = ũ

⇒ P = P̃ .
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3.4 Moät soá öùng duïng cuûa ñònh lí Weierstrass

Ñònh lí 3.4.1 (Soá khoâng ñieåm): Cho f ∈ A[r1, r2].
Neáu r1 ≤ ρ ≤ R ≤ r2 thì f coù K(f,R)− k(f, ρ) khoâng ñieåm trong A[ρ,R] tính
caû boäi.

Chöùng minh:

• Neáu f = 0 thì f coù voâ haïn khoâng ñieåm =K(f,R)−k(f, ρ) vìK(f,R) = +∞
vaø k(f, ρ) = −∞.

• Neáu f 6= 0 thì ôû chöông 2 ta ñaõ chöùng minh f chæ coù höõu haïn baùn kính tôùi haïn
trong A[ρ,R], giaû söû laø: s1, s2, ..., sm vôùi si < si+1,∀i = 1, 2, ...,m − 1.

? Vôùi moãi r ∈ [ρ,R] vaø r khoâng laø ñieåm tôùi haïn:
Theo ñònh lí Weierstrass f = P.u vôùi P laø ña thöùc baäc d.
Vôùi d = K(f, r) − k(f, r) vaø K(u, r) = k(u, r) neân u khaû nghòch trong
A[r, r]. Do vaäy, trong A[r, r], soá khoâng ñieåm cuûa f , keå caû boäi baèng vôùi
soá khoâng ñieåm cuûa P , tính caû boäi.
Theo meänh ñeà 2.2.6, P coù ñuùng d = K(f, r)− k(f, r) khoâng ñieåm keå caû
boäi trong A[r, r].
Do vaäy: f coù ñuùng d = K(f, r) − k(f, r) khoâng ñieåm keå caû boäi trong
A[r, r].
Vì r khoâng laø ñieåm tôùi haïn, töùc laø d = K(f, r)−k(f, r) = 0 neân f khoâng
coù khoâng ñieåm trong A[r, r], noùi caùch khaùc laø f khoâng coù khoâng ñieåm
coù chuaån baèng r. Nhö vaäy, khoâng ñieåm cuûa f (neáu coù) phaûi coù chuaån
baèng ñieåm tôùi haïn.

? Vôùi moãi ñieåm tôùi haïn si, i = 1, 2, ...,m:
Laäp luaän töông töï nhö treân, f coù ñuùng d i = K(f, si) − k(f, si) khoâng
ñieåm keå caû boäi coù chuaån baèng s i.
Vaäy: Soá khoâng ñieåm cuûa f trong A[ρ,R] = Soá khoâng ñieåm cuûa f coù
chuaån baèng ñieåm tôùi haïn s i, ∀i = 1, 2, ...,m vaø baèng:

∑

1≤i≤m

di =
∑

1≤i≤m

(K(f, si) − k(f, si)) (3.14)

? Maët khaùc, ta coù:
∗ Neáu ρ = s1 thì k(f, ρ) = k(f, s1), neáu ρ < s1 thì ρ khoâng phaûi
laø baùn kính tôùi haïn neân: k(f, ρ) = K(f, ρ) maø theo meänh ñeà 2.2.9
K(f, ρ) = k(f, s1) neân k(f, ρ) = k(f, s1).
∗ Töông töï, neáu R = sm thì K(f,R) = K(f, sm), neáu R > sm thì R
khoâng phaûi laø baùn kính tôùi haïn neân: k(f,R) = K(f,R) maø theo meänh
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ñeà 2.2.9 K(f, sm) = k(f,R) neân K(f, sm) = K(f,R).
Nhö vaäy: k(f, ρ) = k(f, s1).

K(f, sm) = K(f,R).
Theo meänh ñeà 2.2.9 ta cuõng coù: K(f, s i) = k(f, si+1),∀i = 1, 2, ...,m−1,
Töø caùc ñaúng thöùc naøy vaø (3.14) ta coù: Soá khoâng ñieåm cuûa f trong A[ρ,R]
laø:

∑

1≤i≤m

(K(f, si) − k(f, si)) = K(f, sm) − k(f, s1) = K(f,R) − k(f, ρ)
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Ñònh lí 3.4.2: Cho f ∈ A[r1, r2], f 6= 0.
Khi ñoù f coù nhieàu nhaát laø höõu haïn khoâng ñieåm trong A[ρ,R].

Chöùng minh:

Ñònh lí naøy laø heä quaû tröïc tieáp cuûa ñònh lí 3.4.1 khi ρ = r 1 vaø R = r2.
Thaät vaäy, soá khoâng ñieåm cuûa f trong A[r 1, r2] laø: K(f, r2)−k(f, r1), vì f 6= 0
neân K(f, r2) vaø k(f, r1) ñeàu höõu haïn, do vaäy hieäu cuûa chuùng laø höõu haïn hay
f coù höõu haïn khoâng ñieåm trong A[ρ,R].
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Moät soá ví duï: Tính soá khoâng ñieåm cuûa moät chuoãi Laurent p-adic.

• Trong C2, cho f (z) = z2(z − 1)(z − 2)(z − 3) = z5 − 6z4 + 11z3 − 6z2.
Deã thaáy f giaûi tích treân A[0, 1], hay: f ∈ A[0, 1].
|a0| = 0, |a1| = 0, |a2| = 1/2, |a3| = 1, |a4| = 1/2, |a5| = 1.
K(f, 1) = 5, k(f, 0) = 0.
Vaäy f coù K(f, 1) − k(f, 0) = 5 khoâng ñieåm trong A[0, 1].

? Tính cuï theå, ta coù:
∗ r1 = 0 : k(f, r1) = 0,K(f, r1) = min{n : |an| 6= 0} = 2.

Neân f coù K(f, r1) − k(f, r1) = 2 khoâng ñieåm coù chuaån baèng r 1.
∗ r2 = 1/2 : k(f, r2) = 2,K(f, r2) = 3.

Neân f coù K(f, r2) − k(f, r2) = 1 khoâng ñieåm coù chuaån baèng r 2.
∗ r3 = 1 : k(f, r3) = 3,K(f, r3) = 5.

Neân f coù K(f, r3) − k(f, r3) = 1 khoâng ñieåm coù chuaån baèng r 3.

• Trong C3, cho f (z) =
+∞∑

n=1

3nzn +
1∑

n=−∞

3−nzn .

? ∀r ∈ [1/2, 1], ta coù:

∗ n > 0 :
1

2n
≤ rn ≤ 1 vaø |an| = 3−n

⇒
1

2n
3−n ≤ |an|r

n ≤ 3−n ⇒
1

2n

1

3n
≤ |an|r

n ≤
1

3n

neân lim
n→+∞

|an|r
n = 0.

∗ n < 0 :
1

2n
≥ rn ≥ 1 vaø |an| = 3n

⇒
1

2n
3n ≥ |an|r

n ≥ 3n ⇒

(
2

3

)−n

≥ rn ≥

(
1

3

)−n

neân lim
n→−∞

|an|r
n = 0.

Vaäy f giaûi tích treân A[1/2, 1], hay: f ∈ A[1/2, 1].

? Deã thaáy: K(f, 1/2) = k(f, 1/2) = −1.
Vaø: K(f, 1) = 1, k(f, 1) = −1.
Neân f coù K(f, 1) − k(f, 1/2) = 2 khoâng ñieåm trong A[1/2, 1].
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3.5 Ñònh lí Poisson−Jensen

Ñònh lí Poisson−Jensen: Cho f =
∑

n∈Z

anzn ∈ A[r1, r2) vaø khoâng phaûi

laø haøm haèng, vôùi r2 < ∞.
Khi ñoù: ∀r ∈ [r1, r2), ta coù:

Neáu r1 > 0 thì : N(f, 0, r) + k(f, r1)logr + log|ak(f,r1)| = log|f |r
Neáu r1 = 0 thì : N(f, 0, r) + log|aK(f,0)| = log|f |r

Chöùng minh:

Theo meänh ñeà 2.2.3, chæ coù höõu haïn ñieåm tôùi haïn trong [r 1, r] neáu r < r2.

? Tröôøng hôïp r1 = 0, laáy r′ laø ñieåm tôùi haïn döông nhoû nhaát
Theo meänh ñeà 2.2.9, ta coù: K(f, 0) = k(f, r ′).
Vôùi r : 0 < r ≤ r′, cuõng theo meänh ñeà 2.2.9: K(f, r) = k(f, r ′)
Do vaäy: K(f, 0) = k(f, r) (3.15)
Maø:
|f |r = |ak(f,r)|r

k(f,r) neân log|f |r = k(f, r)logr + log|ak(f,r)|) (3.16)

Suy ra:
N(f, 0, r) = K(f, 0)logr (Do ñònh nghóa cuûa N(f, 0, r) khi r 1 = 0).

= k(f, r)logr (do (3.15))

= log|f |r − log|ak(f,r)| (do (3.16)
= log|f |r − log|aK(f,0)| (do (3.15)

? Tröôøng hôïp r1 > 0, laáy r′ laø ñieåm tôùi haïn döông nhoû nhaát maø r′ > r1

Laäp luaän töông töï nhö treân, theo meänh ñeà 2.2.9: K(f, r 1) = k(f, r′)
vaø K(f, r) = k(f, r′).
Neân: K(f, r1) = k(f, r) (3.17)

Maø: |f |r = |ak(f,r)|r
k(f,r)

vaø : |aK(f,r1)|r
K(f,r1)
1 = |f |r1

= |ak(f,r1)|r
k(f,r1)
1
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Suy ra:
log|ak(f,r)| + k(f, r)logr = log|f |r = log|aK(f,r)| + K(f, r)logr

Vaø:
log|ak(f,r1)| + k(f, r1)logr1 = log|f |r1

= log|aK(f,r1)| + K(f, r1)logr1

(3.18)

Do ñoù:

N(f, 0, r) =
∑

0 6=z∈A[r1,r]:f(z)=0

log
r

|z|

=
∑

|z|=r1:f(z)=0

log
r

|z|
+

∑

|z|=r:f(z)=0

log
r

|z|

(Vì theo ñònh lí Weierstrass, khoâng ñieåm cuûa f trong A[r 1, r]
(neáu coù) phaûi coù chuaån baèng r 1 hoaëc r)

(3.19)

= [K(f, r1) − k(f, r1)]log
r

r1
+ [K(f, r)− k(f, r)]log

r

r

= [K(f, r1) − k(f, r1)](logr − logr1) (Do log
r

r
= log1 = 0)

= K(f, r1)logr − k(f, r1)logr − K(f, r1)logr1 + k(f, r1)logr1

= k(f, r)logr − k(f, r1)logr − K(f, r1)logr1 + k(f, r1)logr1

(Do (3.17))

= (log|f |r − log|ak(f,r)|)−k(f, r1)logr− (log|f |r1
− log|aK(f,r1)|)

+(log|f |r1
− log|ak(f,r1)|)

(Do (3.18))

= log|f |r − log|ak(f,r)| − k(f, r1)logr + log|ak(f,r)|)− log|ak(f,r1)|

(Do (3.17)).

= log|f |r − k(f, r1)logr − log|ak(f,r1)|

⇒ N(f, 0, r) + k(f, r1)logr + log|ak(f,r1)| = log|f |r

Nhö vaäy, trong caû hai tröôøng hôïp, ta ñaõ chöùng minh ñònh lí ñuùng cho moïi
r ∈ [r1, r

′] vôùi r′ laø ñieåm tôùi haïn ñaàu tieân lôùn hôn r 1, nghóa laø ñuùng cho
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moïi r naèm trong ñoaïn töø r 1 ñeán ñieåm tôùi haïn ñaàu tieân lôùn hôn r 1.
Baây giôø, chuùng ta chæ caàn kieåm tra raèng coù theå vöôït qua moãi ñieåm giôùi
haïn.

Giaû söû r ′ laø moät ñieåm tôùi haïn, vaø giaû söû laø ñònh lí ñuùng cho moïi r ≤ r ′.
Laáy r” laø ñieåm tôùi haïn nhoû nhaát maø coøn lôùn hôn r ′.
Vì f chæ coù nhieàu nhaát höõu haïn ñieåm tôùi haïn naèm trong ñoaïn töø r 1 ñeán
baát kì soá r maø r < r2, do ñoù ta chæ caàn chöùng minh ñònh lí vaãn ñuùng cho
moïi r ≤ r”, vaø do ñoù ñònh lí ñöôïc chöùng minh baèng quy naïp.
Thaät vaäy, töông töï nhö chöùng minh ôû (3.19), khoâng ñieåm cuûa f (neáu coù)
phaûi coù chuaån baèng r 1(neáu r1 laø moät baùn kính tôùi haïn), hoaëc baèng r ′

hoaëc baèng r (neáu r = r ′′) neân:

N(f, 0, r) =
∑

0 6=z∈A[r1,r]:f(z)=0

log
r

|z|

=
∑

|z|=r1:f(z)=0

log
r

|z|
+

∑

|z|=r′:f(z)=0

log
r

|z|
(Vì: log

r

r
= 0)

= [K(f, r1) − k(f, r1)]log
r

r1
+ [K(f, r′) − k(f, r′)]log

r

r′

Nhöng vì: r1 < r′ < r ≤ r′′ neân theo meänh ñeà 2.2.9, ta coù:
K(f, r′) = k(f, r) vaø K(f, r1) = k(f, r′) (3.20)

Hôn nöõa:

|f |r1
= |aK(f,r1)|r

K(f,r1)
1 = |ak(f,r1)|r

k(f,r1)
1

vaø:

|f |r′ = |aK(f,r′)|(r
′)K(f,r′) = |ak(f,r′)|(r

′)k(f,r′) (3.21)

Neân ta coù:

N(f, 0, r) = K(f, r1)logr−K(f, r1)logr1−k(f, r1)logr+k(f, r1)logr1

+K(f, r′)logr − K(f, r′)logr′ − k(f, r′)logr + k(f, r′)logr′

= k(f, r′)logr − K(f, r1)logr1 − k(f, r1)logr + k(f, r1)logr1

+k(f, r)logr − K(f, r′)logr′ − k(f, r′)logr + k(f, r′)logr′

(Do (3.20))

= k(f, r′)logr − log|f |r1
+ log|aK(f,r1)| − k(f, r1)logr

+log|f |r1
− log|ak(f,r1)| + log|f |r − log|ak(f,r)|
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−log|f |r′ + log|aK(f,r′)| − k(f, r′)logr + log|f |r′ − log|ak(f,r′)|

(Do (3.21))

= log|aK(f,r1)| − k(f, r1)logr − log|ak(f,r1)|

+log|f |r − log|ak(f,r)| + log|aK(f,r′)| − log|ak(f,r′)|

= log|ak(f,r′)| − k(f, r1)logr − log|ak(f,r1)|

+log|f |r − log|ak(f,r)| + log|ak(f,r)| − log|ak(f,r′)|

(Do (3.20)).

= log|f |r − k(f, r1)logr − log|ak(f,r1)|



KEÁT LUAÄN

Luaän vaên ñaõ laàn löôït trình baøy nhöõng vaán ñeà cô baûn cuûa vieäc xaây döïng
tröôøng soá phöùc p-adic ñeå sau ñoù ñi xaây döïng chuoãi Laurent p-adic vaø tìm hieåu
caùc tính chaát quan troïng cuûa noù. Tieáp ñoù ñi chöùng minh moät soá ñònh lí quan
troïng cuûa chuoãi Laurent p-adic vaø cuoái cuøng laø moät soá öùng duïng cuûa chuùng.

Nhö vaäy, ta bieát raèng moät chuoãi Laurent p-adic baát kì chæ coù khoâng ñieåm
taïi ñieåm tôùi haïn ( töùc laø noù chæ coù khoâng ñieåm vôùi chuaån baèng vôùi baùn kính tôùi
haïn), hôn theá coù theå tính ñöôïc soá khoâng ñieåm cuûa moät chuoãi Laurent p-adic
thoâng qua chæ soá toái ñaïi vaø chæ soá toái tieåu cuûa noù; taïi moãi baùn kính hoäi tuï, coù
theå ñem moät chuoãi Laurent p-adic chia cho moät ña thöùc, thöông vaø dö (thoûa
moät soá raøng buoäc) laø duy nhaát, hôn nöõa thöông laø moät chuoãi Laurent p-adic
vaø dö laø moät ña thöùc coù baäc nhoû hôn ña thöùc chia; cuõng taïi moãi baùn kính hoäi
tuï, coù theå ñem phaân tích moät chuoãi Laurent p-adic thaønh tích cuûa moät ña thöùc
r − extremal vaø moät chuoãi Laurent p-adic khaû nghòch taïi baùn kính ñoù, ...

Ngoaøi ra, ta ñaõ bieát laø giaûi tích p-adic coù nhöõng moái lieân quan saâu saéc
vôùi nhöõng vaán ñeà lôùn cuûa soá hoïc vaø hình hoïc ñaïi soá, vaäy lí thuyeát veà chuoãi
Laurent p-adic ñöôïc öùng duïng nhö theá naøo trong nhöõng lónh vöïc naøy?

Ñaây laø vaán ñeà maø toâi seõ tieáp tuïc nghieân cöùu trong thôøi gian saép tôùi.
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