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LỜI CẢM ƠN 
 

Lời đầu tiên, tôi trân trọng kính gửi đến Thầy TS. Trần Minh Thuyết 

lời cảm ơn sâu sắc nhất về sự tận tình hướng dẫn, chỉ bảo của thầy đối với 

tôi trong suốt quá trình học tập và hoàn thành luận văn này. 

Qua  luận văn này,  tôi xin bày  tỏ  lòng biết ơn sâu sắc đến Thầy TS. 

Nguyễn Thành Long và Cô TS. Lê Thị Phương Ngọc đã đọc và đóng góp 

nhiều ý kiến quý báu cho luận văn của tôi. Lòng say mê nghiên cứu khoa 

học và sự tận tâm của các Thầy và Cô đối với học trò là tâm gương sáng để 

thế hệ chúng tôi noi theo. 

Xin chân  thành cảm ơn Quý Thầy, Cô  thuộc Phòng Khoa học Công 

nghệ ‐Sau đại học, Trường Đại học Sư Phạm TP.HCM đã tạo mọi điều kiện 

thuận lợi để tôi hoàn tất chương trình học và hoàn thành luận văn.  

Qua đây tôi cũng tỏ  lòng biết ơn sâu sắc đến các tác giả của các bài 

báo mà tôi đã tham khảo trong quá trình viết luận văn này. 

Xin cảm ơn các bạn lớp Cao học Toán Giải Tích khóa 18 và em Ngô 

Vũ Hoàng  Thanh,  nhân  viên  TTBDVH  THÀNH  TRÍ  đã  nhiệt  tình  động 

viên và giúp đỡ tôi trong suốt thời gian qua. 

Cuối cùng, lời thân thương nhất tôi muốn giử tới mọi người trong gia 

đình  tôi, những người đã hết  lòng  lo  lắng cho tôi và  luôn ở bên tôi trong 

những lúc tôi gặp khó khăn.  

Vì kiến thức của bản thân còn nhiều hạn chế nên luận văn khó tránh 

khỏi những thiếu sót, rất mong nhận được sự chỉ bảo của Quý Thầy, Cô và 

sự góp ý chân thành của bạn bè, đồng nghiệp. 

  

  PhạmThanh Sơn 
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DANH SÁCH CÁC KÝ HIỆU SỬ DỤNG TRONG LUẬN VĂM 
 
`   Tập các số tự nhiên 
]   Tập các số nguyên 
\   Tập các số thực 

+
]   Tập các số nguyên không âm 

+
\   Tập các số thực không âm 

Ω   Khoảng (0,1)  

T
Q   Tích Descartes  (0, ), 0T TΩ× ∀ >  

1 2 3 4
| |γ γ γ γ γ= + + +  Modun của đa chỉ số 4

1 2 3 4
( , , , )γ γ γ γ γ

+
= ∈ ]  

1 2 3 4
! ! ! ! !γ γ γ γ γ=  Gia thừa của đa chỉ số 4

1 2 3 4
( , , , )γ γ γ γ γ

+
= ∈ ]  

1 2 3 4

1 1
K Kγ γ γ γγε λ λ=

G  Đơn thức bậc | |γ  theo 4 biến 
2 2

1 1
( , , , ) ,K Kε λ λ

+
= ∈ ×

G \ \  

( ) ( , )u t u x t=   Hàm hai biến ( , )x t  

( ) ( ) ( , )u
tt

u t u t x t∂
∂

′= =  Đạo hàm riêng cấp 1 theo biến t  
2

2( ) ( ) ( , )u
tt t
u t u t x t∂

∂
′′= =  Đạo hàm riêng cấp 2 theo biến t  

( ) ( ) ( , )u
xx

u t u t x t∂
∂

= ∇ =  Đạo hàm riêng cấp 1 theo biến x  
2

2( ) ( ) ( , )u
xx x
u t u t x t∂

∂
= Δ =  Đạo hàm riêng cấp 2 theo biến x  

2 1,L H   Để chỉ 2 1(0,1), (0,1)L H  

.,.〈 〉    Tích vô hướng hoặc tích đối ngẫu trong 2(0,1)L  

||.||
X

   Chuẩn trong không gian X  

||.||    Chuẩn trong không gian 2(0,1)L  

0
||.||    Chuẩn sup trên [0, ]T  

0( ) ( )C CΩ ≡ Ω   Không gian các hàm số :u Ω → \  liên tục trên Ω  

( )mC Ω  Không gian các hàm 0( )u C∈ Ω  sao cho 0( )iD u C∈ Ω  với            

 Mọi 1,2, ,i m= …  

( )
c
C∞ Ω    Không gian các hàm khả vi vô hạn có giá compact trong Ω   

( )ΩD   Không gian các hàm số :u Ω → \  khả vi vô hạn có giá 

 compact trong Ω  
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Chương 1 

TỔNG QUAN 
1.1. Giới thiệu bài toán 

 Các bài toán biên về phương trình vi phân và phương trình đạo hàm riêng là một 

trong những lĩnh vực quan trọng của toán lý thuyết và ứng dụng. Các bài toán này xuất 

hiện nhiều trong vật lý, hóa học, sinh học, . . ., và do đó là đề tài được quan tâm bởi 

nhiều nhà toán học, chẳng hạn như trong [1, 2], [4 – 19] và các tài liệu tham khảo trong 

đó. Trong luận văn này, chúng tôi khảo sát phương trình sóng phi tuyến liên kết với 

điều kiện biên hỗn hợp phi tuyến sau đây. 

 Tìm hàm u  thoả phương trình sóng phi tuyến tính có dạng 

 ( ) ( , ) ( , ),  0 1,  0 ,
tt xx t
u t u F u u f x t x t Tμ− + = < < < <  (1.1) 

liên kết với điều kiện biên biên hỗn hợp phi tuyến 

 
2

1 1

( ) (0, ) ( ),

( ) (1, ) (1, ) | (1, ) | (1, ),

x

x t t

t u t Y t

t u t K u t u t u tα

μ

μ λ −

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪⎪− = +⎪⎩

 (1.2) 

và điều kiện đầu 

 
0 1

( , 0) ( ),  ( , 0) ( ),
t

u x u x u x u x= =� �  (1.3) 

trong đó ( , )
t t

F u u Ku uλ= + , với 
1 1

, , , ,K Kλ λ α  là các hằng số cho trước; 

0 1
, , ,f u uμ � �  là các hàm cho trước thoả các điều kiện sẽ đặt ra sau. Ẩn hàm ( , )u x t  và 

giá trị biên chưa biết ( )Y t  thoả mãn bài toán Cauchy cho phương trình vi phân thường 

sau 

 
1 2 0

0 1

( ) ( ) ( ) (0, ), 0 ,

(0) , (0) ,

tt
Y t Y t Y t K u t t T

Y Y Y Y

γ γ⎧ ′′ ′⎪ + + = < <⎪⎪⎨⎪ ′⎪ = =⎪⎩
� �

 (1.4) 

trong đó 
1 2 0 0 1
, , , ,K Y Yγ γ � �  là các hằng số cho trước, với 2

2 1
4 0.γ γ− >  

 Từ (1.4), ta biểu diễn ( )Y t  theo 
1 2 0 0 1
, , , , , (0, )

tt
K Y Y u tγ γ � �  và sau đó dùng tích 

phân từng phần ta thu được 

  
0

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,
t

Y t g t K u t k t s u s ds= + + −∫  (1.5) 
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trong đó 

  
0 01

0 0 0 0 1 0 1

2 2sin
0

( ) ( (0))cos ( (0) (0))sin ,

( ) 2 cos ( ) ,

K Kt

t t

g t e Y K u t Y Y u u t

k t K e t

γγ
γ ϖ ω

γ ω
ω

ω ω

γ ω γ ω

−

−

⎧ ⎡ ⎤⎪ = − + − − + −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎨⎪ ⎤⎡⎪ = − + −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

� � �� � �
 

     (1.6) 

 Do đó bài toán (1.1) – (1.4) được đưa về (1.1) – (1.3), (1.5), (1.6). 

1.2. Các kết quả liên quan đến bài toán 

 Những năm gần đây, bài toán (1.1) – (1.3), (1.5), (1.6) và các dạng tương tự với 

các điều kiện biên khác nhau đã được quan tâm nghiên cứu bởi nhiều tác giả và thu 

được một số kết quả, chẳng hạn như: sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu, tính trơn, tính 

chính qui, tính ổn định, dáng điệu tiệm cận cũng như khai triển tiệm cận của nghiệm, 

xem [1, 2], [4 – 19] và các tài liệu tham khảo trong đó. Sau đây, chỉ nêu ra vài khía 

cạnh liên quan đến bài toán khảo sát trong luận văn. 

 Trong trường hợp ( ) 1,tμ ≡  các tác giả N.T. An và N.Đ. Triều trong [1] đã xét bài 

toán (1.1), (1.3) với 

  ( , ) 0,f x t =   
1 2

0, 0,γ γ= >   
0 1 0

0, 0,u u Y= = =�� �  (1.7) 

trong đó điều kiện biên (1.2) được thay thế bởi 

  (0, ) ( ), (1, ) 0.
x
u t Y t u t= =  (1.8) 

Trong trường hợp này, bài toán (1.1), (1.3), (1.7), (1.8) mô tả dao động của một vật rắn 

và một thanh đàn hồi nhớt tựa trên nền cứng. 

 Trong [2], cũng trường hợp ( ) 1,tμ ≡  các tác giả M. Bergounioux, N. T. Long, A. 

P. N. Định, nghiên cứu bài toán (1.1), (1.3), với điều kiện biên (1.2) được thay thế bởi 

 
1 1

(0, ) ( ), (1, ) (1, ) (1, ),
x x t
u t Y t u t K u t u tλ= − = +  (1.9) 

với các hằng số cho trước 
1 1

0, 0.Kλ > ≥  Như vậy, bài toán chúng tôi xét trong luận 

văn này với điều kiện biên phi tuyến tổng quát hơn (1.9). 

 Bằng sự tổng quát hoá của [2], các tác giả N. T. Long và A. P. N. Định [4], N.T. 

Long và T. M. Thuyết [6], đã xét bài toán (1.1) – (1.3) với điều kiện biên tại 0x =  có 

dạng 

 
0

(0, ) ( ) ( (0, )) ( ) (0, ) ,
t

x
u t g t H u t k t s u s ds= + − −∫  (1.10) 
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trong đó ,  ,  g H k  là các hàm cho trước. 

 N. T. Long, A. P. N. Định, T. N. Diễm [5] nghiên cứu sự tồn tại, tính trơn và khai 

triển tiệm cận nghiệm của bài toán (1.1) – (1.4) trong trường hợp ( ) 1,tμ ≡  

(0, ) ( )
x
u t Y t= , 

1 1
(1, ) (1, ) (1, ),
x t
u t K u t u tλ= +  trong đó ( )Y t  xác định bởi (1.4) với 

(0, )
tt
u t  thay thế bằng (1, )

tt
u t  và 

1
0.γ =  

 N. T. Long, L. V. Ut, N. T. T. Truc [9] nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

yếu, tính chính qui theo biến thời gian, tính ổn định và khai triển tiệm cận của nghiệm 

yếu theo hai tham số ( , )K λ  của bài toán (1.1), (1.3) với (1.2) được thay thế bằng 

  
1 1

0

(0, ) 0,

( ) (1, ) ( ) (1, ) ( ) (1, ) ( ) ( ) (1, ) ,
t

x

u t

t u t K t u t t u t g t k t s u s dsμ λ

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎨⎪ ′− = + − − −⎪⎪⎪⎩
∫

 (1.11) 

 Trong trường hợp này bài toán là mô hình toán học mô tả va chạm của thanh đàn 

hồi nhớt tuyến tính. 

1.3. Bố cục của luận văn 

 Nội dung của luận văn bao gồm các chương sau: 

Chương 1. Trình bày phần tổng quan về bài toán khảo sát trong luận văn và điểm qua 

các kết quả đã có trước đó, đồng thời nêu bố cục luận văn. 

Chương 2. Nêu một số kết quả chuẩn bị chẳng hạn như nhắc lại một số không gian 

hàm, một số kết quả về phép nhúng compact giữa các không gian hàm quan trọng. 

Chương 3. Bằng phương pháp xấp xỉ Faedo - Galerkin liên hệ với các đánh giá tiên 

nghiệm và phương pháp compact yếu, chúng tôi chứng minh bài toán (1.1) – (1.3), 

(1.5) tồn tại và duy nhất nghiệm yếu toàn cục. 

Chương 4. Chúng tôi khảo sát tính ổn định của nghiệm yếu phụ thuộc vào dữ kiện đầu 

vào của bài toán. 

Chương 5. Nội dung chính của chương này gồm hai phần. Phần 1, nghiên cứu dáng 

điệu tiệm cận của nghiệm yếu khi 
1 1

( , , , ) 0 .K K λ λ
+

→  Phần 2, trình bày một khai triển 

tiệm cận của nghiệm yếu đến cấp 1
2

N +  theo bốn tham số bé 
1 1

, ; , .K K λ λ  

Chương 6. Chúng tôi xét một bài toán cụ thể để minh họa cho phương pháp tìm 

nghiệm xấp xỉ bằng cách khai triển tiệm cận đã trình bày ở phần 2 của chương 5. 
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 Kết quả thu được ở đây là một sự tổng quát hóa một cách tương đối các kết quả 

trong [1, 4, 5, 6, 9]. Một phần kết quả liên quan đến sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu, 

tính ổn định và khai triển tiệm cận của nghiệm yếu theo hai tham số được công bố 

trong công trình của chúng tôi [16]. 

 Kế đến là Phần kết luận, nhằm tóm tắt kết quả thực hiện trong luận văn và cuối 

cùng là danh mục các tài liệu tham khảo. 
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Chương 2 

CÔNG CỤ CHUẨN BỊ 
 
2.1. Không gian hàm một chiều 
 Ta có  

• 2L  là không gian Hilbert đối với tích vô hướng 

  
1

2

0
, ( ) ( ) , , .u v u x v x dx u v L〈 〉 = ∈∫  (2.1) 

 Chuẩn sinh bởi tích vô hướng trên xác định như sau 

  
1/2

1
2 2

0
|| || , ( ) , .u u u u x dx u L

⎛ ⎞⎟⎜= 〈 〉 = ∈⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫                    (2.2) 

• 1, ( ) { ( ) : ( )p p pW u L g LΩ = ∈ Ω ∃ ∈ Ω  sao cho 1, ( )}
c

u g Cϕ ϕ ϕ
Ω Ω

= − ∀ ∈ Ω∫ ∫   

 là không gian Sobolev. Trên 1, ( )pW Ω  trang bị chuẩn  

  1, ( ) ( ) ( )
|| || || || || || .p p pW L L
u u u

Ω Ω Ω
′= +  (2.3) 

• 1 1,2 2 2{ : },
x

H W v L v L= = ∈ ∈  là không gian Hilbert đối với tích vô hướng  

  1, , , .
x xH

u v u v u v〈 〉 = 〈 〉+〈 〉  (2.4) 

 Ta ký hiệu 1 1|| || ,
H H
v v v= 〈 〉  là chuẩn trong 1H . 

Ta có định lý sau. 
Định lý 2.1. ([20, trang 129]) Tồn tại một hằng số K  (chỉ phụ thuộc vào | | +Ω ≤ ∞ ) 

sao cho 

 1,

1,

( ) ( )
|| || || || , ( ), 1 ,p

p

L W
u K u u W p∞ Ω Ω

≤ ∀ ∈ Ω ∀ ≤ ≤ +∞  

Hay phép nhúng 1, ( )pW Ω  ↪ ( )L∞ Ω   là liên tục với mọi 1 .p≤ ≤ +∞  

 Hơn nữa, nếu Ω  bị chặn ta có 

i) phép nhúng 1, ( )pW Ω  ↪ 0( )C Ω   là compact  với mọi 1 ,p< ≤ +∞  

ii) phép nhúng 1, ( )pW Ω  ↪ ( )qL Ω   là liên tục với mọi 1 .q≤ < +∞  

Nếu (0,1)Ω ≡ , thì từ (i) của định lý 2.1 ta suy ra bổ đề sau đây 

Bổ đề 2.1. Phép nhúng 1H  ↪ 0( )C Ω  là compact và 

  0 1

1

( )
|| || 2|| || , .

C H
v v v H

Ω
≤ ∀ ∈                (2.5) 
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Bổ đề 2.2. ([3, trang 5]) Ta đồng nhất 2L  với đối ngẫu của nó. Khi đó, ta có bao hàm 
thức sau 

  1H ↪ 2 2( )L L ′≡ ↪ 1( )H ′ ,  

với các phép nhúng liên tục và chứa trong trù mật. 

2.2. Không gian hàm phụ thuộc thời gian 
  Ký hiệu (0, ; ), 1 ,pL T X p≤ ≤ ∞  để chỉ không gian Banach các hàm thực 

: (0, )u T X→  đo được, sao cho 
(0, ; )

|| || pL T X
u < +∞  với 

  

1

0

(0, ; )

0

|| ( )|| , khi 1 ,
|| ||

sup|| ( )|| , khi .

p

T pp

X

L T X

X
t T

u t dt p
u

ess u t p
< <

⎧⎪⎪⎛ ⎞⎪ ⎟⎜ ≤ < +∞⎪ ⎟⎜ ⎟⎪⎝ ⎠= ⎨⎪⎪⎪ = ∞⎪⎪⎩

∫
  (2.6) 

Khi đó, ta có các bổ đề sau mà chứng minh của chúng có thể tìm thấy trong [3].
 

Bổ đề 2.3. ([3, trang 7]) (0, ; ), 1pL T X p≤ ≤ +∞  là không gian Banach. 

Bổ đề 2.4. Gọi X ′  là đối ngẫu của .X  Với 1 1
1, 1 ,p

p p
+ = < < ∞

′
 ta có 

(0, ; )pL T X′ ′  là đối ngẫu của (0, ; )pL T X . 

  Hơn nữa, nếu X  phản xạ thì (0, ; )pL T X  cũng phản xạ. 

Bổ đề 2.5. 1( (0, ; )) (0, ; )L T X L T X∞′ ′= . (2.7) 

  Hơn nữa, các không gian 1(0, ; ),L T X  (0, ; )L T X∞ ′  không phản xạ. 

Bổ đề 2.6. ([3, trang 7) Ta có (0, ; ( )) ( ), 1 ,p p p

T
L T L L Q pΩ = ≤ < ∞  

2.3. Phân bố có giá trị vectơ 
Định nghĩa 2.1. Cho X  là không gian Banach thực. Một ánh xạ tuyến tính liên tục từ 

((0, ))TD  vào X  gọi là một (hàm suy rộng) phân bố có giá trị trong .X  Tập các phân 

bố có giá trị trong X  ký hiệu là   

  (0, ; )T X′D = (L D(0, ); )T X  = { :f  (0, )TD ,X f→ tuyến tính, liên tục} . 

Chú thích 2.2. Ta ký hiệu (0, )TD  thay cho ((0, ))TD  hoặc ((0, ))
c
C T∞  để chỉ không 

gian các hàm số thực khả vi vô hạn có giá compact trong (0, ).T   
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Định nghĩa 2.2. Cho f ∈ (0, ; )T X′D . Ta định nghĩa đạo hàm df
dt

 theo nghĩa phân bố 

của f  bởi công thức 

                  , , ,ddf
dt dt

f ϕϕ ϕ〈 〉 = −〈 〉 ∀ ∈ (0, )TD . (2.8) 

Các tính chất 

1/. Cho (0, ; )pv L T X∈ , ta làm tương ứng nó bởi ánh xạ như sau: 

            :
v
T  D(0, )T ,X→   

          
0

, ( ) ( ) ,
T

v
T v t t dtϕ ϕ ϕ〈 〉 = ∀ ∈∫ (0, )TD . (2.9) 

Ta có thể nghiệm lại rằng 
v
T ∈  D(0, ; )T X . Thật vậy, 

   i)   Ánh xạ :
v
T  (0, )TD X→  là tuyến tính. 

  ii)  Ta nghiệm lại ánh xạ :
v
T  (0, )TD X→  là liên tục. 

Giả sử { }
j

ϕ ⊂ (0, )TD ,  sao cho 0
j

ϕ →  trong (0, )TD . Ta có 

 
0 0

|| , || ( ) ( ) || ( ) ( )||
T T

v j X j j X
X

T v t t dt v t t dtϕ ϕ ϕ〈 〉 = ≤∫ ∫  

                  
1 1

0 0
|| ( )|| | ( )| 0, .

T Tp pp p

X j
v t dt t dt khi jϕ

′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜≤ → → +∞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫   (2.10)    

 Do đó , 0
v j
T ϕ〈 〉→  trong X  khi j → +∞ . Vậy 

v
T ∈  (0, ; )T X′D . 

2/. Ánh xạ 
v

v T6  là một đơn ánh, tuyến tính từ (0, ; )pL T X  vào (0, ; )T X′D . Do đó, ta 

có thể đồng nhất 
v
T v= . Khi đó, ta có kết quả sau. 

Bổ đề 2.7. (0, ; )pL T X  ↪ (0, ; )T X′D  với phép nhúng liên tục. 

2.4. Đạo hàm trong (0, ; )pL T X  

Do bổ đề 2.7, phần tử (0, ; )pf L T X∈  ta có thể coi f  là phần tử của (0, ; )T X′D . Ta có 

các kết quả sau. 

Bổ đề 2.8. (Lions [3, trang 7]). Nếu (0, ; )pf L T X∈  và (0, ; ), 1 ,pf L T X p′ ∈ ≤ ≤ ∞  

thì f  bằng hầu hết với một hàm liên tục từ [0, ] .T X→  

2.5. Bổ đề về tính compact của Lions 



 

  
 9 

Cho 
0 1
, ,X X X  là các không gian Banach và  0 , 1 , 0,1.

i
T p i< < +∞ ≤ ≤+∞ =  

 
0
X  ↪X ↪

1
X , 

0 1
,X X  là phản xạ,              (2.11) 

 Phép nhúng 
0
X ↪X  là compact, X ↪

1
X  liên tục. (2.12) 

Đặt 

        0 1

0 1
(0, ) { (0, ; ): (0, ; )}p pW T v L T X v L T X′= ∈ ∈ . (2.13) 

Trên (0, )W T  ta trang bị chuẩn 

         
0 1

0 1
(0, ) (0, ; ) (0, ; )

|| || || || || ||p pW T L T X L T X
v v v ′= + .        (2.14) 

Khi đó, (0, )W T  là một không gian Banach. 

Hiển nhiên ta có (0, )W T ↪ 0 (0, ; ).pL T X  

Ta cũng có kết quả sau đây liên quan đến phép nhúng compact. 

Bổ đề 2.9. ([3, trang 57]). Với giả thiết (2.11), (2.12) và nếu 1 , 0,1
i
p i< < +∞ = , 

thì phép nhúng (0, )W T ↪ 0 (0, ; )pL T X  là compact. 

2.6. Bổ đề về sự hội tụ yếu 

Bổ đề sau đây liên quan đến sự hội tụ yếu trong ( )pL Q . 

Bổ đề 2.10. ([3, trang 12). Cho Q  là tập mở bị chận của N\  và , ( ),p

m
g g L Q∈  

1 p< < ∞ , sao cho 

          
( )

|| || pm L Q
g C≤   và  

m
g g→  a.e. trong .Q  

Khi đó, 
m
g g→  trong ( )pL Q  yếu. 

2.7. Một số bất đẳng thức cơ bản 

1/. Bất đẳng thức Hölder 

 Cho , 1p q >  thỏa 1 1 1.
p q
+ =  Khi đó 

   , , 0, 0.p qp q
p q

ab a b a bε ε ε−≤ + ∀ ≥ ∀ >  

2/. Bất đẳng thức Cauchy 

   2 212 , , , 0.ab a b a bββ β≤ + ∀ ∈ ∀ >\  

3/. Bất đẳng thức Hölder cho tích phân 
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 Cho , 1p q ≥  thỏa 1 1 1.
p q
+ =  Khi đó nếu ( )pf L∈ Ω  và ( )qg L∈ Ω  thì ta có 

1( )fg L∈ Ω  và 

   1( ) ( ) ( )
|| || || || || || .p qL L L
fg f g

Ω Ω Ω
≤  

 Nếu 2p q= =  thì ta có 2| , | || || || ||, , ( ).f g f g f g L〈 〉 ≤ ∀ ∈ Ω  

4/. Bất đẳng thức Gronwall (dạng tích phân) 
 Cho ζ  là hàm khả tích, không âm trên [0, ]T  và thỏa bất đẳng thức 

  
1 2

0

( ) ( ) ,
t

t C C s dsζ ζ≤ + ∫  hầu hết [0, ],t T∈  

trong đó 
1 2
,C C  là các hàm số không âm. Khi đó  

  
1 2

( ) exp( ),t C C tζ ≤  hầu hết [0, ].t T∈  

 Đặc biệt, nếu 
1

0C =  thì ( ) 0tζ ≡  hầu hết [0, ].t T∈  

Chú thích 2.1. Bất đẳng thức Gronwall ở trên còn được gọi là Bổ đề Gronwall. 

2.8. Định lý Ascoli-Arzela. Cho A là một tập con của 0([0, ]; ).mC T \  Khi đó A  

là một tập compact trong 0([0, ]; )mC T \  nếu và chỉ nếu A  thoả các điều kiện sau 

 i)  A  bị chặn từng điểm, tức là: với mỗi [0, ],t T∈  tập { ( ) : }f t f A∈  bị chặn 

trong .m\  

 ii) A  liên tục đồng bậc, tức là 

 0, 0 : , [0, ], | | || ( ) ( )|| , .mt t T t t f t f t f Aε δ δ ε′ ′ ′∀ > ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ − < ∀ ∈
\

 

2.9. Định lý Schauder. Cho X  là một tập lồi đóng khác trống và bị chặn trong 
không gian Banach E  và U  là một ánh xạ compact từ X  vào .X  Khi đó U  có 
một điểm bất động trong .X  
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Chương 3 

SỰ TỒN TẠI DUY NHẤT NGHIỆM 
 

3.1. Giới thiệu 

 Trong chương này và các chương sau để tiện theo dõi ta gọi bài toán (1.1) – (1.3), 

(1.5), (1.6) là bài toán (3.1), (3.2) như sau: Tìm hàm u  thoả phương trình sóng phi 

tuyến tính với điều kiện biên phi tuyến dưới đây: 

  2

1 1

0 1

( ) ( , ) ( , ),  0 1,  0 ,

( ) (0, ) ( ), ( ) (1, ) (1, ) | (1, )| (1, ),

( , 0) ( ),  ( , 0) ( ),

tt xx t

x x t t

t

u t u F u u f x t x t T

t u t Y t t u t K u t u t u t

u x u x u x u x

α

μ

μ μ λ −

⎧⎪ − + = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = − = +⎨⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩
� �

 (3.1) 

trong đó 

  
0

0

( , ) ,

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

t t

t

F u u Ku u

Y t g t K u t k t s u s ds

λ⎧⎪ = +⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + + −⎪⎪⎪⎩
∫

 (3.2)  

với 
0 1 1

, , , , ,K K K λ λ α  là các hằng số cho trước; 
0 1

, , , , ,f g k u uμ � �  là các hàm cho 

trước thoả các điều kiện mà ta sẽ đặt ra sau. 

 Định nghĩa 3.1. Ta nói u  là nghiệm yếu của bài toán (3.1), (3.2) nếu 
2(0, ; ),u L T H∞∈  sao cho 1(0, ; ),

t
u L T H∞∈  2(0, ; ),

tt
u L T L∞∈  1,(0, ) (0, ),u W T∞⋅ ∈  

2
1 1| (1, )| (1, ) (0, ),

t t
u u H T

α−⋅ ⋅ ∈  và u  thoả phương trình biến phân sau đây: 

 

2

1 1

1

0
0

0 1

( ), ( ) ( ), ( ) (0) [ (1, ) | (1, )| (1, )] (1)

( ) ( ), ( ), , ,

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

(0) , (0) .

tt x x t t

t

t

t

u t v t u t v Y t v K u t u t u t v

Ku t u t v f t v v H

Y t g t K u t k t s u s ds

u u u u

αμ λ

λ

−⎧⎪〈 〉+ 〈 〉+ + +⎪⎪⎪⎪⎪ +〈 + 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + + −⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

∫

� �

 (3.3) 

 Để chứng minh bài toán (3.1), (3.2) tồn tại duy nhất nghiệm yếu. Chúng tôi, dựa 

vào phương pháp xấp xỉ Faedo - Galerkin liên hệ với các đánh giá tiên nghiệm, từ đó 

trích ra các dãy con hội tụ yếu trong các không gian hàm thích hợp và nhờ một số các 
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phép nhúng compact. Định lý Schauder và Ascoli – Arzela cũng được sử dụng trong 

việc chứng minh sự tồn tại nghiệm xấp xỉ Faedo - Galerkin. Khó khăn chính trong 

chương này là điều kiện biên tại đầu 1.x =  

3.2. Sự tồn tại duy nhất nghiệm 

 Trước tiên, ta thành lập các giả thiết sau: 

 (H1)  2 1

0 1
( , ) ,u u H H∈ ×� �  

 (H2)  1 2, (0, ; ),
t

f f L T L∈  

 (H3)  2,1

0
(0, ),  ( ) 0, [0, ],W T t t Tμ μ μ∈ ≥ > ∀ ∈  

 (H4)  2,1, (0, ),g k W T∈  

 (H5)  0 1 1
2;  , , 0; , 0.K K Kα λ λ≥ ≥ >  

 Khi đó, ta có định lý sau: 

 Định lý 3.1. Cho 0.T >  Giả sử (H1) – (H5) đúng. Khi đó, bài toán (3.1), (3.2) tồn 

tại duy nhất nghiệm yếu u  thỏa 

  
2

2 1 2

1 1 1,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

| (1,.)| (1,.) (0, ), (0,.) (0, ).

t tt

t t

u L T H u L T H u L T L

u u H T u W T
α

∞ ∞ ∞

− ∞

⎧⎪ ∈ ∈ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ∈ ∈⎪⎪⎩

 (3.4) 

 Chú thích 3.1.  

i) Ta suy ra từ (3.4), rằng nghiệm yếu u  của bài toán (3.1), (3.2) thỏa 

  

2

0 1 1 2 2

0 2 1 2

1 1 1,

([0, ]; ) ([0, ]; ) (0, ; ),

([0, ]; ) (0, ; ), (0, ; ),

| (1,.)| (1,.) (0, ), (0,.) (0, ).

t tt

t t

u C T H C T L L T H

u C T L L T H u L T L

u u H T u W T
α

∞

∞ ∞

− ∞

⎧⎪ ∈ ∩ ∩⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ ∩ ∈⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ ∈⎪⎪⎩

 (3.5) 

ii) Hơn nữa, cũng từ (3.4) ta thấy rằng 

 2 2, , , , , (0, ; ) ( ).
x t xx xt tt T

u u u u u u L T L L Q∞∈ ⊂   

 Điều này dẫn đến nếu điều kiện đầu của bài toán (3.1), (3.3) thỏa giả thiết (H1) thì 

bài toán (3.1), (3.2) có nghiệm yếu duy nhất 2( ),
T

u H Q∈  mà không nhất thiết cần 

2 1

0 1
( , ) ( ) ( ).u u C C∈ Ω × Ω� �  

 Chứng minh định lý 3.1. Chứng minh định lý gồm  4 bước. 
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 Bước 1. Xấp xỉ Faedo - Galerkin. Chọn cơ sở đặc biệt { }
j
w  của 2.H  Nghiệm yếu 

xấp xỉ của bài toán (3.1), (3.2) được tìm dưới dạng 

  
1

( ) ( ) ,
m

m mj j
j

u t c t w
=

= ∑  

với, ( )
mj
c t  là nghiệm của hệ phương trình vi phân phi tuyến sau 

  
1 1

0 1

( ), ( ) ( ), ( ) (0)

[ (1, ) ( (1, ))] (1)

( ) ( ), ( ), , 1, ,

(0) , (0) ,

m j mx jx m j

m m j

m m j j

m m m m

u t w t u t w Y t w

K u t u t w

Ku t u t w f t w j m

u u u u

α

μ

λ

λ

⎧ ′′⎪〈 〉+ 〈 〉+⎪⎪⎪⎪⎪ ′+ + Ψ⎪⎪⎪⎨⎪ ′⎪ + 〈 + 〉 = 〈 〉 =⎪⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (3.6) 

trong đó 

  
0

0

2

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( ) | | ,

t

m m m
Y t g t K u t k t s u s ds

z z zα
α

−

⎧⎪⎪ = + + −⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪Ψ =⎪⎪⎩

∫
 (3.7) 

và 

   
0 0

1

m

m mj j
j

u w uα
=

= →∑ �   mạnh trong 2,H     (3.8) 

  
1 1

1

m

m mj j
j

u w uβ
=

= →∑ �   mạnh trong 1.H  (3.9) 

Bỏ qua chỉ số ,m  ta viết lại 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
m m mm
c t c t c t=  dưới dạng 

1
( ) ( ( ),..., ( )).

m
c t c t c t=  

Khi đó, hệ phương trình (3.6) - (3.7) được viết lại như sau   

  

0
1 1

1
1 10

1
1

( ) ( ) ( ) , ( ) (0) ( ) (0) (0)

( ) ( ) (0) (0) ( ) (1) (1)

( ) (1) (1) ( ) ( ) ( ), ,

(0) ,  (0)=

m m

j i ix jx j i i j
i i

t m m

i i j i i j
i i

m

i i j j j j
i

j j j

c t t c t w w g t w K c t w w

k t s c s w w ds K c t w w

c t w w Kc t c t f t w

c c

α

μ

λ λ

α

= =

= =

=

′′ + 〈 〉+ +

+ − +

⎛ ⎞⎟⎜ ′ ′+ Ψ + + = 〈 〉⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

′=

∑ ∑

∑ ∑∫

∑

,  1, .
j

j mβ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩

 (3.10)  
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Ta viết gọn hệ (3.10) dưới dạng 

     
1 2

0

( ) ( , ( ), ( )) ( ) ( ( )) ,

(0) , (0)= , 1, ,

t

j j j

j j j j

c t F t c t c t k t s F c s ds

c c j mα β

⎧⎪⎪ ′′ ′= + −⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

∫

 

(3.11) 

với  2

1
: [0, ] m

j
F T × →\ \ ,  

2
: ,  1, ,m

j
F j m→ =\ \  được xác định như sau: 

  
1 0

1 1

( , ( ), ( )) ( ) ( ) , ( ) (0) ( ) (0) (0)
m m

j i ix jx j i i j
i i

F t c t c t t c t w w g t w K c t w wμ
= =

′ = − 〈 〉− −∑ ∑  

     2

1 1
1 1 1

( ) (1) | ( ) (1)| ( ) (1) (1)
m m m

i i i i i i j
i i i

K c t w c t w c t w wαλ −

= = =

⎡ ⎤′ ′− +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ∑  

      ( ) ( ) ( ), ,  1, ,
j j j

Kc t c t f t w j mλ ′− − + 〈 〉 =  (3.12) 

  
2

1

( ( )) ( ) (0) (0), 1, .
m

j i i j
i

F c t c t w w j m
=

= − =∑  (3.13) 

 Sau hai lần lấy tích phân theo biến thời gian từ 0 đến t , ta đưa hệ (3.11) về hệ 

phương trình vi tích phân phi tuyến sau 

  
0 0

( )  + [ ]( ) ,  0 , 1, .
t

j j j j
c t t d G c s ds t T j m

τ

α β τ= + ≤ ≤ =∫ ∫  (3.14) 

trong đó 

  
1 2

0

[ ]( ) ( , ( ), ( )) ( ) ( ( )) ,  0 .
t

j j j
G c t F t c t c t k t s F c s ds t T′= + − ≤ ≤∫              (3.15) 

 Với 0T >  cho trước, ta sử dụng định lý điểm bất động Schauder để chứng minh 

hệ (3.14) – (3.15) có nghiệm 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
m

c t c t c t=  trên khoảng [0, ] [0, ].
m
T T⊂  Ta 

có bổ đề sau. 

 Bổ đề 3.1. Cho 0T > . Giả sử (H1) – (H5) đúng. Khi đó, tồn tại 0
m
T >  sao cho 

hệ (3.14) – (3.15) có nghiệm 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
m

c t c t c t=  trên khoảng [0, ] [0, ].
m
T T⊂  

 Chứng minh. Với mỗi 0,  0
m
T ρ> > , ta đặt  

  1 1([0, ]; ),  { ([0, ]; ) : || || },m m

m m X
X C T S c C T c ρ= = ∈ ≤\ \  

trong đó,  
0 0 0 1 1

0 1

|| || || || || || ,  || || sup | ( )| , | ( )| | ( )|,
m

m

X j
t T j

c c c c c t c t c t
< < =

′= + = = ∑  
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thì S  là tập con lồi đóng và bị chặn trong .X  

 Ta viết lại hệ (3.14) dưới dạng phương trình điểm bất động 

  ( ) [ ]( ),c t U c t=                (3.16) 

trong đó, 
1

( ,..., ) ,
m

c c c X= ∈   
1

[ ]( )=( [ ]( ),..., [ ]( )),
m

U c t U c t U c t  

   
0 0

[ ]( )  + [ ]( ) ,  0 , 1, .
t

j j j j m
U c t t d G c s ds t T j m

τ

α β τ= + ≤ ≤ =∫ ∫  

Khi đó  
 ) :i U X X→  liên tục 

 Trước tiên, ta chứng minh toán tử :U X X→  xác định. Thật vậy, để chứng minh 

toán tử :U X X→  xác định, ta chỉ cần chứng minh rằng ( [ ])
j
U c ′  liên tục trên 

[0, ]
m
T . Lấy 

1
( ,..., ) ,

m
c c c X= ∈  ta có 

  
0

( [ ]( )) [ ]( )
t

j j j
U c t G c s dsβ′ = + ∫  

 Từ (3.12) – (3.13), (3.15) và các giả thiết (H2) – (H4), ta suy ra 1[ ] (0, )
j
G c L T∈  

nên ( [ ])
j
U c ′  liên tục trên [0, ]

m
T . Vậy, toán tử :U X X→  xác định. 

 Chứng minh toán tử :U X X→  liên tục. Lấy { }
k
c X⊂  sao cho || || 0

k X
c c− →  

trong .X  Ta có  

  
1 1
( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
j k k j
F t c t c t F t c t c t′ ′→ trong 1(0, ),

m
L T   (3.17) 

  
2 2
( ( )) ( ( ))
j k j
F c t F c t→   trong ([0, ]).

m
C T  (3.18) 

Do đó suy ra được rằng 

  
2 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
t t

j k j
k t s F c s ds k t s F c s ds− → −∫ ∫    trong ([0, ]).

m
C T          (3.19) 

Tổ hợp từ (3.17) - (3.19), ta có 

   [ ] [ ]
j k j
G c G c→ trong 1(0, ),

m
L T  

hay,   

  [ ] [ ]
k

G c G c→  trong 1(0, ; ).m

m
L T \  

Khi đó, ta có  

  1(0, ; )
|| [ ] [ ]|| 0.mk L T
G c G c− →

\
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Mặt khác, ta lại có 

       
0 0

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) ,  0 , 1, ,
t

j k j j k j m
U c t U c t d G c s G c s ds t T j m

τ

τ ⎡ ⎤− = − ≤ ≤ =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

       
0

( [ ]) ( ) ( [ ]) ( ) [ ]( ) [ ]( ) ,  0 , 1, ,
t

j k j j k j m
U c t U c t G c s G c s ds t T j m⎡ ⎤′ ′− = − ≤ ≤ =⎢ ⎥⎣ ⎦∫    

nên  

  
10 (0, ; )

[ ] [ ] [ ] [ ] ,
mk m k L T

U c U c T G c G c− ≤ −
\

 

  
1(0, ; )0

( [ ]) ( [ ]) [ ] [ ] .
mk k L T

U c U c G c G c′ ′− ≤ −
\

 

Do đó 

  [ ] [ ] 0.
k X

U c U c− →  

Vậy, :U X X→  liên tục. 
 ) :ii U S S→  

 Ta sẽ nghiệm lại rằng với ,  
m
Tρ  được chọn thích hợp thì :U S S→  

Do giả thiết (H4) tồn tại hằng số dương 
0
,M  độc lập với ρ  sao cho  

  
0

| ( )| , [0, ],k t M t T≤ ∀ ∈   

Mặt khác, từ các giả thiết (H2) - (H5) và các biểu thức (3.12), (3.13) ta suy ra, tồn tại 

hằng số dương ( )M ρ  phụ thuộc vào ρ  sao cho với 
1 1

| | ,  | |c dρ ρ≤ ≤  thì 

  
1 2

| ( , , )| | ( )| ( ), [0, ],  1, ,
j j m
F t c d F c M t T j mρ+ ≤ ∀ ∈ =  

điều này dẫn đến 

  
0

[ ]( ) (1 ) ( ),
j m
G c t T M M ρ≤ +  với mọi ,c S∈  mọi [0, ].

m
t T∈  

Khi đó, với mọi ,c S∈  ta có 

  2 31
2 0

[ ]( ) | | | | ( ) ( ),
j j j m m m
U c t T T T M Mα β ρ≤ + + +  

và 

  2

0
( [ ]) ( ) | | ( ) ( ),

j j m m
U c t T T M Mβ ρ′ ≤ + +  

nên 

  2 3

20 1 1 0
|| [ ] || [ | | | | ( ) ( )],m

m m m
U c m T T T M Mα β ρ≤ + + +   

  2

0 1 0
||( [ ]) || [ | | ( ) ( )].

m m
U c m m T T M Mβ ρ′ ≤ + +   

Do đó 
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  2

1 1 1 0 0
|| [ ]|| | | | | | | (1 ) ( ) .

X m m m m
U c T m T T M mT M Mα β β ρ⎡ ⎤≤ + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

Chọn ρ  sao cho 
1 1

| | | | .
2
ρ

α β+ ≤  Sau đó chọn 
m
T  sao cho 

  2

1 0 0
| | (1 ) ( ) .

2m m m m
T m T T M mT M M

ρ
β ρ⎡ ⎤+ + + + ≤⎢ ⎥⎣ ⎦  

Khi đó 

  [ ]
X

U c ρ≤ , tức là [ ] .U c S∈  

Vậy,  : .U S S→   

 ) iii US  compact trong X  

 Với mọi ,c S∈  ta có 

  
0

[ ]( ) (1 ) ( ),
j m
G c t T M M ρ≤ +

 
suy ra

  

  
01

( [ ]) ( ) (1 ) ( )
m

U c t m T M M Mρ′′ ≤ + ≡  (M độc lập với ).c S∈   

Từ đây ta suy ra các họ { [ ]} ,  {( [ ]) }
c S c S

U c U c
∈ ∈

′  là liên tục đồng bậc. 

Vậy áp dụng định lý Ascoli-Arzela thì US  compact. 

 Từ ),  ),  )i ii iii  và định lý điểm bất động Schauder ta suy ra rằng :U S S→  có 

điểm bất động trong .S  Điểm bất động này là nghiệm của hệ (3.14). 

Bổ đề 3.1 được chứng minh  

 Dùng bổ đề 3.1, ta suy ra hệ (3.6) - (3.7) có nghiệm 
m
u  trên một khoảng [0, ].

m
T  

Các đánh giá tiên nghiệm dưới đây cho phép ta lấy ,
m
T T=  với mọi .m  

 Bước 2. Đánh giá tiên nghiệm I. Thay (3.7) vào (3.6)1 rồi nhân với ( )
mj
c t′  và lấy 

tổng theo ,j  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian từ 0 đến t  ta được 

  2

0
0

( ) (0) 2 (0) (0) ( )|| ( )|| 2 ( ) (0, )
t

m m m mx m
S t S g u s u s ds g t u tμ′= + + −∫  

  
0 0

2 ( ) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, )
t t

m m m
g s u s ds u t k t s u s ds′+ − −∫ ∫   
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  2

0 0 0

2 (0) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, )
t t s

m m m
k u s ds u s ds k s r u r dr′+ + −∫ ∫ ∫  

        
0

2 ( ), ( )
t

m
f s u s ds′+ 〈 〉∫

7

0
1

(0) 2 (0) (0) ,
m m i

i

S g u I
=

= + + ∑                  (3.20) 

trong đó,  

  2 2 2 2 2

0 1
( ) = || ( )|| ( )|| ( )|| (0, ) || ( )|| (1, )
m m mx m m m
S t u t t u t K u t K u t K u tμ′ + + + +  

   ( )2

1
0

2 || ( )|| | (1, )| .
t

m m
u s u s dsαλ λ′ ′+ +∫  (3.21) 

 Sử dụng Bổ đề 2.1 và bất đẳng thức Cauchy – Schwarz cùng với bất đẳng thức 

   2 21
2 , , ,  0,ab a b a bε ε

ε
≤ + ∀ ∈ ∀ >\  (3.22) 

ta lần lượt đánh giá các tích phân ở vế phải (3.20) như sau 

Số hạng thứ nhất. Từ (H3) và (3.21) ta suy ra rằng 

   
0

2 1
1 (0, )

0 0 0

| ( )|.|| ( )|| || || ( ) ( ) ,
t t t

mx m T mL T
I s u s ds S s ds C S s ds

μ
μ μ ∞
′ ′≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫      (3.23) 

ở đây, 
T
C  là hằng số bị chặn chỉ phụ thuộc vào .T  

Số hạng thứ hai. Từ giả thiết (H4) và (3.21) ta có 

  1 1

2 22
2 (0, )

2 2| ( )|.|| ( )|| || || || ( )||
m mH L T H

I g t u t g u tε ε∞≤ ≤ +   

   1

21 || ( )|| ,
T m H
C u tε ε≤ +  với mọi 0.ε >  (3.24) 

Số hạng thứ ba. Từ (H4) và (3.22) với 1,ε =  ta được 

  1 2 1

2 2

3 (0, )
0 0

2 2 | ( )|.|| ( )|| 2|| || || ( )||
t t

m mH L T H
I g s u s ds g u s ds′ ′≤ ≤ +∫ ∫  

   1

2

0

|| ( )|| .
t

T m H
C u s ds≤ + ∫  (3.25) 

Số hạng thứ tư. Bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy – Schwarz và (3.22) ta có 

 1 14
0

4|| ( )|| | ( )|.|| ( )||
t

m mH H
I u t k t s u s ds≤ −∫  

   ( )1 1

22 4

0

|| ( )|| | ( )|.|| (. )||
t

m mH H
u t k t s u s dsεε≤ + −∫  
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    1 1

2 2 24

0 0

|| ( )|| ( ) || ( )||
T t

m mH H
u t k d u s dsεε θ θ≤ + ∫ ∫  

    1 2 1

2 2 24
(0, )

0

|| ( )|| || || || ( )||
t

m mH L T H
u t k u s dsεε≤ + ∫  

   1 1

2 21

0

|| ( )|| || ( )|| ,
t

m T mH H
u t C u s dsεε≤ + ∫   với mọi 0.ε>  (3.26) 

Số hạng thứ năm. Từ (H4) ta suy ra rằng 

 1 1

2 2 2

5 (0, )
0 0 0

2| (0)| (0, ) 4|| || || ( )|| || ( )|| .
t t t

m m T mL T H H
I k u s ds k u s ds C u s ds∞≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫  (3.27) 

Số hạng thứ sáu. Từ (H4) ta thu được đánh giá sau 

 1 16
0 0

4 || ( )|| | ( )|.|| ( )||
t s

m mH H
I u s k s r u r drds′≤ −∫ ∫  

 ( )1 1

2
2

0 0

|| ( )|| 4 | ( )|.|| ( ) |. |
t s

m mH H
u s k s r u r dr ds

⎤⎡ ′≤ + − ⎥⎢⎣ ⎦∫ ∫  

  1 1

2 2 2

0 0 0 0

|| ( )|| 4 | ( )| || ( )||
t t s s

m mH H
u s ds k s r dr u r dr ds′≤ + −∫ ∫ ∫ ∫  

  1 2 1

2 2 2

(0, )
0 0

|| ( )|| 4 || || || ( )||
t t

m mH L T H
u s ds T k u s ds′≤ +∫ ∫  

 ( )2 1

2 2

(0, )
0

1 4 || || || ( )||
t

mL T H
T k u s ds′≤ + ∫ 1

2

0

|| ( )|| .
t

T m H
C u s ds≤ ∫  (3.28) 

Số hạng thứ bảy. Từ (H2) và (3.21) ta suy ra rằng 

  2

7
0 0

2 || ( )||.|| ( )|| (|| ( )|| || ( )||.|| ( )|| )
t t

m m
I f s u s ds f s f s u s ds′ ′≤ ≤ +∫ ∫  

    1 2(0, ; )
0 0

|| || || ( )|| ( ) || ( )|| ( ) .
t t

m T mL T L
f f s S s ds C f s S s ds≤ + ≤ +∫ ∫                   (3.29) 

 Tổ hợp (3.20) và (3.23) – (3.29) ta đuợc 

 1

21
0

( ) (0) 2 (0) (0) ( 2) 2 || ( )||
m m m T m H
S t S g u C u tε ε≤ + + + +  

      1

21

0 0

[1 ( 2) ] || ( )|| ( || ( )||) ( ) ,
t t

T m T mH
C u s ds C f s S s dsε+ + + + +∫ ∫  (3.30) 
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với mọi 0ε>  và ở đây 
T
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào .T

  Từ các giả thiết (H1), (H3) - (H5), (3.8), (3.9) và phép nhúng 1H ↪ 0( )C Ω  suy ra tồn 

tại hằng số 
1

0C >  sao cho  

  2 2 2

0 1 0 0 0
(0) 2 (0) (0) = || || (0)|| || (0)
m m m mx m
S g u u u K uμ+ + +  

  2 2

0 1 0 0 1
|| || (1) 2 (0) (0) ,  ,

m m m
K u K u g u C m+ + + ≤ ∀ ∈ `     (3.31) 

trong đó, 
1
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 

0 1 0 1
(0), (0), , , , , .g K K K u uμ � �  

 Mặt khác, từ (H3), bổ đề 2.1 và (3.21), (3.31) ta lại suy ra rằng 

  
1

0

1
0

2 2

0

2 2

0 1
0 0

2 2 2 1
1

0

2 21
1

0 0

( ) || ( )|| || ( )|| ,

|| ( )|| 2|| || 2 ( ) 2 2 ( ) ,

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| ( ) 2 2 ( ) ,

|| ( )|| 2 ( 2 ) ( ) .

m m mx

t t

m m m m

t

m m mx m mH

t t

m mH

S t u t u t

u t u t S s ds C t S s ds

u t u t u t S t C t S s ds

u s ds CT T S s ds

μ

μ

μ⎧ ′⎪ ≥ +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ + ≤ +⎪

⎨
= + ≤ + +

≤ + +

∫ ∫

∫

∫ ∫

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 (3.32) 

 Tổng hợp (3.30), (3.31) và (3.32), ta được 

  
0

1 2 1
2 21 1

0

( ) ( , ) ( ) ( , , ) ( ) ,
t

m m m
S t D T S t D T s S s dsε

με ε≤ + + ∫  (3.33) 

với mọi 0ε>  và trong đó 

  
0

1 1
2 1 1 1

21 1 1
2 1

( , ) (1 4 2 ) (1 2 )( 2) ,

( , , ) || ( )|| 4 ( 2 )[1 ( 2) ].

T

T T

D T C T CT C

D T s C f s T T C

ε

μ ε

ε ε

ε ε

⎧⎪ = + + + + +⎪⎪⎨⎪⎪ = + + + + + +⎪⎩

 (3.34) 

 Chọn 0

4

με =  và sử dụng bất đẳng thức Gronwall ta thu được từ (3.33) rằng 

  
1

0

( , , )

1
( ) ( , )e , , [0, ], 0,

t

D T s ds

m T
S t D T C m t T T

ε

ε
∫

≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >`    (3.35) 

hơn nữa, cũng từ bổ đề 2.1, (3.32) và (3.35) ta suy ra rằng 

  
0 1

0 1

( )

( )

| (0, )| || ( )|| 2|| ( )|| , , [0, ],

| (1, )| || ( )|| 2|| ( )|| , , [0, ],

m m m TC H

m m m TC H

u t u t u t C m t T

u t u t u t C m t T

Ω

Ω

⎧⎪ ≤ ≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≤ ≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈⎪⎪⎩

`

`
 (3.36) 
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với 
T
C  là hằng số dương không phụ thuộc ,m  chỉ phụ thuộc vào 

0 1
, , , , , , ,u u f g k Kμ� �  

0 1
, , .K K λ  

Đánh giá tiên nghiệm II. Trong (3.6)1 lấy đạo hàm theo ,t  ta được 

  
1 1

( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) (0)

[ (1, ) ( (1, )) (1, )] (1)

( ) ( ), ( ), , 1, ,

m j mx mx jx m j

m m m j

m m j j

u t w t u t t u t w Y t w

K u t u t u t w

Ku t u t w f t w j m

α

μ μ

λ

λ

′′′ ′ ′ ′〈 〉+〈 + 〉+

′ ′ ′ ′′+ + Ψ

′ ′′ ′+ 〈 + 〉 = 〈 〉 =

 (3.37) 

trong đó 

  
0

0

( ) ( ) (0, ) (0) (0, ) ( ) (0, ) ,
t

m m m m
Y t g t K u t k u t k t s u s ds′ ′ ′ ′= + + + −∫  (3.38) 

 Thay (3.38) vào (3.37) rồi nhân hai vế với ( )
mj
c t′′  và lấy tổng theo ,j  sau đó lấy tích 

phân theo biến thời gian từ 0 đến t  và qua một số bước biến đổi đơn giản ta được 

 
0 1 0 1

( ) (0) 2 (0) , 2[ (0) (0) (0)] (0)
m m mx mx m m
X t X u u g k u uμ′ ′= + 〈 〉+ +  

 
0

2 (0, ) ( ) (0) (0, ) ( ) (0, )
t

m m m
u t g t k u t k t s u s ds⎡ ⎤′ ′ ′− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 2

0 0

2[ (0) (0)] | (0, )| 2 ( ) (0, )
t t

m m
k k u s ds g s u s ds′ ′ ′′ ′+ + +∫ ∫

 

 
2 ( ) ( ), ( )

mx mx
t u t u tμ′ ′− 〈 〉  

 2

0 0

2 ( ) ( ), ( ) 3 ( )|| ( )||
t t

mx mx mx
s u s u s ds s u s dsμ μ′′ ′ ′ ′+ 〈 〉 +∫ ∫  

 
0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ), ( )
t r t

m m m
u r k r s u s ds dr F s u s ds′ ′′ ′ ′′+ − + 〈 〉∫ ∫ ∫  

 
8

0 1 0 1
1

(0) 2 (0) , 2[ (0) (0) (0)] (0)
m mx mx m m i

i

X u u g k u u Iμ
=

′ ′= + 〈 〉+ − + ∑ , (3.39) 

trong đó, 

 2 2 2 2

0 1
( ) = || ( )|| ( )|| ( )|| | (0, )| | (1, )|
m m mx m m
X t u t t u t K u t K u tμ′′ ′ ′ ′+ + +  

 2 2 2

1
0 0

2 ( (1, ))| (1, )| || ( )|| 2 || ( )||
t t

m m m m
u s u s ds K u t u s ds

α
λ λ′ ′ ′′ ′ ′′+ Ψ + +∫ ∫  

 2 2 2 2

0 1
= || ( )|| ( )|| ( )|| | (0, )| | (1, )|

m mx m m
u t t u t K u t K u tμ′′ ′ ′ ′+ + +  
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     ( )
21

1 2
2

0

8 ( 1)
| (1, )| (1, ).

t

m m
u s u s ds

s

αλ α
α

−− ∂ ′ ′+
∂∫  

     2 2

0

|| ( )|| 2 || ( )|| .
t

m m
K u t u s dsλ′ ′′+ + ∫  (3.40) 

 Từ các giả thiết (H2) – (H5), (3.36), cùng với bất đẳng thức sơ cấp (3.22) ta bắt đầu 

đánh giá các số hạng ở vế phải của (3.39) như sau: 

Số hạng thứ nhất.  

    ( )11
0

2 2|| ( )|| | ( )| | (0)| | ( )|
t

m TH
I u t g t k k t s ds C ⎤⎡′ ′ ′≤ + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

   ( )1

2
2 2

0

|| ( )|| | ( )| | (0)| | ( )|
t

m TH
u t g t k k t s ds C

ε
ε ⎤⎡′ ′ ′≤ + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

   1

2 1|| ( )|| , 0,
m TH
u t Cεε ε′≤ + ∀ >  (3.41) 

trong đó 
T
C  là hằng số bị chặn chỉ phụ thuộc vào .T  

Số hạng thứ hai.  

 1, 1

2 2

2 (0, )
0 0

2[ | (0)|+| (0)|] | (0, )| 4|| || || ( )||
t t

m mW T H
I k k u s ds k u s ds∞

′ ′ ′≤ ≤∫ ∫  

   1

2

0

|| ( )|| .
t

T m H
C u s ds′≤ ∫  (3.42) 

Số hạng thứ ba. 

 
1

1 1 1

3
0 0

2 2

(0, )
0 0 0

2 | ( )|.| (0, )| 2 2 | ( )|.|| ( )||

2 | ( )| | ( )|.|| ( )|| 2|| || | ( )|.|| ( )||

t t

m m H

t t t

m mH L T H

I g s u s ds g s u s ds

g s ds g s u s ds g g s u s ds

′′ ′ ′′ ′≤ ≤

′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′≤ + ≤ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  1

2

0

| ( )|.|| ( )|| .
t

T m H
C g s u s ds′′ ′≤ + ∫  (3.43) 

Số hạng thứ tư.  

 
0

2
4 (0, )

2| ( )|.|| ( )||.|| ( )|| || || ( )
mx mx T mL T

I t u t u t C X tμμ μ ∞
′ ′ ′≤ ≤   

  1 ( ), 0.
T m
C X t

ε
ε ε≤ + ∀ >                     (3.44) 

Số hạng thứ năm.  
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0

2 2 1
0 0

5
0 0

(0, )
0 0 0

2 | ( )|.|| ( )||.|| ( )|| 2 | ( )| ( )

| ( )| | ( )| ( ) || || | ( )| ( )

T

T T

t t
C

mx mx m

t t t
C C

m mL T

I s u s u s ds s X s ds

s ds s X s ds s X s ds

μ

μ μ

μ μ

μ μ μ μ

′′ ′ ′′≤ ≤

′′ ′′ ′′ ′′≤ + ≤ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

    
0

| ( )| ( ) .
t

T m
C s X s dsμ′′≤ + ∫  (3.45) 

Số hạng thứ sáu.  

 
0

2 3
6 (0, )

0 0

3 | ( )|.|| ( )|| || || ( )
t t

mx mL T
I s u s ds X s dsμμ μ ∞

′ ′ ′≤ ≤∫ ∫
0

( ) .
t

T m
C X s ds≤ ∫  (3.46) 

Số hạng thứ bảy. 

 
7

0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t s

m m
I u s k s r u r dr ds′ ′′≤ −∫ ∫  

   1

0 0

2 2 || ( )|| ( )
t s

T m H
C u s k s r dr ds′ ′′≤ −∫ ∫

 

  
1

0 0

2 2 || ( )|| ( )
t T

T m H
C u s k d dsθ θ′ ′′≤ ∫ ∫  

   1 1 1

2 2 2

(0, )
0 0

2 || || || ( )|| || ( )|| .
t t

T m T mL T H H
C k u s ds C u s ds′′ ′ ′≤ + ≤ +∫ ∫  (3.47) 

Số hạng thứ tám. 

  1 28 (0, ; )
0 0

2 || ( )||.|| ( )|| || || || ( )|| ( )
t t

m mL T L
I f s u s ds f f s X s ds′ ′′ ′ ′≤ ≤ +∫ ∫  

  
0

|| ( )|| ( ) .
t

T m
C f s X s ds′≤ + ∫  (3.48) 

 Tổ hợp (3.39) và (3.41) – (3.48) ta đuợc 

 2
0 1 0 1

( ) (0) 2 (0) , 2[ (0) (0) (0)] (0) ( 4)
m m mx mx m m T
X t X u u g k u u Cεμ′ ′≤ + 〈 〉+ − + +  

      1 1

2 2

1 2
0 0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ( ) ( ) ,
t t

m m m mH H
X t u s q s u s ds q s X s dsε ε ′ ′+ + + +∫ ∫  (3.49) 

với mọi 0ε> , ở đây 
T
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào T  và 
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1

2

( ) 1 | ( )|,

( ) | ( )| + || ( )||.

T

T

q s C g s

q s C s f sμ

⎧ ′′⎪ = + +⎪⎪⎨⎪ ′′ ′⎪ = +⎪⎩

 (3.50) 

 Từ các giả thiết (H1), (H3) – (H5), (3.8) – (3.9) và phép nhúng 1H ↪ 0( )C Ω  suy ra 

tồn tại hằng số 
2

0C >  sao cho  

  2

0 1 0 1 1
(0) 2 (0) , 2[ (0) (0) (0)] (0) || ||
m mx mx m m m
X u u g k u u uμ′ ′+ 〈 〉+ − +  

    2 2 2 2

1 0 1 1 1
|| (0)|| (0)|| || | (0)| | (1)|

m mx m m
u u K u K uμ′′= + + +  

      2

0 1 0 1 1
2 (0) , 2[ (0) (0) (0)] (0) || ||

mx mx m m m
u u g k u u uμ′ ′+ 〈 〉+ − +  

 2 2 2

0 0 1 1 0 1
|| (0) (0)|| (0)|| || | (0)|

mxx m m mx m
u Ku u f u K uμ λ μ≤ + + + + +

 

 
2

1 1 0 1 0 1
| (1)| 2 (0) , 2[ (0) (0) (0)] (0)

m mx mx m m
K u u u g k u uμ′ ′+ + 〈 〉+ −  

    2

1
|| ||

m
u+  

2
,  ,C m≤ ∀ ∈ `  (3.51) 

trong đó, 
2
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 

0 1
, , (0), (0), (0), (0), (0),u u g k fμ μ′ ′� �  

0 1
, , ,K K K  .λ  

 Mặt khác, từ (3.40) và tương tự như trong (3.32) ta cũng có 

  
1

0

1
0

2 2

0

2 2

1 2
0 0

2 2 2 1
2

0

2 21
2

0 0

( ) || ( )|| || ( )|| ,

|| ( )|| 2|| || 2 ( ) 2 2 ( ) ,

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| ( ) 2 2 ( ) ,

|| ( )|| 2 ( 2 ) ( ) .

m m mx

t t

m m m m

t

m m mx m mH

t t

m mH

X t u t u t

u t u t X s ds C t X s ds

u t u t u t X t C t X s ds

u s ds TC T X s ds

μ

μ

μ⎧ ′′ ′⎪ ≥ +⎪

′ ≤ + ≤ +

⎨
′ ′ ′= + ≤ + +

′ ≤ + +

∫ ∫

∫

∫ ∫

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 (3.52) 

Tổng hợp (3.49), (3.51) và (3.52), ta thu được 

  
0

1 1 1
2 22 2

0

( ) ( , ) (1 ) ( ) ( , , ) ( ) ,
t

m m m
X t D T X t D T s X s dsμε ε ε≤ + + + ∫  (3.53) 

với mọi 0ε>  và trong đó 
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0

1 2
2 2 2 2 1

0

11 1
2 2 1 1 2

0

( , ) (1 2 ) ( 5) 2 ( ) ,

( , , ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) (0, ).

T

T

T

D T C C C q s ds

D T s T q s T q s ds q s L T

ε

μ

ε ε

ε ε

⎧⎪⎪ = + + + +⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ = + + + ∈⎪⎪⎪⎩

∫

∫

 (3.54) 

Chọn 0ε>  và 
0

1 1
2

(1 )με + ≤  và sử dụng bất đẳng thức Gronwall ta thu được từ (3.53) 

rằng 

  
2

0

( , , )

2
( ) ( , )e ,  , [0, ], 0,

t

D T s ds

m T
X t D T C m t T T

ε

ε
∫

≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >`  (3.55) 

hơn nữa, từ bổ đề 2.1, (3.52) và (3.55) ta suy ra rằng 

  
0 1

0 1

( )

( )

| (0, )| || ( )|| 2|| ( )|| , , [0, ],

| (1, )| || ( )|| 2|| ( )|| , , [0, ],

m m m TC H

m m m TC H

u t u t u t C m t T

u t u t u t C m t T

Ω

Ω

⎧⎪ ′ ′ ′≤ ≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ′ ′ ′≤ ≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈⎪⎪⎩

`

`
 (3.56) 

với 
T
C  là hằng số dương không phụ thuộc ,m  chỉ phụ thuộc vào 

0 1
, , , , , , ,u u f g k Kμ� �  

0 1
, ,K K

1
, .λ λ  

 Từ (3.7)1, (3.36)1, (3.38), và (3.56)1 ta suy ra rằng 

  
0

0

| ( )| | ( )| | (0, )| + | ( )|.| (0, )|
t

m m m
Y t g t K u t k t s u s ds≤ + −∫  

  , , [0, ], 0,
T
C m t T T≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >`  (3.57) 

 
0

0

| ( )| | ( )| | (0, )| | (0)|.| (0, )| | ( )|.| (0, )|
t

m m m m
Y t g t K u t k u t k t s u s ds′ ′ ′ ′≤ + + + −∫  

  , , [0, ], 0.
T
C m t T T≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >`  (3.58) 

Từ (3.36) và (3.56) ta thu được 

 
1,

1,

(0, )

(0, )

|| (0,.)|| , ,

|| (1,.)|| , ,

m TW T

m TW T

u C m

u C m

∞

∞

⎧⎪ ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ≤ ∀ ∈⎪⎪⎩

`

`
 (3.59) 

Từ (3.40) suy ra 

  ( )1
2| (1, )| (1, )

m m
u s u s

s

α
−∂ ′ ′

∂
 bị chận trong 2(0, )L T   (3.60) 

Mặt khác, từ (3.59) ta lại có 
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  (1, )
m
u s′  bị chận trong (0, )L T∞  mà 

1
2 2| (1, )| (1. , ) | (1. , )| .

m m m
u s u s u s

α α
−

′ ′ ′∼  

Do đó 

 
1

2| (1, )| (1, )
m m
u s u s

α
−

′ ′  bị chận trong (0, )L T∞  (3.61) 

Từ (3.60) và (3.61) suy ra rằng  

 1

1
2

(0, )
|| | (1, )| (1, )|| , .

m m TH T
u s u s C m

α
−

′ ′ ≤ ∀ ∈ `  (3.62) 

 Bước 3. Qua giới hạn. Từ (3.21), (3.40) và (3.57) - (3.59), (3.62) ta suy ra rằng tồn 

tại một dãy con của dãy 
m
u  mà vẫn kí hiệu là 

m
u  sao cho  

   
m
u u→   trong 1(0, ; )L T H∞  yếu *,                 (3.63) 

   
m
u u′ ′→   trong 1(0, ; )L T H∞  yếu *,      (3.64) 

  
m
u u′′ ′′→   trong 2(0, ; )L T L∞  yếu *,      (3.65) 

  
1

2| (1,.)| (1,.)
m m
u u

α

χ
−

′ ′ →   trong 1(0, )H T  yếu,               (3.66) 

  (0,.) (0,.)
m
u u→   trong 1, (0, )W T∞  yếu *, (3.67) 

  (1,.) (1,.)
m
u u→   trong 1, (0, )W T∞  yếu *,               (3.68) 

  (1,.) (1,.)
m
u u′ ′→   trong (0, )L T∞  yếu *,               (3.69) 

  
m
Y Y→ �   trong 1, (0, )W T∞  yếu *.    (3.70) 

Theo bổ đề về tính compact của Lions [3, trang 57], từ (3.63) - (3.70) và các phép 

nhúng 1( )
T

H Q ↪ 2( ),
T

L Q  1(0, )H T ↪ 0([0, ]),C T  1, (0, )nW T ↪ 0([0, ])C T  là compact ta 

suy ra rằng tồn tại một dãy con của { }
m
u  vẫn ký hiệu là { }

m
u  sao cho 

  
m
u u→   mạnh trong  2( )

T
L Q  và  . . ( , ) ,

T
a e x t Q∈              (3.71) 

  
m
u u′ ′→   mạnh trong  2( )

T
L Q  và  . . ( , ) ,

T
a e x t Q∈              (3.72) 

  (0,.) (0,.)
m
u u→   mạnh trong  0([0, ])C T ,               (3.73) 

  (1,.) (1,.)
m
u u→   mạnh trong  0([0, ])C T ,               (3.74) 

  
1

2| (1,.)| (1,.)
m m
u u

α

χ
−

′ ′ →  mạnh trong  0([0, ])C T ,               (3.75) 

  
m
Y Y→ �   mạnh trong 0([0, ])C T .    (3.76) 

Mặt khác, từ (3.7)1 và (3.79) và giả thiết (H4) ta suy ra rằng  
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0

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )
t

m
Y t g t K u t k t s u s ds Y t→ + + − ≡∫  mạnh trong 0([0, ])C T . 

  (3.77) 

Vậy, từ (3.76) và (3.77) ta có ( ) ( ).Y t Y t= �  

  Bây giờ, ta sẽ chứng minh bổ đề sau 
 Bổ đề 3.2. 

 ( (1,.)) ( (1,.))
m
u u

α α
′ ′Ψ → Ψ  mạnh trong 0([0, ])C T . (3.78) 

 Chứng minh Bổ đề 3.2.  Đặt 
1

2| (1,.) | (1,.)
m m m

u u
α

χ
−

′ ′= . Từ (3.75) ta suy ra rằng 

 
m

χ χ→  mạnh trong  0([0, ])C T .               (3.79) 

Nhưng, ta lại có 

  
1 1

2 2(1,.) | | | |
m m m
u

α α

χ χ χ χ
− −

′ = →   mạnh trong 0([0, ])C T . (3.80) 

Từ (3.69) và tính duy nhất của giới hạn, ta có  

  
1

2(1,.) | | .u
α

χ χ
−

′ =  (3.81) 

Do đó, từ (3.80) và (3.81) ta suy ra ( (1,.)) ( (1,.))
m
u u

α α
′ ′Ψ → Ψ  mạnh trong 0([0, ])C T . 

Bổ đề 3.2 được chứng minh hoàn tất  

 Qua giới hạn trong (3.6) – (3.9) và nhờ vào (3.63) – (3.65), (3.74), (3.75), (3.77) 

và Bổ đề 3.2  ta có u  thỏa bài toán sau 

     

1 1

1

0 1

, ( ) , ( ) (0) [ (1,.) ( (1,.))] (1)

, ( ), ,  ,

(0) , (0) ,

tt x x t

t

t

u v t u v Y t v K u u v

Ku u v f t v v H

u u u u

α
μ λ

λ

⎧⎪〈 〉+ 〈 〉+ + + Ψ⎪⎪⎪⎪⎪ +〈 + 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩
� �

  (3.82) 

ở đây 

  
0

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,
t

Y t g t K u t k t s u s ds= + + −∫   

Hơn nữa, từ giả thiết (H2) – (H3), (H5) và (3.63) – (3.65), (3.82)1,  

  ( ) 21
(0, ; ).

( )xx tt t
u u Ku u f L T L

t
λ

μ
∞= + + − ∈

 
(3.83) 

Vậy,  2(0, ; )u L T H∞∈  và sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán đã được chứng minh.  
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 Bây giờ ta tiếp tục chứng minh tính duy nhất của nghiệm yếu. 

Bước 4. Sự duy nhất nghiệm. Giả sử 
1 2
,u u  là hai nghiệm yếu của bài toán (3.1), 

(3.2) sao cho 

  
2

2 1 2

1 1 1,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

| (1,.)| (1,.) (0, ), (0,.) (0, ), 1,2.

i i i

i i i

u L T H u L T H u L T L

u u H T u W T i
α

∞ ∞ ∞

− ∞

⎧ ′ ′′⎪ ∈ ∈ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ′ ′ ∈ ∈ =⎪⎪⎩

  

Thì 
1 2

u u u= −  là nghiệm của bài toán biến phân sau 

  

1 1 1

1

1 2

, ( ) , ( ) (0) (1, ) (1) ( (1, )) (1)

( (1, )) (1) , 0,  ,

(0) (0) 0,

x x
u v t u v Y t v K u t v u t v

u t v Ku u v v H

u u

α

α

μ λ

λ λ

⎧⎪ ′′ ′〈 〉+ 〈 〉+ + + Ψ⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ′− Ψ +〈 + 〉 = ∀ ∈⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (3.84)  

trong đó,  
0

0

( ) (0, ) ( ) (0, ) .
t

Y t K u t k t s u s ds= + −∫   

Trong (3.84)1 ta thay ,v u ′=  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian ,t  ta được 

  2

0 0 0

( ) ( )|| ( )|| 2 (0, ) ( ) (0, )
t t s

x
Z t s u s ds u s ds k s r u r drμ′ ′= − −∫ ∫ ∫  

   2 2

0 0 0

( )|| ( )|| 2 (0, ) ( ) (0, ) 2 (0) (0, )
t t t

x
s u s ds u t k t s u s ds k u s dsμ′= − − +∫ ∫ ∫  

  
4

10 0

ˆ2 (0, ) ( ) (0, ) ,
t r

i
i

u r dr k r s u s ds I
=

′+ − = ∑∫ ∫    (3.85)  

trong đó, 

 2 2 2 2

0 1
( ) = || ( )|| ( )|| ( )|| (0, ) (1, )

x
Z t u t t u t K u t K u tμ′ + + +  

    
1 1 2

0

2 [ ( (1, ) ( (1, )] (1, )
t

u s u s u s ds
α α

λ ′ ′ ′+ Ψ −Ψ∫  

    2 2

0

|| ( )|| 2 || ( )|| .
t

K u s u s dsλ ′+ + ∫  (3.86)  

Lần lượt đánh giá các tích phân ở (3.86) ta được  

 Đánh giá 
1
ˆ.I  

  
0

2 1
1 (0, )

0 0 0

ˆ ˆ| ( )|.|| ( )|| || || ( ) ( ) .
t t t

x TL T
I s u s ds Z s ds C Z s dsμμ μ ∞

′ ′≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫   (3.87) 
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Đánh giá 
2
ˆ .I  

  

( )

1 1

1 1

2
0

2
2 4

0

ˆ 4|| ( )|| | ( )|.|| ( )||

|| ( )|| | ( )|.|| ( )||.

t

H H

t

H H

I u t k t s u s ds

u t k t s u s dsεε

≤ −

≤ + −

∫

∫

 

  1 1

2 2 24

0 0

|| ( )|| ( ) || ( )||
T t

H H
u t k d u s ds

ε
ε θ θ≤ + ∫ ∫

 

  
1 2 1

2 2 24
(0, )

0

|| ( )|| || || || ( )||
t

H L T H
u t k u s dsεε≤ + ∫  

     1 1

2 21

0

ˆ|| ( )|| || ( )|| .
t

TH H
u t C u s dsεε≤ + ∫  (3.88) 

Đánh giá 
3

ˆ .I  

  1 1

2 2 2

3 (0, )
0 0 0

ˆ ˆ2| (0)| (0, ) 4|| || || ( )|| || ( )|| .
t t t

TL T H H
I k u s ds k u s ds C u s ds∞≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫  (3.99) 

Đánh giá 
4

ˆ .I   

  1 14
0 0

ˆ 4 || ( )|| | ( )|.|| ( )||
t r

H H
I u r dr k r s u s ds′≤ −∫ ∫  

  ( )1 1

2
2

0 0

|| ( )|| 2 | ( )|.|| ( )|. |
t s

H H
u s k s r u r dr ds

⎤⎡ ′≤ + − ⎥⎢⎣ ⎦∫ ∫  

   1 1

2 2 2

0 0 0 0

|| ( )|| 4 | ( )| || ( )||
t t s s

H H
u s ds k s r dr u r dr ds′≤ + −∫ ∫ ∫ ∫  

  1 2 1

2 2 2

(0, )
0 0

|| ( )|| 4 || || || ( )||
t t

H L T H
u s ds T k u s ds′≤ +∫ ∫  

  ( )2 1

2 2

(0, )
0

1 4 || || || ( )||
t

L T H
T k u s ds′≤ + ∫ 1

2

0

ˆ || ( )|| .
t

T H
C u s ds≤ ∫  (3.90) 

 Tổng hợp (3.85) và (3.87) – (3.90) ta được 

 1 1

2 21

0 0

ˆ ˆ( ) || ( )|| ( 3) || ( )|| 2 ( ) ,
t t

T TH H
Z t u t C u s ds C Z s dsεε≤ + + +∫ ∫  (3.91) 

Do tính đơn điệu của hàm 
α

Ψ  và giả thiết (H3) nên từ (3.85) ta thu được 
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  1
0

1
0

2 2 2 2

0
0 0

2 2 2 1

0

2 21

0 0

( ) || ( )|| || ( )|| , || ( )|| || ( ) || ( ) ,

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| ( ) ( ) .

|| ( )|| ( ) ( ) .

t t

x

t

xH

t t

H

Z t u t u t u t u s ds T Z s ds

u t u t u t Z t T Z s ds

u s ds T Z s ds

μ

μ

μ
⎧⎪⎪ ′ ′≥ + = ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = + ≤ +⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ +⎪⎪⎪⎪⎩

∫ ∫

∫

∫ ∫

 (3.92) 

Thay (3.92) vào (3.91) ta được 

  
0 3

0

( ) ( ) ( , ) ( ) ,
t

Z t Z t D T Z s dsε
μ ε≤ + ∫  (3.93) 

trong đó, 
0

21 1
3

ˆ( , ) [( )( 3) 2] .
T

D T T T Cμ εε ε= + + + +  

 Chọn 0ε>  sao cho 
0

1
2

ε
μ
≤  và bất đẳng thức Gronwall ta thu được từ (3.93) rằng 

( ) 0Z t ≡ . Do đó  0,u ≡  nghĩa là 
1 2

.u u≡  

 Vậy, nghiệm yếu u  của bài toán (3.1), (3.2) là duy nhất. Ta hoàn tất chứng minh 

Định lý 3.1  

Chú thích 3.2. Chú ý rằng Định lý 3.1 vẫn còn đúng nếu ta thay thế giả thiết (H5) bởi 

( /
5H ) : 

0 1 1
2;  , , , , 0.K K Kα λ λ≥ ∈ >\

 
Chú thích 3.3. Với phương pháp chứng minh tương tự cùng với các điều chỉnh trong 

bước đánh giá tiên nghiệm, trong [16] chúng tôi cũng thu được kết quả tổng quát về 

sự tồn tại duy nhất nghiệm cho bài toán (3.1), (3.2) với ( , )
t

f u u =  

2 2| | | | ,p q

t t
K u u u uλ− −+  , 2.p q ≥  
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Chương 4 

ỔN ĐỊNH NGHIỆM 
4.1. Giới thiệu 
 Trong chương này, chúng tôi khảo sát tính ổn định của nghiệm yếu của bài toán 

(3.1), (3.2) tương ứng với 2.α =  Giả sử các hàm 
0 1

( , )u u  thỏa giả thiết (H1). Theo 

định lý 3.1, thì bài toán (3.1), (3.2) có duy nhất nghiệm yếu u  phụ thuộc vào 

0 1 1
, , , , , , , , .K K K f g kλ λ μ  

     
0 1 1

( , , , , , , , , ).u u K K K f g kλ λ μ=  (4.1) 

trong đó 
0 1 1

( , , , , , , , , )K K K f g kλ λ μ  thỏa các giả thiết (H2) – (H5). 

Đặt 

  
0 0 1 1 0 1 1

( ) {( , , , , , , , , ) : ( , , , , , , , , )K K K f g k K K K f g kμ λ λ μ λ λ μℑ =  thỏa (H2) – (H5)}   

với 
0

0μ >  là hằng số cho trước. 

 Ở đây, ta ký hiệu 

    1 2( ) { (0, ; ) : (0, ; )}
t

W T v L T H v L T L∞ ∞= ∈ ∈  
là không gian Banach thực với chuẩn định bởi  

    2 1( ) (0, ; ) (0, ; )
|| || || || || || .

W T t L T L L T H
v v v∞ ∞= +  

4.2. Tính ổn định của nghiệm yếu vào dữ kiện của bài toán 
 Định lý 4.1. Giả sử (H1) – (H5) thỏa. Khi đó, với mỗi 0,T >  nghiệm yếu của bài 

toán (3.1), (3.2) là ổn định với dữ kiện 
0 1 1

( , , , , , , , , )K K K f g kλ λ μ  thuộc 
0

( ),μℑ  nghĩa 

là: 

   Nếu 
0 1 1 0 1 1 0

( , , , , , , , , ), ( , , , , , , , , ) ( )j j j j j j j j jK K K f g k K K K f g kλ λ μ λ λ μ μ∈ ℑ  sao cho 

 1 1 2 1 2

2,1 2,1

0 0 1 1 1 1

([0, ]) (0, ; ) (0, ; )

(0, ) (0, )

| | | | | | | | + | | 0,

|| || 0, || || || || 0,

|| || 0, || || 0, khi j ,  

j j j j j

j j j

t tC T L T L L T L

j j

W T W T

K K K K K K

f f f f

g g k k

λ λ λ λ

μ μ

⎧⎪ − + − + − + − − →⎪⎪⎪⎪⎪ − → − + − →⎨⎪⎪⎪⎪ − → − → → ∞⎪⎪⎩

 (4.2) 

thì 

   ( , (1, ), ) ( , (1, ), ),
j j j
u u Y u u Y⋅ → ⋅  trong 1( ) (0, ) (0, )W T H T L T∞× ×  (4.3) 

khi ,j → +∞  trong đó 
0 1 1

( , , , , , , , , )j j j j j j j j j

j
u u K K K f g kλ λ μ= . 
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Chứng minh. Trước hết, ta chú ý rằng, nếu các dữ kiện 
0 1 1

( , , , , , , , , )K K K f g kλ λ μ  thỏa 

mãn 

 1 1 2 1 2

2,1 2,1

* * * * *

0 0 1 1 1 1

* *

([0, ]) (0, ; ) (0, ; )

* *

(0, ) (0, )

, , , , ,

|| || , || || || || ,

|| || , || || ,

tC T L T L L T L

W T W T

K K K K K K

f f f

g g k k

λ λ λ λ

μ μ

⎧⎪ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ + ≤⎨⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤⎪⎪⎩

 (4.4) 

trong đó * * * * * * * * *

0 1 1
( , , , , , , , , )K K K f g kλ λ μ  là các hằng số dương cố định. Khi đó, các 

đánh giá tiên nghiệm cho dãy 
m
u  trong chứng minh định lý 3.1 thỏa 

 

2 2 2

0 1
0

2 2 2

0 1
0

|| ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| , [0, ],

|| ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| , [0, ],

t

m mx m T

t

m mx m T

u t u t u s ds C t T

u t u t u s ds C t T

μ λ

μ λ

⎧⎪⎪ ′ ′+ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′′ ′ ′′+ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎩

∫

∫

 (4.5) 

trong đó 
T
C  là các hằng số chỉ phụ thuộc vào * * *

0 1 0 0 1
, , , , , , ,T u u K K Kμ * *

1
, ,λ λ  *,μ  

*,f * *,g k  (độc lập với 
0 1 1

, , , , , , , ,K K K f g kλ λ μ ). 

Do đó giới hạn u  trong các không gian hàm thích hợp của dãy 
m
u  được xác định 

bởi (3.6) – (3.9), là nghiệm yếu của bài toán (3.1), (3.2) thỏa các đánh giá tiên nghiệm 
(4.5).  

Do (4.2) nên ta có thể giả sử rằng tồn tại các hằng số dương * * * * * *

0 1 1
, , , , , ,K K K λ λ μ  

* * *, ,f g k  sao cho bộ dữ kiện 
0 1 1 0

( , , , , , , , , ) ( )j j j j j j j j jK K K f g kλ λ μ μ∈ ℑ  thỏa mãn (4.4), 

với 
0 1 1 0 1 1

( , , , , , , , , ) ( , , , , , , , , ).j j j j j j j j jK K K f g k K K K f g kλ λ μ λ λ μ=   

Khi đó, nhờ vào nhận xét trên, ta có nghiệm 
j
u  của bài toán (3.1), (3.2) tương ứng 

với 
0 1 1 0 1 1

( , , , , , , , , ) ( , , , , , , , , )j j j j j j j j jK K K f g k K K K f g kλ λ μ λ λ μ=  thỏa 

   

0 1

0

2 2 2

0 1
0

2 2 2

0 1
0

( )

( )

|| ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| , [0, ],

|| ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| , [0, ],

| (0, )| || ( )|| 2|| ( )|| , [0, ],

| (0, )| || ( )|| 2||

t

j jx j T

t

j jx j T

j j j TC H

j j C

u t u t u s ds C t T

u t u t u s ds C t T

u t u t u t C t T

u t u t

μ λ

μ λ

Ω

Ω

′ ′+ + ≤ ∀ ∈

′′ ′ ′′+ + ≤ ∀ ∈

≤ ≤ ≤ ∀ ∈

′ ′ ′≤ ≤

∫

∫

1( )|| , [0, ].
j TH
u t C t T

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ∀ ∈⎪⎪⎩

 (4.6) 
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Đặt 

    
0 0 0 1 1 1

1 1 1

, , , ,

, , , , .

j j j j

j j j j

j j j j j

j j j j j

K K K K K K K K K

f f f g g g k k k

λ λ λ

λ λ λ μ μ μ

⎧⎪ = − = − = − = −⎪⎪⎨⎪⎪ = − = − = − = − = −⎪⎩

 (4.7) 

Khi đó, 
j j
v u u= −  thỏa bài toán biến phân sau 

   

1 1

1

1

1

( ), ( ) ( ), ( ) (0) (1, ) (1) (1, ) (1)

( ) ( ), ( ) ( ), (1, ) (1)

(1, ) (1) , ( ), , ,

( , 0) ( , 0) 0,

j jx x j j j

j j j jx x j j

j j j j j j j

j j

v t v t v t v Y t v K v t v v t v

Kv t v t v t u t v K u t v

u t v K u u v f t v v H

v x v x

μ λ

λ μ

λ λ

⎧ ′′ ′⎪〈 〉+ 〈 〉+ + +⎪⎪⎪⎪⎪ ′+〈 + 〉 = − 〈 〉−
⎨

′ ′− −〈 + 〉+〈 〉 ∀ ∈

′= =

⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 (4.8) 

với 

   
0

0

0
0

ˆ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

ˆ ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) .

t

j j j j

t

j j j j j j

Y t g t K v t k t s v s ds

g t g t K u t k t s u s ds

⎧⎪⎪ = + + −⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ = + + −⎪⎪⎪⎩

∫

∫

 (4.9) 

Thay (4.9) vào (4.8)1, rồi thế 
j

v v′=  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian từ 0 đến t  

và sau một số bước biến đổi đơn giản ta thu được  

 2 2

0 0 0

ˆ ˆ( ) ( )|| ( )|| 2 ( ) (0, ) 2 ( ) (0, ) 2 (0) (0, )
t t t

j jx j j j j j
S t s v s ds g t v t g s v s ds k v s dsμ′ ′= − + +∫ ∫ ∫  

  
0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, )
t t

j j j j
v t k t s v s ds v k s v s ds d

τ

τ τ τ′− − + −∫ ∫ ∫  

  
1 1

0 0

2 (1, ) (1, ) 2 (1, ) (1, ) 2 ( ) ( ), ( )
t t

j j j j j j j jx jx
K u s v s ds u s v s ds t u t v tλ μ′ ′ ′− − − 〈 〉∫ ∫  

  
0 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( )
t t

j jx jx j jx jx
s u s v s ds s u s v s dsμ μ′ ′+ 〈 〉 + 〈 〉∫ ∫    

  
13

10 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ), ( ) ,
t t

j j j j j j j i
i

K u s u s v s ds f s v s ds Jλ
=

′ ′ ′− 〈 + 〉 + 〈 〉 = ∑∫ ∫  (4.10) 

trong đó 

  2 2 2 2 2

0 1
( ) || ( )|| ( )|| ( )|| || ( )|| (0, ) (1, )
j j jx j j j
S t v t t v t K v t K v t K v tμ′= + + + +   

   2 2

1
0 0

2 || ( )|| 2 | (1, )| .
t t

j j
v s ds v s dsλ λ′ ′+ +∫ ∫  (4.11) 
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Sử dụng giả thiết (H3), (H5) cho (4.11) thì ta được 

  2 2 2

0 1
0

( ) || ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| .
t

j j jx j
S t v t v t v s dsμ λ′ ′≥ + + ∫  (4.12) 

Sử dụng bất đẳng thức (4.12), bất đẳng thức ở (3.22) và các bất đẳng thức sau 

   1
0

1
0

2 2

0 0

2 2 2 1

0

2 21 1
2

0 0

|| ( )|| || (0) ( ) || ( ) ,

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| ( ) ( ) ,

|| ( )|| ( ) ( ) ,

t t

j j j j

t

j j jx j jH

t t

j jH

v t v v s ds t S s ds

v t v t v t S t t S s ds

v s ds T S s ds

μ

μ

⎧⎪⎪ ′= + ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = + ≤ +⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ +⎪⎪⎪⎪⎩

∫ ∫

∫

∫ ∫

 (4.13) 

ta lần lượt đánh giá các số hạng bên vế phải của (4.10) như sau 

Số hạng thứ nhất. 

  
0

2 1
1 0

0 0 0

ˆ | ( ) | . || ( ) || || || ( ) ( ) .
t t t

jx j T j
J s v s S s ds D S s dsμμ μ′ ′≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫  (4.14) 

Ở đây, ta sử dụng ký hiệu  
0

|| || sup{| ( )|: [0, ]}.t t Tμ μ′ ′= ∈  

Số hạng thứ hai. 

 
1 1

0

2 22
2

22
0

0

ˆ ˆ ˆ2 2| ( )|.|| || ( ) || ||

ˆ|| || ( ) ( ) ( ) , 0.

j j j jH H

t

j j T j

J g t v g t v

g S t D S s ds

ε

ε
ε μ

ε

ε ε

≤ ≤ +

≤ + + ∀ >∫
 (4.15) 

Số hạng thứ ba. 

  1 1

2 2

3
0 0 0

ˆ ˆ ˆ2 2 | ( )|.|| ( )|| 2 | ( )| || ( )||
t t t

j j j jH H
J g s v s ds g s ds v s ds′ ′≤ ≤ +∫ ∫ ∫  

 2 2
0

2 2 21 1
2(0, ) (0, )

0 0

ˆ ˆ2|| || ( ) ( ) 2|| || ( ) .
t t

j j j T jL T L T
g T S s ds g D S s dsμ
′ ′≤ + + ≤ +∫ ∫  (4.16) 

Số hạng thứ tư. 

   
1

0

2 2

4 0
0 0

21 1
20

0 0

ˆ 2| (0)| (0, ) 4|| || || ( )||

4|| || ( ) ( ) ( ) .

t t

j j H

t t

j T j

J k v s ds k v s ds

k T S s ds D S s dsμ

≤ ≤

≤ + ≤

∫ ∫

∫ ∫

 (4.17) 

Số hạng thứ năm. 
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  1 15
0

ˆ 4|| ( )|| | ( )|.|| ( )||
t

j jH H
J v t k t s v s ds≤ −∫  

 ( )1 1

22 4

0

|| ( )|| | ( )|.|| (. )||
t

j jH H
v t k t s v s dsεε≤ + −∫  

 1 1

2 2 24

0 0

|| ( )|| ( ) || ( )||
T t

j jH H
v t k d v s dsεε θ θ≤ + ∫ ∫  

 1 2 1

2 2 24

(0, )
0

|| ( )|| || || || ( )||
t

j jH L T H
v t k v s dsεε≤ + ∫  

 2
0 0

2 24 1 1
2(0, )

0

( ) [ || || ( ) ] ( )
t

j jL T
S t k T T S s dsε

μ ε μ
ε≤ + + + ∫

 

 
0

0

( ) ( ) ( ) , 0.
t

j T j
S t D S s dsε

μ
ε ε≤ + ∀ >∫  (4.18) 

Số hạng thứ sáu. 

  1 16
0 0

ˆ 4 || ( )|| | ( )|.|| ( )||
t s

j jH H
J v s ds k s r v r dr′≤ −∫ ∫  

 ( )1 1

2
2

0 0

|| ( )|| 4 | ( )|.|| ( ) |. |
t s

j jH H
v s k s r v r dr ds

⎤⎡ ′≤ + − ⎥⎢⎣ ⎦∫ ∫  

 1 1

2 2 2

0 0 0 0

|| ( )|| 4 | ( )| || ( )||
t t s s

j jH H
v s ds k s r dr v r dr ds′≤ + −∫ ∫ ∫ ∫  

 1 2 1

2 2 2

(0, )
0 0

|| ( )|| 4 || || || ( )||
t t

j jH L T H
v s ds T k v s ds′≤ +∫ ∫  

 2
0

2 21 1
2(0, )

0 0

(1 4 || || )( ) ( ) ( ) .
t t

j T jL T
T k T S s ds D S s dsμ

′≤ + + ≤∫ ∫  (4.19) 

Số hạng thứ bảy. 

  
7 1

0

ˆ 2| | | (1, )|.| (1, )|
t

j j j
J K u s v s ds′≤ ∫

 

     

2

1 2 2

1
0 01

| |
| (1, )| 2 | (1, )|

2

t t
j

j j

K
u s ds v s dsελ

ελ
′≤ +∫ ∫  

 2

1
| | ( ) ( ), 0.

j T j
K D S tε ε ε≤ + ∀ >  (4.20) 

Số hạng thứ tám. 
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8 1

0

ˆ 2| | | (1, )|.| (1, )|
t

j j j
J u s v s dsλ ′ ′≤ ∫

 

     

2

1 2 2

1
0 01

| |
| (1, )| 2 | (1, )|

2

t t
j

j j
u s ds v s ds

λ
ελ

ελ
′ ′≤ +∫ ∫  

 2

1
| | ( ) ( ), 0.

j T j
D S tλ ε ε ε≤ + ∀ >  (4.21) 

Số hạng thứ chín. 

 
0

0

9 0

|| || 2

0

ˆ 2 | ( ) | ( ), ( ) 2|| || || ( )||.|| ( )||

2 . ( ) || || ( ) ( ), 0.j

j jx jx j jx jx

T j j T j

J t u t v t u t v t

C S t D S t
μ

μ

μ μ

μ ε ε ε

≤ 〈 〉 ≤

≤ ≤ + ∀ >
 (4.22) 

Số hạng thứ mười. 

 

0

0

10
0

0
0

|| || 2

0
0 0

ˆ 2 | ( )| ( ), ( )

2 || || || ( )||.|| ( )||

2 . ( ) || || ( ) .j

t

j jx jx

t

j jx jx

t t

T j T j j

J s u s v s ds

u t v t ds

C S s ds D S s ds
μ

μ

μ

μ

μ
′

′≤ 〈 〉

′≤

′≤ ≤ +

∫

∫

∫ ∫

 (4.23) 

Số hạng thứ mười một. 

 

0

0

11
0

0
0

|| || 2

0
0 0

ˆ 2 | ( )| ( ), ( )

2 || || || ( )||.|| ( )||

2 . ( ) || || ( ) .j

t

j jx jx

t

j jx jx

t t

T j T j j

J s u s v s ds

u t v t ds

C S s ds D S s ds
μ

μ

μ

μ

μ

′≤ 〈 〉

′≤

≤ ≤ +

∫

∫

∫ ∫

 (4.24) 

Số hạng thứ mười hai. 

  
12

0

ˆ 2 | ( ) ( )|,| ( )|
t

j j j j j
J K u s u s v s dsλ ′ ′≤ 〈 + 〉∫  

  
0 0

2| | | ( )|,| ( )| 2| | | ( )|,| ( )|
t t

j j j j j j
K u s v s ds u s v s dsλ′ ′ ′≤ 〈 〉 + 〈 〉∫ ∫  

  
0 0

2| | || ( )||.|| ( )|| 2| | || ( )||.|| ( )||
t t

j j j j j j
K u s v s ds u s v s dsλ′ ′ ′≤ +∫ ∫  
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0

| |

0 0

2 . ( ) 2| | . ( )j

t t
K

T j j T j
C S s ds C S s ds

μ
λ≤ +∫ ∫  

  
2

0

| | 2

0

( | | ) 2 ( ) .j

t
K

T j j
D S s dsμ λ≤ + + ∫  (4.25) 

Số hạng thứ mười ba. 

 

13
0

2 2

0 0

2

0 0

ˆ 2 || ( )|| || ( )||

|| ( )|| || ( )||

|| ( )|| ( ) .

t

j j

t t

j j

T t

j j

J f s v s ds

f s ds v s ds

f s ds S s ds

′≤

′≤ +

≤ +

∫

∫ ∫

∫ ∫

 (4.26) 

Tổ hợp (4.10) và (4.13) – (4.26), ta có 

  2

2 2 2 2 21
0 1 1 0(0, )

ˆ ˆ( ) 2( || || || || ) ( )(| | | | || || )
j j j T j j jL T
S t g g D Kε ε λ μ′≤ + + + +  

 1
0

2 2 22

([0, ])
|| || ( 3) ( ) (| | | | )

T j j T j jC T
D S t D Kμμ ε λ+ + + + +  

 2

0 0

|| ( )|| [5 4 2 ( )] ( ) ,
T t

j T T j
f s ds D D S s dsε+ + + +∫ ∫  (4.27) 

với mọi 0ε>  và [0, ].t T∈  

Chọn 
0

2 1
2

( 3)
μ

ε + ≤ . Từ (4.27) ta có 

  
0

( ) ( ) ,
t

j j T j
S t R R S s ds≤ + ∫   (4.28) 

trong đó 

  2

2 2 2 2 21 1
2 0 1 1 0(0, )

ˆ ˆ2( || || || || ) ( )(| | | | || || )
j j j T j j jL T
R g g D K

ε
ε λ μ′= + + + +  

       1

2 2 2 2

([0, ])
0

|| || (| | | | ) || ( )|| ,
T

T j T j j jC T
D D K f s dsμ λ+ + + + ∫  (4.29) 

  1
2

5 4 2 ( ).
T T T
R D D ε= + +  (4.30) 

Sử dụng bổ đề Gronwalls vào (4.28) ta suy ra rằng 

  *( ) exp( ) , [0, ].
j j T T j
S t R R T C R t T≤ ≤ ∀ ∈  (4.31) 

Từ (4.6)3 và (4.9)2 ta có đánh giá sau 
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0

0

ˆ| ( )| | ( )| | |.| (0, )| | ( )|.| (0, )|
t

j j j j j j
g t g t K u t k t s u s ds≤ + + −∫  

 
0 0

| ( )| | | || || ,
j j T j T
g t K C T k C≤ + +  

lấy sup hai vế của bất đẳng thức trên ta được 

  
0 0 0 0

ˆ|| || || || | | || || .
j j j T j T
g g K C T k C≤ + +  (4.32) 

Cũng từ (4.6)3, 4 và (4.9)2 ta có  

  
0

0

ˆ| ( )| | ( )| | (0, )| | (0) (0, )| | ( ) (0, )|
t

j j j j j j j j
g t g t K u t k u t k t s u s ds′ ′ ′ ′≤ + + + −∫  

  20 0 (0, )
| ( )| (| | || || || || ) ,
j j j j TL T
g t K k T k C′ ′≤ + + +  

do đó 

  2 2 2

2 2 2 2 2

0 0(0, ) (0, ) (0, )
ˆ|| || 2[ || || (| | || || || || )].
j j T j j jL T L T L T
g g TC K k T k′ ′ ′≤ + + +  (4.33) 

Mặt khác, từ  (4.9)1, (4.13), (4.31) ta suy ra rằng 

  
0

0

ˆ| ( )| | ( )| | (0, )| | ( )|.| (0, )|
t

j j j j
Y t g t K v t k t s v s ds≤ + + −∫  

   

1 1

1 1

0 0

1
0

0
0

0
0

2 * 2 *1 1
0

0

2 *1
0 (0, )

ˆ| ( )| 2 || ( )|| 2 | ( )|.|| ( )||

ˆ| ( )| 2 || ( )|| 2 | ( )|.|| ( )||

ˆ| ( )| 2( ) | ( )|. 2( )

ˆ| ( )| ( || || ) 2( ) ,

t

j j jH H

t

j j jH H

t

j T j T j

j T jL T

g t K v t k t s v s ds

g t K v t k t s v s ds

g t K T C R k t s T C R ds

g t K k T C R

μ μ

μ

≤ + + −

≤ + + −

≤ + + + − +

≤ + + +

∫

∫

∫

   

hay 

  1
0

2 *1
0 0 0 (0, )

ˆ|| || || || ( || || ) 2( ) .
j j T jL T
Y g K k T C Rμ≤ + + +  (4.34) 

Từ (4.2), (4.7) và các đánh giá (4.31) – (4.34) ta suy ra (4.3) đúng. 

Định lý 4.1 được chứng minh đầy đủ  
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Chương 5 

DÁNG ĐIỆU TIỆM CẬN 

VÀ KHAI TRIỂN TIỆM CẬN 
 

5.1. Giới thiệu 
 Trong chương này, chúng tôi khảo sát bài toán nhiễu sau. Tìm hàm u  thỏa 

  
0 0

0

1 1 1

0 1

[ ] ( ) ( , ),  0 1,  0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) ( ),

[ ] ( ) (1, ) (1, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ),  ( , 0) ( ).

tt xx t

t

x

x t

t

L u u t u Ku u f x t x t T

L u t u t K u t k t s u s ds g t

L u t u t K u t u t

u x u x u x u x

μ λ

μ

μ λ

⎧⎪ ≡ − = − − + < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≡ − − − =⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ≡ + + =⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

∫
 ( )P

ε
  

với *0 ,K K≤ ≤  *0 ,λ λ< ≤  * *

1 1 1 1
0 , 0 ,K K λ λ≤ ≤ < ≤  ( * * * *

1 1
, , ,K Kλ λ  là các hằng 

số cố định) và 
0 1

( , , , , , )u u f g kμ  là các hàm cho trước thỏa các giả thiết (H1) – (H4). 

 Ở đây, chúng tôi sẽ sử dụng các ký hiệu sau 

  Bài toán ( )P
ε

 là bài toán (3.1), (3.2) tương ứng với 2,α =  

  2 2 2 2

1 1 1 1
( , , , ), 0 (0, 0, 0, 0), || ||= ,K K K Kε λ λ ε λ λ= = + + +  

  *ε ε≤  được hiểu là * * * *

1 1 1 1
, , , .K K K Kλ λ λ λ≤ ≤ ≤ ≤  

 Kết quả mà chúng tôi thu được trong chương này được đúc kết bằng hai định lý 5.1 

và 5.2. Trong đó, định lý 5.1 khẳng định bài toán 
0

( )P  tương ứng với 0ε =  tồn tại và 

duy nhất nghiệm 
0
u  và khảo sát dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu khi 0 ,ε

+
→  nghĩa 

là ta chứng được rằng nghiệm yếu u
ε
 của bài toán ( )P

ε
 hội tụ mạnh trong ( )W T  về 

0
u  

của bài toán 
0

( )P  khi 0 .ε
+

→  Định lý 5.2 trình bày khai triển tiệm cận nghiệm yếu 

của bài toán ( )P
ε

 theo bốn tham số bé 
1 1

, ; ,K K λ λ  tức là ta có thể xấp xỉ nghiệm yếu 

u  bởi một đa thức theo bốn biến 
1 1

, ; ,K K λ λ  và đánh giá được sai số giữa nghiệm 

chính xác và nghiệm xấp xỉ. 
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5.2. Dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu 

 Với *ε ε≤ và 
0 1

( , , , , , )u u f g kμ  thỏa các giả thiết (H1) – (H4), thì từ định lý 3.1 ta có 

bài toán ( )P
ε

 tồn tại và duy nhất nghiệm yếu u  phụ thuộc vào 
1 1

( , , , )K Kε λ λ= : 

  
1 1

( , , , ).u u u K K
ε

λ λ= =     

 Ta nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu u  của bài toán ( )P
ε

 phụ thuộc 

vào các tham số bé 
1 1

( , , , ).K Kλ λ  Kết quả thu được là định lý sau đây 

 Định lý 5.1. Cho 0.T >  Giả sử (H1) – (H5) đúng. Khi đó, 

(i) bài toán 
0

( )P  tương ứng với 0ε =  tồn tại và duy nhất nghiệm yếu 
0
u  thỏa 

   

2 0 1 1 2 2

0

0 2 1 2

0 0

( ) (0, ; ) (0, ; ) (0, ; ),

(0, ; ) (0, ; ), (0, ; ).

T
u H Q C T H C T L L T H

u C T L L T H u L T L

∞

∞ ∞

⎧⎪ ∈ ∩ ∩ ∩⎪⎪⎨⎪ ′ ′′⎪ ∈ ∩ ∈⎪⎩

 (5.1) 

(ii)  Nghiệm yếu u
ε
 hội tụ mạnh trong ( )W T  về 

0
u  khi 0 .ε

+
→  

  Hơn nữa, chúng ta có đánh giá tiệm cận 

   2( ) 10 0 0(0, ) (0, )
|| || || (1, ) (1, )|| || || || ||,

W T TL T L T
u u u u Y Y C

ε ε ε
λ ε∞

′ ′− + ⋅ − ⋅ + − ≤  (5.2) 

 trong đó, 
T
C  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T  

 Chứng minh định lý 5.1. 

 Trước tiên, ta chú ý rằng, nếu các tham số bé 
1 1

, 0; , 0K K λ λ≥ >  thỏa *ε ε≤ , thì 

các đánh giá tiên nghiệm của dãy xấp xỉ Galerkin { }
m
u  của bài toán ( )P

ε
 thỏa 

  

2 2 2 2 2

0 0 1

2 2

1
0 0

2 2 2 2 2

0 0 1

2

0

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| (0, ) (1, )

2 || ( )|| | (1, )| , [0, ],

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| | (0, )| | (1, )|

2 || ( )||

m mx m m m

t t

m m T

m mx m m m

t

m

u t u t K u s K u t K u t

u s ds u s ds C t T

u t u t K u s K u t K u t

u s ds

μ

λ λ

μ

λ λ

′ + + + +

′ ′+ + ≤ ∀ ∈

′′ ′ ′ ′ ′+ + + +

′′+ +

∫ ∫

∫ 2

1
0

| (1, )| , [0, ],
t

m T
u t ds C t T

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′′⎪ ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎩
∫

  

 Do đó, giới hạn u  của dãy hàm { }
m
u  khi cho ,m → +∞  trong các không gian 

hàm thích hợp là nghiệm yếu của bài toán ( )P
ε

 và thỏa  
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2 2 2 2 2

0 0 1

2 2

1
0 0

2 2 2 2 2

0 0 1

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| (0, ) (1, )

2 || ( )|| | (1, )| , [0, ],

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| | (0, )| | (1, )|

2 ||

x

t t

T

x

u t u t K u s K u t K u t

u s ds u s ds C t T

u t u t K u s K u t K u t

u

ε ε ε ε ε

ε ε

ε ε ε ε ε

ε

μ

λ λ

μ

λ

′ + + + +

′ ′+ + ≤ ∀ ∈

′′ ′ ′ ′ ′+ + + +

′′+

∫ ∫

2 2

1
0 0

( )|| | (1, )| , [0, ],
t t

T
s ds u t ds C t T

ε
λ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′′⎪ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎩
∫ ∫

     (5.3) 

trong đó, hằng số 
T
C  độc lập với .ε  

Từ (5.3) ta suy ra rằng 

  
2 2

2 2

2 2 2

(0, ; )
0 0

2 2 2

(0, ; )
0 0

|| || || ( )|| || ( )|| ,

|| || || ( )|| || ( )|| ,

T T

TL T L

T T

TL T L

u u s ds u s ds C

u u s ds u s ds C

ε ε ε

ε ε ε

λ λ λ

λ λ λ

⎧⎪⎪ ′ ′ ′= = ≤⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′′ ′′ ′′= = ≤⎪⎪⎪⎩

∫ ∫

∫ ∫

 (5.4) 

và 

  
2

2

2 2 2

1 1 1(0, )
0 0

2 2 2

1 1 1(0, )
0 0

|| (1,.)|| | (1, )| | (1, )| ,

|| (1,.)|| | (1, )| | (1, )| ,

T T

TL T

T T

TL T

u u s ds u s ds C

u u s ds u s ds C

ε ε ε

ε ε ε

λ λ λ

λ λ λ

⎧⎪⎪ ′ ′ ′= = ≤⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′′ ′′ ′′= = ≤⎪⎪⎪⎩

∫ ∫

∫ ∫

 (5.5) 

do đó 

  
1, 1,

1 1

1( ) (0, )

2 2

1( ) (0, )

|| || , || (1,.)|| ,

|| || , || (1,.)|| .

T

T

T TW Q W T

T TH Q H T

K u C K u C

u C u C

ε ε

ε ε
λ λ

∞ ∞
⎧⎪ ≤ ≤⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ′ ′≤ ≤⎪⎪⎩

 (5.6) 

 Xét dãy 
1 1

{ }, ( , , , )
m m m m m m

K Kε ε λ λ=  là dãy sao cho 
1 1

, 0; , 0
m m m m
K K λ λ≥ >  

và 0 ,
m
ε

+
→  khi .m → ∞  Ta suy ra từ (5.3) và (5.6) rằng tồn tại một dãy con của dãy 

{ }
m
u

ε
 mà vẫn kí hiệu là { }

m
u

ε
 sao cho 

   
m
u u

ε
→   trong 1(0, ; )L T H∞  yếu *,    (5.7) 

   
m
u u

ε
′ ′→  trong 1(0, ; )L T H∞  yếu *,      (5.8) 

  
m
u u

ε
′′ ′′→  trong 2(0, ; )L T L∞  yếu *,      (5.9) 
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  (0,.) (0,.)
m
u u

ε
→   trong 1, (0, )W T∞  yếu *,               (5.10) 

  (1,.) (1,.)
m
u u

ε
→  trong 2(0, )H T  yếu,               (5.11) 

  
1mm

K u
ε

χ→   trong 1, ( )
T

W Q∞  yếu*,               (5.12) 

  1 1
(1,.)

mm
K u

ε
χ→   trong 1, (0, )W T∞  yếu*,               (5.13) 

  
2mm

u
ε

λ χ′ →   trong 1( )
T

H Q  yếu,    (5.14) 

  
1 2

(1,.)
mm
u

ε
λ χ′ →   trong 1(0, )H T  yếu.    (5.15) 

 Theo bổ đề về tính compact của Lions ([3], tr.57) và ta có các phép nhúng 
1( )

T
H Q ↪ 2( )

T
L Q , 1(0, )H T ↪ 0([0, ])C T  là compact nên suy ra từ (5.7) – (5.11) và 

(5.15) rằng tồn tại dãy con của { }
m
u

ε
 vẫn ký hiệu là { }

m
u

ε
 sao cho 

  
m
u u

ε
→   mạnh trong 2( )

T
L Q  và  . .a e  trên ,

T
Q                (5.16) 

  
m
u u

ε
′ ′→   mạnh trong 2( )

T
L Q  và  . .a e  trên ,

T
Q                (5.17) 

  (0,.) (0,.)
m
u u

ε
→   mạnh trong  0([0, ])C T ,               (5.18) 

  (1,.) (1,.)
m
u u

ε
→   mạnh trong  1([0, ])C T .               (5.19) 

Từ (5.16) - (5.19) ta suy ra rằng 

  0
mm

K u
ε

→   mạnh trong 2( )
T

L Q ,    (5.20) 

  0
mm
u

ε
λ ′ →   mạnh trong 2( )

T
L Q ,    (5.21) 

  
1

(1,.) 0
mm

K u
ε

→   mạnh trong  1([0, ])C T ,               (5.22) 

  1
(1,.) 0

mm
u

ε
λ ′ →   mạnh trong  0([0, ])C T .               (5.23) 

Tổng hợp  (5.12) - (5.15), (5.20) – (5.23) dẫn đến   

  
1 1 2 2

0, 0, 0, 0.χ χ χ χ≡ ≡ ≡ ≡
 

 

Mặt khác, từ (5.18) ta có 

  
0

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, )
m m m

t

Y t g t K u t k t s u s ds
ε ε ε

= + + −∫   
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0

0

( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )
t

g t K u t k t s u s ds Y t→ + + − ≡∫  mạnh trong 0([0, ])C T .  

 Bằng cách qua giới hạn giống như khi chứng minh định lý 3.1, ta suy ra u  là 

nghiệm yếu bài toán 
0

( )P  ứng với 0ε =  và thỏa (5.1). Hơn nữa, do tính duy nhất của 

nghiệm yếu, nên chúng ta có 
0

u u= . 

 Đặt 
0

u u u
ε

= − , thì u  là nghiệm bài toán của bài toán biên phân sau 

  

1 1

1

1 10 0 0 0

00
0

, ( ) , ( ) (0) [ (1, ) (1, )] (1) ,

[ (1, ) (1, )] (1) , , ,

(0) (0) 0,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

x

t

u v t u v Y t v K u t u t v Ku u v

K u t u t v Ku u v v H

u u

Y t Y t Y t K u t k t s u s ds
ε

μ λ λ

λ λ

⎧ ′′ ′ ′⎪〈 〉+ 〈 〉+ + + +〈 + 〉⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ′= − + −〈 + 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎨ ′= =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = − = + −⎪⎪⎪⎩
∫

(5.24)   

trong đó 

  

2 0 1 1 2 2

0 2 1 2

( ) (0, ; ) (0, ; ) (0, ; ),

(0, ; ) (0, ; ), (0, ; ).

T

tt tt

u H Q C T H C T L L T H

u C T L L T H u L T L

∞

∞ ∞

⎧⎪ ∈ ∩ ∩ ∩⎪⎪⎨⎪⎪ ∈ ∩ ∈⎪⎩

  (5.25)  

Trong (5.26)1 ta thay ,v u ′=  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian ,t  ta được  

  2 2

0 0 0

( ) ( )|| ( )|| 2 (0, ) ( ) (0, ) 2 (0) (0, )
t t t

x
t s u s ds u t k t s u s ds k u s dsη μ′= + − −∫ ∫ ∫  

     
0 0

0 0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 , 2 ,
t s t t

u s ds k s r u r dr K u u ds u u dsλ′ ′ ′ ′− − − 〈 〉 − 〈 〉∫ ∫ ∫ ∫   

  
1 10 0

0 0

2 (1, ) (1, ) 2 (1, ) (1, )
t t

K u s u s ds u s u s dsλ′ ′ ′− −∫ ∫
8

1

,
i

i

J
=

≡ ∑  (5.26) 

trong đó 

  2 2 2 2 2

0 1 1
0

( ) = || ( )|| ( )|| ( )|| (0, ) (1, ) 2 | (1, )|
t

x
t u t t u t K u t K u t u s dsη μ λ′ ′+ + + + ∫  

   2 2

0

|| ( )|| 2 || ( )|| .
t

K u s u s dsλ ′+ + ∫   (5.27)    

Chú ý rằng từ (5.27) và bổ đề 2.1 ta dễ dàng suy ra rằng 
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1
0

1
0

2 2 2

0 1
0

2 2

0 0

2 2 2 1

0

2 21 1
2

0 0

( ) || ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| ,

|| ( )|| || ( ) || ( ) ,

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| ( ) ( ) ,

|| ( )|| ( ) ( ) .

t

x

t t

t

xH

t t

H

t u t u t u s ds

u t u s ds t s ds

u t u t u t t t s ds

u s ds T s ds

μ

μ

η μ λ

η

η η

η

⎧⎪⎪ ′ ′≥ + +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = ≤⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ = + ≤ +⎪⎪⎪⎪⎪

≤ +
⎩

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

       (5.28) 

Sử dụng các bất đẳng thức ở (5.28) ta lần lượt đánh giá các tích phân ở (5.26) như sau  

Đánh giá 
1
.J  

  
0

2 1
1 (0, )

0 0 0

| ( )|.|| ( )|| || || ( ) ( ) ,
t t t

x TL T
J s u s ds s ds s ds

μ
μ μ η η η∞
′ ′≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫   (5.29) 

trong đó, 
T
η  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T

 
Đánh giá 

2
.J  

 

( )

1 1

1 1

2
0

22 4

0

4|| ( )|| | ( )|.|| ( )||

| .| ( )|| | ( )|.|| ( )||

t

H H

t

H H

J u t k t s u s ds

u t k t s u s dsββ

≤ −

≤ + −

∫

∫

 

 
1 1

1 2 1

2 2 24

0 0

2 2 24
(0, )

0

|| ( )|| ( ) || ( )||

|| ( )|| || || || ( )||

T t

H H

t

H L T H

u t k d u s ds

u t k u s ds

β

β

β θ θ

β

≤ +

≤ +

∫ ∫

∫

 

 2
0 0

2 24 1 1
2 (0, )

0

( ) ( )|| || ( )
t

L T
t T T k s dsβ

μ β μη β η⎡ ⎤≤ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫

 

 

0
0

( ) ( ) ( ) , 0.
t

T
t s dsβ

μ η η β η β≤ + ∀ >∫  (5.30) 

Đánh giá 
3
.J  

 1

2 2

3 (0, )
0 0

2| (0)| (0, ) 4|| || || ( )||
t t

L T H
J k u s ds k u s ds∞≤ ≤∫ ∫   
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0

21 1
2(0, )

0 0

4|| || ( ) ( ) ( ) .
t t

TL T
k T s ds s dsμ η η η∞≤ + ≤∫ ∫  (5.31) 

Đánh giá 
4
.J   

  1 14
0 0

4 || ( )|| | ( )|.|| ( )||
t r

H H
J u r dr k r s u s ds′≤ −∫ ∫  

  ( )1 1

2
2

0 0

|| ( )|| 2 | ( )|.|| ( )|. |
t s

H H
u s k s r u r dr ds

⎤⎡ ′≤ + − ⎥⎢⎣ ⎦∫ ∫  

   1 1

2 2 2

0 0 0 0

|| ( )|| 4 | ( )| || ( )||
t t s s

H H
u s ds k s r dr u r dr ds′≤ + −∫ ∫ ∫ ∫  

     1 2 1

2 2 2

(0, )
0 0

|| ( )|| 4 || || || ( )||
t t

H L T H
u s ds T k u s ds′≤ +∫ ∫  

  ( )2 1

2 2

(0, )
0

1 4 || || || ( )||
t

L T H
T k u s ds′≤ + ∫  

  ( )2
0

2 21 1
2(0, )

0 0

1 4 || || ( ) ( ) ( ) .
t t

TL T
T k T s ds s dsμ η η η′≤ + + ≤∫ ∫  (5.32) 

Đánh giá 
5
.J  

  
5 0 0

0 0

2 , 2 || ( )||.|| ( )||
t t

J K u u ds K u s u s ds′ ′= − 〈 〉 ≤∫ ∫  

 2 2 2 2

0
0 0 0

|| ( )|| || ( )|| ( ) .
t t t

T
K u s ds u s ds K TC s dsη′≤ + ≤ +∫ ∫ ∫  (5.33) 

Đánh giá 
6
.J  

  
6 0 0

0 0

2 , 2 || ( )||.|| ( )||
t t

J u u ds u s u s dsλ λ′ ′ ′ ′= − 〈 〉 ≤∫ ∫  

 2 2 2 2

0
0 0 0

|| ( )|| || ( )|| ( ) .
t t t

T
u s ds u s ds TC s dsλ λ η′ ′≤ + ≤ +∫ ∫ ∫  (5.34) 

Đánh giá 
7
.J  

 
7 1 10 0 0

0 0

2 (1, ) (1, ) 2 (1, ) (1, ) (1, ) (1, )
t t

J K u s u s ds K u t u t u s u s ds⎡ ⎤′ ′= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  
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   1 1 1 11 0 0
0

4 || ( )|| || ( )|| || ( )|| || ( )||
t

H H H H
K u t u t u s u s ds⎡ ⎤′≤ + ⎥⎢ ⎦⎣ ∫  

  

1 1 1 1

1 1 1 1

1

2 2 2 2 2 24
1 10 0(0, ; ) (0, ; )

0

2 2 2 2 24
1 0 0(0, ; ) (0, ; )

0

2 24
1 0 0(0, ; ) (0, ;

|| || + || ( )|| 4 || || || ( )||

[ || || 4 || || ] + || ( )|| || ( )||

[ || || 4 || ||

t

L T H H L T H H

t

L T H L T H H H

L T H L T

K u u t TK u u s ds

K u T u u t u s ds

K u T u

β

β

β

β

β

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

′≤ + +

′≤ + +

′≤ +

∫

∫

1
0 0

2 21 1
2)

0

] + ( ) ( ) ( )
t

H
t T T s dsβ

μ μη β η+ + + ∫

 

  0

2

1
0

( ) + ( ) ( ) ( ) , 0.
t

T T
K C t s dsβ

μβ η η β η β≤ + ∀ >∫  (5.35) 

Đánh giá 
8
.J  

  2 2

7 1 1 10 0
0 0 0

2 (1, ) (1, ) | (1, )| | (1, )|
t t t

J u s u s ds u s ds u s dsλ λ λ′ ′ ′ ′= − ≤ +∫ ∫ ∫  

  1 1

2 21 1
2 21 10 0 (0, ; )

0 0

2 || ( )|| ( ) 2 || || ( )
t t

H L T H
u s ds t u ds tλ η λ η∞
′ ′≤ + ≤ +∫ ∫  

  1

2 1 1
2 21 10 (0, ; )

2 || || ( ) 2 ( ).
TL T H

u T t TC tλ η λ η∞
′≤ + ≤ +  (5.36) 

Tổng hợp (5.26) và (5.29) – (5.36) ta được 

 
0

21
2 * * 1 1* 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) 2

[2 3 ( )] ( )

T T T T

t

T T

t t KKTC TC K K C TC

s ds

β
μη η λλ β λ

η η β η

≤ + + + + +

+ + + ∫
 

  
0

21 1
2 2 1 1

0

( ) ( ) ( , )|| || + ( , ) ( ) ,
t

t D T D T s dsβ
μ η β ε β η≤ + + ∫  (5.37) 

ở đây 

 
2 2 2 21

2 1 * * 1*

2

( , ) ( ) ( ) [ ( )] (2 ) ,

( , ) [2 3 ( )].

T T T T

T T

D T KTC TC K C TC

D T

β λ β

β η η β

⎧⎪ = + + +⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + +⎪⎪⎩
 (5.38) 

Trong (5.37), chọn 0β >  thỏa 
0

21 1
2 2

( )βμ+ ≤  và sử dụng bổ đề Gronwall, ta thu được  

  
1 2

( ) ( , )|| ||exp(2 ( , )).t D T D Tη β ε β≤   (5.39) 

Điều này, dẫn đến 
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  2( ) 10 0 (0, )
ˆ|| || || (1, ) (1, )|| || ||,

W T TL T
u u u u C

ε ε
λ ε′ ′− + ⋅ − ⋅ ≤  (5.40) 

trong đó, 
1 2

ˆ ( , ) exp( ( , ))
T
C D T D Tβ β=  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T  

 Mặt khác, từ (5.24)3, (5.28) và (5.39) ta suy ra rằng 

  ( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

0
0

1/2 1/22 2

0
0 0

1/2 1/2
2 2

0
0 0

. .

| ( )| | (0, )| | ( ) (0, )|

2 || ( )|| | ( )| | (0, )|

2 || ( )|| . .2 | ( )| || ( )||

t

t t

H

t t

H H

Y t K u t k t s u s ds

K u t k t s ds u s ds

K u t k d u s dsθ θ

≤ + −

≤ + −

≤ +

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

    
|| ||.

T
C ε≤  

Do đó 

  
0 (0, )

|| || || ||,
TL T

Y Y C
ε

ε∞− ≤  

trong đó, 
T
C  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T  Định lý 5.1 được chứng minh đầy 

đủ  

5.2. Khai triển tiệm cận của nghiệm yếu theo 4 tham số bé 
1 1

, ; ,K K λ λ   

 Trong mục này, chúng tôi sẽ dùng các ký hiệu sau, với đa chỉ số 
1 2 3 4

( , , , )γ γ γ γ γ=  

4 ,
+

∈  ta đặt 

 
1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

4

1 1

| | , ! ! ! ! !,

, , , , 1, 4.
i i

K K iγ γ γ γγ

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ

ε λ λ α β β α β α
+

⎧⎪ = + + + =⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = ∈ ≤ ⇔ ≤ ∀ =⎪⎪⎩

 (5.41) 

 Giả sử 
0
u  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán 

0
( )P  (như trong định lý 5.1) ứng với 

0,ε =  nghĩa là 

  

0 0

0 1 0 10 0 0 0

1 2 0 1 2 1

0 0

2 1, 2

0 0 0

[ ] ( , ), 0 1, 0 ,

[ ] ( ), [ ] 0, ( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

(0, ; ) (0, ; ) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

L u F f x t x t T

L u g t L u u x u x u x u x

u C T L C T H L T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪ = ≡ < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ ′= = = =
⎨

′∈ ∩ ∩ ∈

′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈

⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
0

( )P   
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 Xét dãy hữu hạn các nghiệm yếu 4, , 1 | |u N
γ

γ γ
+

∈ ≤ ≤  được xác định bởi các 

bài toán sau 

  
0 1

1 2 0 1 2 1

2 1, 2

[ ] ( , ), 0 1, 0 ,

[ ] [ ] 0, ( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

t

L u F x t x t T

L u L u u x u x

u C T L C T H L T H u L T H

u L T L u W T u H T

γ γ

γ γ γ γ

γ γ

γ γ γ

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪ = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = = = =⎪⎪⎪⎨⎪ ′⎪ ∈ ∩ ∩ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 ( )P
γ

 

trong đó , , 1 | | ,F Z N
γ γ

γ≤ ≤  được xác định lần lượt bằng các công thức truy hồi sau 

đây 

  
1 3 4

2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2

1,0, , 1 2

0, 1, , 1 2

1, , , , 1, , 1 2

0, 0, 1 | | ,

, 1, 0, 1 | | ,

, 0, 1, 1 | | ,

, 1, 1, 2 | | ,

N

u N
F

u N

u u N

γ γ γ

γ

γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

−

−

− −

⎧⎪ = = ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪− ≥ = ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪ ′− = ≥ ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′− − ≥ ≥ ≤ ≤⎪⎪⎩

 (5.42) 

và 

 
1 2 3

1 2 4

1 2 3 4 1 2 3 4

3 4

, , 1,0 3 4

, ,0, 1 3 4

, , 1, , , , 1 3 4

0, 0, 1 | | ,

(1, ), 1, 0, 1 | | ,

(1, ), 0, 1, 1 | | ,

(1, ) (1, ), 1, 1, 2 | | .

N

u t N
Z

u t N

u t u t N

γ γ γ

γ

γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

−

−

− −

⎧⎪ = = ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪ ≥ = ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪ ′ = ≥ ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′+ ≥ ≥ ≤ ≤⎪⎪⎩

 (5.43)  

 Giả sử u u
ε

=  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán ( ).P
ε

 Khi đó 

  
| |

,
N

v u u γ
γγ
ε

≤
= −∑  (5.44) 

thỏa bài toán sau 

  
0 1

1 2 0 1 2 1

2 1, 2

[ ] ( ), (0,1), (0, ),

[ ] 0, [ ] ( ), ( , 0) ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

N

N

L v Kv v E x t T

L v L v E v x v x

v C T L C T H L T H v L T H

v L T L u W T u H T
γ γ

λ ε

ε

∞ ∞

∞ ∞

⎧ ′⎪ = − − + ∈ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′= = = =⎪⎪⎪⎨⎪ ′⎪ ∈ ∩ ∩ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 (5.45) 

trong đó 
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| |=

1 1
| |=

( ) ( ) ,

( ) ( (1, ) (1, )) .

N
N

N
N

E Ku u

E K u t u t

γ
γ γ

γ

γ
γ γ

γ

ε λ ε

ε λ ε

⎧⎪ ′= − +⎪⎪⎪⎪⎨⎪ ′⎪ = +⎪⎪⎪⎩

∑

∑   
 (5.46) 

 Khi đó, ta có bổ đề sau 

Bổ đề 5.1. Cho N ∈  và các giả thiết (H1) – (H4) thỏa. Khi đó 

  i)   2

1

1(0, ; )
|| ( )|| || || ,N

N NL T L
E Cε ε∞

+≤
 

  ii) 1 1

2 2

0 0

2 ( ) (1, ) || ( )|| || ( )||
t t

N H H
E v s ds v t v s dsε β′ ≤ +∫ ∫  

   2 2 1

1 2
0

| (1, )| ( )|| || , 0,
t

N

N
v s ds Cλ β ε β+′+ + ∀ >∫   

với mọi *,ε ε≤  trong đó 
1 2

, ( )
N N

C C β  là các hằng số dương chỉ phụ thuộc vào các 

hằng số 1 1(0, ; ) (0, ; )
|| || , || || ,

L T H L T H
u u

γ γ∞ ∞
′ | | .Nγ ≤   

Chứng minh. 

i) Sử dụng tính bị chặn các hàm 4, , , 1 | |u u N
γ γ

γ γ
+

′ ∈ ≤ ≤  trong 1(0, ; )L T H∞  ta thu 

được đánh giá từ (5.46)1 như sau, với chú ý *|| || || ||ε ε≤ . 

 
| |

( ) ( | | | |)| |
N

N

E K u u γ
γ γ

γ

ε λ ε
=

′≤ +∑ 1 1

| |

( || || || || )| |,
H H

N

K u u γ
γ γ

γ

λ ε
=

′≤ +∑  

hay 

 1 12 | | (0, ; ) (0, ; )(0, ; )
( ) (|| || || || )|| ||.| |.
N N L T H L T HL T L
E u u γ γ

γ γγ
ε ε ε∞ ∞∞ =

′≤ +∑  (5.47) 

Áp dụng bất đẳng thức Holder 

 1 2 3 4

4 4

1 2 3 4
1 1

, 0, 0, 1,
i i i i i

i i

x x x x xα α α α α α α α
= =

≤ ∀ ≥ ∀ ≥ =∑ ∑  

với 1 2 3 42 2 2 2

1 2 3 1 4 1 1 2 3 4
, , , , , , ,

N N N N
x K x x K x γ γ γ γλ λ α α α α= = = = = = = =  ta được 

  
21 2 3 4

1 2 3 4
2 2 2 2

1 1 1 1
| | | |

N

N N N NK K K K
γ γ γ γ

γ γ γ γγε λ λ λ λ= =  

   ( ) 2
1 2 3 42 2 2 2

1 1

N

N N N N
K Kγ γ γ γλ λ≤ + + +  

  ( ) 22 2 2 2 4

1 1
|| || , , | | .

N
NK K Nλ λ ε γ γ

+
≤ + + + = ∀ ∈ =  (5.48) 
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Do đó (5.47) được viết lại dưới dạng 

  
2

1 4

1(0, ; )
( ) || || , , | | ,N

N NL T L
E C Nε ε γ γ

∞

+
+

≤ ∀ ∈ =  (5.49) 

trong đó 1 11 | | (0, ; ) (0, ; )
(|| || || || ).

N N L T H L T H
C u u

γ γγ ∞ ∞=
′= +∑  

ii)  Từ (5.46)2 ta có 

 
1

| |0 0

2 ( ) (1, ) 2 (1, ) (1, )
t t

N
N

E v s ds K u s v s ds γ
γ

γ

ε ε
=

′ ′= ∑∫ ∫  

 
1

| | 0

2 (1, ) (1, )
t

N

u s v s ds γ
γ

γ

λ ε
=

′ ′+ ∑ ∫  

  
1 2

( ) ( ).
N N
E Eε ε= +  (5.50) 

 Cũng từ tính bị chặn các hàm 4, , , 1 | |u u N
γ γ

γ γ
+

′ ∈ ≤ ≤  trong 1(0, ; )L T H∞  ta sẽ 

đánh giá các số hạng bên vế phải của (5.50) như sau 

Số hạng thứ nhất 
1

( ).
N
E ε  Bằng cách sử dụng tích phân từng phần và (5.48) ta có  

  

( )

(

1 1 1 1

1 1

1 1
| | 0

1
| | 0

22 2 24

(0, ; )
| |

2 2

( ) 2 (1, ) (1, ) (1, ) (1, )

4 || || || ( )|| || ( )|| || ( )|| || ( )||

|| || || || || ( )||

4 || |

. .

|.|

t

N
N

t
N

H H H H
N

N

L T H H
N

N

E K u t v t u s v s ds

K u t v t u s v s ds

u v t

T

γ
γ γ

γ

γ
γ γ

γ

γ
β γ

γ

γ

ε ε

ε

ε β

ε

∞

=

=

+

=

+

⎡ ⎤′= − ⎥⎢ ⎦⎣

⎡ ⎤′≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦

≤ +

+

∑ ∫

∑ ∫

∑

)1 1

2
2

(0, ; )
| | 0

| || ||. ( )||
t

L T H H
N

u v s ds
γ

γ
∞

=

′ +∑ ∫

  

   1 1

2 2 2 2

2
0

( )|| || || ( )|| || ( )|| ,
t

N

N H H
C v t v s dsγβ ε β+≤ + + ∫  (5.51) 

trong đó 

  ( ) ( )1 1

2 2
4

2 (0, ; ) (0, ; )
| | | |

. .( ) || || 4 || |. | ..
N L T H L T H

N N

C u T u
β γ γ

γ γ

β ∞ ∞

= =

′= +∑ ∑  

Số hạng thứ hai 
2

( ).
N
E ε  Bằng cách sử dụng (5.48) và bất đẳng thức Cauchy ta cũng 

thu được đánh giá 
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2 1 1

| | | |0 0

( ) 2 (1, ) (1, ) 2 | (1, ) (1, )| | |
t t

N
N N

E u s v s ds u s v s dsγ γ
γ γ

γ γ

ε λ ε λ ε
= =

′ ′ ′ ′= ≤∑ ∑∫ ∫  

    

1

1

1 (0, ; )
| | 0

1 (0, ; )
| | 0

2 2 || || || || | (1, )|

2 2 || || || ( )|| | (1, )|

t
N

L T H
N

t
N

L T H
N

u v s ds

u s v s ds

γ
γ

γ
γ

λ ε

λ ε

∞

∞

=

=

′ ′≤

′ ′≤

∑ ∫

∑ ∫

 

    ( )1

22 1

1 (0, ; )
| |0

| (1, )| 2 || || || || .. .
t

N

L T H
N

v s ds T u
γ

γ

λ ε ∞

+

=

′ ′≤ + ∑∫  (5.52) 

Tổ hợp (5.50), (5.51) và (5.52), ta được 

  1 1

2 2

0 0

2 ( ) (1, ) || ( )|| || ( )||
t t

N H H
E v s ds v t v s dsε β′ ≤ +∫ ∫  

   2 2 1

1 2
0

| (1, )| ( )|| || ,
t

N

N
v s ds Cλ β ε +′+ +∫  (5.53) 

trong đó 

  ( )1

2

2 2 *(0, ; )
| |

( ) = 2 || || ( ). ..
N NL T H

N

C T u C
γ

γ

β β ε∞

=

′ +∑  

Hoàn tất chứng minh Bổ đề 5.2  

Kế tiếp, ta có định lý sau 

 Định lý 5.2. Cho .N ∈  Giả sử (H1) – (H4) thỏa. Với mọi 4ε
+

∈  thỏa *ε ε≤  thì  

bài toán ( )P
ε

 có duy nhất nghiệm yếu u u
ε

=  ( )W T∈  thỏa đánh giá tiệm cận tới cấp 

1
2

N +  như sau 

 
2

1
2

( ) 1| | | | (0, )

*

| | (0, )

|| || || (1, ) (1, ) ||

|| || || || ,

W TN N L T

N

NN L T

u u u u

Y Y C

γ γ
γ γγ γ

γ
γγ

ε λ ε

ε ε∞

≤ ≤

+

≤

′ ′− + ⋅ − ⋅

+ − ≤

∑ ∑

∑
 (5.57) 

với u
γ
 là nghiệm yếu của bài toán 4( ), ,P

γ
γ

+
∈  1 | | Nγ≤ ≤  và *

N
C  là hằng số độc 

lập với .ε  

 Chứng minh.  

 Lấy tích vô hướng của (5.45)1 với ,v ′  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian ,t  sau 

một số biến đổi ta dễ dàng thu được kế quả sau  



 51

  2 2

0 0 0

( ) ( )|| ( )|| 2 (0, ) ( ) (0, ) 2 (0) (0, )
t t t

x
t s v s ds v t k t s v s ds k v s dsσ μ′= − − +∫ ∫ ∫  

   
0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ), ( )
t r t

N
v r dr k r s v s ds E v s dsε′ ′+ − + 〈 〉∫ ∫ ∫  

   
6

10

2 ( ) (1, ) ,
t

N i
i

E v s dsε σ
=

′− ≡ ∑∫   (5.55) 

trong đó, 

  2 2 2 2 2

0
0

( ) = || ( )|| ( )|| ( )|| (0, ) || ( )|| 2 || ( )||
t

x
t v t t v t K v t K v s v s dsσ μ λ′ ′+ + + + ∫  

   2 2

1 1
0

(1, ) 2 | (1, )| .
t

K v t v s dsλ ′+ + ∫   (5.56) 

Từ (5.56) và bổ đề 2.1 ta dễ dàng suy ra rằng 

  

1
0

1
0

2 2 2

0 1
0

2 2

0 0

2 2 2 1

0

2 21 1
2

0 0

( ) || ( )|| || ( )|| 2 | (1, )| ,

|| ( )|| || ( ) || ( ) ,

|| ( )|| || ( )|| || ( )|| ( ) ( ) ,

|| ( )|| ( ) ( ) .

t

x

t t

t

xH

t t

H

t v t v t v s ds

v t v s ds t s ds

v t v t v t t t s ds

v s ds T s ds

μ

μ

σ μ λ

σ

σ σ

σ

⎧⎪⎪ ′ ′≥ + +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = ≤⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ = + ≤ +⎪⎪⎪⎪⎪

≤ +
⎩

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

  (5.57) 

Sử dụng các bất đẳng thức trên ta lần lượt đánh giá các số hạng bên vế phải của (5.55) 

như sau 

 
0

2 1
1 1(0, )

0 0 0

| ( )|.|| ( )|| || || ( ) ( ) .
t t t

x TL T
s v s ds s ds s dsμσ μ μ σ σ σ∞

′ ′≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫  (5.58) 

 

( )

1 1

1 1

2
0

2
2 4

0

4|| ( )|| | ( )|.|| ( )||

| .| ( )|| | ( )|.|| ( )||

t

H H

t

H H

v t k t s v s ds

v t k t s v s dsβ

σ

β

≤ −

≤ + −

∫

∫

 

    1 2 1

2 2 24
(0, )

0

|| ( )|| || || || ( )||
t

H L T H
v t k v s dsββ≤ + ∫  
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 2
0 0

2 24 1 1
2(0, )

0

( ) [ || || ( )] ( )
t

L T
t T k T s dsβ

μ β μσ β σ≤ + + + ∫  

 
0 2

0

( ) ( ) ( ) .
t

T
t s dsβ

μ σ σ β σ≤ + ∫  (5.59) 

 1

2 2

3 (0, )
0 0

2| (0)| (0, ) 4|| || || ( )||
t t

L T H
k v s ds k v s dsσ ∞≤ ≤∫ ∫  

 
0

21 1
2 3(0, )

0 0

4|| || ( ) ( ) ( )
t t

TL T
k T s ds s dsμ σ σ σ∞≤ + ≤∫ ∫  (5.60) 

 1 14
0 0

4 || ( )|| | ( )|.|| ( )||
t r

H H
v r dr k r s v s dsσ ′≤ −∫ ∫  

  ( )1 1

2
2

0 0

|| ( )|| 2 | ( )|.|| ( )|. |
t s

H H
v s k s r v r dr ds

⎤⎡ ′≤ + − ⎥⎢⎣ ⎦∫ ∫  

  1 1

2 2 2

0 0 0 0

|| ( )|| 4 | ( )| || ( )||
t t s s

H H
v s ds k s r dr v r dr ds′≤ + −∫ ∫ ∫ ∫  

  1 2 1

2 2 2

(0, )
0 0

|| ( )|| 4 || || || ( )||
t t

H L T H
v s ds T k v s ds′≤ +∫ ∫  

  ( )2
0

2 21 1
2 4(0, )

0 0

1 4 || || ( ) ( ) ( )
t t

TL T
T k T s ds s dsμ σ σ σ′≤ + + ≤∫ ∫  (5.61) 

 2 2 2

5
0 0

2 || ( )||.|| ( )|| || || ( )
t t

N

N N
E v s ds TC s dsσ ε ε σ+′≤ ≤ +∫ ∫   (5.62) 

 1 1

0 0

6
0

2 2 2 2 1

1 2
0 0

2 1 21 1 1
2 22

0

2 ( ) (1, )

|| ( )|| || ( )|| | (1, )| ( )|| ||

( ) ( ) ( )|| || [ ] ( )

t

N

t t
N

NH H

t
N

N

E v s ds

v t v s ds v s ds C

t C T T s dsβ
μ μ

σ ε

β λ β ε

σ β ε β σ

+

+

′= −

′≤ + + +

≤ + + + + +

∫

∫ ∫

∫

 

  
0

2 11
2 2 6

0

( ) ( ) ( )|| || ( ) ( ) , 0.
t

N

N T
t C s dsβ

μ σ β ε σ β σ β+≤ + + + ∀ >∫  (5.63) 

Tổ hợp (5.55), (5.58) - (5.63) ta được 



 53

 
0

2 * 2 121
2 1 2

1 2 3 4 6
0

( ) ( ) ( ) [ || || ( )].|| ||

(1 ( ) ( )) ( ) ,

N

N N

t

T T T T T

t t TC C

s ds

β
μσ σ ε β ε

σ σ β σ σ σ β σ

+≤ + + +

+ + + + + + ∫
 (5.64) 

Trong (5.64), chọn 0β >  thỏa 
0

21 1
2 2

( )βμ+ ≤  và sử dụng bổ đề Gronwall, ta thu được  

 2 1

1 2
( ) ( , )|| || exp(2 ( , )),Nt D T D Tσ β ε β+≤  (5.65) 

ở đây 

 
2 *1

2 1 1 2

2 1 2 3 4 6

( , ) || || ( ),

( , ) 1 ( ) ( ).

N N

T T T T T

D T TC C

D T

β ε β

β σ σ β σ σ σ β

⎧⎪ = +⎪⎪⎨⎪⎪ = + + + + +⎪⎩
 (5.66) 

Điều này, dẫn đến 

 2

1
* 2

( ) 1 (0, )
|| || || (1, )|| || || ,

N

W T NL T
v v Cλ ε

+
′+ ⋅ ≤   

hay 

 2

1
* 2

( ) 1| | | | (0, )
|| || || (1, ) (1, ) || || || ,

N

W T NN N L T
u u u u Cγ γ

γ γγ γ
ε λ ε ε

+

≤ ≤
′ ′− + ⋅ − ⋅ ≤∑ ∑  (5.66) 

trong đó,  

 *

1 2
( , ) exp( ( , ) ).

N
C D T D T Tβ β=  (5.67) 

Mặt khác, từ (5.45)2 và (5.65) ta suy ra rằng 

 
0 0

0

| [ ]| | (0, )| | ( ) (0, )|
t

L v K v t k t s v s ds≤ + −∫  

   1 10
0

2 || ( )|| 2 | ( )|.|| ( )||
t

H H
K v t k t s v s ds≤ + −∫  

    ( ) 10 (0, ; )
0

2 | ( )| || ||
t

L T H
K k t s ds v ∞≤ + −∫  

    1

1
* 2

0 (0, )
ˆ2( || || ) ( ) || ||

N

NL T
K k t Cσ ε

+
≤ + ≤  

Do đó 

 
1

* 2
| | (0, )

ˆ|| || || || .
N

NN L T
Y Y Cγ

γγ
ε ε∞

+

≤
− ≤∑  (5.68) 

Từ (5.56) và (5.68) ta hoàn tất chứng minh Định lý 5.2  
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Chương 6 

MINH HỌA BẰNG BÀI TOÁN CỤ THỂ 
 

 Trong chương này, chúng tôi xét bài toán (3.1), (3.2) cụ thể, để minh họa cho việc 
khai triển tiệm cận nghiệm của yếu theo bốn tham số bé 

1 1
, ; ,K K λ λ  đến cấp 2 đã 

được trình bày trong phần 2, chương 5. Bài toán cụ thể được phát biểu như sau. Tìm 
hàm u  thỏa 

  0 0
0

1 1 1

0 1

[ ] ( ) ,  0 1,  0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ),  ( , 0) ( ).

tt xx t

t

x

x t

t

L u u t u Ku u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t K u t u t

u x u x u x u x

μ λ

μ

μ λ

⎧⎪ ≡ − = − − < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≡ − − − =⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ≡ + + =⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

∫
 (6.1)  

với *0 ,K K≤ ≤  *0 ,λ λ< ≤  * *

1 1 1 1
0 , 0 ,K K λ λ≤ ≤ < ≤  ( * * * *

1 1
, , ,K Kλ λ  là các hằng 

số cố định), 
0

( , ) 0, ( ) 0, 0f x t g t K≡ ≡ ≥  và 
0 1

( , , , )u u kμ  là các hàm cho trước thỏa 
các giả thiết (H1), (H3), (H4). 
 Giả sử 

0
u  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán 

0
( )P  ứng với 0,ε =  nghĩa là 

  

0 0

0 00 0 0
0

1 0 10 0 0

1 2 0 1 2 1

0 0

0

[ ] 0, 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) 0, ( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

(0, ; ) (0, ; ) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ;

t

x

x

L u F x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u x u x u x u x

u C T L C T H L T H u L T H

u L T L

μ

μ

∞ ∞

∞

= = < < < <

≡ − − − =

′≡ = = =

′∈ ∩ ∩ ∈

′′ ∈

∫

2 1, 2

0 0
), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).u W T u H T∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
0

( )P   

Xét dãy hữu hạn các nghiệm yếu 4, , | | 1u
γ

γ γ
+

∈ ≤  được xác định bởi các bài toán 
sau 

  

1000 1000 1000 0

0 1000 1000 0 1000 1000
0

1 1000 1000 1000 1000

1 2 0 1

1000

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) 0, ( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0, ;

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u x u x

u C T L C T H L T H

μ

μ

μ

∞

′′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ = = =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

1000

2 1, 2

1000 1000 1000

), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′⎪ ∈⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
1000

( )P  
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0100 0100 0100 0

0 0100 0100 0 0100 0100
0

1 0100 0100

0100 0100

1 2 0 1

0100

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) 0,

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0, ;

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t

u x u x

u C T L C T H L T

μ

μ

μ

∞

′′ ′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

0100

2 1, 2

0100 0100 0100

), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

H u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 
0100

( )P  

  

0010 0010 0010

0 0010 0010 0 0010 0010
0

1 0010 0010 0

0010 0010

1 2 0 1

0010

[ ] ( ) 0, 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0

t

L u u t u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t

u x u x

u C T L C T H L

μ

μ

μ

∞

′′≡ − Δ = < < < <

≡ ∇ − − − =

≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

0010

2 1, 2

0010 0010 0010

, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 
0010

( )P  

  

0001 0001 0001

0 0001 0001 0 0001 0001
0

1 0001 0001 0

0001 0001

1 2 0 1

0001

[ ] ( ) 0, 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (

t

L u u t u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t

u x u x

u C T L C T H L

μ

μ

μ

∞

′′≡ − Δ = < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

0001

2 1, 2

0001 0001 0001

0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 
0001

( )P  

Khi đó, nghiệm của bài toán (6.1) có thể xấp xỉ bởi đa thức cấp một theo bốn biến 

 
1 1

, , ,K Kλ λ  như sau 

1000 0100 0010 1 0001 10
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,u x t u x t u x t K u x t u x t K u x t

ε
λ λ≈ + + + +  

và thỏa đánh giá tiệm cận đến cấp 3
2
 như sau 

  
2

3
2

( ) 1| | 1 | | 1 (0, )

*

1| | 1 (0, )

|| || || (1, ) (1, ) ||

|| || || || ,

W T L T

L T

u u u u

Y Y C

γ γ
γ γγ γ

γ
γγ

ε λ ε

ε ε∞

≤ ≤

≤

′ ′− + ⋅ − ⋅

+ − ≤

∑ ∑

∑
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trong đó, *

1
C  độc lập với bốn tham số bé  

1 1
, , ,K Kλ λ . 

 Xét dãy hữu hạn các nghiệm yếu 4, , | | 2u
γ

γ γ
+

∈ ≤  được xác định bởi các bài 
toán sau 

  

1100 1100 1100 0 0

0 1100 1100 0 1100 1100
0

1 1100 1100 1100 1100

1 2 0 1

1100

[ ] ( ) ( ), 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) 0, ( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; )

t

L u u t u u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u x u x

u C T L C T H L

μ

μ

μ

′′ ′≡ − Δ = − + < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ = = =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

1100

2 1, 2

1100 1100 1100

(0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′⎪ ∈⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
1100

( )P  

  

1010 1010 1010 0

0 1010 1010 0 1010 1010
0

1 1010 1010 1000 1010 1010

1 2 0 1

1010

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ), ( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; )

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t u x u x

u C T L C T H

μ

μ

μ

′′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ = = =

∈ ∩

∫

2 1

1010

2 1, 2

1010 1010 1010

(0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

L T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′⎪ ∩ ∈⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1010
( )P  

  

1001 1001 1001 0

0 1001 1001 0 1001 1001
0

1 1001 1001 1000 1001 1001

1 2 0 1

1001

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ), ( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ;

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t u x u x

u C T L C T H

μ

μ

μ

′′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

′ ′≡ − ∇ = = =

∈ ∩

∫

2 1

1001

2 1, 2

1001 1001 1001

) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

L T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′⎪ ∩ ∈⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
1001

( )P  

  

0110 0110 0110 0

0 0110 0110 0 0110 0110
0

1 0110 0110 0100 0110 0110

1 2 0 1

0110

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ), ( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ;

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t u x u x

u C T L C T H

μ

μ

μ

′′ ′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ = = =

∈ ∩

∫

2 1

0110

2 1, 2

0110 0110 0110

) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

L T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′⎪ ∩ ∈⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
0110

( )P  
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0101 0101 0101 0

0 0101 0101 0 0101 0101
0

1 0101 0101 0100

0101 0101

1 2 0

0101

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ;

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t

u x u x

u C T L C T H

μ

μ

μ

′′ ′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩

∫

1 2 1

0101

2 1, 2

0101 0101 0101

) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

L T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′∩ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 
0101

( )P  

  

0011 0011 0011

0 0011 0011 0 0011 0011
0

1 0011 0011 0001 0010

0011 0011

1 2

0011

[ ] ( ) 0, 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ) (1, ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; )

t

L u u t u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t u t

u x u x

u C T L C

μ

μ

μ

′′≡ − Δ = < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ = +

′= =

∈ ∩

∫

0 1 2 1

0011

2 1, 2

0011 0011 0011

(0, ; ) (0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H L T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′∩ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

 
0011

( )P  

  

2000 2000 2000 1000

0 2000 2000 0 2000 2000
0

1 2000 2000

2000 2000

1 2 0 1

2000

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) 0,

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0,

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t

u x u x

u C T L C T H L T

μ

μ

μ

∞

′′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

2000

2 1, 2

2000 2000 2000

; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

H u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

2000
( )P  

0200 0200 0200 0100

0 0200 0200 0 0200 0200
0

1 0200 0200

0200 0200

1 2 0 1

0200

[ ] ( ) , 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) 0,

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; ) (0,

t

L u u t u u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t

u x u x

u C T L C T H L

μ

μ

μ

∞

′′ ′≡ − Δ = − < < < <

≡ ∇ − − − =

≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

0200

2 1, 2

0200 0200 0200

; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

0200
( )P  
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0020 0020 0020

0 0020 0020 0 0020 0020
0

1 0020 0020 0010

0020 0020

1 2 0 1

0020

[ ] ( ) 0, 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; )

t

L u u t u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t

u x u x

u C T L C T H L

μ

μ

μ

∞

′′≡ − Δ = < < < <

≡ ∇ − − − =

≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

0020

2 1, 2

0020 0020 0020

(0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

0020
( )P  

0002 0002 0002

0 0002 0002 0 0002 0002
0

1 0002 0002 0001

0002 0002

1 2 0 1

0002

[ ] ( ) 0, 0 1, 0 ,

[ ] ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, ) 0,

[ ] ( ) (1, ) (1, ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

(0, ; ) (0, ; )

t

L u u t u x t T

L u t u t K u t k t s u s ds

L u t u t u t

u x u x

u C T L C T H L

μ

μ

μ

′′≡ − Δ = < < < <

≡ ∇ − − − =

′≡ − ∇ =

′= =

∈ ∩ ∩

∫

2 1

0002

2 1, 2

0002 0002 0002

(0, ; ), (0, ; ),

(0, ; ), (0, ) (0, ), (1, ) (0, ).

T H u L T H

u L T L u W T u H T

∞ ∞

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ ∈ ⋅ ∈ ⋅ ∈⎪⎪⎩

0002
( )P  

Khi đó, nghiệm của bài toán ( )P
ε

 có thể xấp xỉ bởi một đa thức cấp hai theo bốn biến 

 
1 1

, , ,K Kλ λ  như sau 

1000 0100 0010 1 0001 10

1100 1010 1 1001 1

0110 1 0101 1 0011 1 1

2 2 2

2000 0200 0020 1 0002

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( ,

u x t u x t u x t K u x t u x t K u x t

u x t K u x t KK u x t K

u x t K u x t u x t K

u x t K u x t u x t K u x t

ε
λ λ

λ λ

λ λλ λ

λ

≈ + + + +

+ + +

+ + +

+ + + + 2

1
) ,λ

 

và đánh giá tiệm cận đến cấp  5
2
 như sau 

  
2

5
2

( ) 1| | 2 | | 2 (0, )

*

2| | 2 (0, )

|| || || (1, ) (1, ) ||

|| || || || ,

W T L T

L T

u u u u

Y Y C

γ γ
γ γγ γ

γ
γγ

ε λ ε

ε ε∞

≤ ≤

≤

′ ′− + ⋅ − ⋅

+ − ≤

∑ ∑

∑
 

trong đó, *

2
C  độc lập với bốn tham số bé  

1 1
, , ,K Kλ λ . 
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KẾT LUẬN 
 

Qua luận văn này, tác giả thực sự bắt đầu làm quen với công việc nghiên cứu 
khoa học một cách có hệ thống, có phương pháp và có định hướng rõ ràng. Tác giả 
cũng học tập được phương pháp nghiên cứu trong việc đọc tài liệu, thảo luận trong 
nhóm sinh hoạt học thuật do Thầy TS. Trần Minh Thuyết và Thầy TS. Nguyễn Thành 
Long tổ chức. Ngoài ra, tác giả còn học tập được một số công cụ của Giải tích hàm để 
khảo sát sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm yếu của bài toán biên phi tuyến tính chứa số 
hạng nhớt phi tuyến, chẳng hạn như: phương pháp xấp xỉ Feado - Galerkin liên hệ với 
các kỹ thuật đánh giá tiên nghiệm, kỹ thuật về tính compact và hội tụ yếu, phương pháp 
khai triển tiệm cận.  

Nội dung chính của luận văn tập trung ở các chương 3, 4, 5. 
 Ở chương 3, Chúng tôi thu được kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu 
toàn cục. 

Trong chương 4, chúng tôi thu được kết quả về tính ổn định của nghiệm yếu 
theo các dữ kiện đầu vào của bài toán. 

Trong chương 5, chúng tôi thu được khai triển tiệm cận của nghiệm yếu theo 
bốn tham số bé đến cấp N + 1/2. 

Ngoài ra, việc xét bài toán cụ thể để minh hoạ khai triển tiệm cận của nghiệm 

yếu theo bốn tham số ở chương 6 đã giúp tác giả có cái nhìn chính xác và cụ thể hơn về 

việc khai triển tiệm cận của nghiệm yếu ở chương 5. 

 
Tuy nhiên, do sự hiểu biết của bản thân còn hạn chế và sự hạn hẹp khuôn khổ 

của luận văn nên tác giả chưa tìm hiểu kỹ khả năng ứng dụng của các kết quả thu được 
trong luận văn vào các bài toán vật lý và một số bài toán khác. Vì vậy, tác giả kính 
mong được sự chỉ bảo và góp ý của Quý Thầy Cô trong và ngoài Hội đồng. 
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