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MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Mot trong cac 16p dai so Lie duge nhiéu nha toan hoc quan tam khéao sat
1a 16p cac dai s6 Lie nita don. Lép dai sO Lie nay ¢6 quan hé mat thiét véi
cac dai s6 Lie kha quy, mot 16p dai s6 Lie md rong ciia dai s6 Lie ntta don.

Déng vai tro quan trong cho viéc khdo sat tinh nita don ctia dai s6 Lie 1a
tieu chuan Cartan, dudc xay dung tu dang Killing cia dai s6 Lie. V6i mong
muoén tim hiéu thém ve dai s6 Lie ntta don va dang Killing va dude su goi
v ctia PGS.TS. Tran Dao Dong, t6i da chon dé tai "Pai s6 Lie nita don
va tiéu chuan Cartan" lam dé tai nghién citu ctia minh.
2. Muc dich nghién cdu

Muc dich ctia luan van nham nghién ciu dai s6 Lie nita don trong moi
lien he véi dai s6 Lie kha quy, thé hién tusng minh cho 16p cac dai s6 Lie
co dien va tng dung tiéu chuan Cartan dé khao sat tinh giai duge va tinh
nita don cua dai s6 Lie.
3. D6i tuong va pham vi nghién ciu

D61 tuong va pham vi nghién ctu cud dé tai 1a khao sat dai so6 Lie nta
don va dai s6 Lie kha quy, thé hién tusng minh cho 16p cac dai s6 Lie co
dien. Tiép do, st dung dang Killing dé xac dinh Tiéu chuan Cartan cho tinh
gidi dudc, tinh nita don va thé hién qua mot so6 16p dai sé Lie cu the.
4. Phuong phap nghién cttu

- Tham khéo tai liéu va hé thong hoa cac kién thic da hoc.

- Thé hién tuong minh cac két qua nghién citu trong de tai.

- Trao doi thao luan véi gidao vien huéng dan.
5. Y nghia khoa hoc ctia dé tai

- Tong quan vé dai s6 Lie ntta don va dai s6 Lie kha quy, thée hién moéi lien
hé ctia chiing trong cac dai so Lie cu thé va tmg dung Tiéu chuan Cartan
dé khao sat tinh giai duge va tinh nita don ctia dai s6 Lie.
6. NoOi dung luan van

Ngoai phan md dau va két luan, noi dung ctia luan van gom 3 chuong:

Chuong 1: Cac kién thiic co s6 ve dai s6 Lie;

Chuong 2: Dai s6 Lie ntta don va dai so6 Lie kha quy;

Chuong 3: Dang Killing va tiéu chuan Cartan.



Chuong 1

CAC KIEN THUC CO SO
VE DAI SO LIE

Trong chuong nay ching toi trinh bay mot so khdi niém va tinh chat
co ban cia dai so Lie cé lien quan dén viéc nghién ciu cdc chuong tiép
theo. Kién thitc trinh bay trong chuong chi yéu dude tham khdo tu cdc
tai liew [1], [5] va [9].

1.1 Dai sé Lie
1.1.1 Dinh nghia

Mot khong gian vecto g trén truong IF cuing véi phép toan

[ ]gxg—g
(X,Y)— [X,Y]

tuyén tinh theo ting bién dude goi 1a mot dai so.

Dai s6 g ducc goi la dai s6 Lie néu phép toan [, ] thoa man hai tinh
chat:
a) Tinh phan xing: [ X, X] =0,VX € g.
b) Dong nhat thic Jacobi: [ X, [Y, Z]] + Y, [Z, X]] + [Z,|X, Y]] = 0,
VX,Y, Z €g.

Khi d6 [, ]| duge goi la tich Lie.

1.1.2 Nhan xét

a) Tu dinh nghia ctia dai s6 Lie ta co: [X,Y] = =Y, X]|,VX,|Y € g.
b) Dong nhat thitc Jacobi c¢6 thé viét lai la:

X, Y, Z] =X, Y], Z] + Y, [X, Z]].



1.1.3 Dinh nghia

Dai 86 Lie g duge goi la giao hodn néu [ X, Y] =0,VX,Y € g.

1.1.4 Vidu

Vi du 3. Dai s6 két hop g = {X = (zij)uxn|zi; € F} céc ma tran
vuong cap n trén truong F voi tich Lie [X, Y] = XY — Y X 1a mot dai
s0 Lie va dugc ki hieu la gl (IF).

Vi du 4. Khong gian vecto con s0,(F) = {X € gl (F)| X'+ X =0}

cac ma tran phan xtng cta gl (IF) 1a mot dai s6 Lie véi tich Lie

(X,Y] = XY —YX, VX,Y € s0,(F).

1.1.5 Dinh nghia

Cho g 1a mot dai s6 Lie va b 1a khong gian vecto con cua g.
Khi d6 b duge goi 1a dai s6 Lie con cia g néu [X,Y] € h,VX, Y €b.
Ky hieu [h, ] = ({[X,Y]| X,Y € b} ) la khong gian vecto con sinh bdi
tap hop {[X,Y]| X,Y € h}. Ta ¢6 dieu kien | X, Y] € b duge viét lai 1a
b,b] C b
1.1.6 Vi du

Vi du 4. Cho g la dai so Lie. Khi d6

2(g) ={X €g|[X,Y]=0,VY € g}

la mot dai s6 Lie con cua g va duge goi la tam clia g.

1.1.7 Dinh nghia

Cho g 1a mot dai s6 Lie va f 1a khong gian vecto con cla g.
Khi d6 b duge goi 1a idéan cia g néu [ X, Y] € h,VX € h,Y € g. Noi
cach khac, khong gian vecto con b 1a idéan cia g khi va chi khi [h, g] C b.



1.1.8 Dinh nghia

Cho b 1a mot idéan cuia dai so Lie g. Khi d6 khong gian vecto thuong
g/b={X+b| X € g} tré thanh mot dai s6 Lie v6i tich Lie

X+5Y+b =X Y]+bh VXY eg,

va, duge goi 1a dai s6 Lie thuong clia dai s6 Lie g theo idean b.

1.2 DPong ciu dai s6 Lie
1.2.1 Dinh nghia

Cho g va b 1a hai dai s6 Lie trén truong F. Khi do, anhxa ¢ : g — b
dugc goi 1a mot dong cav dai so Lie néu

a) ¢ la mot anh xa tuyén tinh;

b) ¢ bao toan tich Lie.

Dong cau dai s6 Lie ¢ dudc goi la don cdu (tuong tng toan cdu, dang
cau) néu @ la don dnh (tuong ting toan dnh, song dnh).

Hai dai s6 Lie g va b duge goi 1a dang cau néu ton tai mot dang cau dai
s0 Lie tu g len b, ki hieu g = b.

Nhan ctia dong cau o, ki hiéu 1a Kergp, 1a mot tap con clia g gom cac
phan tit X € g sao cho p(X) = 0.

Anh ctia dong cau o, ki hieu 1a I'me, 1a mot tap con cia h gom cac

phan tt p(X), X € g.
1.2.2 Vidu
Vi du 3. Cho g la mot dai s6 Lie trén truong I, ta xét anh xa:

ad : g —gl(g)
X —ad(X) g —g
Y —ad(X)(Y) = [X,Y].

Khi d6 ad 1a dong cau dai s6 Lie va Kerad = Z(g).
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1.2.3 Meénh dé [1, Ménh dé 1.3.3]

Cho ¢ - g — b la dong cau dai s6 Lie. Khi do:
a) Néu a la dai so Lie con cia g thi p(a) la dai so Lie con cia g.
b) Néu b la mot idéan cia by thy ¢ 1(b) la idéan cia g.

1.2.4 Heé qua [1, Hé qua 1.3.4]

a) Kery la idéan cia g.
b) Imp la dai so Lie con ciia b.

1.2.5 Meénh dé [1, Ménh dé 1.3.5]

Cho g va b la cac dai so Lie.

a) Gid st : g — b la mot dong cau dai so Lie.

Khi dé, g/kerp = Imp.

b) Néu a, b la cic idéan cia g thy (a+b)/a=b/(aNb).

1.2.6 Dinh nghia

Cho V' 1a mot khong gian vecto trén truong K va g la dai so Lie trén
truong IF (1a mot truong con ciia K). Khi dé mot biéu dién cta g trong V
la mot dong cau dai s6 Lie m : g — (EndkV)", trong d6 (EndgV)"
duge xét nhu mot dai sb6 Lie trén truong F. Dé don gian hon ta c6 thé ky
hieu m: g — EndgV.

1.2.7 Nhan xét

1) Theo dinh nghia ctia tich Lie [|] trong EndgV, ta c6 7 la mot bicu
dién cta g trong V' néu:
a) m 1a [F tuyén tinh.
b) m([X,Y]) =7n(X)m(Y) —n(Y)n(X) ,VX,Y €g.
2) Khi F = R va K = C, ta c6 V la khong gian vecto phiic. Mot biéu
dién cta dai s6 Lie thyc g trong V' 1a mot dong cau tir g vao EndcV, trong
d6 EndcV duge xét nhu dai s6 Lie thye (EndcV)*.



1.2.8 Vidu

Vi du 3. Cho 7 la mot bicu dién ciia g trong khong gian vecto hitu han
chiecu V va U C V la khong gian con bat bién.
Khi d6 7* : g — EndgV/U
X — (X)) : V/U— V/U
V+Ur— (X)) v+ U)=n(X)v+U
14 mot bicu dién ctia g trong V/U va duge goi 1a biéu dién thuong cla g
trong V/U.

1.3 Dai s6 Lie giai dudc
1.3.1 Dinh nghia

Cho g la dai s6 Lie hitu han chiéu. Ta xac dinh day

k __

=9 9 =[g.9, *=1[g" 9", .., " =1[g"", ¢"]

g ee

Dai s6 Lie g dudc goi 1a gidi duge néu ton tai k sao cho g* = 0.
Khi do, day gisam g =g’ D g' D g? D ... D g D ... dugc goi la
chudi dan ruat cla g.

1.3.2 Nhan xét

a) Moi g* déu la mot idean ciia g.
b)Mot dai s6 Lie giai duge g khac 0 luon ¢6 mot idéan khac 0 1a gk_l
(néu gF = 0).

1.3.3 Vidu

ViduZ.DaiséLieg:{<

That vay, xét g = [g, g].

aq 0 b1 2 0 b2
Khi d(), vl X = 0 a; ¢ ,Y = 0 a9 Co - g, ta co
0 0 0 0 0 O

oo
o O

oo S
N—

a,b,c € R} la gidi duge.



00 albg — a261 0
[X, Y} =00 aiCy — CLQCl 0
00 0

0
0
0
00b1 OObQ
Xét g2 =[gh gl Vi X =100 ¢ | ,Y =100 | €g'
00 0O 00 0
taco [X,Y]= XY — VX =0.

Tit do suy ra g* = 0. Vay g la dai s6 Lie giai dugc.

1.3.4 Meénh dé [9, Proposition 1.10]

Bat ky dai s6 Lie con va dai s6 Lie thuong cta dai s6 Lie gidi duoc
deu la gidi duoc.
1.3.5 Meénh dé [9, Proposition 1.11]

Cho g la mot dai s6 Lie va a la mot idéan cia g. Khi dé g la dai so
Lie gidi duge néu a va g/a deu gidi dugc.
1.3.6 Meénh dé [9, Proposition 1.12]

Cho g la dai so Lie hitu han chiéu. Khi dé, ton tai duy nhat mot
idéan gidi duoc R ciia g chia tat cd cdc idéan gidi dugc trong g goi la
can ctia g va thuong duge ky hieu la R = rad(g).

1.3.7 Meénh dé [9, Proposition 1.23]

Mot dai s6 Lie n-chieu g la gidi duge khi va chi khi ton tai mot day
cac dai so con

g=0gp 22 2a,2---2a,=0

sao cho a;,1 la mot idéan trong a;, Vi = 0,n — 1 va dim(a;/a;,1) = 1.
1.3.8 Dinh nghia

Néu g 1a mot dai s6 Lie, 7 : g — EndpV la mot bieu dién cia g,
A € g* thi khong gian con V§ = {v € V|7(X)v = A(X)v,VX € g}
duge goi 1a khong gian riéng cia g ing véi A.

Dinh 1y Lie dudi day cho ta mot dic trung cia dai s6 Lie giai dudge.



1.3.9 Dinh ly Lie [9, Theorem 1.25]

Cho g la dai so Lie gidi duge, V # 0 la mot khong gian vecto hitu
han chiéu trén truong F, va m : g — EndgV la mot biéu dién cia
g trong V. Néu IF la déng dai so thi ton tai mot vecto rieng v # 0 cho
moi phan ti cia w(g). Tong qudt hon (doi vdi F) ton tai vecto riéng
cho moi phan ti cia 7(g) néu moi gid tri rieng cia w(X) védi X € g
thuoc vao F.

1.3.10 Heé qua [9, Corollary 1.29]

Cho g, V, m va IF nhu trong gid thiét cia dinh ly Lie. Khi dé ton tai
mot day cac khong gian con:

sao cho Vi on dinh qua tdc dong cia w(g) va dim(V;/Viy,) = 1. T do
suy ra V' c6 mot co sd sao cho cdac ma tran tuong dng cia cdac phan ti
thuoc 7T(g) co dang tam gidac trén.

1.3.11 Dinh nghia

Cho g 14 mot dai s6 Lie httu han chiéu. Khi d6 ta dinh nghia:
90=0, 81 =180,8, 92 =1[01,0), 93 =192 8], --- 0 = [Bh-1, 0], - - -
Day giam gg 2 g1 2 g2 2 @3 2 ... 2 @ 2 ... dugc goi la chuoi tam
dudi cua g.
Dai s6 Lie g dudgc goi 1a ldy linh néu ton tai k € N sao cho g;, = 0.

1.3.12 Nhan xét

a) Moi g, k € N déu la idéan cua g.

b) Voimoi k € N: gt C g,.

Tu nhan xét nay suy ra néu g la dai s6 Lie iy linh thi g 1a dai s6 Lie
giai duge.
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1.3.13 Meénh dé [1, Ménh dé 1.5.5]
1.3.14 Dinh nghia

Mot ty dong cau f € EndV dudc goi 1a lay linh néu ton tain € N
sao cho f" =0,

Két qua dudi day cho ching ta mot tinh chat quan trong ctia dai so6 Lie
lity linh.
1.3.15 Dinh ly Engel [9, Theorem 1.35]

Cho V #£ 0 la mot khong gian vecto hitu han chicu, g la mot dai so
Lie gom cdc tu dong cau liy linh cia V. Khi do:

a) g la mot dai sé Lie liy linh.
b) Ton taiv # 0,v € V théa X(v) =0,VX € g.
c¢) Trong mot co sd thich hop ciia V. moi phan ti X € g c6 dang tam
giac trén ngat.
1.3.16 Meénh dé [9, Proposition 1.32]

Cho g la dai s6 Lie hitu han chiéu va ad : g — End(g) la biéu dién
lien hop cia g. Khi dé cdc ménh dé sau la tuong duong:

a) @ la lay linh.
b) adg = {ad X|X € g} la lay linh.

1.3.17 Meénh dé [9, Corollary 1.39]

Cho g la dai s6 Lie hitu han chiéu va ad : g — End(g) la biéu dién
lien hop cia g. Khi dé cac meénh dé sau la tuong duong:

a) @ la lay linh.
b) Voimoi X € g, ad X la lay linh.
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Chuong 2

DAI SO LIE NUA PON
VA DAI SO LIE KHA QUY

Trong chuong nay ching toi khdo sat dai so Lie nita don trong moi
tuong quan vdi dai so Lie khd quy va wng dung dé zdc dinh cdic dai so
Lie nita don co dién gom cdc ma tran vuong cip n hé sé thuc, phic
hodc quaternion. Cdc khdi niéem va két qud chi yéu duoc tham khdo
trong cdc tai lieu [5], [9].

2.1 Dai s6 Lie nita don
2.1.1 Dinh nghia

Cho g la dai s6 Lie httu han chieu.

a) g dugc goi 1a dai s6 Lie don néu g khong giao hoan va g khong chita
mot idéan that su khac 0 nao.

b) g ducc goi la dai s6 Lie nita don néu g khong chita mot idéan giai
dugce khac 0 nao.
2.1.2 Nhan xét
a) Moi idéan 1a mot dai so Lie nén ta c¢6 khai niem idéan don.
b) Néu g la dai 6 Lie don thi g ¢6 tam tam thuong.

¢) Mai dai s6 Lie don la nita don. Dao lai néi chung khong ding.

2.1.3 Meénh dé [9, Proposition 1.14]

Cho g la dai so Lie hitu han chiéu. Khi dé g/rad g la nia don.
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2.1.4 Nhan xét

Néu g la ntta don thi tam ctia g bang 0 va bicu dién lien hop clia g 1a
don anh.
Két qua dudi day cho ta dic trung ctia cac dai so Lie s6 chiéu bé.

2.1.5 Meénh dé

Moéi dai s6 Lie 3 chiéu hodc la don hodc la gidi duoc.

2.1.6 Vidu

Vi du 2. Xét dai s6 Lie 3 chiéu

0 a b
g= —a 0 c¢] |a,b,c e R} =s03(R).
—b —c 0

Do [g, g] = g nén g khong gidi duge. Do do g don.
Chu ¢ rang tinh nita don cua dai s6 Lie duge bdo toan qua phép toan
tich Descartes.

2.1.7 Meénh dé [5, Proposition 1.5.5]

Cho g1, g2, .-, §n la cdc dai s6 Lie. Khi do, g, X ga X ... X g, la nifa
don néu va chi néu g1, go, ..., §n 10 niia don.

Bay gio ta khao sat moi lien heé gitta dai s6 Lie don va dai s6 Lie nita don
thé hien trong két qua sau:

2.1.8 Dinh 1y [5, Theorem 1.5.12]

Dai s6 Lie g la nia don khi va chi khi g la tich truc tiép ciua cic dai
so Lie don.

2.1.9 Meénh dé [5, Proposition 1.5.13]

Cho g1, g2, ..., @n la cdc dai s6 Lie don va g = g1 X go X ... X @y,. Khi
dé méi idéan cia g la tich ciia mot s6 cac dai so Lie g;. Hon nia, vdi
moi i = 1,...,m, dai so Lie don g, la idéan cuc tiéu khong tam thuong
cua g.
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2.1.10 Dinh nghia
Cho p 1a mot biéu dién hitu han chiéu clia g trong khong gian vecto V.

a) Biéu dién p duge goi 1a don (hay bat khd quy) néu V' # 0 va V chi ¢6
hai khong gian con on dinh 14 0 v& V. Khi d6 g-modun V' ciing dugc
goi la don.

b) Biéu dién p duge goi 1a nita don (hay khd quy day di) néu p la tong
tryc tiép ciia cac bicu dién don. Khi d6 g-modun V' ciing duge goi 1a
ntta don va c6 thé biéu thi dudi dang tong tryc tiép clia cac g-modun
con don.

c¢) Véi mdi x,y € g, ta dit B(z,y) = tr(p(x).p(y)). Khi d6 B 1a mot
dang song tuyén tinh ddi xtng trén g va duge goi 1a dang song tuyén
tinh két hop doi vdi p.

2.1.11 Bb6 dé [5, Lemma 1.6.2]

Cho g la nita don, V' la khong gian vecto hitu han chiéu, p la mot
bicu dién cia g trong V', [ la dnh za tuyén tinh tu g vao V. Cac diéu
kién sau la tuong duong:

a) f(lz,y]) = p(@)f(y) — py) f(x), vdi moi x,y € g
b) Ton tai v € V sao cho f(x) = pv, vdi moi x € g.
2.1.12 Dinh ly [5, Theorem 1.6.3]
Cho g la nita don, V' la khong gian vecto hitu han chiéu, p la mot
bicu dién ctia g trong V. Khi dé p la nita don.
2.2 Dai s6 Lie kha quy
2.2.1 Dinh nghia

Dai s6 Lie g goi 1a khd quy néu moi idéan a trong g luon ton tal idéan
b trong g sao chog=a @ b.
Nhan xét. Moi dai s6 Lie ntta don 1a kha quy. Diéu ngude lai noéi chung
la khong dung.
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Két qua dudi day cho thay dai s6 Lie kha quy c6 thé dude xac dinh ti
dai s6 Lie ntta don va dai so Lie giao hoan.
2.2.2 Meénh dé

Tong truc tiép cia mot dai sé6 Lie nita don va mot dai s6 Lie giao
hoan la kha quy.
2.2.3 Meénh dé [9, Corollary 1.56]

Méi dai s6 Lie g khd quy cé dang phan tich g = [g, 8] ® Z(g), trong
do |g, 8] la nida don va Z(g) la giao hodn.
2.2.4 Dinh ly [5, Proposition 1.7.1]

Cho p la biéu dién cia g. Cho a, la giao clia cdc hat nhan cia biéu
dién don hiu han chieu cia g. Dat as la giao clia cdc idéan liy linh lon
nhat cia biéu dién hitu han chiéu cia g. Khi do,

a)a; =ay = [g,g]Np=I[g,0
b) Idéan ay la luy linh.

c) Dac biet, néu g la gidi duge thi [g, g] ldy linh.

2.2.5 Dinh nghia

Idéan a; ¢ dinh 1y trén dugc goi 1a can lay linh cia g. Chu ¥ rang néu
g giai duge thi a; = [g, g].

Tu cac Ménh dé trén ta suy ra mot dai s6 Lie g 1a kha quy néu va chi
néu g la tong tryc tiép ciia mot dai s6 Lie nita don va mot dai s6 Lie giao
hoan.

2.2.6 Meénh dé [5, Proposition 1.7.3]

Cho R la can cia g va T la cin ldy linh cia g. Cdc diéu kién sau
tuong duong:

a) Biéu dién lien hop cia g la nia don.



14

b) g la tich cia mot dai so Lie nia don va mot dai s6 Lie giao hodn

c) Ton tai maot biéu dién hitu han chiéu cla ¢ sao cho dang song tuyén
tinh két hop la khong suy bién.

d) Ton tai mot biéu dién don dnh nita don hitu han chiéu cia g
e) T =0
f) R la tam cia g.

2.2.7 Meénh dé

Cho g la mot dai s6 Lie kha quy. Khi dé g la nida don khi va chi khi
Z(g) = 0.

2.3 Céac dai sb6 Lie nita don c6 dién

Dua vao moéi lien hé gitta dai s6 Lie kha qui va dai s6 Lie nita don ta c6 thé
xac dinh duogc cau tric nita don ctia 16p cac dai s6 Lie thuc gom cac ma tran
trén truong so thuc R, truong s6 phitc C va truong quaternion H, véi H 1a
mot dai s6 chia duge trén R ¢6 co s6 1,4, 7, k sao cho 2 = j2 = k? = —1,
1) =k, jk=1,ki=g3vaji=—k kj=—i,ik = —j.

Lép cac dai s6 Lie ntta don nay thuong duge goi la dai s6 Lie ntta don co
dién.

Trude hét xét cac dai 6 Lie thuce gl(n, R) va gl(n, C) lan lugt gom tat
cd cac ma tran vuong thuyc va phiic cap n. Khi dé cic dai so6 Lie nay 1a
khéa quy nhung khong nita don do ching c6 tam gom cac ma tran vo huéng
nén khac khong. Tuong ty, dai s6 Lie thuc gl(n, H) gom tat cd cdc ma
tran vuong cap n trén H 1a kh& quy nhung khong nita don do c6 tam khac
khong.

Bay gio ching ta sé xét mot tieu chuan ve tinh kha quy cho cac dai s6
Lie thuc ctia cac ma tran he so thuce, phic hodc quaternion dua vao phép
toan lay lien hop chuyen vi clia ma tran, tic 1a phép toan cho tng v6i moi
ma tran X = (x;;), mot ma tran X* Ia chuyén vi cia ma tran lién hop
(T77)n, nhu sau:
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2.3.1 Meénh dé [9, Proposition 1.59]

Cho g la mot dai s6 Lie thuc gom cic ma tran trén R, C hodc H.
Khi dé néu g déng qua phép toan lay lién hop chuyén vi ciia ma tran
thi g la kha quy.

2.3.2 Meénh dé [9, Section 8]

Xét cac dai so Lie sau day:

so(n) ={X € gl(n,R)| X + X" =0};

u(n) ={X € gl(n,C)| X + X* =0};

su(n) ={X € gl(n,C)| X + X" =0,TrX =0};
sp(n) ={X € gl(n,H)| X + X" =0}.

Khi doé ta co:
a) 50(n) la nia don véin > 3 va sp(n) la nida don véi n > 1.
b) u(n) khong la nita don véi n > 1 va su(n) la nia don vdin > 2.

Ly luan tuong tu nhu Ménh dé trén ta thu ducce cac dai s6 Lie nita don
nhu sau:

2.3.3 Meénh dé [9, Section 8]
Céc dai so Lie sau day dev la dai s6 Lie nida don:

sl(n,C) = {X € gl(n,C)|X + X' =0} vdin > 2;
s0(n,C) ={X € gl(n,C)|TrX =0} vdi n > 3;
sp(n,C) = {X € gl(2n,C)|X'J + JX = 0} vdin > 1;

trong dé J = J,,,, la ma tran vuong cap 2n xdc dinh bdi J = ( _O[ é ) :
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2.3.4 Meénh dé [9, Section 8]
Céc dai so Lie sau day deu la dai s6 Lie nida don:
sl(n,R) ={X € gl(n,R)|TrX =0} vdin > 2;

sl(n,H) = {X € gl(n,H)|ReTrX =0} vdin > 1;
n)={X e glim+n,R)| X" 1,,,, + [,,X =0} vdim+n > 3;

so(m,

su(m,n) ={X € sl(m+n,C)| X", + [,,X =0} véim-+n>2
5p(m, n)={X eglim+nH)|X1,,+1,,X =0} vdim+n>1,
sp(n,R) ={X € gl(2n,R)| X" J,,, + J,..X =0} vdin > 1;

( ) {X € 5u(n, n)’Xt[n,n(]n,n + In,an,nX — O} VoL N Z 2’

trong dé6 J = J,, la ma tran vuong cap 2n xdc dinh nhu trong Ménh

dé trén va cic ma tran I, ,, L, ,Jn, wdc dinh bdi:
m n n n

1 0 m 01\ n.
Imm:(O—l) n In,an,n=<1O)n
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Chuong 3

DANG KILLING VA
TIEU CHUAN CARTAN

Trong chuong nay ching toi dng dung cic Tiéu chuan Cartan dugc
zay dung ti dang Killing ciia dai s6 Lie dé khdo sdt tinh gidi duoc va
tinh nia don ctia mot so6 dai sé Lie cu thé. Cdc khdi niém va két qud
chi yéu duge tham khdo trong cdc tai lieu [5], [9].

3.1 Dang Killing cta dai s6 Lie
3.1.1 Dinh nghia
Cho g la mot dai s6 Lie trén truong IF, anh xa

B:gxg—g
(X,Y) — B(X,Y) =Tr(adX o adY)

goi la dang Killing ctua g.

3.1.2 Nhan xét.
a) Dang Killing B la mot dang song tuyén tinh.
b) B([Xv Y]: Z]) - (Ya [X7 ZD hay B(adX(Y)7 Z) = _B(Y7 adX(Z))

¢) Dang Killing bat bién qua moi ty dang cau cia g, nghia la B = B
hay B(p(X),¢(Y)) = B(X,Y).

d) Cho a C g la idéan. Khi dé han ché cia dang Killing cia g lén a
la dang Killing cua a.
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3.1.3 Dinh nghia
Cho g 1a dai s6 Lie hitu han chieu, B 1a dang Killing tuong ting. Ky hiéu

radB = {X € g|B(X,Y)=0,VY € g} la mot idean cia g.
Dang Killing B dugc goi la khong suy bién néu radB = {0},

3.1.4 Heé qua
3.1.5 Ung dung

1.Tim dang Killing ctia dai s6 Lie sau:

t 0x
g= Otuyl |t,r,yeR;.
000

Ta c6 mot co s6 cua dal sO Lie g la:

100 00 1 000
A=(010],4=(000),A4=(001].
000 000 000

Tinh toan ta thay: [A;, As] = As, [Ay, A3] = As, [Ay, A3] = 0.
Xétbatki X € g,taco X = 1A+ 19As + x3A3, V61 71, 0, 3 € R.
Suy ra adX = xiadA; + xyadAy + r3adAs.

Ta co

adX (A;) = x1ad A1 (A1) + x2adAs(Ar) + z3ad A3(Ay)
= 11[Ay, AL] + x5 Ag, Ay] + 23] As3, A4
= —x9Ay — 1343,

adX (Az) = x1adA1(As) + x2adAs(As) + x3ad Az(As)
= 21| Ay, Ao] + x5[As, Ag] + 13[As, A

x1 A,

ad X (A3) = x1adA1(As) + x2adAs(As) + x3ad A3( As)
= 21 Ay, As] + x5[As, As] + 23[As, A5
= 1, As.

Loi gidi:
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Vay anh xa ad X c6 ma tran la:

0O 0 0
MX = | T2 X1 0 .
— XT3 0 1

Tuong tuxét bat ky Y € gv6i Y = y1 A1+ 424 +ys Az, y1, 4o, y3 € R
thi anh xa adY ciing c6 ma tran bicu dién la:

0O 0 0
My=1{-y yu 0].
—ys 0

Suy ra adX o adY c6 ma tran la:

0 0 0
MxMy = —T1Y2 T1Y1 0 .

—r1y3 0 1y
Dai s6 Lie g ¢6 dang Killing 1a:

B =Tr(adX oadY) = x1y; + z1y1 = 221,

2 0 0
My={000].
000

3.2 Tiéu chuan Cartan cho dai sb Lie giai dudc

va ¢O ma tran la:

3.2.1 Bb6 dé [9, Lemma 1.42]

Cho V la khong gian vecto trén truong C, néu g C gl(V) la dai so
Lie sao cho Tr(X oY) =0,VX,Y € g thig = |g, 9| la lay linh.

Két qua dudi day cho chung ta mot dic trung ve tinh giai duge cua dai
s6 Lie dua vao dang Killing va duge goi 1a Tiéu chuan Cartan thit nhat.

3.2.2 Dinh ly [9, Proposition 1.46]

Dai s6 Lie g la gidi duge khi va chi khi dang Killing B thod man
B(X,Y)=0,VX € gva VY € lg,g|.
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3.2.3 Ij’ng dung:

1. Kiém tra tinh giai dudc ctia dai sé Lie sau:

t 0«
g= 0Oty |t,r,y eR .
000
Loi gidi:

Xét co s6 cua dai s6 Lie g la:

100 00 1 000
Ai=(010],4=(000), A4 =(001].
000 000 000

Xét bat ki X, Y, Z € g thi X = xlAl + CUQAQ + LU3A3,
Y =y Ay + 1Ay + 1343, Z = 21 A1 + Ay + 2343
Theo ting dung 3.1.5 thi adX c6 ma tran la:

0O 0 0
MX = —X9o I O .
—x3 0

Ta cling tinh toan duge ad|Y, Z] ¢6 ma tran la:

0 00
M[Y,Z] = Yo2Z1 — Y129 O O .

ysz1 — y1z3 0 0

Suy ra adX o ad[Y, Z] c¢6 ma tran bicu dién la:
0 0 0
MXM[Y,Z] = xl(yzzl - yle) 00].
$1(Z/3Z1 - 9123) 00
Tu do ta c6 B(X, Y, Z]) = Tr(adX oad|Y, Z]) = 0,VX,Y,Z € g,
suy ra B(g, g') = 0 nén theo Tiéu chuan Cartan thi I suy ra g gidi duge.
3.3 Tiéu chuan Cartan cho dai sé Lie nita don

3.3.1 Dinh nghia.

Cho dang song tuyén tinh 7: V x V — K ta ¢6
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a) Kern ={x € Vin(z,y) =0,Vy € V}.

b) Dang toan phuong ) duge goi la khong suy bién khi va chi khi
Ker n = 0.

Bay gio ta sé khao sat Tiéu chuan Cartan cho cac dai so Lie ntta don dua
vao dang Killing va goi 1a Tiéu chuan Cartan tht hai.
3.3.2 Dinh ly [9, Proposition 1.45]

Dai s6 Lie g la nia don khi va chi khi dang Killing cia g la khong
suy bién.
3.3.3 Ung dung:

1. Kiém tra tinh nita don ctia dai sé Lie sau:

0O a b
g =503(R) = —a 0 c| |la,bceR;.
—b —c 0
Loi gidi:

Xét mot co s6 cua g nhu sau:

0 10 0 01 0 0 O
Alz _100 ’AQZ O OO 7A3: O O 1 .
0 00 —1 0 0 0 —10

Xét bét ki X, Y € d thi X = ZUlAl + CUQAQ + ZL'3A3, Y = ylAl + yQAQ +

ysAs.
Tinh toan nhu trén ta c6 ma tran ciia adX, adY lan luot la:

0 x5 —x9 0  ys —u
My=1|—x3 0 T | My=1-ys 0 y1 |].
x9 —x1 0 vy —uy 0

Suy ra adX o adY c6 ma tran la:

—X3Y3z — T2Y2 Lol I3l
M~ My = T1Yo —T3Y3 — T1Y1 T3y — 2
Ty —3 —T2Y3 —T2Y2 — T1Y1



22

Vay B(X,Y) = Tr(adX o adY) = —2(x1y1 + Tays + T3y3), va dang

Killing ctia g c¢6 ma tran la:

—2 0 0
My=|0 =2 0.
0 0 —2

detMp = —8 # 0, nén theo Tién chuan Cartan tht II ta suy ra g nia
don.

3.4 Mot s6 két qua lién quan

Trong phan nay ching toi gidi thieu mot s6 két qua lien quan dén ting
dung ctia Tiéu chuan Cartan va cac dai so con kha quy.

3.4.1 Dinh ly. [9, Theorem 1.54]

Dai s6 Lie g la nia don khi va chikhig =g, ®Dgo D -+ D g, vi
cac idéan g; la dai so Lie don. Su phan tich nay la duy nhdt va bat ki
idéan nao cia g deu la téng ctia mot so hang ti g; nao do. Tu Dinh Iy
trén ta thu dugc Hé qua sau:

3.4.2 Hé qua [9, Corollary 1.55 |

Cho g la mot dai s Lie nia don trén truong F. Khi dé |g, g] =
Gid st a la mot Ideal bt ky cia g va daita- ={X € g | K(X,Y) =
0, VY € a}. Ta c6 a* la mot Ideal ciia g va g = a P a*.

“

3.4.3 Meénh dé. [9, Corollary 1.53]

i) Néu g© la phic hoa cia dai s6 Lie thuc g thi g la nia don khi va
chi khi g% la nia don.

i) Cho g la mot dai s6 Lie phitc va g® la dang thuc cia g thi g la nia
don khi va chi khi g® la nita don.
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3.4.4 Dinh nghia.

Goi b 1a mot dai s6 Lie con ctia g. Ta goi § 1a khd quy trong g néu bicu
dién x — adyx, Yo € b la nia don. Khi d6 bieu dién con  — adyx cla
b 1a nita don nén suy ra b la nita don.

3.4.5 Meénh dé. [5, Proposition 1.7.6]

Cho g la dai s6 Lie nita don, B la dang Killing cia g va m la dai so
Lie con ctia g théa man dieu kién sau:

i) Blmxm la khong suy bién.

i) Néu x € m thi cdc thanh phan nida don va liy linh cla x tuong
ung vdi g thudc vao m.

Khi do, m la kha quy trong g.

3.4.6 Meénh dé. [5, Proposition 1.7.7]

Cho g la dai so Lie nita don va a la dai s6 Lie khd quy tuong ing vdi
g. Goim la tam héa cia a trong g va B la dang Killing cia g. Khi doé
ta co

i) Blmxm la khong suy bién.

i) Néu x € m thi cdc thanh phan nia don va liy linh cla © tuong
ung vdi g thudc vao m.

ii1) mla khd quy trong g.

w) g=m® [a,g] vaa,g| la khong gian con tric giao cia m.

3.4.7 Heé qua.

Cho g la dai so Lie hitu han chiéu, B la dang Killing tuong tng. Khi
do rad B C rad g.
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KET LUAN

Luan van da cho tong quan vé dai sé Lie nita don va dai s6 Lie kha quy,
thé hien méi lien heé ciia ching trong cac dai s6 Lie cu the va tng dung Tiéu
chuan Cartan dé khao sat tinh giai duge va tinh nita don ciia dai s6 Lie.

Két qua dat duge chit yéu ctia luan van the hién trong Chuong 2 va
Chuong 3 cu thé nhu sau:

1) Trong chuong 2, ching toi da khéao sat dai so Lie nia don trong
moi tuong quan véi dai s6 Lie kha quy, tit d6 ting dung dé xac dinh cac dai
s6 Lie nita don co dién gom cac ma tran vuong cap n hé soé thue, phiic hoac
quaternion.

2) Trong Chuong 3, chiing toi da tng dung cac Tiéu chuan Cartan
duoe xay dung tit dang Killing ctia dai s6 Lie dé khao sat tinh chat giai
dugc va niia don ctia mot s6 dai sd Lie cu theé.

Cac két qua dat duoc ctia luan van tuy chua nhieu va chi dimg lai 6 mic
tong quan nhung da gitp cho ban than hiéu biét them vé cau tric dai so
Lie ntta don va dai s6 Lie kha quy cting mot s6 khai niém va két qua lién
quan.





