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BẢNG CHỈ DẪN CÁC KÝ HIỆU 

 

  Ký hiệu                  Giải thích ký hiệu           

Mat(n,K) Không gian các ma trận vuông cấp n trên trường K 

gl(n;K) Đại số Lie các ma trận vuông cấp n trên K 

sl(n,K) Không gian các ma trận có vết bằng  không 

b(n,K) Không gian các ma trận tam giác trên 

n(n,K) Không gian các ma trận tam giác trên ngặt 

End(V) Không gian các toán tử tuyến tính 

[ ].,.  Móc Lie (hay hoán tử) 

Tr Vết 

Z () Tâm của đại số Lie  

/I Đại số Lie thương 

[,] Đại số dẫn xuất của  

Rad (hay ) Căn giải được của  

adx Biểu diễn phụ hợp giữa các đại số Lie 

 Đại số Lie đơn 

K Trường giao hoán đóng đại số có đặc số là 0 

(g,B) Đại số Lie quadratic của đại số Lie B trên g 

V ⊥  Trực giao của V  

Der(g) Đại số Lie các toán tử vi phân trên g 

Dera(g,B Đại số Lie con của Der(g) 

F(g) Không gian vectơ của các dạng song tuyến tính đối xứng bất 

biến trên g 



 

 

B (g) Không gian vectơ của các tích vô hướng bất biến trên g 

( )qd g  Chiều quadratic của đại số Lie g 

Cents(g,B) Tập tất cả các phần tử B - đối xứng trong trọng tâm của g 

M(g) Tập tất cả các ideal cực tiểu trên g 

Soc(g) Tổng các ideal cực tiểu trong g 

g  Mở rộng phức của g 

k  Dạng Killing 

K  Dạng song tuyến tính đối xứng bất biến trên g 

  Kết thúc một chứng minh 



 

 

LỜI MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài 
Nhóm Lie, đại số Lie, đặc biệt là Đại số Lie Quadratic (hay đại số Quadratic) 

đã ngày càng có vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh vực khác nhau của Toán học và 

Vật lý.  Nhóm Lie, được đặt tên theo nhà toán học người Na Uy là Sophus Lie (1842 

– 1899), là một khái niệm tổng hòa từ hai khái niệm cơ bản là nhóm (trong Đại số 

học) và đa tạp vi phân (trong Hình học – Tôpô). Nhóm Lie là công cụ của gần như tất 

cả các ngành toán hiện đại và vật lý lý thuyết hiện đại, đặc biệt là lý thuyết các hạt. 

Một trong những ý tưởng của lý thuyết nhóm Lie là thay thế cấu trúc nhóm toàn cục 

bởi phiên bản mang tính địa phương của nó hay còn gọi là phiên bản đã được làm 

tuyến tính hóa. Sophus Lie gọi đó là nhóm Lie vô cùng bé. Sau đó người ta gọi đó là 

Đại số Lie. Một đại số Lie là quadratic nếu nó được bổ sung một bất biến thể hiện 

dưới dạng một dạng song tuyến tính đối xứng không suy biến. Các đại số Lie 

quadratic thú vị không chỉ vì những quan điểm đại số mới lạ mà còn do chúng được 

áp dụng trong nhiều lĩnh vực toán học và vật lý. Hiểu về đại số quadratic giúp chúng 

ta hiểu rõ hơn về cấu trúc Poisson trực giao, nhóm Lie Poisson và phương trình Lax. 

Trên cơ sở đại số Lie với một bất biến được bổ sung, ta xây dựng được nhiều lớp các 

cấu trúc đại số quadratic cụ thể như: đại số quadratic Novikov, đại số quadratic giải 

được, đại số quadratic đối ngẫu,…. 

 Đại số quadratic đóng một vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu lý thuyết 

trường bảo giác. Nappi và Witten đã chứng minh được rằng các phép dựng hình loại 

Sugawara tồn tại trong đại số quadratic và các phép dựng hình này được khái quát 

hóa cho việc mở rộng Abel của các đại số Euclide. Ngoài ra, Mohammedi cũng đã 

chứng minh rằng, điều kiện cho phép dựng hình Sugawara tương đương với điều kiện 

thiết yếu của đại số Lie quadratic. Thêm vào đó, M. Bordemann cũng đưa ra khái 

niệm mở rộng T* của đại số Lie. Dựa trên khái niệm này, ông chứng minh được rằng 

mọi đại số Lie quadratic giải được trên trường đóng đại số có đặc số bằng 0 là mở 

rộng T* hoặc là ideal không suy biến có số đối chiều là 1. Cũng dựa trên khái niệm 

này, M. Bordemann chứng minh được rằng mọi đại số Lie quadratic hữu hạn chiều 

trên trường đóng đại số có đặc số bằng 0 là một  cặp Manin trong chiều của Drinfel’d. 



 

 

Mặt khác, nhờ khái niệm mở rộng kép được giới thiệu bởi Medina và Revoy, ta 

có thể chứng minh được một điều quan trọng là mọi đại số Lie quadratic trong không 

gian hữu hạn chiều  có thể được tạo nên bởi đại số Lie 1 chiều hoặc đại số Lie đơn 

bởi một dãy các phép dựng trong đó mỗi phép dựng là tổng trực tiếp trực giao hoặc là 

mở rộng kép. Ngoài ra, dựa vào khái niệm mở rộng kép ta còn chứng minh được đại 

số Lie quadratic giải được n chiều có thể nhận được từ đại số Lie quadratic (n-2) 

chiều bởi đại số 1 chiều tích nửa trực tiếp với một đại số 1 chiều khác. Khái niệm mở 

rộng kép đóng một vai trò quan trọng vì nó là cơ sở cho phương pháp phân loại quy 

nạp các đại số Lie quadratic. 

 Ngoài ra, nếu G là một nhóm Lie và g là metric song bất biến nửa Riemann 

trên G thì đại số Lie(G) của nó G khi bổ sung dạng song tuyến tính không suy biến g 

sẽ trở thành đại số Lie quadratic. Ngược lại, sẽ có một tích vô hướng bất biến B trên 

một đại số Lie h được tạo ra bởi phép tịnh tiến trái một metric song bất biến nửa 

Riemann trên nhóm Lie G bất kì mà h = Lie(G). Do vậy, việc nghiên cứu đại số Lie 

quadratic rất hữu ích cho hình học nửa Riemann. Đặc biệt, tập các tích vô hướng bất 

biến trên đại số Lie quadratic tương ứng 1-1 với tập các metric song bất biến trên 

nhóm Lie tương ứng. 

 Trên nhóm Lie người ta còn xét cấu trúc Novikov như là một trường hợp đặc 

biệt của cấu trúc affin bất biến trái trên nhóm Lie. Hơn nữa, một nhóm Lie chấp nhận 

cấu trúc Novikov khi và chỉ khi  nhóm Lie là nhóm giải được. Fuhai Zhu và Zhiqi 

Chen dựa trên đại số Novikov trang bị thêm một dạng song tuyến tính đối xứng 

không suy biến bất biến tạo thành một đại số Novikov quadratic. Trong lý thuyết các 

đại số Novikov quadratic, người ta chứng minh được một kết quả quan trọng là mỗi 

đại số Novikov quadratic trong không gian có số chiều nhỏ hơn hoặc bằng 4 đều giao 

hoán, hơn nữa tồn tại đại số Novikov không giao hoán có chiều lớn hơn 4, cụ thể là 

đại số Novikov quadratic trong không gian 6 chiều. 

Dựa trên sự đa dạng, mới mẻ, nhiều ứng dụng của đại số quadratic và để hiểu 

rõ hơn về đại số quadratic, chúng tôi chọn đề tài nghiên cứu về đại số quadratic với 

số chiều quadratic là 2. Vì vậy, luận văn của chúng tôi có tên là “Đại số Lie 

quadratic số chiều thấp”. 



 

 

2. Mục đích 
 Trình bày một cách cơ bản nhất các kiến thức về đại số Lie quadratic, đặc biệt 

là đại số Lie quadratic có số chiều quadratic bằng 2. 

3. Đối tượng và nội dung nghiên cứu 
 Đại số Lie quadratic số chiều quadratic thấp, cụ thể là bằng 2. 

4. Ý nghĩa khoa học thực tiễn 
 Đại số Lie quadratic có ý nghĩa rất lớn trong nghiên cứu khoa học, toán học và 

vật lý. 

5. Cấu trúc luận văn 
Nội dung của bản luận văn bao gồm phần mở đầu, ba chương nội dung và phần 

kết luận. Cụ thể:  

Phần mở đầu: Nêu xuất xứ của vấn đề và đặt bài toán nghiên cứu. 

Chương 1: Dành cho việc liệt kê lại những kiến thức cơ bản nhất cần thiết cho 

việc nghiên cứu đại số Lie quadratic.  

Chương 2: Giới thiệu các khái niệm mở đầu và các tính chất cơ bản của đại số 

Lie quadratic, đại số Lie quadratic địa phương, mở rộng kép,… 

Chương 3: Giới thiệu về đại số Lie quadratic có chiều quadratic bằng 2. 

Phần kết luận: Đưa ra những nhận xét và những vấn đề mở cần phải tiếp tục 

nghiên cứu tiếp sau đề tài. 



 

 

CHƯƠNG 1: CÁC KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Chương này nhằm nhắc lại một số khái niệm và tính chất cơ bản về dạng song 

tuyến tính, đại số và đại số Lie cần thiết cho các chương sau. Do đó hầu hết các phép 

chứng minh của các tính chất, bổ đề, mệnh đề, định lý đều không được giới thiệu. 

Độc giả nào quan tâm xin xem thêm các tài liệu tham khảo [1], [3], … 

1.1. DẠNG SONG TUYẾN TÍNH  

1.1.1  Định nghĩa 

Cho V là không gian vectơ trên trường K. Một dạng song tuyến tính trên V là 

một ánh xạ : 

  B : VxV →K  thỏa 

 i) B(λ1v1 + λ2v2; w) = λ1B(v1,w) + λ2B(v2,w) 

 ii) B(v, µ1w1 + µ2w2) = µ1B(v,w1) + µ2B(v,w2)   

 với mọi vi, wi ∈ V,  λi, µi ∈ K.   

Đặc biệt: 

+ Dạng song tuyến tính trên V gọi là đối xứng khi B(v ,w) = B(w,v ) , 

,wv V  . 

+ Dạng song tuyến tính trên V gọi là phản xứng khi B(v ,w)= - B(w,v ), 

,wv V  . 

  + Khi K =  , một dạng song tuyến tính đối xứng thì (v,v)  0 với mọi v V  

và (v,v) = 0 khi và chỉ khi v = 0. 

1.1.2 Định nghĩa 

Cho U là tập con của V. Đặt U┴  = {v ∈ V: B(u,v) = 0 với  ∀u ∈ U }. Khi đó 

U┴  là không gian con  của V. Dạng song tuyến tính B trên V được gọi là không suy 

biến trên V khi V┴ = {0}. 

1.1.3 Bổ đề  

Giả sử B là một dạng song tuyến tính không suy biến trên V. Khi đó, với mọi 

không gian con U của V, chúng ta có  dim U + dimU   = dimV. 



 

 

Nếu UU   = {0} thì V = UU  . Và thu hẹp dạng song tuyến tính B trên U 

và trên U   là không suy biến. 

1.1.4 Định nghĩa 

Giả sử  B:VxV  K là một dạng song tuyến tính. Một vectơ vV được gọi là 

đẳng hướng  đối với dạng song tuyến tính B nếu B(v,v) = 0.   

1.1.5  Nhận xét 

i)  Nếu B là dạng song tuyến tính phản xứng và đặc số của trường khác 0 thì mọi 

vectơ của V đều là đẳng hướng.  

ii) Nếu B là dạng song tuyến tính đối xứng thì vectơ 0


 luôn đẳng hướng  đối với 

B. 

iii) Nếu dạng song tuyến tính B không suy biến và v  V là vectơ đẳng hướng thì 

tồn tại w  V sao cho B(v,w)0. Rõ ràng v và w độc lập tuyến tính. 

1.1.6  Dạng chính tắc của dạng song tuyến tính  

1.1.6.1 Bổ đề 

Giả sử V có một dạng song tuyến tính B. Và U1, U2 là những không gian con 

của V sao cho B(u,v) = 0 với mọi u, v  U1,  u,v   U2 và B(-,-) trên U1U2  là 

không suy biến. Nếu {u1,u2,…,um} là một cơ sở của U1 thì khi đó có một cơ sở { u1’, 

u2’,…,un’} của U2 sao cho (ui,uj’) = 
1
0

i j
i j

  
  . 

1.1.6.2 Bổ đề  

Cho B là một dạng song tuyến tính đối xứng không suy biến trên V. Khi đó có 

một cơ sở {v1,v2,…,vn} của V sao cho B(vi,vj) = 0 nếu i j và 

B(vi,vi) 0. 

 



 

 

1.2. ĐẠI SỐ LIE 

1.2.1 Đại số 

1.2.1.1  Định nghĩa 

Một đại số trên trường K có đặc số 0 là một K- không gian vectơ A với phép 

nhân (a,b)→ ab thỏa mãn tính chất sau : 

   ( )   a b c ab acl m l m      

  ( )b c a ba cal m l m   , , ,a b c  ∈ A,   ,l m ∈ K. 

Một đại số là đại số kết hợp nếu phép nhân có tính kết hợp, tức 

là    ab c a bc , , ,a b c ∈ A.   

Tùy vào phép nhân trong A giao hoán hay phản giao hoán mà ta nói A là đại số 

giao hoán hay phản giao hoán.  

Khi K là trường thực hay phức thì ta nói A là đại số thực hay phức. 

1.2.1.2 Ví dụ 

(1) Không gian các ma trận vuông cấp n trên trường K, Mat(n,K) là đại số kết hợp 

với phép nhân ma trận và không giao hoán. 

(2) Không gian các toán tử tuyến tính End(V) trên K - không gian vectơ V cũng là 

một đại số kết hợp với phép nhân là phép hợp thành hai toán tử thông thường. 

(3) Đại số đa thức với hệ số trên K (một hay nhiều biến) là một đại số giao hoán. 

(4) Đại số vectơ thực hay phức K3 ( K =  , K =  ) với phép cộng vectơ, phép 

nhân vectơ với một số và phép nhân có hướng là một đại số phản giao hoán. 



 

 

1.2.2 Đại số Lie 

1.2.2.1 Định nghĩa  

Một đại số Lie là một K- đại số  với phép nhân [a,b] gọi là móc Lie của a và b 

thỏa : 

  (i) Tính phản xứng : [a,a] = 0 , ∀ a ∈  

  (ii) Đẳng thức Jacobi : [[a,b],c] + [[b,c],a] + [[c,a],b] = 0, ∀a,b,c∈. 

Tùy vào trường cơ sở K là thực hay phức mà ta gọi  là đại số Lie thực hay 

phức. 

1.2.2.2 Nhận xét      

(1) Số chiều của đại số Lie  chính là số chiều của K-không gian vectơ .  

(2) Dễ dàng kiểm tra, điều kiện (i) sẽ tương đương với (i’)  

 a,b  b,a           , với mọi a,b ∈ . 

(3) Nếu a,b 0     , ∀a,b ∈  thì ta nói rằng móc Lie của đại số Lie  là tầm thường 

và ta gọi đại số Lie  là giao hoán. 

(4) Mỗi K - đại số Lie đều là K- đại số. Ngược lại, mỗi K- đại số  đều có thể 

xem là một K - đại số Lie khi ta định nghĩa móc Lie nhờ hoán tử của phép nhân. Cụ 

thể ta có định lý sau: 

1.2.2.3 Định lý  (Đại số Lie cảm sinh từ đại số) 

Cho  là một K - đại số. Trên   ta định nghĩa móc Lie như sau : 

  [.,.]:   , a,b   ab ba      , a,b   . 

Khi đó,  cùng với móc Lie trên trở thành một K - đại số Lie. Như vậy, ta thấy 

rằng: 



 

 

+ Mỗi đại số Lie đều là một đại số (không kết hợp). Trong khi đó, mỗi đại số nói 

chung không phải là đại số Lie, nhưng nếu ta lấy móc Lie là hoán tử thì mỗi đại số 

đều trở thành đại số Lie. 

 + Mỗi không gian vectơ chính là một đại số Lie giao hoán. 

1.2.2.4 Ví dụ 

(1) Không gian R3 với tích có hướng thông thường là một đại số Lie thực  

3-chiều. 

(2) Kí hiệu Mat(n;K) là không gian vectơ n2 – chiều trên K. Ta xác định trên g 

móc Lie: (A,B)→[A,B] = AB - BA, A, B  Mat(n;K) (A và B còn gọi là hoán tử). 

Khi đó, Mat(n;K) trở thành một đại số Lie.  

Ta kí hiệu Mat(n;K) = gl(n;K) và gọi là đại số Lie các ma trận vuông cấp n 

trên K. 

(3) Kí hiệu b(n,K) là không gian các ma trận tam giác trên trong gl(n,K). Nhắc lại 

rằng một ma trận y = (yij)n vuông cấp n được gọi là ma trận tam giác trên nếu yij = 0 , 

∀ i > j. Hiển nhiên nếu x, y thuộc b(n,K) thì [x,y] cũng thuộc b(n,K). Nói cách khác, 

b(n,K) là một đại số Lie với móc Lie kế thừa từ gl(n,K). 

(4) Tương tự, kí hiệu n(n,K) là không gian các ma trận tam giác trên ngặt trong 

gl(n,K). Một ma trận y = (yij)n vuông cấp n gọi là ma trận tam giác trên ngặt nếu yij 

= 0, ∀i ≥ j. Tương tự b(n,K), n(n,K) cũng là một đại số Lie với móc Lie kế thừa từ 

gl(n,K). 

(5) Nhắc lại rằng vết của một ma trận vuông là tổng của các phần tử trên đường 

chéo (chính) của nó. Kí hiệu sl(n,K) là không gian con của gl(n,K) gồm tất cả các ma 

trận có vết bằng  không. Hiển nhiên, với hai ma trận tùy ý x,y ∈ sl(n,K) thì [x,y] = xy 

- yx có vết bằng không, tức là [x,y] cũng thuộc sl(n,K). Do đó, sl(n,K) với móc Lie 

kế thừa của gl(n,K)  là một đại số Lie. 

 



 

 

1.3. ĐỒNG CẤU 

1.3.1 Định nghĩa   

Cho ,  là các K - đại số Lie. Một đồng cấu đại số Lie là một ánh xạ tuyến 

tính ϕ :  →  bảo toàn móc Lie, tức là 

 ϕ([a,b]) = [ϕ(a),ϕ(b)] ,   a,b ∈ .  

Nếu ϕ là đẳng cấu tuyến tính thì ϕ được gọi là một đẳng cấu đại số Lie. 

1.3.2 Nhận xét và ví dụ 

(1) Mỗi ánh xạ tuyến tính của các K - không gian vectơ chính là các đồng cấu 

giữa các đại số Lie giao hoán. 

(2) Mỗi đồng cấu đại số đều trở thành đồng cấu đại số Lie khi xét cấu trúc đại 

số Lie cảm sinh bởi hoán tử. 

 

1.4. ĐẠI SỐ LIE CON, IDEAL VÀ ĐẠI SỐ THƯƠNG 

1.4.1 Định nghĩa 

Không gian vectơ con K của đại số Lie  được gọi là đại số Lie con của   nếu 

a,b      K  với mọi a, b ∈ K. 

1.4.2 Định nghĩa   

Không gian vectơ con I của đại số Lie L được gọi là ideal của  nếu  

[a,b] ∈  với  a ∈ ,  b ∈ I. 

1.4.3 Định nghĩa  

Giả sử  là một đại số Lie và I là một ideal của nó. Khi đó, ta có đại số Lie 

thương /I xây dựng từ không gian vectơ thương bằng cách trang bị móc Lie như 

sau:  1 2 1 2[ , ] [ , ],a a a a   1 2,a a . 



 

 

Ở đó dấu ngang trên các phần tử chỉ lớp kề của các phần tử đó.      

1.4.4 Tính chất    

1) Nếu I và J lần lượt là các ideal con của . Khi đó, 

     I J {x y,  x  I,  y  J}      là ideal của . 

2) Nếu I và J lần lượt là các ideal con của . Khi đó,  

     I,J  { x,y ,  x  I,  y  J}             là ideal của . 

3) Nếu I =J =   thì L’ = [,] được gọi là đại số dẫn xuất của , đôi khi cũng 

gọi là đại số hoán tử. 

1.4.5 Mệnh đề   

Nếu ϕ : →  là một đồng cấu đại số Lie thì: 

 1) Hạt nhân kerϕ của ϕ là một ideal trong     

 2) Ảnh đồng cấu Imϕ của ϕ là một đại số Lie con của � 

3) 
kerj

  ≅ Imϕ. 

1.4.6  Nhận xét 

Một ideal thì hiển nhiên là một đại số Lie con, nhưng nói chung điều ngược lại 

là không đúng. Chẳng hạn, b(n,K) là một đại số Lie con của gl(n,K)  nhưng nó không 

phải là ideal vì nếu lấy e11  ∈ b(n,K) và e21 ∈ gl(n,K) thì [e11,e21] = -e21 ∉ b(n,K). 



 

 

1.5.  ĐẠI SỐ LIE GIẢI ĐƯỢC 

1.5.1 Bổ đề 

Giả sử I là ideal của . Khi đó, /I  giao hoán khi và chỉ khi I chứa  

’ = [,] . 

Chứng minh 

Đại số /I giao hoán khi và chỉ khi với mọi x, y ∈  thì 

x I, y I   x, y   I  I               ⇔ [x,y] ∈ I, ∀x, y ∈  . Vì I là ideal của  nên I 

là không gian con của .  [x,y] ∈ I  với mọi x, y ∈  xảy ra khi và chỉ khi không gian 

được tạo bởi các móc Lie [x,y] được chứa trong I có nghĩa là ’ = [,] ⊆ I.   

1.5.2 Nhận xét 

Bổ đề này cho ta thấy đại số ’ là ideal nhỏ nhất của  với một đại số thương 

giao hoán. Tương tự, ’ có một ideal nhỏ nhất để đại số thương của nó giao hoán, đặt 

ideal đó là  … 

Vậy chúng ta có một chuỗi ideal của  được xác định như  sau: ’ = 1, 2 = 

[1
,1], …., k = [k-1,k-1] ,∀ k ≥ 2. Khi đó, ta có dãy các ideal liên kết với đại số Lie 

 thỏa  ⊇ 1 ⊇ 2   ⊇…. 

1.5.3 Định nghĩa 

Một đại số Lie  được gọi là giải được nếu tồn tại m ≥1 sao cho m = 0. 

1.5.4 Ví dụ   

1) Đại số các ma trận tam giác trên là một đại số giải được. 

2) Bất kỳ một đại số Lie 2-chiều cũng là một đại số giải được. 



 

 

1.5.5 Bổ đề 

Nếu  là một đại số Lie với các ideal  = I0  ⊇ I1  ⊇I2 … ⊇Im-1 ⊇Im = 0 sao 

cho  Ik-1 /Ik giao hoán với mọi 1 ≤  k ≤  m thì   giải được. 

Chứng minh 

Chúng ta sẽ chứng minh (k) được chứa trong Ik với mọi k (1 ≤ k ≤ m). Khi đó, 

đặt k = m ta sẽ có (m) ={0}. Thật vậy, vì /I1 giao hoán nên từ bổ đề 1.5.1  ta có ’ ⊆ 

I1. Quy nạp ta có k-1 ⊆ Ik-1  với k 2 . Và Ik-1 /Ik giao hoán. Tương tự, [Ik-1, Ik-1] ⊆ 

Ik. Vì Lk-1 ⊆ Ik-1 nên  [k-1,k-1] ⊆ [Ik-1,Ik-1] suy ra  k⊆Ik . Đặt k = m khi đó k =  m  

và Ik = Im
 
 và m ⊆ Im = 0, do vậy m = 0. Vậy  giải được.   

1.5.6 Bổ đề 

Giả sử ϕ :  →  là một tự đồng cấu đơn ánh của đại số Lie. Khi đó,  

ϕ(
k) = (2)k 

1.5.7 Bổ đề  

Cho  là một đại số Lie 

i) Nếu  giải được thì mọi đại số con và mọi ảnh đồng cấu của  đều giải được. 

ii) Nếu ideal I và /I giải được thì  giải được. 

iii) Nếu ideal I và J giải được của   thì I+J là ideal giải được.  



 

 

1.5.8 Hệ quả 

Cho  là đại số Lie hữu hạn chiều. Khi đó, có duy nhất ideal giải được của 

 chứa mọi ideal giải được của . Ideal này gọi là căn giải được của . Kí hiệu Rad  

(hay ). 

Chứng minh  

Đặt R là ideal giải được có chiều lớn nhất có thể.  

Giả sử I là ideal giải được bất kỳ. Theo bổ đề 1.5.7 thì R+I là ideal giải được và 

R⊆ R+I. Do đó dimR ≤ dim(R+I). Vì ta chọn R là ideal giải được có chiều lớn nhất, 

do đó dimR = dim(R+I). Nên suy ra R = R+I hay I ⊆ R.    

 

1.6 ĐẠI SỐ LIE LŨY LINH 

1.6.1 Chúng ta xét dãy các ideal :  

                          1 = [,], 2 = [,1], 3 = [,2], ….,  
                 k = [,k-1]. . . . . . . .  Khi đó, chúng ta có:  

 ⊇ 1 ⊇ 2 ⊇…⊇k…và k / k+1
 ⊆ /k+1 với k  ≥ 2. 

1.6.2  Định lý  

(i) k, k là các ideal của  (k = 1,2,3…). Hơn nữa các đại số thương k/k+1 và 

k/k+1 đều là các ideal giao hoán. 

(ii)    ⊃  1  ⊃  2  ⊃  ……  ⊃  k  ⊃  … 

                       ∪                      ∪   

         ⊃  1  ⊃  2  ⊃  ……  ⊃  k  ⊃  … 

(iii) Nếu dim  < +∞ thì hai dãy các ideal nêu trên đều dừng, tức là tồn tại  k∈ 

Ν  sao cho 

∞ : =  k = k+1 = ……  



 

 

∞  : =  k  = k+1 = …… 

1.6.3 Định nghĩa 

Đại số Lie  được gọi là lũy linh nếu tồn tại một số m sao cho m ={0}. 

1.6.4 Nhận xét 

1. Mỗi đại số Lie  lũy linh đều giải được. Điều ngược lại không đúng tức là 

đại số giải được chưa chắc là lũy linh. Ví dụ: b(n,F) các ma trận tam giác trên với n ≥ 

2 là đại số Lie không giao hoán 2-chiều. 

2. Nếu đại số Lie  giải được thì đại số con 1 = [,] lũy linh. 

3. Tên gọi “giải được” là xuất phát từ nhóm Lie giải được (liên quan đến tính 

có nghiệm của phương trình, hệ phương trình vi phân trên nhóm Lie). 

 4. Tên gọi “ lũy linh” là do định lý sau đây: 

 Định lý (EnGel) 

    ( lũy linh) ⇔ (∀x∈ , adx là toán tử lũy linh, tức là ∃ n∈N để (adx)n = 0). 

1.6.5 Tâm của đại số Lie 

Với mỗi đại số Lie , tập hợp (): = {a∈ / [a,b] = 0, ∀b∈} là một ideal của 

 và được gọi là tâm của đại số Lie . Ta thường kí hiệu tâm của của đại số Lie  là 

Z(). 

1.6.6 Bổ đề     

Cho  là một đại số Lie 

1) Nếu  là lũy linh thì bất kỳ một đại số Lie con nào cũng lũy linh. 

2) Nếu /Z() là lũy linh thì  lũy linh. 

Chứng minh  

1) Để chứng minh ta dựa vào định nghĩa. 



 

 

2) Bằng quy nạp và ta có (/Z())k = (k + Z())/Z(). Do vậy, nếu (/Z())m 

= 0 thì m ⊆ Z() và do vậy m+1 = 0. Vậy  lũy linh.   

 

1.7  ĐẠI SỐ LIE ĐƠN VÀ NỬA ĐƠN 

1.7.1 Định nghĩa 

          Đại số Lie  được gọi là đơn nếu ngoài ideal tầm thường {0} và chính nó,   

không chứa một ideal không tầm thường thực sự nào khác. 

1.7.2 Định nghĩa 

Đại số Lie  được gọi là nửa đơn nếu ngoài ideal tầm thường {0},  không 

chứa một ideal không tầm thường giao hoán nào khác. Điều này tương đương với 

 không có ideal giải được nào khác không, điều này có nghĩa là  = 0. 

1.7.3 Ví dụ 

  Đại số Lie tuyến tính đặc biệt sl(2,K) với ch(K) ≠ 2 là đại số Lie đơn. 

1.7.4  Định lý (Cartan – Levi – Malxev) 

Cho đại số Lie . Khi đó, tất cả các ideal giải được của  đều được chứa trong 

một ideal giải được tối đại  (mà được gọi là căn giải được của ). Hơn nữa, tồn tại 

một đại số con nửa đơn  của  sao cho  = ⊕ (tổng trực tiếp của các không 

gian vectơ). Nếu còn có một đại số con ’ cũng có tính chất như   thì  cái này là ảnh 

của cái kia bởi một tự đẳng cấu của  bảo toàn . Nói riêng  ≈  /. 

1.7.5  Bổ đề    

Nếu  là một đại số Lie thì  / là nửa đơn. 

Chứng minh 



 

 

Đặt J  là ideal giải được bất kỳ của  /. Khi đó, tồn tại một ideal J của  sao 

cho J  = J/. Vì  và J  giải được nên theo bổ đề 1.5.7 ta có J là giải được. Vì  là  

ideal giải được lớn nhất nên J ⊆  . Do đó J  = 0.   

1.7.6  Nhận xét  

1.7.6.1  Như vậy, việc nghiên cứu đại số Lie quy về nghiên cứu các đại số Lie 

giải được và đại số Lie nửa đơn. 

1.7.6.2 Các đại số Lie giải được có cấu trúc dường như không quá phức tạp 

nhưng việc phân loại chúng cho đến nay vẫn chưa được giải quyết triệt để. 

1.7.6.3  Các đại số Lie nửa đơn đã được phân loại đầy đủ. Cụ thể, mỗi đại số 

Lie nửa đơn đều là tổng trực tiếp của các ideal Lie đơn. Do đó chỉ cần phân loại các 

đại số Lie đơn, rồi lấy tổng trực tiếp ta được phân loại các đại số Lie nửa đơn. 



 

 

CHƯƠNG 2:  CÁC KHÁI NIỆM VÀ TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA ĐẠI SỐ LIE 
QUADRATIC 

Đây là chương đầu tiên trong hai chương chính của bản luận văn. Nội dung cơ 

bản của chương trình bày các khái niệm mở đầu và các tính chất cơ bản của đại số 

Lie quadratic, đại số Lie quadratic địa phương, mở rộng kép,… Hầu hết các khái 

niệm đều khá mới và mới được nghiên cứu vài thập niên gần đây, khá nhiều phép 

chứng minh phức tạp nên chúng tôi không giới thiệu mà chỉ dẫn độc giả đến các tài 

liệu tham khảo. Phần lớn các vấn đề trong chương này được lấy từ cuốn tài liệu tham 

khảo chính [5] và [9]. 

 

2.1. ĐỊNH NGHĨA ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC. VÀI VÍ DỤ 
 

2.1.1 Định nghĩa đại số Lie quadratic  

Trong phần này, nếu không nói khác đi, trường cơ sở K luôn được hiểu là 

trường đóng đại số và có đặc số 0. 

2.1.1.1 Định nghĩa về dạng song tuyến tính bất biến (xem [5, trang 726]) 

Cho g là đại số Lie trên trường K. Một dạng song tuyến tính B được gọi là 

dạng song tuyến tính bất biến trên g nếu  B([X,Y] , Z) = B(X , [Y,Z]) với mọi X, Y, 

Z thuộc g. 

2.1.1.2 Định nghĩa về tích vô hướng bất biến (xem [5, trang 726]) 

Cho B là một dạng song tuyến tính trên đại số Lie g. B được gọi là một tích vô 

hướng bất biến trên g nếu B đối xứng, không suy biến và bất biến. 

2.1.1.3 Định nghĩa về đại số Lie quadratic (xem [5, trang 726]) 

Khi trên K – đại số Lie g đã được trang bị một tích vô hướng bất biến B thì g 

được gọi là đại số Lie quadratic trên K hay K – đại số Lie quadratic, kí hiệu (g,B). 

Đương nhiên, khi K là trường thực hay phức thì (g,B) cũng gọi là đại số Lie quadratic 

thực hay phức. 

2.1.1.4 Chú ý 



 

 

+ Với mỗi không gian con V của đại số Lie quadratic  g,B , ta kí  hiệu V   là 

không gian con trực giao của V  đối với B. 

+  Lưu ý rằng, đối với đại số Lie quadratic, biểu diễn phụ hợp tương đương với 

biểu diễn đối phụ hợp. Các đại số Lie như thế được gọi là đại số Lie tự đối ngẫu đối 

xứng. 

2.1.2 Vài ví dụ 

2.1.2.1 Cặp ( 3
 , B) gồm đại số Lie thực 3 – chiều 3

  (móc Lie là tích có hướng 

thông thường) và tích vô hướng chính tắc B là một đại số Lie quadratic thực 3 – 

chiều.  

2.1.2.2 Cặp ( n
 , B) gồm đại số Lie thực n – chiều giao hoán n

  (móc Lie tầm 

thường) và tích vô hướng chính tắc B là một đại số Lie quadratic thực n – chiều giao 

hoán. 

2.1.2.3 Tương tự, cặp ( n
 , B) gồm đại số Lie phức n – chiều giao hoán n

  (móc 

Lie tầm thường) và tích vô hướng hermite chính tắc cũng là một đại số Lie quadratic 

phức n – chiều giao hoán. 

2.1.2.4  Đại số Lie gl(n,K) các ma trận vuông cấp n trên K cảm sinh từ đại số ma 

trận Mat(n,K) với móc Lie được cho bởi các hoán tử ,A B AB BA       với mọi cặp 

A, B thuộc Mat(n,K) cũng trở thành đại số Lie quadratic (trên K) khi trang bị tích vô 

hướng bất biến là dạng song tuyến tính B(A,B): = Tr(AB) với mọi cặp A, B thuộc 

Mat(n,K). 

 



 

 

2.2. VÀI TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC 
 

2.2.1 Vài khái niệm 

   2.2.1.1 Đại số Lie các toán tử vi phân phản xứng của đại số Lie quadratic (xem 

[5, trang 726]) 

Cho K – đại số Lie quadratic g,B . Xét đại số Lie Der(g) các toán tử vi phân 

trên g. Kí hiệu Dera(g,B) là tập con của Der(g) bao gồm các toán tử vi phân F trên g 

phản xứng đối với B, tức là B(Fx, y) = – B(x, Fy) với mọi x ,y thuộc g. Khi đó, 

Dera(g,B) là đại số Lie con của Der(g) và được gọi là đại số Lie các toán tử vi phân 

phản xứng của g. 

2.2.1.2 Đại số Lie quadratic đầy đủ (xem [5, trang 726]) 

Đại số Lie quadratic (g,B) được gọi là đầy đủ nếu g đầy đủ, tức là 
1 : ,g g g g      . 

2.2.1.3 Ideal suy biến và ideal đẳng hướng (xem [9, trang 14245]) 

 Cho  g,B  là đại số Lie quadratic, H  là một ideal của g . Ta bảo H  không suy 

biến (đối với B) nếu B
H H

 không suy biến. Ta bảo H  đẳng hướng (đối với B) nếu 

B 0
H H

 . 

   2.2.1.4 Mở rộng kép (xem [5, trang 726]) 

 Giả sử  ,AT  là một K – đại số Lie quadratic, b  là một K – đại số Lie. Xét 

một phép biểu diễn : ( , )ab Der ATy  . Gọi p  là biểu diễn đối phụ hợp của b  và 

( , ) : ( ( ) , ) ,x y z B z x yj y  , ,x y g  z b . Xét không gian vectơ g b A b    với 

móc [.,.] được xác định bởi hệ thức: 

1 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

[ , ] ( ( )( ) ( )( ) ( , ))
([ , ] ( )( ) ( )( )) ([ , ] )A b

f x y f x y y f y f x x
x x y x y x y y

p p j
y y

      
   

 

với mọi 1 2,   *f f b , 1 2 ,   x x A , 1 2 ,  y y b . Khi đó, g trở thành một đại số Lie 

và được gọi là mở rộng kép của A  bởi b  qua (hay nhờ) phép biểu diễn y .  



 

 

Mặt khác, kiểm tra được dạng song tuyến tính B: g x g   K được xác định bởi  

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( ) ( )B f x y f x y T x x f y f y        

với mọi 1 2,   *f f b , 1 2 ,   x x A , 1 2 ,  y y b  là một tích vô hướng bất biến tức là 

một song tuyến tính đối xứng không suy biến trên g. Do đó, (g, B) trở thành một đại 

số Lie quadratic.  

 Hơn nữa, với mỗi dạng song tuyến tính đối xứng bất biến g  ( không cần không 

suy biến) trên b  có thể xác định một tích vô hướng bất biến mới Bg  trên g.  Cụ thể, 

Bg  xác định như sau:  :B g gg   K  

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )B f x y f x y T x x y y f y f yg g         

với mọi 1 2,   *f f b , 1 2 ,   x x A , 1 2 ,  y y b . 

2.2.1.5 Chiều quadraric (xem [5, trang 727])  

Cho g là một đại số Lie trên K. Khi đó ta có: 

+ Tập tất cả các dạng song tuyến tính đối xứng bất biến trên g lập thành một 

không gian vectơ trên K và được ký hiệu là F(g).  

+ Tập tất cả các tích vô hướng bất biến (tức là các dạng song tuyến tính đối 

xứng bất biến không suy biến) trên g lập thành một không gian vectơ trên K và được 

ký hiệu là B (g). Rõ ràng, B (g) là không gian vectơ con của F(g). 

 + Ta định nghĩa chiều quadratic của đại số Lie (g,B), kí hiệu ( )qd g , là chiều 

của không gian vectơ B (g) gồm các tích vô hướng bất biến trên g. Nghĩa là, chiều 

quadratic của đại số Lie g là ( )qd g : = dimK B (g). 

   2.2.1.6 Chú ý 

Trong tài liệu [5], người ta đã chứng minh được rằng nếu (g,B) là đại số Lie 

quadratic thì F(g) = B (g). Nói riêng ( )qd g  = dimKF(g).  

  2.2.1.7 Trọng (xem [5, trang 727]) 

+ Cho đại số Lie g. Trọng của g là tập hợp các tự đồng cấu tuyến tính F của g 

thỏa mãn điều kiện  F[X,Y] = [FX,Y] với mọi X, Y  g.  



 

 

+ Cho B là một dạng song tuyến tính trên g. Ta kí hiệu Cents(g,B) là tập tất cả 

các phần tử B - đối xứng trong trọng của g. Tức là, nếu FCents (g,B) thì  B(FX,Y) = 

B(X,FY) và F[X,Y] = [FX, Y] , ∀ X, Y  g . 

  2.2.1.8  Tính khả quy và bất khả quy (xem [5, trang 727]) 

 Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic.  

+ Ta bảo g  khả quy nếu trong g tồn tại một ideal J không tầm thường thực sự 

(J0, Jg) sao cho B thu hẹp trên JxJ vẫn còn là dạng song tuyến tính đối xứng 

không suy biến. 

 + Trái lại, g được gọi là bất khả quy nếu trong g không tồn tại ideal J (J0, 

Jg) nào để B thu hẹp trên JxJ vẫn còn là dạng song tuyến tính đối xứng không suy 

biến. 

2.2.2 Các tính chất  

2.2.2.1 Tính chất 1  (xem [5, trang 726]) 

 Đại số Lie quadratic (g,B) đầy đủ khi và chỉ khi tâm của nó triệt tiêu: Z(g) = 0. 

Chứng minh 

 Dựa vào định nghĩa. 

2.2.2.2 Tính chất 2 (xem [9, trang 14245]) 

 Giả sử  g,B là đại số Lie quadratic. Khi đó ta có các khẳng định sau: 

 i)   ,Z g g g
     . 

 ii) Gọi H  là ideal của g . Khi đó, H   cũng là một ideal của g . Hơn nữa, nếu 

H  không suy biến thì H   cũng không suy biến và g H H   . 

2.2.2.3 Tính chất 3 (xem [5, trang 727]) 

 Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic và C là một dạng song tuyến tính khác B 

trên g. Khi đó tồn tại một tự đồng cấu D của g sao cho  

C(X, Y) = B(DX,Y) với mọi X, Y thuộc g. Hơn nữa, lúc đó C đối xứng và bất 

biến khi và chỉ khi B(DX,Y) = B(X,DY) và D[X,Y] = [DX,Y] với mọi X,Y  g. 

2.2.2.4  Tính chất 4 (xem [5, trang 727]) 



 

 

 Cents(g,B) chính là tập hợp các dạng song tuyến tính đối xứng bất biến trên g, 

nói riêng dq(g) = dim Cents(g,B). 

2.2.2.5 Tính chất 5 (xem [5, trang 727]) 

 Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic, g khác 0 và g không là đại số Lie 1- 

chiều. Khi đó, (g,B) là đại số Lie quadratic đơn khi và chỉ khi dq(g) = 1. 

2.2.2.6 Tính chất 6  (xem [11, trang 479]) 

Cho W, V là không gian con của đại số Lie g và x g. Khi đó, các điều kiện 

sau tương đương: 

 i)   x [ , ]W V  , 

 ii)  [x,W] V  , 

 iii) [x,V] W  . 

 

      2.2.2.7 Tính chất 7  (xem [11, trang 479]) 

Cho W là một ideal của đại số Lie quadratic g. Khi đó ta luôn có: 

 i)   [ , ]W g  ZW(g) (tâm của W trong g), 

 ii)  W   là ideal của g. Hơn nữa, nếu [g,W] = W thì W   = Zg(W), 

 iii) [ , ]g g    Z(g), 

 iv) Giả sử W không suy biến. Thì khi đó, W   cũng không suy biến và  

g = WW  . 

2.2.2.8 Tính chất 8 (xem [11, trang 480]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic. Khi đó,   

 Z(g)   Z(g)  khi và chỉ khi g không có ideal 1- chiều không suy biến. 

 

 

 

 

2.3. ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC ĐỊA PHƯƠNG 
 



 

 

2.3.1 Vài khái niệm  

2.3.1.1 Đại số Lie quadratic địa phương (xem [5, trang 727]) 

Một đại số Lie quadratic (g,B)  được gọi là địa phương nếu g  có duy nhất một 

ideal cực đại. 

2.3.1.2 Ideal cực tiểu (xem [5, trang 727]) 

Cho g là một đại số Lie và đặt M(g) là tập tất cả các ideal cực tiểu trên g. Rõ 

ràng nếu g là đại số Lie 1-chiều hoặc g là đơn thì M(g) = Ø. 

Ta định nghĩa, Soc(g) là tổng các ideal cực tiểu trong g. Nếu g đơn hoặc  

1-chiều thì Soc(g) =  0 . 

2.3.1.3 Chú ý (xem [5, Remark 3.1]) 

Trong đại số Lie quadratic, trực giao với ideal cực đại là ideal cực tiểu. Như 

vậy, nếu (g,B) là đại số Lie quadratic thì (g,B) là địa phương khi và chỉ khi g có duy 

nhất một ideal cực tiểu. Do đó, một đại số Lie quadratic là địa phương khi và chỉ khi 

Soc(g) là một ideal cực tiểu. 

2.3.2 Các tính chất 

2.3.2.1 Tính chất 1 (xem [5, trang 727]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic có chiều quadratic dq(g) = 2. Các điều 

sau đây là tương đương với nhau: 

(i)   g khả qui, 

(ii)  g không bất khả qui, 

(iii) g là tổng trực tiếp của hai ideal đơn hoặc là tổng trực tiếp của một ideal đơn  

và một ideal một chiều. 

Chứng minh 

(i)   (ii) Hiển nhiên 

(iii)   (i) Khi g là tổng trực tiếp của 2 ideal đơn hoặc là tổng trực tiếp của một 

ideal đơn và một ideal một chiều thì khi đó trên g luôn tồn tại một ideal không tầm 

thường thực sự mà hạn chế của B trên nó vẫn còn dạng không suy biến, cụ thể ideal 

đó là ideal đơn. Vậy g khả qui. 



 

 

(ii)   (iii) Giả sử g không khả qui. Khi đó, 1
n
k kg J   với 2n   và kJ   với 

1 k n   là những ideal khả quy, không suy biến trên g thỏa ( , ) {0}k lB J J  , 

k l  . Rõ ràng 
1

( ) ( )
n

q k q
k

d J d g


  vì ( ) 2qd g   và 2n   nên 1 2( ) ( ) 1q qd J d J  . 

Khi đó, J1, J2 là những ideal đơn hoặc là những ideal 1-chiều. Nếu cả hai là những 

ideal 1- chiều thì 1 2g J J   là đại số Lie 2-chiều giao hoán. Thật vậy, x, y  g, x = 

x1 + x2,  y = y1 + y2 , khi đó 

1 2, 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2x, y x +x  y +y  x , y  x , y  x , y x , y 0                                    . Nên g là đại 

số Lie giao hoán. Do đó, ( ) 3qd g   (trái với giả thiết ). Vậy J1 và J2  không đồng thời 

là những ideal một chiều. Hay g là tổng trực tiếp của hai ideal đơn hoặc là một ideal 

đơn và một ideal một chiều. Vậy, ta đã chứng minh xong.   

2.3.2.2 Tính chất 2 (xem [5, trang 727]) 

Mọi đại số Lie quadratic khác 0 bất khả quy và có chiều quadratic bằng 2 là 

một đại số Lie quadratic địa phương. 

2.3.2.3 Tính chất 3 (xem [5, Proposition 3.2]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic không khả quy. Đại số Lie g là địa 

phương khi và chỉ khi g là đại số Lie giải được có tâm là 1- chiều  hoặc g là đại số 

Lie đầy đủ với " nhân tử Levi"  đơn. 

Chứng minh  

Đặt p(g) là số chiều của  Z(g) (tâm của g)  

       s(g) là số ideal đơn của hạng tử Levi của g 

            m(g) là số ideal cực tiểu trong phân tích của Soc(g). 

Giả sử (g,B) là đại số Lie quadratic địa phương. Điều này có nghĩa là Soc(g) là 

một ideal cực tiểu và do đó s(g) + p(g) = 1. Ta có hai trường hợp: 

+ Nếu s(g) = 0 và p(g) = 1 thì g là giải được và có tâm 1 - chiều.  

+ Nếu s(g) = 1 và p(g) = 0 thì g là đại số Lie quadratic đầy đủ với hạng tử Levi 

đơn. 



 

 

Ngược lại, nếu g là đại số Lie giải được có tâm 1 - chiều hoặc g là đại số Lie 

đầy đủ với hạng tử Levi đơn thì chúng ta có m(g) = s(g) + p(g) = 1. Điều này có 

nghĩa Soc(g) là ideal cực tiểu hay g là đại số Lie địa phương.   

2.3.2.4 Tính chất 4 

Với  là đại số Lie, kí hiệu: V  = {xV: y (s)x = 0 với s }  là không gian 

bất biến của V có liên quan đến phép biểu diễn y  : gl(A) với V là không gian 

con tuyến tính của A được xác định bởi y . 

Định lý sau đây nêu một tính chất cơ bản khá thú vị về đại số Lie quadratic 

không khả quy. 

Định lý (xem [5, Theorem 3.1]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic không khả quy. 

i) g là địa phương và giải được khi và chỉ khi (g,B) là mở rộng kép của một đại 

số Lie quadratic lũy linh khác không (A,T) bởi toán tử đạo hàm d  khả nghịch trên 

tâm Z(A) của A. 

ii) g là địa phương và đầy đủ khi và chỉ khi (g,B) là mở rộng kép của đại số Lie 

quadratic lũy linh (A,T) bởi đại số Lie đơn  qua phép biểu diễn  

:y  Dera(A,T) sao cho (Z(A)) ={0}. 

Chứng minh 

i) Giả sử g là đại số Lie quadratic địa phương và giải được. Theo tính chất 

2.3.2.3  Z(g) có chiều là 1. Do vậy, Z(g) = KX, với mọi Xg.  

Vì [g,g] = (Z(g))┴, do đó tồn tại Y  g sao cho g = [g,g]   KY. Điều này cho 

ta thấy rằng [g,g] là ideal cực đại và KY là một đại số Lie con của g. Theo [6, định lý 

2], nếu A = [g,g]/KX thì g phải là mở rộng kép của (A,T) bởi toán tử đạo hàm 

( , )aDer ATd   được cho bởi d (N(Z)) = N[Y, Z] với mọi Z [ , ]g g  với N: [g,g]A 

là một phép chiếu chính tắc. Khi đó, A = [g,g]/KX là một đại số Lie lũy linh, do vậy 

[g,g] của đại số Lie giải được g cũng lũy linh.  



 

 

Bây giờ ta chứng minh A  0 . Giả sử A = {0} thì [g,g] = KX. Khi đó, g là 

đại số Lie 2-chiều và lũy linh, do vậy g là đại số Lie giao hoán. Điều này mâu thuẫn 

với giả thiết là g là đại số Lie địa phương mà có đến 2 ideal cực tiểu. 

 Ta chứng minh d  khả nghịch trên tâm của A với d (N(Z))=N[Y, Z] với mọi 

Z [ , ]g g , N:[g,g]A. Lấy a [ , ]g g  sao cho N(a)Z(A) và d (N(a)) = 0. Vìd (N(a)) 

= 0 nên N[Y,a] = 0 A = [g,g]/KX , điều này tương đương với [Y,a]  KX =  Z(g). 

Do đó, B([Y,a],[g,g]) = {0} vì [g,g] =  (Z(g))┴.. Bên cạnh đó, B([Y,a],Y) = -

B(a,[Y,Y]) = 0. Suy ra B([Y,a],g) = {0} hay [Y,a] = 0. Vì N(a)Z(A) nên 

[a,[g,g]]Z(g). Do vậy B([a,[g,g]],[g,g]) = {0}.Vì tính bất biến của B nên 

B([a,[g,g]],Y) = -B([g,g],[a,Y]) = {0} (do [Y,a] = 0.) Điều này dẫn đến B([a,[g,g]],g) 

= {0}, suy ra [a,[g,g]] = {0} hay aZ(g) = KX, do vậy N(a) = 0. Điều này cho ta d  

khả nghịch trên tâm của A. 

Ngược lại, giả sử (g,B) là mở rộng kép của đại số Lie quadratic lũy linh (A, T) 

với A  0  bởi toán tử đạo hàm d  khả nghịch trên Z(A). Khi đó, ta có g = Ke* A 

Ke, với Ke là đại số Lie 1- chiều. Vì g là tích nửa trực tiếp của hai đại số Lie giải 

được là A và Ke nên g cũng giải được và do đó  

Soc(g) = Z(g). Ta chứng minh Z(g) = Ke*. Từ định nghĩa mở rộng kép rõ ràng e* 

Z(g). Thật vậy, với Yg, ta có [e*, Y] = [e*, a e*+a +l e] = l [e*,e] = 0 vì Ke là đại 

số Lie 1- chiều. Vậy Ke*   Z(g). Ngược lại, lấy  

X =a e*+ a +l e  Z (g). Với a ,l   K, a  A, b  A, ta có: 

[X,b]g = [a e* + a +l e,b] = [a,b]A+ T(d (a),b)e*+l d (b) = 0. 

Rõ ràng T(d (a),b) = 0 và [a,b] = -l d (b). Nếu chọn b 0, b Z(A) thì l d (b) 

= 0. Vì d khả nghịch trên Z(A) nên d (b)0 suy ra l  = 0. Khi đó  

[a,b]A = 0 với mọi bA, điều này suy ra a  Z(A). Hơn nữa T(d (a),b) = 0 với mọi b 

 A nên d (a) = 0 mà d  khả nghịch trên Z(A) nên a = 0. Do vậy,  

X = a e*. Do đó,  Z(g)  Ke*. Vậy Z(g) = Ke* và g là đại số Lie giải được nên theo 

tính chất 2.3.2.3  g là đại số Lie địa phương. 

ii) Giả sử g là đại số Lie đầy đủ địa phương. Từ tính chất 2.3.2.3 hạng tử Levi 

của nó là hạng tử đơn. Điều này có nghĩa là căn (g) là ideal cực đại của g. Thật vậy,  



 

 

nếu  là hạng tử Levi của g, theo [9, định lý 2] g là mở rộng kép của A = 

(g)/(((g))┴
  bởi  qua phép biểu diễn :y Dera(A,T) được xác định bởi 

y (X)(N(Y)) = N[X,Y], X  , Y(g) và N:(g)A là một phép chiếu chính 

tắc. Vì g là đại số Lie đầy đủ nên (g) là ideal lũy linh, do vậy A cũng là đại số Lie 

lũy linh. 

 Ta chứng minh  (Z(A))�= {0} ( ) ( ) 0,X N Y Xy   ,Y(g). 

Bây giờ ta chứng minh ((g))┴ 
 = Z((g))  là tâm của (g). Vì B bất biến và 

[g,(g)] = (g) nên Z((g))((g))┴. Hơn nữa,  

B(((g))┴, (g)) = B(((g))┴, [g,(g)] = B([((g))┴,(g)],g) = {0} (vì B bất 

biến), điều này cho ta thấy rằng [((g))┴,(g)] = {0}, khi đó  

((g))┴   Z((g)). Vậy ((g))┴ 
 = Z((g)) hay A= (g)/Z((g)). 

Để chứng minh  (Z(A)) = {0}, ta lấy Y(g) sao cho N(Y)  Z(A) và 

N[X,Y] = 0 với mọi X .Ta có [Y,(g)]  Z((g)) và [Y,]  Z((g)) điều này 

cho ta [Y,g]   Z((g)). Do đó, B((g),[Y,g]) = B([Y,(g)],g) ={0} suy ra [Y, 

(g)] = 0 hay Y Z((g)). Do vậy, N(Y) = 0 vì A =(g)/Z((g)),  

N: (g)  A. Vậy (Z (A)) ={0}. 

 Ngược lại, giả sử (g,B) là mở rộng kép của đại số Lie quadratic lũy linh (A,T) 

bởi đại số đơn  qua phép biểu diễn :y Dera(A,T) thỏa mãn  (Z(A)) ={0}. Khi 

đó, g = *  A   , với   là đại số đơn của g và *  A là ideal giải được của g 

vì nó là mở rộng tâm của một đại số Lie lũy linh. Chúng ta có (g) = *  A và  là 

hạng tử Levi của g. Bây giờ ta chứng minh g là đầy đủ và địa phương. 

 Để chứng minh g đầy đủ ta chứng minh Z(g) = {0}. Thật vậy, xét  



 

 

f  *, aA, s  sao cho X = f + a + s  Z(g). Khi đó, với s'   thì   

0 = [s',X] =[s', f +a+s]= 0 * ( ')( ) [ ', ]s sf ad s s a s sy   . Điều này sẽ dẫn đến 0 'sf ad s  = 

0, [s',s] = 0; ( ')( )s ay  = 0 với mọi s'  . Do vậy, f = 0; s = 0. Vì  là đơn, điều 

này có nghĩa là a(Z(A)) . Bây giờ với a'A ta có:      

0 = [a',X] = [a', f + a + s] = [a',a]A + ( ', )a aj  với ( ', )a aj ∈* được cho bởi  

( ', )a aj (s') = ( ( ')( '), ) ( ', ( ')( ))B s a a B a s ay y   với mọi s'. Vì a'(Z(A))s nên 

( ')( )s ay  = 0, do vậy ( ', )a aj  = 0 hay [a',a]A = 0 với mọi a'A. Nên a  Z(A) hay a 

 Z(A)  (Z(A)) = (Z(A))  = {0}. Điều này có nghĩa là Z(g) = {0}. Vậy g là đại số 

Lie đầy đủ.  

Hơn nữa, Soc(g) = ((g))┴ 
 là một ideal cực tiểu vì hạng tử Levi  của g là một 

ideal đơn, do đó g là đại số Lie quadratic địa phương. 

2.3.2.5 Nhận xét 

+ Kết quả của định lý trên cho ta thấy rằng để nghiên cứu đại số quadratic với 

chiều bằng 2 ta chú ý đến hai trường hợp đại số Lie giải được và đại số Lie đầy đủ.  

+ Chúng ta biết mọi đại số Lie quadratic bất khả quy sao cho dq(g) = 2 là một đại 

số Lie địa phương nhưng chiều ngược lại không đúng. Thực tế, cũng có những đại số 

Lie địa phương có chiều quadratic lớn hơn 2. 



 

 

CHƯƠNG 3: ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC CÓ CHIỀU QUADRATIC BẰNG 2 

 Đây là chương cuối và cũng là chương chính thứ hai của bản luận văn. Nội 

dung cơ bản của chương trình bày các tính chất cơ bản của đại số Lie quadratic giải 

được và đại số Lie quadratic đầy đủ với số chiều quadratic thấp, cụ thể là bằng 2. 

Cũng như chương 2, các vấn đề được đề cập ở đây đều khá mới và mới được nghiên 

cứu vài thập niên gần đây, khá nhiều phép chứng minh phức tạp nên chúng tôi không 

giới thiệu mà chỉ dẫn độc giả đến các tài liệu tham khảo. Phần lớn các vấn đề trong 

chương này được lấy từ cuốn tài liệu tham khảo chính [5] của Ignacio Bajo, Said 

Benayadi. 

 

3.1. ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC GIẢI ĐƯỢC VỚI CHIỀU QUADRATIC BẰNG 2 
 

3.1.1. Các tính chất 

3.1.1.1 Tính chất 1 (xem [5, Proposition 4.1]) 

Cho  ,AT  là một đại số Lie quadratic và  er ,aD ATd   là một toán tử khả 

nghịch. Khi đó mở rộng kép  g,B  của  ,AT  bằng phương pháp bởi d  có chiều 

quadratic bằng 2. 

Chứng minh 

Vì (g,B) là mở rộng kép của (A,T) bởi d  nên g = Ke* AKe      

(với Ke* = Z(g)). Gọi K  là một dạng song tuyến tính đối xứng bất biến trên g. Đặt 

 ,K e ea  ,  , *K e eb  . Với mọi x A , ta có 

     1 1, , , , , 0K e x K e e x K e e xd d            (tính bất biến của K ). Tương tự, 

   1*, *, , 0K e x K e e xd      vì K *e  = Z(g) (do tính chất 2.3.2.4) 

Bây giờ, nếu ,x y A  sao cho  , 0T x y   thì 

        1 10 , , * , , * , *, *K x y e K x y A e T x y K e ed d              



 

 

       , *, *T x y K e e . Điều này suy ra  *, * 0K e e  . Hơn nữa, với mọi 

,x y A  chúng ta có: 

                1 1, , , , , , *, ,K x y K x e y K y x e T x y K e e T x yd d b                            

                   ,B x yb  (vì (g,B) là mở rộng kép của (A,T) nên B(x,y)=T(x,y) với 

mọi ,x y A ) . Do vậy, nếu S là dạng song tuyến tính được xác định bởi  , 1S e e  , 

 * , 0S Ke A g   thì dễ dàng chứng minh được rằng K S Ba b  , do đó 

 d im 2g  .      

3.1.1.2 Nhận xét 

Điều kiện khả nghịch của vi phân d  trong tính chất trên có thể được thay thế 

bởi điều kiện khả nghịch tốt hơn trên cả ,A A     và  Z A . Thực chất, hai điều kiện này 

được xem như tương đương với  ,U A A Z A      và sẽ được xem xét trong phần 

hệ quả. 

Bây giờ ta xét không gian con tuyến tính. Gọi  ,AT  là đại số Lie quadratic và 

 er ,aD ATd  . Sau đây, ta sẽ xét không gian con tuyến tính  A End A    :   

       
 

, , , er ,
, , s

A

m l A K Cent AT saocho
AT

l l ad m
a l d

d
d d ad

                

 
ε .



 

 

3.1.1.3 Tính chất 2 (xem [5,  Proposition 4.2]) 

Gọi  ,g B  là mở rộng kép của đại số Lie quadratic  ,AT  bằng phương pháp 

bởi d , giả sử   *Z g e  . 

i) Nếu    , , , , ,l ATa l m d ε  thì tự đồng cấu tuyến tính  , , ,m l
D

a l
 của g  được 

định nghĩa bởi: 

    , , ,
* *

m l
D e e

a l
a  

    , , ,
*

m l
D e e m e

a l
l a    

       , , ,
, *

m l
D a l a T m a e

a l
  , a A   

là một phần tử trong  ,sCent g B . 

ii) Ánh xạ    : , , ,sAT Cent g Bf d ε  được xác định bởi 

   , , ,
, , ,

m l
m l D

a l
f a l   với    , , , , ,m l ATa l d  ε  là một phép đẳng cấu không 

gian vectơ. 

iii) Điều kiện cần và đủ để   2qd g   là 

    , , , , 0, , ,AAT idd a l a a l  ε . 

3.1.1.4 Tính chất 3 (xem [5, Proposition 4.3]) 

Gọi  ,AT  là đại số Lie quadratic lũy linh và  er ,aD ATd    khả nghịch trên 

 Z A . Xét A K C   là khai triển thích hợp của A  đối với d  và n  là số nguyên 

dương sao cho  er nK K d  và  nC Ad . Khi đó K C  , ,K K K      và 

,K C C     . Hơn nữa, nếu : A Kq   là phép chiếu của A  vào K  được định nghĩa 

bởi  k c kq   , k K  , c C   thì  ,C C Kq      .  

Chứng minh 

Rõ ràng,  K Kd  ,  C Cd  . Vì d  là đối xứng lệch đối với T  nên ta có 

K C  .  



 

 

Hơn nữa,  ,K K K      vì với ,x y K  , ta có: 

2
2 2

0

2
, , 0

n
n k n k

k

n
x y x y

k
d d d 



                
    2, er ern nx y K Kd d      . 

Do đó, ,K C C      vì T  bất biến và K C  . 

Tiếp theo, ta xét  ,I C Cq       và chỉ ra rằng I  là ideal của K . Lấy k K  và 

,x y C . Nếu , ' 'x y k c       (với  ', 'k c K C  ) thì  

 , , 'x y x y cq            . Nên  

 , , , , , ' , , , , ',k x y k x y k c x k y y x k c kq                                                         . 

Vì ,K C C      nên  , , , , , ,k x y x k y y x k Iq q                                 I  là ideal của 

K . Bây giờ, ta xét tập hợp J I K  , trong đó I   là trực giao của I  đối với T . 

Vì T  bất biến nên J  là ideal của K . Hơn nữa,  

       , , , , , 0T J C C T J C C T J I             vì    , 0T K C   nên  

 , 0J C      vì ,K C C      và 
C C

T


 không suy biến. Do đó, J  là ideal của A . 

Nếu  0J   thì    0J Z A  , điều này mâu thuẫn với tính khả nghịch của d  

trên  Z A . Vì vậy  0J   nên  ,K I C Cq       .   

3.1.1.5 Tính chất 4 (xem [5, Theorem 4.1]) 

Gọi  ,g B  là mở rộng kép của đại số Lie quadratic lũy linh  ,AT  bằng 

phương pháp bởi d . Nếu  d im 2g   thì d  phải khả nghịch trên  ,AZ A A    . 

Chứng minh 

Gọi A K C   là khai triển thích hợp của A  với  er nK K d  và 

 nC Ad . Giả sử d  không khả nghịch trên  ,AZ A A     và lấy 

   , erAm Z A A K d     . Khi đó  m Z K  vì    ,A AC A A Z K     . 



 

 

Gọi :l A A  là ánh xạ tuyến tính được định nghĩa bởi:  

   1, nl k c m ad       , k K ,  nc a Ad d  . 

Ánh xạ l  được định nghĩa tốt vì nếu 'n nc a ad d   thì ta có  'a a K   

 1 'n a a Kd    . Vì  m Z K  nên  1, ' 0nm a ad      . 

Mặt khác, K , C  ổn định bởi d , với k K  và nc a Cd   ta có: 

         1 , , ,n nl k c l k c l a m a m c m k cd d d d d                        

         1 1, , , , ,n n n nl k c m a m a m a m a m k cd d d d d d d                               
 Al l ad md d   . Hơn nữa, l  đối xứng vì ta thử lại với   0md   nhận  

     1, ' ' , , 'n n n nT l k a k a T m a ad d d d               

     1 1, , ' , 'n n n nT m a a T k a l k ad d d d d         . 

Bây giờ ta chứng minh rằng , , 0l x y lx y           , ,x y A  . Vì l  đối xứng đối 

với T  nên đủ để ta kết luận , 0lx y     , ,x y A  . Giả sử  

x k c   , k K , nc a Cd  , ,y z A , ta có: 

       1 1, , , , , , , , , , 0n nT lx y z T lx y z T m a y z T m a y zd d                                   

, 0lx y     . Nên  erm K d , 0m   và  ,sl Cent AT  sao cho 

   0,0, , , ,m l AT d ε . Điều này mâu thuẫn với tính chất 3.1.1.3  là   3qd A  .  

 

Sau đây ta sẽ chứng minh điều kiện khả nghịch của d  trên   1 ,n
AZ A Ad       và 

trên  ,AZ A A     là tương đương nhau. Nhắc lại rằng, nếu V  là không gian con của đại 

số Lie A , ta kí hiệu  

   : , 0,AZ V x A x v v V         là tâm của V . 

3.1.1.6  Tính chất 5 (xem [5, Proposition 4.4]) 



 

 

Gọi  ,g B  là mở rộng kép của đại số Lie quadratic lũy linh  ,AT  bằng 

phương pháp vi phân d . Đặt A K C   là khai triển thích hợp của A  đối với d  và 

n  là số nguyên dương sao cho  er nK K d  và  nC Ad . Khi đó, d  khả nghịch 

trên   1 ,n
AZ A Ad         d  khả nghịch trên  ,AZ A A    . 

Chứng minh 

( )  Vì d  bảo toàn ,A A     nên     1, ,n
A AZ A A Z A Ad           . Do đó, d  khả 

nghịch trên   1 ,n
AZ A Ad       thì nó khả nghịch trên  ,AZ A A    . 

( ) Giả sử d  không khả nghịch trên   1 ,n
AZ A Ad      . Xét  

    1 , ern
Am Z A A Kd d      . Với mỗi k K , ,x y C , tồn tại  

', 'x y C  sao cho  n a xd  ,  'n a yd  . Khi đó, 

         , , , ' , , , 'n n n nT m k a a T m k a aq d d d d                  

    , , , 'n nT k m a ad d          

         , , ' , , ' , ,n n n nT k a a m T k a m ad d d d                     

           1 , , , ' 1 , ' , , 0
n nn n n nT a k m a T k a m ad d d d                      

 

vì , ,A A A Ad            và   1 ,n
Am Z A Ad       . 

Mặt khác,  ,K C Cq       và 
K K

T


 không suy biến nên , 0m k     . 

 m Z K    erm Z K d  . Vì     1 , ern
Am Z A A Kd d       nên 

   1 1, , , , 0n nm x y m x yd d                   , ,x y A  .   , , er nm x y K Kd         . Nói 

cách khác, nếu ,x y A  và ,x y k c       với k K , c C  và  m Z K , khi đó  

, , , ,m x y m c K C C                     . 



 

 

Vì vậy,  , , , 0m x y K C                 , erAm Z A A K d      .   

     3.1.1.7 Nhận xét 

Theo [3.1.1.5 Tính chất] thì điều kiện đủ để d  khả nghịch được cho trong 

[3.1.1.1 Tính chất] là không cần thiết. Ví dụ sự mở rộng của đại số Lie quadratic giải 

được  ,g B  với   2qd g   và ở đó  ,g B  là mở rộng kép của đại số Lie quadratic lũy 

linh  ,AT  bằng phương pháp vi phân bởi  er ,aD ATd   là không khả nghịch trên 

toàn bộ A . 

3.1.2 Các hệ quả 

3.1.2.1 Hệ quả 1 (xem [5, Lemma 4.1)]) 

Gọi  ,V B  là không gian vectơ có dạng song tuyến tính đối xứng không suy 

biến và d  là tự đồng cấu phản xứng của V . Gọi U  là không gian con tuyến tính của 

V  ổn định bởi d  và U U  . Nếu d  khả nghịch trên U  thì d  khả nghịch trên toàn 

thể V . 

Chứng minh 

Vì U   hoàn toàn đẳng hướng và B  không suy biến nên tồn tại không gian con 

W  của V  sao cho WV U   và thỏa    w, 0B U    , w W  chỉ có thể nếu 

w 0 . 

Ta xét vectơ wv u V    với u U , w W  và giả sử   0vd   do đó 

   w 0ud d      w u Ud d   . Lưu ý rằng vì d  là phản xứng và U  ổn 

định bởi d  nên U   cũng ổn định bởi d . Do đó  U Ud   . Khi đó với mỗi a U   

ta có      ,w , w 0B a B ad d   . Điều này chứng tỏ w  trực giao với U  nên 

w 0 .       



 

 

3.1.2.2 Hệ quả 2 (xem [5, Corollary 4.1]) 

Gọi  ,AT  là đại số Lie quadratic lũy linh và  er ,aD ATd    khả nghịch trên 

 Z A . Xét A K C   là khai triển thích hợp của A  đối với d  và  n  là số nguyên 

dương sao cho  er nK K d  và  nC Ad . Vi phân d  khả nghịch trên A  nếu và 

chỉ nếu C  là đại số Lie con của A . 

3.1.2.3 Hệ quả 3 (xem [5, Lemma 4.2]) 

Nếu  ,AT  là đại số Lie quadratic thì    2, , ,AZ A A A A A Z A
              , trong 

đó     2 : ,Z A x A x A Z A      . Từ đó ta có hệ quả, với mỗi  er ,aD ATd   ta có 

    , ,A AZ A A Z A Ad           .  

3.1.3 Các ví dụ 

3.1.3.1 Ví dụ 1 

Với mọi n N , n > 1 chúng ta xét một đại số giao hoán kết hợp không đơn vị 

[ ]/ [ ]n
nP tK t t K t . Với mọi không gian vectơ n ng    cùng với móc Lie: 

[ , ] [ , ]p q p q
gx t y t x y t      với mọi x, y g, p,q N*  là một đại số Lie lũy linh.  

Một  tự đồng cấu D của n  được xác định  như sau : 

( ) ( ) , 1 1p pD x t p x t x g p n        là một đạo hàm khả nghịch của 

n ng   . 

Không gian vectơ An = *( )n n    với móc 

   0 0,   , - ad ad
n nn

X f Y g X Y g X f Y 
               với mọi X,Y  n ,  

f, g  ( n )* 
  là một đại số Lie. Và một dạng song tuyến tính  

T(X + f, Y + g) =  f(X) + g(Y) với X, Y  ,n   f, g  ( n )*
.  Khi đó, (An,T)  là một 

đại số Lie quadratic. Vì (An,T) là mở rộng kép của đại số Lie {0} bởi n .  

Hơn nữa, tự đồng cấu tuyến tính d của An được xác định bởi  



 

 

d (X+f) = D(X) - f0D với Xg, fg* là một đạo hàm phản xứng khả nghịch. Và mở 

rộng kép của (An,T) bởi d là một đại số Lie quadratic với chiều quadratic bằng 2. 

3.1.3.2 Ví dụ 2 

Gọi A  là một không gian tuyến tính được tạo bởi tám vectơ  , : 1 4i ix f i   

là một đại số Lie với móc Lie được xác định như sau: 

1 1, i ix x x 
     , 2 3i   

1 1, i ix f f 
      , 3 4i   

1 1,i ix f f
     , 2 3i   

và gọi T  là một dạng song tuyến tính trên A  được xác định bởi  

   , , 0i j i jT x x T f f  , ,i j  

 , 0i jT x f  , i j  và  , 1i iT x f  , 4i  . Khi đó, cặp  ,AT  là một đại số 

Lie quadratic lũy linh. Và một tự đồng cấu tuyến tính d  của A được xác định như 

sau: 

  1 1x xd  ,  2 2x xd    ,  3 0xd  ,  4 4x xd   

  1 1f fd   ,  2 2f fd  ,  3 0fd  ,  4 4f fd    

là một đạo hàm phản xứng của (A,T).  

Vì Z(A) được tạo bởi  4 1,x f  nên rõ ràng d  khả nghịch trên  Z( A) vì  

Z(A)ker(d ) = {0}. Tuy Z2(A)ker(d ) {0} vì    3 3 2, erx f Z A K d  , do vậy d  

không khả nghịch trên Z2( A). Vì vậy, mở rộng kép (g,B) của  ,AT  bởi d  là một đại 

số Lie quadratic địa phương nhưng có số chiều quadratic   2qd g  . 

 

 

 

 



 

 

3.2. ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC ĐẦY ĐỦ VỚI CHIỀU QUADRATIC BẰNG 2 
 

Theo [2.3.2.4 Tính chất] mở rộng kép của đại số Lie lũy linh quadratic bởi đại 

số Lie đơn là một đại số Lie quadratic đầy đủ. Trong phần này chúng ta sẽ nghiên cứu 

những tính chất của đại số Lie quadratic đầy đủ có chiều quadratic bằng 2.  

3.2.1 Mệnh đề (xem [5, trang 726]) 

Đại số Lie quadratic là đầy đủ khi và chỉ khi tâm của nó bằng 0. 

3.2.2 Định lý (xem [5, Theorem 5.1]) 

Gọi  ,AT  là đại số Lie quadratic và   là đại số Lie đơn. Giả sử tồn tại biểu 

diễn :y    er ,aD AT . Gọi  ,g B  là mở rộng kép g   * A    của  ,AT  

bởi  theo y . Xét không gian con tuyến tính 

Hom   E (,A )  ,sCent AT  được cho bởi: 

e ( , ,AT ,y )={ , , ,F la l E :  l xy =  x ly  =  xay +  Aad F x , x } 

Ta có các tính chất sau: 

(1) Nếu  , , ,F la l  e ( , ,AT ,y ) thì tự đồng cấu tuyến tính  , , ,F l
D

a l
 của g  

được cho bởi: 

    , , ,F l
D f f

a l
a , f * 

         , , ,
, .

F l
D a T a F l a

a l
  , a A   

        , , ,
,.

F l
D x x F x x

a l
lk a   , x  

trong đó k  kí hiệu là dạng Killing của g , là một phần tử trong  ,sCent g B . 

(2) Ánh xạ    : , , , ,sAT S Cent g ff e y   được cho bởi 

   , , ,
, , ,

F l
F l D

a l
f a l   là một phép đẳng cấu không gian vectơ. 



 

 

(3) Điều kiện cần và đủ để   2qd g   là 

e ( , ,AT ,y )   , , 0, , ,Aida l a a l   . 

3.2.3 Ví dụ 

Các ví dụ sau cho ta thấy lớp đại số Lie quadratic đầy đủ luôn tồn tại. 

(1) Nếu S là một đại số Lie đơn, khi đó mở rộng kép g = SS* của {0} qua 

phép biểu diễn ψ = 0 có chiều quadratic là 2. 

       (2) Xét S = sl(2) và A là sl(2) - module bất khả qui khác 0 sao cho   

dimA = 2k+1 , k≥ 2. Vì A đẳng cấu với A* (A* là sl(2)- module đối ngẫu của A) nên 

tồn tại một song tuyến tính đối xứng không suy biến T : AxA →K  và T cũng là sl(2) 

- bất biến có nghĩa là T(x.a,a’)= -T(a,x.a’)  với mọi x ∈ sl(2), a,a’ ∈ A. A là đại số 

Lie giao hoán và ψ: sl(2)→gl(A) là phép biểu diễn của sl(2) kết hợp với sl(2) - 

module trong A. Khi đó, nếu g là mở rộng kép của (A,T) bởi sl(2) qua phép biểu diễn 

ψ thì dq(g) = 2.  

Hơn nữa, nếu A là sl(2) - module sao cho mọi sl(2) - module con của A khác 0 

và có số chiều lẻ lớn hơn 4 thì A nhận một dạng song tuyến tính T đối xứng, không 

suy biến và T là sl(2) - bất biến. Theo [2.4.1 Mệnh đề] mở rộng kép của đại số Lie 

giao hoán quadratic (A,T) bởi sl(2) qua phép biểu diễn  

ψ: sl(2)→gl(A) có chiều quadratic bằng 2. 

 

3.3. ĐẠI SỐ LIE QUADRATIC THỰC VỚI CHIỀU QUADRATIC BẰNG 2 
 

Trong phần này, chúng ta sẽ xét K =  .  

Nếu g là đại số Lie thực và g  được kí hiệu là sự mở rộng phức của g thì 

   dim dimg g 

 

  . Theo [2.2.2.5 Tính chất 5] và [5, trang 736] đã chứng 

minh được rằng đại số Lie thực thỏa   1qd g   khi và chỉ khi g là 1-chiều hoặc g là 

đại số Lie đơn sao cho g  cũng là đại số Lie đơn. Hơn nữa, nếu g đơn nhưng g  



 

 

không đơn thì   2qd g  . Chúng ta nói rằng, một đại số Lie thực đơn là hoàn toàn 

đơn  khi mở rộng phức của nó g  cũng là đại số Lie đơn. 

Trong phần này, các tính chất của đại số Lie thực quadratic khá mới mẻ, việc 

chứng minh tương đối phức tạp. Nếu độc giả nào quan tâm, xin hãy xem thêm trong 

các tài liệu tham khảo. 

    3.3.1 Tính chất về số chiều quadratic của đại số Lie thực quadratic 

(xem [5, Proposition 6.1]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie thực quadratic. Kí hiệu p(g) là chiều của tâm Z(g), 

 1s g ,  2s g  lần lượt là số ideal đơn hoàn toàn và số ideal đơn không hoàn toàn của 

hạng tử Levi . 

(1) Nếu g  khả qui thì           1 22 1 / 2qd g s g s g p g p g    . 

(2) Nếu g  không khả qui thì  

          1 21 2 1 / 2qd g s g s g p g p g     . 

3.3.2 Tính chất bất khả qui của đại số Lie thực quadratic có chiều quadratic bằng 2 
(xem [5, Proposition 6.2]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie quadratic trên   sao cho dq(g) = 2. Khi đó, g bất 

khả quy khi và chỉ khi g là tổng trực tiếp của hai ideal đơn hoàn toàn hoặc nó là tổng 

trực tiếp của một ideal đơn hoàn toàn và một ideal 1-chiều hoặc g là ideal đơn nhưng 

g  không đơn. 

3.3.3 Bổ đề (xem [5, Lemma 6.1]) 

Cho (g,B) là một đại số Lie đầy đủ thực không khả quy. Nếu dq(g) = 2 thì g là 

mở rộng kép của một đại số Lie quadratic lũy linh (A,T) bởi một đại số Lie đơn hoàn 

toàn S qua phép biểu diễn ψ : S→Dera(A,T)  sao cho 

Z(A)s = {0}. 



 

 

3.3.4 Tính chất (xem [5, Proposition 6.3]) 

Gọi (g,B)  là mở rộng kép của đại số Lie thực quadratic lũy linh  ,AT  bởi đại 

số Lie đơn tuyệt đối S  qua biểu diễn  : er ,aS D ATy  . 

(1)  Điều kiện e ( ,AT ,, ,AT )   , , 0, , ,Aida l a a l    là điều kiện cần và đủ 

để   2qd g  . 

(2)  Nếu  - mô đun A  không nhận  - mô đun con đẳng cấu với  và A  0  

thì   2qd g  . 

(3)  Nếu   2qd g   thì  - mô đun  Z A  không nhận  - mô đun con đẳng cấu với 

 - mô đun phụ hợp . 



 

 

KẾT LUẬN 

 
Qua những phần đã trình bày, chúng ta đã nắm được đại cương về đại số 

quadratic, đặc biệt là đại số Lie quadratic số chiều quadratic bằng 2. Từ các kết quả 

trên, một cách tự nhiên gợi ý cho chúng ta cần nghiên cứu sâu hơn về các vấn đề sau: 

- Đại số Lie quadratic có số chiều quadratic cao hơn. 

- Sự phân loại đại số Lie quadratic. 

- Ứng dụng của đại số Lie quadratic. 

Do những hạn chế về nhiều mặt như: trình độ, thời gian,… chúng tôi chưa có 

điều kiện tìm hiểu các vấn đề nêu trên. Tác giả hy vọng còn có dịp tiếp tục nghiên 

cứu những vấn đề trên trong tương lai.  

Sau cùng, mặc dù tác giả đã có nhiều cố gắng trong việc tìm hiểu đề tài nhưng 

những sai sót là khó tránh khỏi, tác giả xin chân thành tiếp thu và cảm ơn các độc giả 

đã, đang và sẽ đóng góp ý kiến cho bản luận văn này. 
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