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Vai nhing gi khao sat duogce, lugn van sé la mot tar liéu tham khao hitu ich cho
ban than khi tiép tuc di sau nghién ciéu sau nay va hy vong cing la nguon tu liéu

tot cho nhiing ai quan tam nghién ciu vé lyj thuyét nhom.

MG DAU

1. Ly do chon dé tai.

Viéc giai cac phuong trinh dai s6 1a mot van dé kinh dién ctia toan hoc. Ngusi
ta da tim thay nhitng bang dat sét thoi Babylon cach day gan 4000 nam trong do6
c6 ghi nhiing bai toan mau gidi phuong trinh bac hai. Nhung mai dén thé ky thi
16, Tartaglia, Cardano va Ferrari mé6i tim dugc cong thic tinh nghiém cho céac
phuong trinh bac 3, 4. Cac cong thic nay déu la cac bieu thite chi chita cac cin
thiic. Tt day ndy sinh van dé liéu c6 ton tai cac cong thiic tinh nghiém tuong tu
cho cac phuong trinh dai s6 bac > 5 hay khong. Dén dau thé ky thit 19, Abel chi
ra raing khong thé tim thay mot cong thiic tong quat nhu vay. Ngay sau do, Galois
dua ra tiéu chuan dé mot phuong trinh dai sé c6 nghiém 1a cac bicu thiic chia
can thitc. Phuong phap xét nghiém tong quat ctia ong duge goi 1a 1y thuyét Galois
va no6 lien quan dén "nhém gidi dugc”. Trong toan hoc va dai so tritu tuong, mot
nhém hitu han 14 mot nhém ma tap nén ctia né c¢6 hitu han phan ti. Trong sudt
thé ky 20, cdc nha toan hoc nghién citu rat sau mot s6 huéng ctia 1y thuyét nhom
hitu han, dic biet 1a phan tich dia phuong nhém hitu han va 1y thuyét nhom giai
duge, nhém liy linh. Viéee xac dinh day da cau tric clia tat cd cac nhéom hitu
han 1a qua nhiéu dé biét dudc, sb cac cau tric c6 thé sém tré nén tran ngap. Tuy
nhién, viéc phan loai day di cac nhém don httu han da hoan thanh, nghia 13 cac
"khéi xay" ma tit d6 tat cid cac nhém hitu han cé thé dude dung thanh bay gio
da dugc biét dén, vi moéi nhom hitu han c6 mot day hop thanh. Xuat phat tit nhu
cau phét trién cta 1y thuyét nhém va nhitng ing dung clia né, ching t6i quyét
dinh chon dé tai véi tén goi: Cdc dinh Iy co ban cia nhém hiu han dé tién hanh
nghién ciu.

2. Muc tiéu va nhiém vu.

Luan van tap trung nghién citu nhitng két qua tit mot sd cong trinh nghién citu

ve Iy thuyét nhom ciia cac nha khoa hoc thong qua viéc tong hop, chon loc va co



dong nhiing noi dung: Cac dinh 1y vé p-nhém, cac dinh 1y Sylow va ting dung cho
viéc xac dinh cdc nhém c6 cap thap.

Hiéu dudce cac van dé quan trong trong nhém gidi dude, day hop thanh va
nhoém don.

Nhiém vu ctia luan van 1a viéc chitng minh chi tiét nhitng noi dung, tir dé gi6i
thieu cac vi du minh hoa cu thé dé lam sang t6 van dé can nghién cttu va hé théng
mot cach day du cac dinh 1y co ban va quan trong ctia 1y thuyét nhém hitu han.

3. Déi tuogng vA pham vi nghién citu.

Luan van tap trung nghién citu mot s6 van deé sau:

- Tong quan va hé théng mot cach day dua cac dinh 1§ co ban va quan trong
clia 1y thuyét p-nhém.

- Tim hiéu cac khai niem va két qua vé nhém con Frattini ctia mot p-nhém.

- Trinh bay mot cach day da va chi tiét Dinh 1y Sylow, mot bo phan cuc ky
quan trong ciia Iy thuyét nhom hitu han, va cac két qua dan xuat. Dinh 1y Sylow
suy rong va nghién cttu thong qua tac dong ciia mot nhém lén mot nhém bang
nhoém cac toan ti.

- Nghién ctu ting dung Dinh 1y Sylow, phan loai déng cau cidc nhom c6 cap ti
1 dén 15.

- Nghién citu nhém giai duge, mot van dé quan trong trong 1y thuyét nhoém
hitu han va 1y thuyét Galois.

- Nghién cttu mot van dé liéen quan mat thiét véi nhém gidi duce 1a day hop
thanh va Dinh 1y Jordan Holder.

- Cudi cling 1a khdo sat tinh don ctia nhém thay phién A, véi n > 5 tit d6
suy ra dugc nhém doéi xing S, 1a giai duge, nhom dan xuat D(A,) = A,, tam
Z(A;) 1a nhém don vi va ba nhém con chuan tac duy nhat cta S, 12 Sy, A, {¢},
v6i n > 5.

4. Phuong phap nghién ctu.

Thu thap cac bai bao khoa hoc clia cac tiac gid nghién ctu lien quan dén Ly
thuyét nhém hittu han.

Tham gia céc budi xémina hang tuan dé trao doi cac két qua dang nghién ctu.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai.

Tong quan cac két qua clia cac tac gia da nghien ctu lien quan dén cac dinh
1y c6 ban ctia nhém hitu han nham xay dung mot tai lieu tham khdo cho nhiing

ai muodn nghién cttu 1y thuyét nhém hitu han.
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KET LUAN

Qua mot thoi gian tim hiéu, tiép can va nghién ciu vé ly thuyét nhom , luan
van da hoan thanh va dat dude muc tiéu nghién ctu dé tai vdi nhing két qud cu

thé sau:

o Tong quan va hé thong mot cach day di cdc dinh ly co bin va quan trong cia
ly thuyét p-nhom. Cac két qud nay dua vao cic dinh lij co dién cia lyj thuyét
nhém nhuw Dinh ly Lagrange, Dinh ly Déi ting, cic dinh lj ding cdu, ... va
cdc van deé lien quan dén tdac dong cia mot nhém lén mot tap hop. Tu do,

tim hiéu cac khai niém va két qua vé nhom con Frattini cia mot p-nhom.

o Trinh bay mot cach day du va chi tiét Dinh Iy Sylow, mot bo phan cuc ky
quan trong cia by thuyét nhom hitu han, va cic két qud dan xuat. Dinh Iy
Sylow suy rong cing duge tim hiéu va nghién ciu thong qua tdic dong cia

mot nhém lén mot nhom bang nhom cdc todn ti.
e Ung dung Dinh ly Sylow, phan logi dang céu cic nhom cé cép tiw 1 dén 15.

o Nhom gidi dugc, mot van dé quan trong trong ly thuyét nhom hiu han va ly
thuyét Galois, dugc tim hiéu thong qua cdc dinh lij co ban va cot yéu. Mot
van de lién quan mat thiét vdi nhém gidi dugc la day hop thanh va Dinh ly
Jordan Holder cing dugc nghién ciu do tinh quan trong ciua ching trong lj

thuyét nhém.

o Cudi cung la khdo sdt tinh don cia nhém thay phién A, vdin > 5 tu dé
suy ra dugc nhém doi ming S, la gidi duge, nhém dan zuat D(A,) = A,,
tam Z(A,) la nhém don vi va ba nhém con chuan tic duy nhat cia S, la
Sp, A, {t}, vdin >5
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i—i,0€{1,2,...,n}{a,as,...,an}.
Ta goi mot hoan vi nhu thé 14 mot chu trinh do dai m hay mot m-chu trinh. Tap
hop (ay, as, ..., a,) duge goi 1a tap nén cliia n6. Ta quy ude chu trinh do dai 1 1a
phan t& don vi. Mot chu trinh do dai 2 duge goi 1a mot chuyén vi. Nghich déo clia
chu trinh a = (ay, ..., @1, @) 1a chu trinh 8 = (@, Gp_1, ..., a1). RO rang rang

khong phai moi hoan vi déu 1a chu trinh va tich clia hai chu trinh khong nhat

1 23 4
khong 1a

thiét 13 mot chu trinh; chang han, trong Sy, (1,2)(3,4) = < L4 3

mot chu trinh.

Meénh dé 3.5. Moi phan ti ciia S,, ¢6 thé duge viét thanh tich cia cdc chu trinh

rot nhau.

Meénh dé 3.6. Mdi chu trinh la tich cia nhing chuyén vi.

B6 dé 3.2. Cho 0 € S, va (ay, ..., an) la mot chu trinh. Khi dé
0 (ay,....,an)0 = (a0, ..., a,0).

Meénh dé 3.7. Moi chuyén vi déu la hodn vi Ié. Néu 0 la mot hodn vi chin (tuong
ing 1€) va duogc viét thanh tich ciia nhitng chuyén vi thi s6 chuyén vi la chdn (tuong
ing lé).

ve)
O
Q.
or

3.3. Moi phan ti ciua A, la tich cia nhing 3-chu trinh, vdi n > 5.

ve)
O
Q.
or

3.4. Cho H < A,,. Néu H chia mot 3-chu trinh thi H = A,,.

vs)
O
Qu
()%

3.5. Cho H < A,,. Néu H chita tich hai chuyén vi roi nhau thy H = A,,.
Dinh 1i 3.7. A, la nhém don vdin > 5.
Hé qua 3.2. Nhém doi xing S,, la khong gidi duge vdi > 5.

Hé qua 3.3. Néu G = A, thi nhém dan zuit G cia G la G va tam Z(G) la
nhom don vi {¢} .

B6 dé 3.6. Nhom doi wiing S, 6 tam Z(S,) = {1} vdin > 3.

Ménh dé 3.8. Nhom doi ziing S,, chi c6 ba nhém con chudn tic la A, S, va {}
vdi n > b.

Chtng minh chi tiét va lam r6 mot s6 ménh deé, cling nhu dua ra mot sd vi du
minh hoa dic sac nham lam cho ngudi doc dé dang tiép can van dé dugc dé cap.

6. CAu tric cta luan van.

Ngoai phan mé dau, két luan va tai lieu tham khéo, luan van dugdc chia thanh
ba chuong.

Chuong 1: Trinh bay khai niem va két qua vé tac dong ctia nhém lén mot
tap hop. Tiép dén, gidi thieu phan quan trong clia chuong nay la cac dinh 1y vé
p-nhém. Ngoai ra, nhém con Frattini clia mot p-nhém cling dude dé cap dén.

Chuong 2: Trinh bay cac dinh 1y Sylow ciing cac hé qua clia chting. Dong thoi,
cac dinh 1y Sylow suy rong ciing dudgc gidi thiéu thong qua tac dong cia mot
nhém lén mot nhém bang nhom cac toan tit. Vao cudi chuong 1a sit phan loai cac
nhém cap thap < 15 qua phép dang cau.

Chuong 3: Trinh bay cac két qua vé nhom gidi duge, mot khai niém rat quan
trong trong Iy thuyét nhém hitu han va Iy thuyét Galois. Mot khéi niém lién quan
ciing véi dinh 1y noi tiéng Jordan-Hoélder duge dé cap dén. Cudi ciing la tinh don
cua nhom thay phién A, v6i n > 5 la cac hé qua quan trong ctia né duge trinh

bay.



Chuong 1
DINH LY VE p-NHOM

Cac khai niem va két qua trong chuong nay cé thé tim thay trong céac tai lieu

1], 15, [6], [9]-

1.1 NHOM HOAN VI VA G-TAP HOP.

Dinh nghia 1.1. Cho X la mot tap hop. Mot song anh tu X lén X dugc got la
mot hoan vi tren X. Ky hiéu > (X) la tap hop tat cd cic hodn vi trén X.

Meénh dé 1.1. Cho 6 la mot song danh tu tap X lén tap Y. Voir mot hoan vi p
tréen X, ta dinh nghia dnh xza 6(p) trén Y bdi cong thic:

0(p)(y) = 6(p(6~'(y))),y €Y.

Khi dé, 0(p) la mot hodn vi trén Y. Ngodai ra, dnh za 0 : p — 0(p) la mot ding
cau ti nhém doi ming > (X) lén nhém doi ming > (V).
Dinh nghia 1.2. Cho X la mot tap hop va > (X) la nhém doi zing trén X . Mot

nhém con bat ky cia > (X)) duge goi la nhém hoan vi trén X.

Meénh deé 1.2. (Dinh lyj Cayley). Cho G la mot nhém. Khi dé ton tai mot tap X

2 X 7, . A~ 7z s . A
sao cho G dang cau var mot nhom hoan vy trén X.

Heé qua 1.1. Vdi so tu nhién bat ky n, so cac ldp dang ciu cia cde nhom co cap

n la htu han.

Dinh nghia 1.3. Cho G la mot nhém. Mot G-tap hop la mot cap (X,p) gom mot
tap X va mot dong cau p t G vao nhém doi zing > (X)) trén X.
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Dinh i 3.5. Mot nhém G la gidi duge khi va chi khi day dan zudt dat dén {1}

sau mot s6 hitu han bude; tic o, G = {1} vdi mot s6 nguyén n nao dé.

B6 dé 3.1. Néu H 1o mot nhdm con ciia nhém G thi vdi s6 nguyén duong k tiy
g ta co H®) c GW),

3.2 DAY HOP THANH VA DINH LY JORDAN-HOLDER.

Dinh nghia 3.3. Cho G la mot nhém. Néu mot day hitu han cdc nhém con cia

G
(G):Go=GDG DGy D---DG, =A{1} (3.3)
théa man tinh chat vdi moéi i = 1,2, ...,r, G; la nhém con chuan tdc cuc dai cia
Gi_1, ta noi (G) la mot day hop thanh do dai r cia G. Tap cdic nhom thuong
{GO/G17 Gl/G27 ey GT—l/GT}
duoc goi la tap cdac nhan ti& hop thanh va moi nhan ti hop thanh la mot nhém
don.
Meénh dé 3.3. Moi nhém hitu han déu cé day hop thanh.
Dinh 1i 3.6. (Jordan-Hélder). Cho G la mot nhém cé day hop thanh
(G):Go=GDG DGy D--- DG, ={1}.
Cho (H): Hy=G D> Hy D Hy D --- D Hy = {1} la mot day hop thanh bat ky
ciia G. Khi d6 do dai cia (H) bang do dai cia (G); nghia la, r = s. Hon nia, c6
mot tuong ing mot-mot gita cac nhan ti hop thanh cia (G) va cic nhan ti hop

thanh cia (H) sao cho cdc nhém tuong ing la ding cau vdi nhau.

Ménh dé 3.4. Cho G la mot nhém vdi day hop thanh (G) do dai r va cho Hy la
mot nhom con chuan tdic cuc dai bat ky cia G. Khi dé G ¢é mot day hop thanh
ma thanh phan dau tién cia né la Hy va mot day hop thanh bat ky (H) cia G
vdi thanh phan dau tién Hy la tuong duong vdi (G).

3.3 TINH DON CUA NHOM THAY PHIEN A4,, n > 5.

Dinh nghia 3.4. Néu ay, ..., a,, la cic s6 nguyén phan biét trong tap {1,2,...,n},
ky hieu (a1, as, ..., an) la hodn vi (phép thé) trong nhém doi zing S, zdc dinh bdi

ap — az,a2 — az, ..., pm—1 = Am, Om — a1,
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Hé qua 3.1. Néu G la nhom Aben hitu han thi G gidi duoc.
Dinh 1i 3.3. G la nhom giai dugc khi va chi khi G la h@u han va c6 mot day

chuan tdc con
{1}:KOCK1"'CKn:G (32)
trong d6 K1/ K; la Aben (i =0,1,2,...,n — 1)

Dinh 1i 3.4. Cho G la mot nhom gidi duge. Khi do,
(i) Mot nhém con bat ky cia G la gidi duge va
(ii) N < G thy G/N la gidi duoc.

Meénh dé 3.1. Moi nhém G c6 cap p*, pq hodc p*q, trong dé p va q la hai so
nguyén to khdac nhau, la gidi duoc.

Pinh nghia 3.2. Cho x va y la hai phan ti cia nhém G. Phan ti dang 'y tay
dugc goi la giao hodn cia x va y, ta viét [x,y] = 2~y txy. Nhém con cia G
sinh bdi moi giao hodn ti xdc dinh trong G dudc goi la nhém dan xuat hay nhém
giao hodn ti, ky hieu loa G',GW hogc D(G). Nhém con giao hodn ti clia nhém
con giao hodn tii, nghia la D(G'), dugc goi la nhém dan zuat thi hai va duge ky
hieu G",G® hogc D*(G).

Tong qudt, nhom con giao hodn ti cia G duge viét o GOV va day cic nhom
con

G =G0 W GA . GY .
duge goi la day dan zudt. Ta viet G =3 2, G, néu G hitu han, ta c6 G =

G™ wédi s6 nguyén n nao do.
Cac tinh chat sau day clia giao hoan tit 1a dé dang thay dugc:
[z,y] =1 < x va y 1a giao hoan.
[z,y] =27y = (y~1)"y.
f(lz.y]) = [f(2), f(y), voi f la mot dong cau.
f(D(G)) = D(f(@)), v6i f 1a mot dong cau tit G vao H.
5) Cho N 1la mot nhém con chuén tic ctia nhém G va G = G /N. Goi H 1a nhém
con clia clia G tuong tng véi nhém dan xuat D(G), tic la H/N = D(G). Khi dé

ta co

2
3

1)
)
)
4)

H = ND(G).

Meénh dé 3.2. Cho D la nhém dan zudt ciia nhém G. Khi dé, nhém thuong G /D
la Aben. Néu nhom thuong G/H bdi nhém chudan tic H la aben thy H chita D.

Vi vay, D la nhém con chuan tdc nhé nhat cé tinh chat nhom thuong la aben.

Dinh nghia 1.4. Cho X la mot G-tap. Tap hop

{(@)]g € G}

dugc goi la mot quyj dao chia x € X, ta viét la O, (hay O(x)). S6 phan tii trong
Oy,|O| duge goi la do dai cia quy dao O,. Mot tap con'Y cia X duge goi la
G-bat bién néu vdi moi g € G

yeY =y ey.

Meénh dé 1.3. Cho X la mot G-tap va O, la qui dao chita phan ti © cia X.

(i) Néuy € O, ta c6 O, = O,.

(ii) Néu O la mot quy dao khdic O, thi O N O, = .

(111) Mot tap con khdc rong cia X la mot quy dao khi va chi khi né la mot tap
con G-bat bién cuc tiéu.

(iv) Mot tap con G-bat bién bat ky ciia X la hgp roi rac clia cdc qug dao.

Meénh dé 1.4. Cho X la mot G-tap, O = O, la mot quy dao chita phan ti x cia
X wva H la tap con cia G xzac dinh bdi: H = {g € G|z9 =z} .
(i) H la mot nhom con cia G.

(11) Ton tai mot song anh o tu tap O lén tdp cdc ldp ké phdi cia H théa man:
p(y?) = p(y)g,Vy € X,Vg € G

(iii) Néu O la mot tap hiu han, ta c6 |O] = [G : H]. Néu G la mot nhém hitu
han thi do dai ciia mot quy dao la wdc cap |G| cia G.

Dinh nghia 1.5. Nhém con H xdc dinh trong Meénh dé 1.4 duoc goi la nhém con
on dinh ctia z, ky hieu H = Sg(z).

Véiz € X, g,h € G, (29" =29 & 299" =z & ghg! € Sg(x) & h €
Sa(z)9. Do dé Sg(z9) = Sa(x)?.

Meénh dé 1.5. Cho X la mot G-tap hitu han. Khi dé X la hop roi cla cic quy
daO 01, OQ, ceey Om.'
X=0,1U02U..UO,,, (0;NO; =0, (i #j)).

Néu x; la phan ti cia O; véii=1,2,...,m, ta cé

m

X[ =[G Salx:)].

1=1



1.2 CAC DINH LY VE p-NHOM.

T day vé sau, ky hiéu p dé chi s6 nguyén té co dinh.

Dinh nghia 1.6. Mot nhém hitu han dudc goi la mot p-nhoém néu cap ciua né la

mot luy thua ciua p.

Meénh dé 1.6. Cho G la mot p-nhém va X la mot G-tap hiu han khdc rong. Néu
| X| # 0(mod p) thi X chita mot diém G- bat bién; nghia la, c6 mot diém co dinh
tac dong cia G léen X.

Hé qua 1.2. Gid sit mot p-nhém Q tdac dong léen mot p-nhom G khdc. Néu G #
{1} tha ton tai mot phan tik Q-bat bién cia G khdc don vi.

Pinh 1i 1.1. Cho G la mot p-nhém va H la mot nhém con chuan tdc cia G. Néu

H+#1thh HN Z(G) # 1. Dac biet, G # 1 thi Z(G) # 1.

Dinh li 1.2. (Matsuyama) Cho H la mot nhom con cia mot p-nhom G. Khi do
hodc H << G hodc mot nhém con lién hop H* khdac H chia trong Ng(H).

Dinh 1i 1.3. Néu H la mot nhém con thuc su cia mot p-nhém G thi ta co
Ng(H) # H. Vi vay nhém con chuan héa ciia mot nhém con thuc su H la lon
hin hon H.

Heé qua 1.3. Mot nhém con cuc dai bat ki M cia mot p-nhom G la chuan tdc va
nhém thuong G /M la nhém cyclic cap p. Dac biét, |G : M| = p.
Dinh nghia 1.7. V& bat ky nhém G, ta dinh nghia cic nhém con Z;(G) vdi
i =0,1,2,... nhu sau (ta viét tat Z;(G) = Z;). Dinh nghia Zy = 1 va vdi i > 0,
Z; la nhém con cia G tuong ting véi Z(G/Z;_1) bdi dinh ly doi xing:

Zi/Zi—l = Z(G/Zz_l)
Day cac nhom con

Zy C L1 C Zy C ...

duoge goi la day tam tang cia G; s6 hang thit i la Z; ciua né duge goi la tam thit i
cia G. Mot nhom G duge goi la lay linh néu Z,(G) = G vdi mot s6 nguyén m
nao dé; trong truong hop nay, s6 nguyén c nhé nhat sao cho Z.(G) = G duogc goi
la lop cia G.

Dinh 1i 1.4. Moi p-nhém déu la nhém lay linh.
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Chuong 3

NHOM GIAI DUGC, DAY HOP
THANH VA
NHOM DON

Cdc khdi niem va két qud ttrong chuong nay cé thé tim thay trong [4],[5],/6],[8],[9].

3.1 NHOM GIAI bUGC.
Dinh nghia 3.1. Cho G la mdt nhom va gid si no co mot day cic nhom con
{1} cGycGyC---CG, =G (3.1)

Néu méi Gy < Gipq véii = 1,...,r — 1 thi (3.1) dugc goi la mot day chuan tdc
con cua G.

Néu (3.1) 1a mot day chuan tic con ctia G va [Gyy1 : G;] 1a mot sd nguyeén t6
nao d6 véi i = 1,...,r — 1 thi G dugc goi 1a nhém giai duge va (3.1) duge goi la
mot day gidi duge cia G. Khi do, G 1a mot nhém hiru han.

Néu (3.1) 1a mot day chuan tic con ciia G va nhém thuong Gy 1/G; 1a don
nghia 14 G;,1/G; khong c¢6 nhém con chuan tic nao khac Gy, 1/G; va nhém don
vi thi (3.1) duge goi 1a mot day hop thanh cia G. Ta goi nhém thuong G411 /G

ctia dy chuan tic con (3.1) 1a cac nhan tif (3.1).
Dinh 1i 3.1. Moi p-nhom déu la nhém gidi duoc.

Dinh 1i 3.2. Néu G la mot nhém va N <1 G sao cho N va G/N la gidi dugc th
G cung giai duoc.
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Cho G la nhém c6 cap 15. Vi 15=38.5, theo Dinh lj Sylow, c6 it nhat mot Ss-
nhom con H cap 3 va mot Ss-nhom con K cap 5 cia G. Ngoai ra, so Ss-nhom
con la s3 = 1+ 3k vdi k la mot so ty mnhién nao dé va s3 chia hét |G|. Do dé
1+3k =1 hogc 1+ 3k = 3 hoac 1 + 3k = 5 hodc 1 + 3k = 15. Chi co mot
truong hop théa man la 1 + 3k = 1. Khi dé6 H < G. Tuong tu, so Ss-nhom con
cia G la s5 = 1 hay K < G. Hon nia |H||K| = |G| va HN K = {1}. Vi vdy
G2 HxKZ=Z(C;xCs hay G = Chs.

Ciapcianhém |12 |34 (56789101112 13|14 15

S6 nhom 11212 1(5}2{2 1|5 |1]2]|1

1.3 NHOM CON FRATTINI.

Dinh nghia 1.8. Goi M la tap hop cic nhom con cuc dai cia mot nhom G.
Giao clia tat ca nhom con ciia M duge goi la nhém con Frattini hay ®-nhoém con

cia G, ky hiéu la ©(G).

Ménh dé 1.7. Cho ® = ®(G) la P-nhém con ciia mot p-nhém G. Khi dé ta co:
(1) ® la nhom con dac trung cia G; nghia la, o(®) = .
(ii) Nhém thuong G/® la mot nhém aben, trong dé moi phan ti déu théa man
P =1.

(11i) Vi mot tap con X cia G, < X, >=G =< X >=G.

Dinh 1i 1.5. Cho ® la nhém con Frattini cia mot p-nhém G va zét V = G/P
la khong gian vecto tréen F,. Dat |G /®| = p’. Cho x1, ...,x, la cdc phan ti clia G
va v; = Px; vor 1 =1,2,...,n.

(i) So chiéu cta V trén F, la d.

(i) Ta c6 G =< x1,...,x, > khi va chi khi V trang vdi khong gian con sinh
bdi vy, Vo, ..., V. Dac biét, néu G =< x4, ...,x, > thi ta cé n > d.

(iii) Nhom G c6 thé duge sinh bdi ding d phan ti. Tap con xq, s, ..., x4 Sinh

ra G khi va chi khi vy, vy, ...,vq la mot co sd clia khong gian vecto 'V trén F),.

Dinh 1i 1.6. Cho ® la nhém con Frattini ciia mot p-nhém G sao cho |G : @] =
plva |G| = p". Goi P la tap hop cdc tu dang ciu cia G ma lam cho moi phan ti
ciia G/® bat bién.

(i) Tap P la nhom con chudn tic cia Aut(G) va nhém thuong Aut(G)/P dding
cau vdi mot nhém con cia GL(d, p).

(ii) Nhém, con P la mot p-nhém co cap la mot wic cia p™=De. Vi vay | Aut(G)

chia hét
d

" [0 - 1)

i=1
trong dé6 m =nd —d(d+1)/2 < n(n—1)/2.

Hé qua 1.4. Cho p la mot tu dang ciu ciia mot p-nhom G. Néu cap cia p la mot

nguyén to vdi p va néu p lam cho moi phan ti cia G/® bat bién thy p = 1.

Hé qua 1.5. Cho A la mot nhém con chuan tic aben c6 cap cuc dai cia mot
p-nhém G. Néu |G| = p™ thi ta ¢ 2n < ala+1).



Chuong 2
CAC DINH LY SYLOW

Cdc khdi niém va két qud trong chuong nay cé thé tim thay trong cdc tai liéu

(1, (2], [5], [6], [9]

2.1 CAC DINH LY SYLOW.

Dinh nghia 2.1. Cho G la mot nhém hiu han. Ta viét
|G| =p"m, (p,m) = 1.

Mot nhém con cia G duge goi la mot p-nhém con Sylow néu cap cia né ding
bang p". Mot p-nhém con Sylow con dugc viét tat la mot Sy-nhém con.
Nhu vay mot nhom con U ciua G la mot Sy-nhom con ciua G khi va chi khi
(i) U la mot p-nhom va
(ii) Chi s6 [G: U] nguyén té vdi p.

Dinh 1i 2.1. Cho G la mot nhom hiu han.
(i) Nhom G la mot S,-nhom con.
(ii) Hai S,-nhém con bat ky la lién hop trong G.
(111) Mot p-nhom con bat ky cia G chita trong mot Sp-nhom con cia G.

(i) S6 S,-nhém con cia G la mot udc so cia |G| va dong du 1 modulé p.

Bo6 dé 2.1. Cho L la mot nhém hitu han va H la mot Sp-nhém con cia L. Vdi
bat ky nhom con K cia L, ton tai mot phan t@ = cia L sao cho K N H* la mot

Sp-nhom con cia K.

B6 dé 2.2. Cho S la Sp-nhom con cia mot nhom hau han G. Mot p-nhom con
bat ky U cia Ng(S) duge chia trong S.

Bang 2.5
1 a a? a’ c 2 ac | a’c | a*c | ac® | a’? | a®c?
1 1 a a’ a? c 2 ac | a’c | a*c | ac® | a’? | a®c?
a a a’ a’ 1 ac | ac® | a’c | ac c | a*c | aP? |
a’ a’ a’ 1 a a’c | a’c? | a’c c ac | a?| &2 | ac®
a3 a’ 1 a a’> | a*c | a®c? c ac | a’c | & | ac® | d*c?
c c ac® | a’c | a’? | &2 a | a*c?| ac a’> | a’c
c c ac | a®’? | a’c 1 c ac® | a® | a3c? a a’c | o
ac ac | a*? | aPc | &2 | ac? a a’® | a’c? 1 a’c | o c
a’c | a’c | a3c? c ac® | a*c? | a® a? 2 a a’c 1 ac
alc | adc | ac | a*c? | a*? | o 1 ac® | a? c a a’c
ac® | ac® | a’c | a’c? c a ac | a*c® | a® c? a’> | a’c 1
a’c? | a’c? | adc | ac a’ | a’c | a®c? 1 ac® | a? c a
a3c? | a*c? c ac® | a®c | a® | a®c | & a | a?c? 1 ac a?

(b)) F={1,z,y,z} vaT = {1,0,02}. ViT <G, taco f~lef €T véi moi f € F.

Theo gid thiét, co it nhat f € F, f~'cf # c. Vi thé khong mat tinh chat tong

lew = 2. Cing nhu trén, dit v = a,y = b, z = ba. Khi dé

ca = ac®. Luu 5 ring c?a = c(ca) = c(ac?) = (ca)c* = ac*c® = ac.

quat, ta co thé xrem xr~

Kiém tra dé dang S = 1, ¢, ¢, a, ca, c?a la mot nhém con khong aben cia G.
Do dé S dang ciu vdi nhom Dihedral D3 vi c6 duy nhat mot nhém khong aben
cap 6 (sai khdc dang ciu). Do |G :S] = 2, ta ¢c6 S <1 G. Do dé b~lch € S. Vi
b=lch la mot phan tit cip 3, nén né bang ¢ hodc c. Néu b~'cb = ¢, dat h = b.

Néu b~ lcb = 2, dat h = ab. Khi dé (ab)"'c(ab) = b~ (a tca)b = b~1c?b =
b=leb.b~leb = c2.c? = ¢. Do dé ton tai phan té h € F,h & S sao cho h™'ch = c.
Xét H =< h >. R6 rang SN H = {1}, S va H giao hodn ting phan ti va
|S||H| = |G| va vi vay G =S x H. Do S = D3 va H= Cy. Vi thé ta két luan
mot nhom G bat kj vdi sy = 3,53 = 1 va So-nhom con dang ciu vdi Ky la dang
cau vdi Dy x Cy. Nhém Dihedral Dg la nhom thuéc logi nay.

() s3 = 3 va s3 = 4. Vi cdc nhém cyclic phan biét cap 3 c6 giao la phan ti
don vi, nén bon Ss-nhém con cé 9 phan ti phan biét. Mot Se-nhém con cé cap la
4 va mot nhém cap 3 chi cé thé la phan ti don vi, nén so cdc phan tié phan biét
trong bon Sz-nhém con va mot Se-nhém con duy nhat la 12. Nhung |G| = 12, nén
khong thé cé mot So-nhém con phan biét khdc. Vay khong cé nhom nao thuoc logi

(1v).
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nén ca = cac® = ac* = ac. Cdc phuong trinh ma xdc dinh mot bang nhan doi

vt nhom nay la:
ca = ac?,*a = ac, & = 1,a4 =1.

Khi dé cdc phan ti phan biét cia G la

1,a,a%, a° ¢, ac,a’c, a’c,ac?, a*?, a*c?

va ta co Bang 2.5 bén dudi.
Bdang mot lap luan tuong tu nhu trong truong hop nhém khong aben cap 8,
nhom bat ki c6 cap 12 vdi so = 3,53 = 1 va trong dé So-nhém con la cyclic cap

4 la dang cau vdi nhom G xdac dinh theo bing nay.

0 ¢ 0
Xét ma tran A = ( é) va B = (; ), trong do i = /—1 wva € la can bac
€

i
ba phic cia 1 (ticlae € C, e =1,e # 1 ). Ta co:

1 —q
22 0 AP = 0. 1 At = 10 _ 1
0 —1 —1 0 0 1
1 €2
= (") = (P orap= ("),
0 € 01 e 0

wp— (¢ O Y g (O T Cpap - (0 ),
0 —é —ie 0 e 0

e (8 0 A332:< 0 —ie
0 —ie —ie2 0
Goi H = {I, A, A? A% B, B?, AB, A2B, A*B, AB?, A2B? A*B?} .
Khi do H la mot nhom vdi phép nhan ma tran vi né la mot nhom con cua
nhém GL(2,C) (nhém cac ma tran vuong cap 2 phiic khd nghich). Cdc phan ti

cua H thoa man cdac phuong trinh:

BA=AB* B’A=AB,B*=1,A*=1

va théa man Bdang 2.5 vdi tuong ing A < a, B < c.

Meénh dé 2.1. Cho U la mot p-nhém con ciia mot nhém hiau han G. So Sp-nhom
con cia G chita U la dong du 1 modulo p. (Néuw U = {1}, Menh dé 2.1 quy vé
(v).)

Hé qua 2.1. (Dinh lyj Cauchy) Néu s6 nguyén to p chia hét cip cia mot nhém
hitu han G thi G chita mot phan i cdp p.

Meénh dé 2.2. Cho P la mot p-nhém con ctia mot nhém hitu han G. Néu P la

mot Sy-nhom con cia Ng(P) thi P la mot Sy-nhém con cia G.

Dinh li 2.2. Cho H la mot nhom con chuan tdc ciia mot nhém hitu han G va S
la mot Sy-nhém con cia G. Giao SN H la mot Sy-nhém con cia H va SH/H la

mot Sy-nhém con cia G/H.

Dinh 1i 2.3. Cho H la mét nhém con chuan tic hitu han cia mot nhém G. Néu
S la mot S,-nhom con cia H thi ta ¢c6 G = Ng(S)H.

Meénh dé 2.3. Cho S la mot Sp-nhom con cia nhom hitu han G. Néu mot nhom

con H cia G chia Ng(S) thi ta c6 H = Ng(H).

2.2 DINH LY SYLOW SUY RONG.

Dinh nghia 2.2. Cho Q va G la hai nhém. Néu mot dong cau o t Q vao Aut(Q)
dugc cho thi ta noi Q) tdc dong lén G qua ¢ va QQ la mot nhom toan ti trén G
dong cau @ dudc goi la mot tac dong cia Q.

Dinh nghia 2.3. Cho ¢ la mot tdc dong cia mot nhom Q) lén mot nhom G khac.
Goi L la tap tich trvc tiép; nghia la L = {(x,g)|x € Q, g € G}. Dinh nghia tich
ctia hai phan ti¢ cia L bdi cong thic

/ /

)(9)g )-

Meénh dé 2.4. Cho L la mot nia tich truc tiép trong cia hai nhom G va Q sao
cho G <L =GQ vaGNQ = {1}. Goi 0(x) la ty ding ciu cia G cdm sinh bdi
phép lién hop cia x € Q). Khi dé 0 la mot tac dong cia Q lén G va tich nia truc

(z,9)(z,9) = (z2, p(x

tiép cia Q va G doi vdi O dang ciu vdi L.

Dinh nghia 2.4. Cho ¢ la mot tdc dong cia mot nhom Q) lén mot nhom G khac.
Mot nhém con U ciia G duge goi la Q-bat bién néu o(x)U = U vdi moi v € Q.
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Meénh dé 2.5. Cho Q la mot nhom todn ti trén G vdi tac dong w. Goi L la tich
nita truc tiép cia Q va G doi vdi p. Ta zét Q va G la nhitng nhém con cia L.
(i) Mot nhém con U ciia G la Q-bat bién khi va chi khi

Q C NL(U)

Trong truong hop nay, UQ dang ciu vdi nia tich truc tiép cia U va Q doi vdi
han ché ciia @ lén U.

(ii) Néu U la nhém con chuan tic Q-bat bién cia G thi U < L va L/U ding
cau vdi tich nia truc tiép cia G/U va Q doi vdi tac dong cam sinh.
Dinh 1li 2.4. Cho q la mot s6 nguyén to. Gid si nhém todn ti Q la mot g-nhém
va q khong chia hét cap cia nhom hitu han G. Khi dé ta c6 md rong sau day clia
Dinh ly Sylow.

(i) Ton tai mot Sy-nhém con Q-bat bién.

(i) Hai Sy-nhém con Q-bat bién la lien hop bdi mot phan i cia Ca(Q).

(i41) p-nhdém con Q-bat bién bat ky chita trong mot Sy-nhém con Q-bat bién cia
G.
Hé qua 2.2. Gid s ngoai cdc gid thiét cia Dinh ly 2.4 ra, tdc dong cia Q la
khong c6 diém co dinh; nghia la, gid stt Co(Q) = {1}. Khi dé ton tai duy nhat

Sy-nhdém con Q-bat bién cia G.
2.3 UNG DUNG CHO VIEC XAC PINH CAC NHOM
CcO CAP THAP.

2.3.1 Céac nhém cé cap p va 2p.

Ta sé dung ky hiéu C,, dé ky hiéu nhom cyclic cap n va Ky la nhém bon (nhom
Klein), cu thé Ky = Cy x Cy va vdi viée dit 1 = (1,1),2 = (1,9),y = (g9,1), 2 =
(9,9), ta ¢é bang nhan cia Ky

Bang 2.1
x|yl 2
1| 1|x|y| =z
xlx| 1] z|ly
ylylz|1|z
zlz|lylx| 1

15

Bang 2.4
1 c c? a b ab ca ¢b | cab | ca | b | ab
1 1 c c? a b ab ca cb | cab | ca | b | cab
c c c? 1 ca | ¢cb | cab | cta | b | ctab| a b ab
c? c? 1 c | Pal| b |fab| a b ab ca cb | cab
a a ch | Pab| 1 ab b cab c ca | b | cca | b
b b cab | ca | ab 1 a cb ca c 2 | ctab| b
ab ab ca | b b a 1 c cab | cb | ccab| & | Pa
ca ca | b | ab c cab | ¢b | cFab| & | ca b a 1
cb ch | cab| a cab c ca | b | cta | & 1 ab b
¢bb | cab | Pa b ch ca c 2 | ctab| b | ab 1 a
a | Ca b cab | & |cPab| b | ab 1 a ch ca c
b | b | ab ca |ctab| ¢ | cta b a 1 c cab | cb
cab | tab | a ch | b | fa | 1 ab b cab c ca

Nhém thay phién Ay la nhém cac phép thé chan cia tap {1,2,3,4} gom cdc phan

tal:
123 4 123 4 123 4

L= , 01 — ; 02 = ’
123 4 21 4 3 341 2

1 2 2 3 4 (1234

- \4 3 342/ ° \1423

9

2

3 3
2 2
1 2 3 4 1 3 4 1 2 3 4
T3 = , T4 = , Ts = ’
3 2 41 4 1 3 24 31
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3
T6e — , TT = , T8 =
41 3 2 2 31 4 31 2

Céc phan ti nay théa man Bdng 2.4 vdi tuong 1ing

03 = T2

)

—
N~
=
[
—_

L 1,01 <> a,09 < b, 03 <> ab, T <> ¢, Ty <> C, T3 < ca

T4 < ¢b, T5 < cab, T < ca, 77 < b, T3 < cab.

(iii) sy = 3 va s3 = 1. Goi F la mot So-nhém con va T = {1,¢,*} (> =1) la
Sa-nhém con. Mot lan nia ta cé hai khd ndang:

(a) F = {l,a, a2,a3} =Cywva (b)) F={1,z,y,2} = K,.

(a) T la mot Ss-nhém con duy nhat nén chuan tdc trong G va vi vay a ‘ca € T.

2 2

Ta c¢é thé gia SU a lea = ¢, vi nguge lai thi G aben. Do do a"tca = va ca = ac?,
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Bdng 2.2 ciing ching té rang mot nhoém cap 8 thuoc loai nay thuc su ton tai
vl bang wac dinh mot nhom. Nhom nay duoc goi la nhom Quaternion va co tinh
chat thi vi la moi nhém con cilia né déu chuan tdc va chinh né khong aben.

()b =1. Goi K =<b>thi HNK = {1} va G = HK. Ta ¢6 b 'ab € H
vi H<1G va b~ tab = a hodc a® vi a c6 cip 4. Nhu trong (ii), brab = a kéo theo

G aben. Do dé b~tab = a3 va dan dén

ba = a’b.

2

Cdc phan ti 1,a,a?, a3, b, ab, a®b, a®b la cdc phan ti phan biét cia G. Cdc phuong

trinh ba = a3b,b®> = 1,a* = 1 cho phép ta zay dung bing nhan sau.
Bang 2.3

2 3 b | ab | a®b | a®b

a
2| g3 b | ab | a®b | a®b

~
IS]
S

~
~
S]
S|

a a® | a® 1 ab | a®b | a®b | b
a’® | a® | @® 1 a |a®b|a’b| b | ab
a® | a? 1 a | a® |a®b| b | ab | a®b

b b |ab|a®b| ab| 1 | a® | @®
ab | ab | b |a®|a®b| a | 1 | a® 2
a’b|a*b| ab| b |a’b| a® | a | 1 3
a’b | a®b | a®b| ab | b

S

Q

Q

w
[N}
~

2.3.3 Cac nhém cé cap 12 va 15.

DE hoan thanh bing liét ké tat ca cac nhom dén cap 15, ta phdi tim tat cd cdc
nhém cé thé cé vdi cap 12 va 15. Vi 12 = 3.22, theo Dinh ly Sylow, ¢ it nhat
mot So-nhom con cap 2% va it nhat mot Sz-nhém con cap 3. Ngodi ra, s6 cdc
So-nhém con la sy = 1+ 2k vdi k la mot so tu nhién nao dé va sy chia hét |G|.
Khik = 0,80 =1 wakhik =1,s3 =3. Neuk > 1 r6 rang rang 1 + 2k khong
chia hét 12. Vi thé ta c6 hai khd nang: G cé ding mot Se-nhém con hodc G c6
ding S3-nhém con hodc cé ding bon S3-nhém con. Vi thé ta cé bon khd ndng:

(i) so =1 va s3 =1,

(ii) so =1 va s3 = 4,

(117) s9 = 3 va s3 =1,

(1v) sy =3 va s3 =4,

Tw doé ta cé bang nhan cia G -

11

Do p la s6 nguyén to, nhém bat ky cé cap p la cyclic. Vi vay c6 duy nhat (sai khdc
dang cdu) mot nhém cdp p. Ddc biét, cdic nhém duy nhat cé cap 2, 3, 5, 7, 11 va
13 la cyclic.

C6 ding hai nhom khong diang cau cap 4 la Cy va Ky. That ra, cé ding hai
nhém khong dang cau cap p* la Cype va C, x C, (Bai toan 5.36 ciia [5]).

KEé dén, ta sé thay rang cé ding hai nhém trong moi truong hop cap 6, 10 hodc
14. Luu ¢ rang 6 = 2.3,14 = 2.7, nén cdc nhom nay cé cap 2p vdi p la nguyén
to khdc 2. Cho G la mot nhém cé cap 2p, vdi p la s6 nguyén to 16. Theo Dinh Iy
Sylow, G ¢6 1+ kp Sy-nhém con cip p, vdi k > 0 va 1+ kp chia hét 2p. Khi do
1+ kp=phoicl+kp=2hoicl+ kp=2p hoacl+ kp=1. Vip khong chia
hét 1+kpnenl+kp=2hoicl+kp=1. Vip>21+kp#2 nénl+kp=1.
Do dé G c6 duy nhat mot nhém con K cap p. Cing theo Dinh ly Sylow, G c6
1+ 2k Sy nhém con cap 2, Véi k # 0. Tuong tu trén, 1 +kp = 1,2, p hodc 2p. Vi
2 khong chia hét 1 + 2k, ta c6 1 + 2k = 1 hodc 1 + 2k = p. Do dé c6 mot trong
hai truong hop sau day vay ra:

(i) c6 dimg mot nhém con H cip 2.

(ii) c6 ding p nhom con cip 2.

(i) Trong truong hap nay, nhém G la cyclic cap 2p. Dé thay diéu nay, luu ¢
rang H la Sy-nhém con duy nhdt va K la S,-nhém con duy nhat, nén H < G va
K < G. Hon ntta, HNK = {1} vi (2,p) = 1. R6 rang |H||K| = 2p = |G|. Do
do G = H x K. Nhung H va K tuong vng la cdc nhom cyclic cap 2 va p, nén G
la nhom cyclic cap 2p.

(ii) Gid st K =< a >, trong dé a’? = 1. Vi K la nhém con duy nhat cdp
p,b & K kéo theo b* = 1. R6 rang G = K UbK. Do dé G chita cic phan ti phan
biét

1,a,a%, ...,a" 1, b, ba, ba?, ..., baP ™ .
Voii=0,1,...p—1,ba’ € K va moi phan ti cia G nam ngoai K cé cap 2,
(ba')? =1 va ba' = (ba') ™t = (a’) "1t = aP~1b.

Bay gio néu G la mot nhém co cap 2p thy no thuoc loai (i) hodc logi (7). Néu
G thuéc loai (i) thi né la mot nhom cyclic cap 2p, ma moi nhom cyclic cung cap
thi dang cau. Do dé moi nhém cé cip 2p c6 tinh chat (i) la dang cdu.

Gid st G thuoc loai (ii). Lap luan nhu trén, G ¢6 mot nhém con

K =< @ > cép p va mot phan t b cdp 2 sao cho

G={l,a,..a " bba,..ba"""'},
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(ba')*> =1,ba' =a 'b,0<i<p—1.
Khi dé dnh za o : G — G zdc dinh bdi a(a’) = @, a(b) = b, a(ba’) = ba' la mot
dang cdu. Vi thé hai nhém bat ky thuoc logi (ii) la dang cau.
Xét da gigc déu n canh P, vdin > 2. Goi a la phép quay mdt phing zung
quanh tam ciia P,. Khi dé o™ = 1,0* = 1 va tat cd cdac phép doi zing ciia P, (tic

la cdc phép bién doi ding cu cilia mat phdang bién P, thanh chinh né) la
1,a,a% ...,a" 1, b,ba,ba?, ..., ba"

théa man (ba')? = 1,ba’ = a"'b,0 < i < n— 1. Cdc phép doi zing nay lap thanh
mot nhom vdi phép toan hgp thanh, ky hiéu D,, va dugc goi la nhom Dihedral (hay
nhom nhi dién). Nhu vdy nhém Dihedral D, thuoc loai (ii). Vi thé ¢ ding hai
nhém (sai khdc dang ciu) cé cap 2p la nhém cyclic Cyy va nhém Dihedral D,.

Dac biét, c6 ding hai nhém khong dang cdu cé cap i, i = 6, 10, 14.

2.3.2 Cac nhém cé cap 8 va 9.

Cho G la mot nhém cap 8. C6 it nhat ba nhom aben khong dang cau cip 8:
Cg, Cy x Cy va Cy x Ky. Ta sé thay rang néu G la aben thi né dang ciu vdi mot
trong ba nhom nay.

Néu G la phan t cap 8, G la cyclic. Néu G khong cé phan ti nao cap 8 ma
c6 mot phan ti a cip 4, dit H =< a >. Chob € G\ H. Néu b cap 4 thi b* la
phan tii cap 2 va nam trong H (vi phan tich 16p ké cia G) la H UbH. Do dé
(ab)? = a** = a*a*> =1. Ta c6 ab € G\ H c6 cip 2. Dit X =< ab>. G = XH,
XNH={1}, Vithe G=ZX x H. Do X = Cy va H= Cy, ta c6 G = Cy x Cy.

Néu G khong cé phan ti nao cap 4 hodc cap 8, moi phan ti khdc don vi cia
né déu co cap 2. Goi a va b la hai phan ti khdc nhau cé cip 2 trong G. Dt
A =<a> B =<b> Khidé AB la mot nhém. Do AN B = {1}, ta c6
ABZAXB=ZCyxCy. Voice G\ AB va C =<c>, CNAB = {1}. Vi vay
G = (Cyx C) x Cy = Ky x Cs.

Do dé c6 ding (sai khdc dang ciu) ba nhém aben cdp 8.

Gid st G la nhém khong aben cap 8. G c6 mot phan ti cap 4 va khong cé phan
ti nao cap 8; vi néu g € G ¢6 cap 8, G = Cg. Mat khdc, néu moi phan ti cia G
dau cé cap 2 thi (ab)? = 1 vdi bt ky a,b € G va suy ra

ba = a*bab?® = a(abab)b = ab
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mau thudn vdi gid thiét G khong aben. Cho a € G la phan ti& c¢6 cap 4 va dat
H=<a>. Khidé G=HUHbwvdibe G nao dé va H<1G vi né cé chi so 2
trong G. b*> € H; vi néu khong cdc lop ké H, Hb, HV? la phan biét va diéu nay
mau thudn vdi |G : H] = 2. Ta ¢6 4 khd ndang doi vdi b?:

(i) b* =a, (i) b*=a? (iii) V* =ad?, (iv) V* = 1.

Néu (i) va (iii) zdy ra, 76 rang G =< b >, mau thudn vdi gid thiét. Vi vy chi
con hai khd nang (ii) va (iv).

(i) b* = a?. Vi H 2 G, b tab = a hay b~tab = a®. Néub lab = a thi ab = ba.
Nhung moi phan ti cia G cé thé duge viét dudi dang a'b hay o' vi G = H U Hb.
Do dé ab = ba kéo theo G aben, mau thuan vdi gia thiét. Vi vay b=lab = a® hodc
ab = ba®. Vi G = H U Hb, cdc phan ti cia G la 1,a,a?, a3, b, ab, a®b, a®b. Néu

2

mot nhom thuoc kiéu nay that sy ton tai thi ab = ba®, b*> = a2, at =1 cung cap

cho ta di thong tin dé zay dung bing nhan cia né.

Badng 2.2
1 a |a®> | a®| b | ab|a®b|a’b
1 1 a | a® | a®| b | ab|a®b|a’b
a a> | a® | 1 | ab|a®h|a’b| b
a’? | a® | a® | 1 a |a’b|a®b| b | ab
ad | a® | 1 a | a® |a®b| b | ab | a®b
b b |a’b|a*b| ab | a® | a | 1 |
ab | ab | b |a®b|a®b| a® | a® | a | 1
a’b|a’b| ab | b |a®b| 1 | 21 a
2

a
asb | a®b| a® | ab | b a 1| dd | a

DE tinh cdc tich trong bing, ta st dung ba = ba® va b*> = a® va kéo theo ba = a’b
vi a®b = a?®(ba’) = b*a® = b(a’a®) = ba.

Néu G la mot nhém con khong aben khdc cé cap 8 vdi mot phan ti @ cé cap 4

\ - -2
va mot phan ti b €< a > sao cho b = @’ thi nhu lap luan tren,
G ={1,a,@ ab,ab,a’b,a’b},
vdi cdc phan ti théa mdn cdc phuong trinh
— -2 —_ —
at=1,a°=0b,ab=ba’,

ma ti dé ta ¢d duge bing nhan cia G, duge dong nhat vdi Bing 2.2, trong do
a thay thé a va b thay thé b. Anh za o : G — G zdc dinh bdi afa) = @ va

a(a’b) = a'b,i = 0,1,2,3 16 rang la mot dang cdu.



