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Với những gì khảo sát được, luận văn sẽ là một tài liệu tham khảo hữu ích cho

bản thân khi tiếp tục đi sâu nghiên cứu sau này và hy vọng cũng là nguồn tư liệu

tốt cho những ai quan tâm nghiên cứu về lý thuyết nhóm.

1

MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài.

Việc giải các phương trình đại số là một vấn đề kinh điển của toán học. Người

ta đã tìm thấy những bảng đất sét thời Babylon cách đây gần 4000 năm trong đó

có ghi những bài toán mẫu giải phương trình bậc hai. Nhưng mãi đến thế kỷ thứ

16, Tartaglia, Cardano và Ferrari mới tìm được công thức tính nghiệm cho các

phương trình bậc 3, 4. Các công thức này đều là các biểu thức chỉ chứa các căn

thức. Từ đây nảy sinh vấn đề liệu có tồn tại các công thức tính nghiệm tương tự

cho các phương trình đại số bậc ≥ 5 hay không. Đến đầu thế kỷ thứ 19, Abel chỉ

ra rằng không thể tìm thấy một công thức tổng quát như vậy. Ngay sau đó, Galois

đưa ra tiêu chuẩn để một phương trình đại số có nghiệm là các biểu thức chứa

căn thức. Phương pháp xét nghiệm tổng quát của ông được gọi là lý thuyết Galois

và nó liên quan đến "nhóm giải được". Trong toán học và đại số trừu tượng, một

nhóm hữu hạn là một nhóm mà tập nền của nó có hữu hạn phần tử. Trong suốt

thế kỷ 20, các nhà toán học nghiên cứu rất sâu một số hướng của lý thuyết nhóm

hữu hạn, đặc biệt là phân tích địa phương nhóm hữu hạn và lý thuyết nhóm giải

được, nhóm lũy linh. Việc xác định đầy đủ cấu trúc của tất cả các nhóm hữu

hạn là quá nhiều để biết được, số các cấu trúc có thể sớm trở nên tràn ngập. Tuy

nhiên, việc phân loại đầy đủ các nhóm đơn hữu hạn đã hoàn thành, nghĩa là các

"khối xây" mà từ đó tất cả các nhóm hữu hạn có thể được dựng thành bấy giờ

đã được biết đến, vì mỗi nhóm hữu hạn có một dãy hợp thành. Xuất phát từ nhu

cầu phát triển của lý thuyết nhóm và những ứng dụng của nó, chúng tôi quyết

định chọn đề tài với tên gọi: Các định lý cơ bản của nhóm hữu hạn để tiến hành

nghiên cứu.

2. Mục tiêu và nhiệm vụ.

Luận văn tập trung nghiên cứu những kết quả từ một số công trình nghiên cứu

về lý thuyết nhóm của các nhà khoa học thông qua việc tổng hợp, chọn lọc và cô
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đọng những nội dung: Các định lý về p-nhóm, các định lý Sylow và ứng dụng cho

việc xác định các nhóm có cấp thấp.

Hiểu được các vấn đề quan trọng trong nhóm giải được, dãy hợp thành và

nhóm đơn.

Nhiệm vụ của luận văn là việc chứng minh chi tiết những nội dung, từ đó giới

thiệu các ví dụ minh họa cụ thể để làm sáng tỏ vấn đề cần nghiên cứu và hệ thống

một cách đầy đủ các định lý cơ bản và quan trọng của lý thuyết nhóm hữu hạn.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu.

Luận văn tập trung nghiên cứu một số vấn đề sau:

- Tổng quan và hệ thống một cách đầy đủ các định lý cơ bản và quan trọng

của lý thuyết p-nhóm.

- Tìm hiểu các khái niệm và kết quả về nhóm con Frattini của một p-nhóm.

- Trình bày một cách đầy đủ và chi tiết Định lý Sylow, một bộ phận cực kỳ

quan trọng của lý thuyết nhóm hữu hạn, và các kết quả dẫn xuất. Định lý Sylow

suy rộng và nghiên cứu thông qua tác động của một nhóm lên một nhóm bằng

nhóm các toán tử.

- Nghiên cứu ứng dụng Định lý Sylow, phân loại đẳng cấu các nhóm có cấp từ

1 đến 15.

- Nghiên cứu nhóm giải được, một vấn đề quan trọng trong lý thuyết nhóm

hữu hạn và lý thuyết Galois.

- Nghiên cứu một vấn đề liên quan mật thiết với nhóm giải được là dãy hợp

thành và Định lý Jordan Hölder.

- Cuối cùng là khảo sát tính đơn của nhóm thay phiên An với n ≥ 5 từ đó

suy ra được nhóm đối xứng Sn là giải được, nhóm dẫn xuất D(An) = An, tâm

Z(An) là nhóm đơn vị và ba nhóm con chuẩn tắc duy nhất của Sn là Sn, An, {ι},
với n ≥ 5.

4. Phương pháp nghiên cứu.

Thu thập các bài báo khoa học của các tác giả nghiên cứu liên quan đến Lý

thuyết nhóm hữu hạn.

Tham gia các buổi xêmina hằng tuần để trao đổi các kết quả đang nghiên cứu.

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài.

Tổng quan các kết quả của các tác giả đã nghiên cứu liên quan đến các định

lý cơ bản của nhóm hữu hạn nhằm xây dựng một tài liệu tham khảo cho những

ai muốn nghiên cứu lý thuyết nhóm hữu hạn.
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KẾT LUẬN

Qua một thời gian tìm hiểu, tiếp cận và nghiên cứu về lý thuyết nhóm , luận

văn đã hoàn thành và đạt được mục tiêu nghiên cứu đề tài với những kết quả cụ

thể sau:

• Tổng quan và hệ thống một cách đầy đủ các định lý cơ bản và quan trọng của

lý thuyết p-nhóm. Các kết quả này dựa vào các định lý cổ điển của lý thuyết

nhóm như Định lý Lagrange, Định lý Đối ứng, các định lý đẳng cấu, ... và

các vấn đề liên quan đến tác động của một nhóm lên một tập hợp. Từ đó,

tìm hiểu các khái niệm và kết quả về nhóm con Frattini của một p-nhóm.

• Trình bày một cách đầy đủ và chi tiết Định lý Sylow, một bộ phận cực kỳ

quan trọng của lý thuyết nhóm hữu hạn, và các kết quả dẫn xuất. Định lý

Sylow suy rộng cũng được tìm hiểu và nghiên cứu thông qua tác động của

một nhóm lên một nhóm bằng nhóm các toán tử.

• Ứng dụng Định lý Sylow, phân loại đẳng cấu các nhóm có cấp từ 1 đến 15.

• Nhóm giải được, một vấn đề quan trọng trong lý thuyết nhóm hữu hạn và lý

thuyết Galois, được tìm hiểu thông qua các định lý cơ bản và cốt yếu. Một

vấn đề liên quan mật thiết với nhóm giải được là dãy hợp thành và Định lý

Jordan Hölder cũng được nghiên cứu do tính quan trọng của chúng trong lý

thuyết nhóm.

• Cuối cùng là khảo sát tính đơn của nhóm thay phiên An với n ≥ 5 từ đó

suy ra được nhóm đối xứng Sn là giải được, nhóm dẫn xuất D(An) = An,

tâm Z(An) là nhóm đơn vị và ba nhóm con chuẩn tắc duy nhất của Sn là

Sn, An, {ι}, với n ≥ 5
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i 7→ i, i ∈ {1, 2, ..., n} {a1, a2, ..., am} .

Ta gọi một hoán vị như thế là một chu trình độ dài m hay một m-chu trình. Tập

hợp (a1, a2, ..., am) được gọi là tập nền của nó. Ta quy ước chu trình độ dài 1 là

phần tử đơn vị. Một chu trình độ dài 2 được gọi là một chuyển vị. Nghịch đảo của

chu trình α = (a1, ..., am−1, am) là chu trình β = (am, am−1, ..., a1). Rõ ràng rằng

không phải mọi hoán vị đều là chu trình và tích của hai chu trình không nhất

thiết là một chu trình; chẳng hạn, trong S4, (1, 2)(3, 4) =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
không là

một chu trình.

Mệnh đề 3.5. Mọi phần tử của Sn có thể được viết thành tích của các chu trình

rời nhau.

Mệnh đề 3.6. Mỗi chu trình là tích của những chuyển vị.

Bổ đề 3.2. Cho θ ∈ Sn và (a1, ..., am) là một chu trình. Khi đó

θ−1(a1, ..., am)θ = (a1θ, ..., amθ).

Mệnh đề 3.7. Mọi chuyển vị đều là hoán vị lẻ. Nếu θ là một hoán vị chẵn (tương

ứng lẻ) và được viết thành tích của những chuyển vị thì số chuyển vị là chẵn (tương

ứng lẻ).

Bổ đề 3.3. Mỗi phần tử của An là tích của những 3-chu trình, với n ≥ 5.

Bổ đề 3.4. Cho H � An. Nếu H chứa một 3-chu trình thì H = An.

Bổ đề 3.5. Cho H � An. Nếu H chứa tích hai chuyển vị rời nhau thì H = An.

Định lí 3.7. An là nhóm đơn với n ≥ 5.

Hệ quả 3.2. Nhóm đối xứng Sn là không giải được với ≥ 5.

Hệ quả 3.3. Nếu G = An thì nhóm dẫn xuất G
′
của G là G và tâm Z(G) là

nhóm đơn vị {ι} .

Bổ đề 3.6. Nhóm đối xứng Sn có tâm Z(Sn) = {ι} với n ≥ 3.

Mệnh đề 3.8. Nhóm đối xứng Sn chỉ có ba nhóm con chuẩn tắc là An, Sn và {ι}
với n ≥ 5.
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Chứng minh chi tiết và làm rõ một số mệnh đề, cũng như đưa ra một số ví dụ

minh hoạ đặc sắc nhằm làm cho người đọc dễ dàng tiếp cận vấn đề được đề cập.

6. Cấu trúc của luận văn.

Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, luận văn được chia thành

ba chương.

Chương 1: Trình bày khái niệm và kết quả về tác động của nhóm lên một

tập hợp. Tiếp đến, giới thiệu phần quan trọng của chương này là các định lý về

p-nhóm. Ngoài ra, nhóm con Frattini của một p-nhóm cũng được đề cập đến.

Chương 2: Trình bày các định lý Sylow cùng các hệ quả của chúng. Đồng thời,

các định lý Sylow suy rộng cũng được giới thiệu thông qua tác động của một

nhóm lên một nhóm bằng nhóm các toán tử. Vào cuối chương là sự phân loại các

nhóm cấp thấp ≤ 15 qua phép đẳng cấu.

Chương 3: Trình bày các kết quả về nhóm giải được, một khái niệm rất quan

trọng trong lý thuyết nhóm hữu hạn và lý thuyết Galois. Một khái niệm liên quan

cùng với định lý nổi tiếng Jordan-Hölder được đề cập đến. Cuối cùng là tính đơn

của nhóm thay phiên An với n ≥ 5 là các hệ quả quan trọng của nó được trình

bày.
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Chương 1

ĐỊNH LÝ VỀ p-NHÓM

Các khái niệm và kết quả trong chương này có thể tìm thấy trong các tài liệu

[1], [5], [6], [9].

1.1 NHÓM HOÁN VỊ VÀ G-TẬP HỢP.

Định nghĩa 1.1. Cho X là một tập hợp. Một song ánh từ X lên X được gọi là

một hoán vị trên X. Ký hiệu
∑

(X) là tập hợp tất cả các hoán vị trên X.

Mệnh đề 1.1. Cho θ là một song ánh từ tập X lên tập Y . Với một hoán vị p

trên X, ta định nghĩa ánh xạ θ(p) trên Y bởi công thức:

θ(p)(y) = θ(p(θ−1(y))), y ∈ Y.

Khi đó, θ(p) là một hoán vị trên Y. Ngoài ra, ánh xạ θ : p 7→ θ(p) là một đẳng

cấu từ nhóm đối xứng
∑

(X) lên nhóm đối xứng
∑

(Y ).

Định nghĩa 1.2. Cho X là một tập hợp và
∑

(X) là nhóm đối xứng trên X. Một

nhóm con bất kỳ của
∑

(X) được gọi là nhóm hoán vị trên X.

Mệnh đề 1.2. (Định lý Cayley). Cho G là một nhóm. Khi đó tồn tại một tập X

sao cho G đẳng cấu với một nhóm hoán vị trên X.

Hệ quả 1.1. Với số tự nhiên bất kỳ n, số các lớp đẳng cấu của các nhóm có cấp

n là hữu hạn.

Định nghĩa 1.3. Cho G là một nhóm. Một G-tập hợp là một cặp (X,ρ) gồm một

tập X và một đồng cấu ρ từ G vào nhóm đối xứng
∑

(X) trên X.

21

Định lí 3.5. Một nhóm G là giải được khi và chỉ khi dãy dẫn xuất đạt đến {1}
sau một số hữu hạn bước; tức là , G(n) = {1} với một số nguyên n nào đó.

Bổ đề 3.1. Nếu H là một nhóm con của nhóm G thì với số nguyên dương k tùy

ý ta có H(k) ⊂ G(k).

3.2 DÃYHỢP THÀNHVÀĐỊNH LÝ JORDAN-HÖLDER.

Định nghĩa 3.3. Cho G là một nhóm. Nếu một dãy hữu hạn các nhóm con của

G

(G) : G0 = G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1} (3.3)

thỏa mãn tính chất với mỗi i = 1, 2, ..., r, Gi là nhóm con chuẩn tắc cực đại của

Gi−1, ta nói (G) là một dãy hợp thành độ dài r của G. Tập các nhóm thương

{G0/G1, G1/G2, ..., Gr−1/Gr}

được gọi là tập các nhân tử hợp thành và mỗi nhân tử hợp thành là một nhóm

đơn.

Mệnh đề 3.3. Mọi nhóm hữu hạn đều có dãy hợp thành.

Định lí 3.6. (Jordan-Hölder). Cho G là một nhóm có dãy hợp thành

(G) : G0 = G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1}.

Cho (H) : H0 = G ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hs = {1} là một dãy hợp thành bất kỳ

của G. Khi đó độ dài của (H) bằng độ dài của (G); nghĩa là, r = s. Hơn nữa, có

một tương ứng một-một giữa các nhân tử hợp thành của (G) và các nhân tử hợp

thành của (H) sao cho các nhóm tương ứng là đẳng cấu với nhau.

Mệnh đề 3.4. Cho G là một nhóm với dãy hợp thành (G) độ dài r và cho H1 là

một nhóm con chuẩn tắc cực đại bất kỳ của G. Khi đó G có một dãy hợp thành

mà thành phần đầu tiên của nó là H1 và một dãy hợp thành bất kỳ (H) của G

với thành phần đầu tiên H1 là tương đương với (G).

3.3 TÍNH ĐƠN CỦA NHÓM THAY PHIÊN An, n ≥ 5.

Định nghĩa 3.4. Nếu a1, ..., am là các số nguyên phân biệt trong tập {1, 2, ..., n},
ký hiệu (a1, a2, ..., am) là hoán vị (phép thế) trong nhóm đối xứng Sn xác định bởi

a1 7→ a2, a2 7→ a3, ..., am−1 7→ am, am 7→ a1,
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Hệ quả 3.1. Nếu G là nhóm Aben hữu hạn thì G giải được.

Định lí 3.3. G là nhóm giải được khi và chỉ khi G là hữu hạn và có một dãy

chuẩn tắc con

{1} = K0 ⊂ K1 · ·· ⊂ Kn = G (3.2)

trong đó Ki+1/Ki là Aben (i = 0, 1, 2, ..., n− 1)

Định lí 3.4. Cho G là một nhóm giải được. Khi đó,

(i) Một nhóm con bất kỳ của G là giải được và

(ii) N �G thì G/N là giải được.

Mệnh đề 3.1. Mọi nhóm G có cấp p2, pq hoặc p2q, trong đó p và q là hai số

nguyên tố khác nhau, là giải được.

Định nghĩa 3.2. Cho x và y là hai phần tử của nhóm G. Phần tử dạng x−1y−1xy

được gọi là giao hoán của x và y, ta viết [x, y] = x−1y−1xy. Nhóm con của G

sinh bởi mọi giao hoán tử xác định trong G được gọi là nhóm dẫn xuất hay nhóm

giao hoán tử, ký hiệu là G′,G(1) hoặc D(G). Nhóm con giao hoán tử của nhóm

con giao hoán tử, nghĩa là D(G′), được gọi là nhóm dẫn xuất thứ hai và được ký

hiệu G′′,G(2) hoặc D2(G).

Tổng quát, nhóm con giao hoán tử của G(i) được viết là G(i+1) và dãy các nhóm

con

G = G(0), G(1), G(2), ..., G(i), ...

được gọi là dãy dẫn xuất. Ta viết G∞ =
∑∞

i=0G
(i), nếu G hữu hạn, ta có G(∞) =

G(n) với số nguyên n nào đó.

Các tính chất sau đây của giao hoán tử là dễ dàng thấy được:

1) [x, y] = 1⇔ x và y là giao hoán.

2) [x, y] = x−1yy = (y−1)xy.

3) f([x, y]) = [f(x), f(y), với f là một đồng cấu.

4) f(D(G)) = D(f(G)), với f là một đồng cấu từ G vào H.

5) Cho N là một nhóm con chuẩn tắc của nhóm G và G = G/N . Gọi H là nhóm

con của của G tương ứng với nhóm dẫn xuất D(G), tức là H/N = D(G). Khi đó

ta có

H = ND(G).

Mệnh đề 3.2. Cho D là nhóm dẫn xuất của nhóm G. Khi đó, nhóm thương G/D

là Aben. Nếu nhóm thương G/H bởi nhóm chuẩn tắc H là aben thì H chứa D.

Vì vậy, D là nhóm con chuẩn tắc nhỏ nhất có tính chất nhóm thương là aben.

5

Định nghĩa 1.4. Cho X là một G-tập. Tập hợp

{(x)g|g ∈ G}

được gọi là một quỹ đạo chứa x ∈ X, ta viết là Ox (hay O(x)). Số phần tử trong

Ox,|Ox| được gọi là độ dài của quỹ đạo Ox. Một tập con Y của X được gọi là

G-bất biến nếu với mọi g ∈ G

y ∈ Y ⇒ yg ∈ Y.

Mệnh đề 1.3. Cho X là một G-tập và Ox là quỹ đạo chứa phần tử x của X.

(i) Nếu y ∈ Ox, ta có Oy = Ox.

(ii) Nếu O là một quỹ đạo khác Ox thì O ∩Ox = ∅.
(iii) Một tập con khác rỗng của X là một quỹ đạo khi và chỉ khi nó là một tập

con G-bất biến cực tiểu.

(iv) Một tập con G-bất biến bất kỳ của X là hợp rời rạc của các quỹ đạo.

Mệnh đề 1.4. Cho X là một G-tập, O = Ox là một quỹ đạo chứa phần tử x của

X và H là tập con của G xác định bởi: H = {g ∈ G|xg = x} .
(i) H là một nhóm con của G.

(ii) Tồn tại một song ánh ϕ từ tập O lên tập các lớp kề phải của H thỏa mãn:

ϕ(yg) = ϕ(y)g,∀y ∈ X, ∀g ∈ G

(iii) Nếu O là một tập hữu hạn, ta có |O| = [G : H]. Nếu G là một nhóm hữu

hạn thì độ dài của một quỹ đạo là ước cấp |G| của G.

Định nghĩa 1.5. Nhóm con H xác định trong Mệnh đề 1.4 được gọi là nhóm con

ổn định của x, ký hiệu H = SG(x).

Với x ∈ X, g, h ∈ G, (xg)h = xg ⇔ xghg−1

= x ⇔ ghg−1 ∈ SG(x) ⇔ h ∈
SG(x)g. Do đó SG(xg) = SG(x)g.

Mệnh đề 1.5. Cho X là một G-tập hữu hạn. Khi đó X là hợp rời của các quỹ

đạo O1, O2, ..., Om:

X = O1 ∪O2 ∪ ... ∪Om, (Oi ∩Oj = ∅, (i 6= j)).

Nếu xi là phần tử của Oi với i = 1, 2, ...,m, ta có

|X| =
m∑

i=1

[G : SG(xi)] .
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1.2 CÁC ĐỊNH LÝ VỀ p-NHÓM.

Từ đây về sau, ký hiệu p để chỉ số nguyên tố cố định.

Định nghĩa 1.6. Một nhóm hữu hạn được gọi là một p-nhóm nếu cấp của nó là

một lũy thừa của p.

Mệnh đề 1.6. Cho G là một p-nhóm và X là một G-tập hữu hạn khác rỗng. Nếu

|X| 6≡ 0(mod p) thì X chứa một điểm G- bất biến; nghĩa là, có một điểm cố định

tác động của G lên X.

Hệ quả 1.2. Giả sử một p-nhóm Q tác động lên một p-nhóm G khác. Nếu G 6=
{1} thì tồn tại một phần tử Q-bất biến của G khác đơn vị.

Định lí 1.1. Cho G là một p-nhóm và H là một nhóm con chuẩn tắc của G. Nếu

H 6= 1 thì H ∩ Z(G) 6= 1. Đặc biệt, G 6= 1 thì Z(G) 6= 1.

Định lí 1.2. (Matsuyama) Cho H là một nhóm con của một p-nhóm G. Khi đó

hoặc H �G hoặc một nhóm con liên hợp Hx khác H chứa trong NG(H).

Định lí 1.3. Nếu H là một nhóm con thực sự của một p-nhóm G thì ta có

NG(H) 6= H. Vì vậy nhóm con chuẩn hóa của một nhóm con thực sự H là lớn

hẳn hơn H.

Hệ quả 1.3. Một nhóm con cực đại bất kỳ M của một p-nhóm G là chuẩn tắc và

nhóm thương G/M là nhóm cyclic cấp p. Đặc biệt, [G : M ] = p.

Định nghĩa 1.7. Với bất kỳ nhóm G, ta định nghĩa các nhóm con Zi(G) với

i = 0, 1, 2, ... như sau (ta viết tắt Zi(G) = Zi). Định nghĩa Z0 = 1 và với i > 0,

Zi là nhóm con của G tương ứng với Z(G/Zi−1) bởi định lý đối xứng:

Zi/Zi−1 = Z(G/Zi−1).

Dãy các nhóm con

Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ ...

được gọi là dãy tâm tăng của G; số hạng thứ i là Zi của nó được gọi là tâm thứ i

của G. Một nhóm G được gọi là lũy linh nếu Zm(G) = G với một số nguyên m

nào đó; trong trường hợp này, số nguyên c nhỏ nhất sao cho Zc(G) = G được gọi

là lớp của G.

Định lí 1.4. Mọi p-nhóm đều là nhóm lũy linh.
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Chương 3

NHÓM GIẢI ĐƯỢC, DÃY HỢP

THÀNH VÀ

NHÓM ĐƠN

Các khái niệm và kết quả ttrong chương này có thể tìm thấy trong [4],[5],[6],[8],[9].

3.1 NHÓM GIẢI ĐƯỢC.

Định nghĩa 3.1. Cho G là một nhóm và giả sử nó có một dãy các nhóm con

{1} ⊂ G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gr = G (3.1)

Nếu mỗi Gi � Gi+1 với i = 1, ..., r − 1 thì (3.1) được gọi là một dãy chuẩn tắc

con của G.

Nếu (3.1) là một dãy chuẩn tắc con của G và [Gi+1 : Gi] là một số nguyên tố

nào đó với i = 1, ..., r − 1 thì G được gọi là nhóm giải được và (3.1) được gọi là

một dãy giải được của G. Khi đó, G là một nhóm hữu hạn.

Nếu (3.1) là một dãy chuẩn tắc con của G và nhóm thương Gi+1/Gi là đơn

nghĩa là Gi+1/Gi không có nhóm con chuẩn tắc nào khác Gi+1/Gi và nhóm đơn

vị thì (3.1) được gọi là một dãy hợp thành của G. Ta gọi nhóm thương Gi+1/Gi

của dãy chuẩn tắc con (3.1) là các nhân tử (3.1).

Định lí 3.1. Mọi p-nhóm đều là nhóm giải được.

Định lí 3.2. Nếu G là một nhóm và N �G sao cho N và G/N là giải được thì

G cũng giải được.
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Cho G là nhóm có cấp 15. Vì 15=3.5, theo Định lý Sylow, có ít nhất một S3-

nhóm con H cấp 3 và một S5-nhóm con K cấp 5 của G. Ngoài ra, số S3-nhóm

con là s3 = 1 + 3k với k là một số tự nhiên nào đó và s3 chia hết |G|. Do đó

1 + 3k = 1 hoặc 1 + 3k = 3 hoặc 1 + 3k = 5 hoặc 1 + 3k = 15. Chỉ có một

trường hợp thỏa mãn là 1 + 3k = 1. Khi đó H � G. Tương tự, số S5-nhóm con

của G là s5 = 1 hay K � G. Hơn nữa |H||K| = |G| và H ∩ K = {1}. Vì vậy
G ∼= H ×K ∼= C3 × C5 hay G ∼= C15.

Cấp của nhóm 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Số nhóm 1 1 1 2 1 2 1 5 2 2 1 5 1 2 1

7

1.3 NHÓM CON FRATTINI.

Định nghĩa 1.8. Gọi M là tập hợp các nhóm con cực đại của một nhóm G.

Giao của tất cả nhóm con củaM được gọi là nhóm con Frattini hay Φ-nhóm con

của G, ký hiệu là Φ(G).

Mệnh đề 1.7. Cho Φ = Φ(G) là Φ-nhóm con của một p-nhóm G. Khi đó ta có:

(i) Φ là nhóm con đặc trưng của G; nghĩa là, σ(Φ) = Φ.

(ii) Nhóm thương G/Φ là một nhóm aben, trong đó mọi phần tử đều thỏa mãn

xp = 1.

(iii) Với một tập con X của G, < X,Φ >= G⇒< X >= G.

Định lí 1.5. Cho Φ là nhóm con Frattini của một p-nhóm G và xét V = G/Φ

là không gian vectơ trên Fp. Đặt |G/Φ| = pd. Cho x1, ..., xn là các phần tử của G

và vi = Φxi với i = 1, 2, ..., n.

(i) Số chiều của V trên Fp là d.

(ii) Ta có G =< x1, ..., xn > khi và chỉ khi V trùng với không gian con sinh

bởi v1, v2, ..., vn. Đăc biệt, nếu G =< x1, ..., xn > thì ta có n ≥ d.

(iii) Nhóm G có thể được sinh bởi đúng d phần tử. Tập con x1, x2, ..., xd sinh

ra G khi và chỉ khi v1, v2, ..., vd là một cơ sở của không gian vectơ V trên Fp.

Định lí 1.6. Cho Φ là nhóm con Frattini của một p-nhóm G sao cho [G : Φ] =

pdvà |G| = pn. Gọi P là tập hợp các tự đẳng cấu của G mà làm cho mọi phần tử

của G/Φ bất biến.

(i) Tập P là nhóm con chuẩn tắc của Aut(G) và nhóm thương Aut(G)/P đẳng

cấu với một nhóm con của GL(d, p).

(ii) Nhóm con P là một p-nhóm có cấp là một ước của p(n−d)d. Vì vậy |Aut(G)|
chia hết

pm
d∏

i=1

(pi − 1)

trong đó m = nd− d(d+ 1)/2 6 n(n− 1)/2.

Hệ quả 1.4. Cho ρ là một tự đẳng cấu của một p-nhóm G. Nếu cấp của ρ là một

nguyên tố với p và nếu ρ làm cho mọi phần tử của G/Φ bất biến thì ρ = 1.

Hệ quả 1.5. Cho A là một nhóm con chuẩn tắc aben có cấp cực đại của một

p-nhóm G. Nếu |G| = pn thì ta có 2n 6 a(a+ 1).
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Chương 2

CÁC ĐỊNH LÝ SYLOW

Các khái niệm và kết quả trong chương này có thể tìm thấy trong các tài liệu

[1], [2], [5], [6], [9].

2.1 CÁC ĐỊNH LÝ SYLOW.

Định nghĩa 2.1. Cho G là một nhóm hữu hạn. Ta viết

|G| = pnm, (p,m) = 1.

Một nhóm con của G được gọi là một p-nhóm con Sylow nếu cấp của nó đúng

bằng pn. Một p-nhóm con Sylow còn được viết tắt là một Sp-nhóm con.

Như vậy một nhóm con U của G là một Sp-nhóm con của G khi và chỉ khi

(i) U là một p-nhóm và

(ii) Chỉ số [G: U] nguyên tố với p.

Định lí 2.1. Cho G là một nhóm hữu hạn.

(i) Nhóm G là một Sp-nhóm con.

(ii) Hai Sp-nhóm con bất kỳ là liên hợp trong G.

(iii) Một p-nhóm con bất kỳ của G chứa trong một Sp-nhóm con của G.

(iv) Số Sp-nhóm con của G là một ước số của |G| và đồng dư 1 môđulô p.

Bổ đề 2.1. Cho L là một nhóm hữu hạn và H là một Sp-nhóm con của L. Với

bất kỳ nhóm con K của L, tồn tại một phần tử x của L sao cho K ∩ Hx là một

Sp-nhóm con của K.

Bổ đề 2.2. Cho S là Sp-nhóm con của một nhóm hữu hạn G. Một p-nhóm con

bất kỳ U của NG(S) được chứa trong S.

17

Bảng 2.5

. 1 a a2 a3 c c2 ac a2c a3c ac2 a2c2 a3c2

1 1 a a2 a3 c c2 ac a2c a3c ac2 a2c2 a3c2

a a a2 a3 1 ac ac2 a2c a3c c a2c2 a3c2 c2

a2 a2 a3 1 a a2c a2c2 a3c c ac a3c2 c2 ac2

a3 a3 1 a a2 a3c a3c2 c ac a2c c2 ac2 a2c2

c c ac2 a2c a3c2 c2 1 a a2c2 a3 ac a2 a3c

c2 c2 ac a2c2 a3c 1 c ac2 a2 a3c2 a a2c a3

ac ac a2c2 a3c c2 ac2 a a2 a3c2 1 a2c a3 c

a2c a2c a3c2 c ac2 a2c2 a2 a3 c2 a a3c 1 ac

a3c a3c c2 ac a2c2 a3c2 a3 1 ac2 a2 c a a2c

ac2 ac2 a2c a3c2 c a ac a2c2 a3 c2 a2 a3c 1

a2c2 a2c2 a3c c2 ac a2 a2c a3c2 1 ac2 a3 c a

a3c2 a3c2 c ac2 a2c a3 a3c c2 a a2c2 1 ac a2

(b) F = {1, x, y, z} và T =
{

1, c, c2
}
. Vì T �G, ta có f−1cf ∈ T với mọi f ∈ F .

Theo giả thiết, có ít nhất f ∈ F, f−1cf 6= c. Vì thế không mất tính chất tổng

quát, ta có thể xem x−1cx = c2. Cũng như trên, đặt x = a, y = b, z = ba. Khi đó

ca = ac2. Lưu ý rằng c2a = c(ca) = c(ac2) = (ca)c2 = ac2c2 = ac.

Kiểm tra dễ dàng S = 1, c, c2, a, ca, c2a là một nhóm con không aben của G.

Do đó S đẳng cấu với nhóm Dihedral D3 vì có duy nhất một nhóm không aben

cấp 6 (sai khác đẳng cấu). Do [G : S] = 2, ta có S � G. Do đó b−1cb ∈ S. Vì

b−1cb là một phần tử cấp 3, nên nó bằng c hoặc c2. Nếu b−1cb = c, đặt h = b.

Nếu b−1cb = c2, đặt h = ab. Khi đó (ab)−1c(ab) = b−1(a−1ca)b = b−1c2b =

b−1cb.b−1cb = c2.c2 = c. Do đó tồn tại phần tử h ∈ F, h 6∈ S sao cho h−1ch = c.

Xét H =< h >. Rõ ràng S ∩ H = {1}, S và H giao hoán từng phần tử và

|S||H| = |G| và vì vậy G ∼= S ×H. Do S ∼= D3 và H ∼= C2. Vì thế ta kết luận

một nhóm G bất kỳ với s2 = 3, s3 = 1 và S2-nhóm con đẳng cấu với K4 là đẳng

cấu với D3 × C2. Nhóm Dihedral D6 là nhóm thuộc loại này.

(iv) s2 = 3 và s3 = 4. Vì các nhóm cyclic phân biệt cấp 3 có giao là phần tử

đơn vị, nên bốn S3-nhóm con có 9 phần tử phân biệt. Một S2-nhóm con có cấp là

4 và một nhóm cấp 3 chỉ có thể là phần tử đơn vị, nên số các phần tử phân biệt

trong bốn S3-nhóm con và một S2-nhóm con duy nhất là 12. Nhưng |G| = 12, nên

không thể có một S2-nhóm con phân biệt khác. Vậy không có nhóm nào thuộc loại

(iv).



16

nên c2a = cac2 = ac4 = ac. Các phương trình mà xác định một bảng nhân đối

với nhóm này là:

ca = ac2, c2a = ac, c3 = 1, a4 = 1.

Khi đó các phần tử phân biệt của G là

1, a, a2, a3, c, c2, ac, a2c, a3c, ac2, a2c2, a3c2

và ta có Bảng 2.5 bên dưới.

Bằng một lập luận tương tự như trong trường hợp nhóm không aben cấp 8,

nhóm bất kỳ có cấp 12 với s2 = 3, s3 = 1 và trong đó S2-nhóm con là cyclic cấp

4 là đẳng cấu với nhóm G xác định theo bảng này.

Xét ma trận A =

(
0 i

i 0

)
và B =

(
ε 0

0 ε

)
, trong đó i =

√
−1 và ε là căn bậc

ba phức của 1 (tức là ε ∈ C, ε3 = 1, ε 6= 1 ). Ta có:

A2 =

(
−1 0

0 −1

)
, A3 =

(
0 −i
−i 0

)
, A4 =

(
1 0

0 1

)
= 1,

B2 =

(
ε 0

0 ε

)
, B3 =

(
1 0

0 1

)
= I, AB =

(
0 iε2

iε 0

)
,

A2B =

(
−ε 0

0 −ε2

)
, A3B =

(
0 −iε2

−iε 0

)
= I, AB2 =

(
0 iε

iε 0

)
,

A2B2 =

(
−ε2 0

0 −iε

)
A3B2 =

(
0 −iε
−iε2 0

)
Gọi H =

{
I, A,A2, A3, B,B2, AB,A2B,A3B,AB2, A2B2, A3B2

}
.

Khi đó H là một nhóm với phép nhân ma trận vì nó là một nhóm con của

nhóm GL(2,C) (nhóm các ma trận vuông cấp 2 phức khả nghịch). Các phần tử

của H thỏa mãn các phương trình:

BA = AB2, B2A = AB,B3 = I, A4 = I

và thỏa mãn Bảng 2.5 với tương ứng A↔ a,B ↔ c.
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Mệnh đề 2.1. Cho U là một p-nhóm con của một nhóm hữu hạn G. Số Sp-nhóm

con của G chứa U là đồng dư 1 môđulô p. (Nếu U = {1}, Mệnh đề 2.1 quy về

(iv).)

Hệ quả 2.1. (Định lý Cauchy) Nếu số nguyên tố p chia hết cấp của một nhóm

hữu hạn G thì G chứa một phần tử cấp p.

Mệnh đề 2.2. Cho P là một p-nhóm con của một nhóm hữu hạn G. Nếu P là

một Sp-nhóm con của NG(P ) thì P là một Sp-nhóm con của G.

Định lí 2.2. Cho H là một nhóm con chuẩn tắc của một nhóm hữu hạn G và S

là một Sp-nhóm con của G. Giao S ∩H là một Sp-nhóm con của H và SH/H là

một Sp-nhóm con của G/H.

Định lí 2.3. Cho H là một nhóm con chuẩn tắc hữu hạn của một nhóm G. Nếu

S là một Sp-nhóm con của H thì ta có G = NG(S)H.

Mệnh đề 2.3. Cho S là một Sp-nhóm con của nhóm hữu hạn G. Nếu một nhóm

con H của G chứa NG(S) thì ta có H = NG(H).

2.2 ĐỊNH LÝ SYLOW SUY RỘNG.

Định nghĩa 2.2. Cho Q và G là hai nhóm. Nếu một đồng cấu ϕ từ Q vào Aut(G)

được cho thì ta nói Q tác động lên G qua ϕ và Q là một nhóm toán tử trên G

đồng cấu ϕ được gọi là một tác động của Q.

Định nghĩa 2.3. Cho ϕ là một tác động của một nhóm Q lên một nhóm G khác.

Gọi L là tập tích trực tiếp; nghĩa là L = {(x, g)|x ∈ Q, g ∈ G}. Định nghĩa tích

của hai phần tử của L bởi công thức

(x, g)(x
′
, g
′
) = (xx

′
, ϕ(x

′
)(g)g

′
).

Mệnh đề 2.4. Cho L là một nửa tích trực tiếp trong của hai nhóm G và Q sao

cho G� L = GQ và G ∩Q = {1}. Gọi θ(x) là tự đẳng cấu của G cảm sinh bởi

phép liên hợp của x ∈ Q. Khi đó θ là một tác động của Q lên G và tích nửa trực

tiếp của Q và G đối với θ đẳng cấu với L.

Định nghĩa 2.4. Cho ϕ là một tác động của một nhóm Q lên một nhóm G khác.

Một nhóm con U của G được gọi là Q-bất biến nếu ϕ(x)U = U với mọi x ∈ Q.
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Mệnh đề 2.5. Cho Q là một nhóm toán tử trên G với tác động ϕ. Gọi L là tích

nửa trực tiếp của Q và G đối với ϕ. Ta xét Q và G là những nhóm con của L.

(i) Một nhóm con U của G là Q-bất biến khi và chỉ khi

Q ⊂ NL(U).

Trong trường hợp này, UQ đẳng cấu với nửa tích trực tiếp của U và Q đối với

hạn chế của ϕ lên U .

(ii) Nếu U là nhóm con chuẩn tắc Q-bất biến của G thì U � L và L/U đẳng

cấu với tích nửa trực tiếp của G/U và Q đối với tác động cảm sinh.

Định lí 2.4. Cho q là một số nguyên tố. Giả sử nhóm toán tử Q là một q-nhóm

và q không chia hết cấp của nhóm hữu hạn G. Khi đó ta có mở rộng sau đây của

Định lý Sylow.

(i) Tồn tại một Sp-nhóm con Q-bất biến.

(ii) Hai Sp-nhóm con Q-bất biến là liên hợp bởi một phần tử của CG(Q).

(iii) p-nhóm con Q-bất biến bất kỳ chứa trong một Sp-nhóm con Q-bất biến của

G.

Hệ quả 2.2. Giả sử ngoài các giả thiết của Định lý 2.4 ra, tác động của Q là

không có điểm cố định; nghĩa là, giả sử CG(Q) = {1}. Khi đó tồn tại duy nhất

Sp-nhóm con Q-bất biến của G.

2.3 ỨNG DỤNG CHO VIỆC XÁC ĐỊNH CÁC NHÓM

CÓ CẤP THẤP.

2.3.1 Các nhóm có cấp p và 2p.

Ta sẽ dùng ký hiệu Cn để ký hiệu nhóm cyclic cấp n và K4 là nhóm bốn (nhóm

Klein), cụ thể K4 = C2 ×C2 và với việc đặt 1 = (1, 1), x = (1, g), y = (g, 1), z =

(g, g), ta có bảng nhân của K4

Bảng 2.1

. 1 x y z

1 1 x y z

x x 1 z y

y y z 1 x

z z y x 1

15

Bảng 2.4

. 1 c c2 a b ab ca cb cab c2a c2b c2ab

1 1 c c2 a b ab ca cb cab c2a c2b c2ab

c c c2 1 ca cb cab c2a c2b c2ab a b ab

c2 c2 1 c c2a c2b c2ab a b ab ca cb cab

a a cb c2ab 1 ab b cab c ca c2b c2a c2b

b b cab c2a ab 1 a cb ca c c2 c2ab c2b

ab ab ca c2b b a 1 c cab cb c2ab c2 c2a

ca ca c2b ab c cab cb c2ab c2 c2a b a 1

cb cb c2ab a cab c ca c2b c2a c2 1 ab b

cbb cab c2a b cb ca c c2 c2ab c2b ab 1 a

c2a c2a b cab c2 c2ab c2b ab 1 a cb ca c

c2b c2b ab ca c2ab c2 c2a b a 1 c cab cb

c2ab c2ab a cb c2b c2a c2 1 ab b cab c ca

Nhóm thay phiên A4 là nhóm các phép thế chẵn của tập {1, 2, 3, 4} gồm các phần

tử:

ι =

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
, σ1 =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
, σ2 =

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
,

σ3 =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
, τ1 =

(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
, τ2 =

(
1 2 3 4

1 4 2 3

)
,

τ3 =

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
, τ4 =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
, τ5 =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
,

τ6 =

(
1 2 3 4

4 1 3 2

)
, τ7 =

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
, τ8 =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
.

Các phần tử này thỏa mãn Bảng 2.4 với tương ứng

ι↔ 1, σ1 ↔ a, σ2 ↔ b, σ3 ↔ ab, τ1 ↔ c, τ2 ↔ c2, τ3 ↔ ca

τ4 ↔ cb, τ5 ↔ cab, τ6 ↔ c2a, τ7 ↔ c2b, τ8 ↔ c2ab.

(iii) s2 = 3 và s3 = 1. Gọi F là một S2-nhóm con và T =
{

1, c, c2
}
(c3 = 1) là

S3-nhóm con. Một lần nữa ta có hai khả năng:

(a) F =
{

1, a, a2, a3
} ∼= C4 và (b) F = {1, x, y, z} ∼= K4.

(a) T là một S3-nhóm con duy nhất nên chuẩn tắc trong G và vì vậy a−1ca ∈ T .
Ta có thể giả sử a−1ca 6= c, vì ngược lại thì G aben. Do đó a−1ca = c2 và ca = ac2,
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Bảng 2.2 cũng chứng tỏ rằng một nhóm cấp 8 thuộc loại này thực sự tồn tại

vì bảng xác định một nhóm. Nhóm này được gọi là nhóm Quaternion và có tính

chất thú vị là mọi nhóm con của nó đều chuẩn tắc và chính nó không aben.

(iv) b2 = 1. Gọi K =< b > thì H ∩K = {1} và G = HK. Ta có b−1ab ∈ H
vì H �G và b−1ab = a hoặc a3 vì a có cấp 4. Như trong (ii), b−1ab = a kéo theo

G aben. Do đó b−1ab = a3 và dẫn đến

ba = a3b.

Các phần tử 1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b là các phần tử phân biệt của G. Các phương

trình ba = a3b, b2 = 1, a4 = 1 cho phép ta xây dựng bảng nhân sau.

Bảng 2.3

. 1 a a2 a3 b ab a2b a3b

1 1 a a2 a3 b ab a2b a3b

a a a2 a3 1 ab a2b a3b b

a2 a2 a3 1 a a2b a3b b ab

a3 a3 1 a a2 a3b b ab a2b

b b a3b a2b ab 1 a3 a2 a

ab ab b a3b a2b a 1 a3 a2

a2b a2b ab b a3b a2 a 1 a3

a3b a3b a2b ab b a3 a2 a 1

2.3.3 Các nhóm có cấp 12 và 15.

Để hoàn thành bảng liệt kê tất cả các nhóm đến cấp 15, ta phải tìm tất cả các

nhóm có thể có với cấp 12 và 15. Vì 12 = 3.22, theo Định lý Sylow, có ít nhất

một S2-nhóm con cấp 22 và ít nhất một S3-nhóm con cấp 3. Ngoài ra, số các

S2-nhóm con là s2 = 1 + 2k với k là một số tự nhiên nào đó và s2 chia hết |G|.
Khi k = 0, s2 = 1 và khi k = 1, s3 = 3. Nếu k > 1 rõ ràng rằng 1 + 2k không

chia hết 12. Vì thế ta có hai khả năng: G có đúng một S2-nhóm con hoặc G có

đúng S3-nhóm con hoặc có đúng bốn S3-nhóm con. Vì thế ta có bốn khả năng:

(i) s2 = 1 và s3 = 1,

(ii) s2 = 1 và s3 = 4,

(iii) s2 = 3 và s3 = 1,

(iv) s2 = 3 và s3 = 4,

Từ đó ta có bảng nhân của G :
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Do p là số nguyên tố, nhóm bất kỳ có cấp p là cyclic. Vì vậy có duy nhất (sai khác

đẳng cấu) một nhóm cấp p. Đặc biệt, các nhóm duy nhất có cấp 2, 3, 5, 7, 11 và

13 là cyclic.

Có đúng hai nhóm không đẳng cấu cấp 4 là C4 và K4. Thật ra, có đúng hai

nhóm không đẳng cấu cấp p2 là Cp2 và Cp × Cp (Bài toán 5.36 của [5]).

Kế đến, ta sẽ thấy rằng có đúng hai nhóm trong mỗi trường hợp cấp 6, 10 hoặc

14. Lưu ý rằng 6 = 2.3, 14 = 2.7, nên các nhóm này có cấp 2p với p là nguyên

tố khác 2. Cho G là một nhóm có cấp 2p, với p là số nguyên tố lẻ. Theo Định lý

Sylow, G có 1 + kp Sp-nhóm con cấp p, với k ≥ 0 và 1 + kp chia hết 2p. Khi đó

1 + kp = p hoặc 1 + kp = 2 hoặc 1 + kp = 2p hoặc 1 + kp = 1. Vì p không chia

hết 1 +kp nên 1 +kp = 2 hoặc 1 +kp = 1. Vì p > 2, 1 +kp 6= 2, nên 1 +kp = 1.

Do đó G có duy nhất một nhóm con K cấp p. Cũng theo Định lý Sylow, G có

1 + 2k S2 nhóm con cấp 2, Với k 6= 0. Tương tự trên, 1 + kp = 1, 2, p hoặc 2p. Vì

2 không chia hết 1 + 2k, ta có 1 + 2k = 1 hoặc 1 + 2k = p. Do đó có một trong

hai trường hợp sau đây xảy ra:

(i) có đúng một nhóm con H cấp 2.

(ii) có đúng p nhóm con cấp 2.

(i) Trong trường hợp này, nhóm G là cyclic cấp 2p. Để thấy điều này, lưu ý

rằng H là S2-nhóm con duy nhất và K là Sp-nhóm con duy nhất, nên H �G và

K � G. Hơn nữa, H ∩K = {1} vì (2, p) = 1. Rõ ràng |H||K| = 2p = |G|. Do
đó G ∼= H ×K. Nhưng H và K tương ứng là các nhóm cyclic cấp 2 và p, nên G

là nhóm cyclic cấp 2p.

(ii) Giả sử K =< a >, trong đó ap = 1. Vì K là nhóm con duy nhất cấp

p, b 6∈ K kéo theo b2 = 1. Rõ ràng G = K ∪ bK. Do đó G chứa các phần tử phân

biệt

1, a, a2, ..., ap−1, b, ba, ba2, ..., bap−1.

Với i = 0, 1, ..., p − 1, bai 6∈ K và mỗi phần tử của G nằm ngoài K có cấp 2,

(bai)2 = 1 và bai = (bai)−1 = (ai)−1b−1 = ap−1b.

Bây giờ nếu G là một nhóm có cấp 2p thì nó thuộc loại (i) hoặc loại (ii). Nếu

G thuộc loại (i) thì nó là một nhóm cyclic cấp 2p, mà mọi nhóm cyclic cùng cấp

thì đẳng cấu. Do đó mọi nhóm có cấp 2p có tính chất (i) là đẳng cấu.

Giả sử G thuộc loại (ii). Lập luận như trên, G có một nhóm con

K =< a > cấp p và một phần tử b cấp 2 sao cho

G =
{

1, a, ..., ap−1, b, ba, ..., bap−1} ,
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(bai)2 = 1, bai = ap−1b, 0 ≤ i ≤ p− 1.

Khi đó ánh xạ α : G→ G xác định bởi α(ai) = ai, α(b) = b, α(bai) = bai là một

đẳng cấu. Vì thế hai nhóm bất kỳ thuộc loại (ii) là đẳng cấu.

Xét đa giác đều n cạnh Pn với n > 2. Gọi a là phép quay mặt phẳng xung

quanh tâm của Pn. Khi đó an = 1, b2 = 1 và tất cả các phép đối xứng của Pn (tức

là các phép biến đổi đẳng cự của mặt phẳng biến Pn thành chính nó) là

1, a, a2, ..., an−1, b, ba, ba2, ..., ban−1

thỏa mãn (bai)2 = 1, bai = an−ib, 0 ≤ i ≤ n−1. Các phép đối xứng này lập thành

một nhóm với phép toán hợp thành, ký hiệu Dn và được gọi là nhóm Dihedral (hay

nhóm nhị diện). Như vậy nhóm Dihedral Dp thuộc loại (ii). Vì thế có đúng hai

nhóm (sai khác đẳng cấu) có cấp 2p là nhóm cyclic C2p và nhóm Dihedral Dp.

Đặc biệt, có đúng hai nhóm không đẳng cấu có cấp i, i = 6, 10, 14.

2.3.2 Các nhóm có cấp 8 và 9.

Cho G là một nhóm cấp 8. Có ít nhất ba nhóm aben không đẳng cấu cấp 8:

C8, C2 ×C4 và C2 ×K4. Ta sẽ thấy rằng nếu G là aben thì nó đẳng cấu với một

trong ba nhóm này.

Nếu G là phần tử cấp 8, G là cyclic. Nếu G không có phần tử nào cấp 8 mà

có một phần tử a cấp 4, đặt H =< a >. Cho b ∈ G \ H. Nếu b cấp 4 thì b2 là

phần tử cấp 2 và nằm trong H (vì phân tích lớp kề của G) là H ∪ bH. Do đó

(ab)2 = a2b2 = a2a2 = 1. Ta có ab ∈ G \H có cấp 2. Đặt X =< ab >. G = XH,

X ∩H = {1}. Vì thế G ∼= X ×H. Do X ∼= C2 và H ∼= C4, ta có G ∼= C2 × C4.

Nếu G không có phần tử nào cấp 4 hoặc cấp 8, mọi phần tử khác đơn vị của

nó đều có cấp 2. Gọi a và b là hai phần tử khác nhau có cấp 2 trong G. Đặt

A =< a >, B =< b >. Khi đó AB là một nhóm. Do A ∩ B = {1}, ta có

AB ∼= A×B ∼= C2 ×C2. Với c ∈ G \AB và C =< c >, C ∩AB = {1}. Vì vậy
G ∼= (C2 × C2)× C2 = K4 × C2.

Do đó có đúng (sai khác đẳng cấu) ba nhóm aben cấp 8.

Giả sử G là nhóm không aben cấp 8. G có một phần tử cấp 4 và không có phần

tử nào cấp 8; vì nếu g ∈ G có cấp 8, G ∼= C8. Mặt khác, nếu mọi phần tử của G

đầu có cấp 2 thì (ab)2 = 1 với bất kỳ a, b ∈ G và suy ra

ba = a2bab2 = a(abab)b = ab
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mâu thuẫn với giả thiết G không aben. Cho a ∈ G là phần tử có cấp 4 và đặt

H =< a >. Khi đó G = H ∪Hb với b ∈ G nào đó và H � G vì nó có chỉ số 2

trong G. b2 ∈ H; vì nếu không các lớp kề H, Hb, Hb2 là phân biệt và điều này

mâu thuẫn với [G : H] = 2. Ta có 4 khả năng đối với b2:

(i) b2 = a, (ii) b2 = a2, (iii) b2 = a3, (iv) b2 = 1.

Nếu (i) và (iii) xảy ra, rõ ràng G =< b >, mâu thuẫn với giả thiết. Vì vậy chỉ

còn hai khả năng (ii) và (iv).

(ii) b2 = a2. Vì H ∼= G, b−1ab = a hay b−1ab = a3. Nếu b−1ab = a thì ab = ba.

Nhưng mọi phần tử của G có thể được viết dưới dạng aib hay ai vì G = H ∪Hb.
Do đó ab = ba kéo theo G aben, mâu thuẫn với giả thiết. Vì vậy b−1ab = a3 hoặc

ab = ba3. Vì G = H ∪ Hb, các phần tử của G là 1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b. Nếu

một nhóm thuộc kiểu này thật sự tồn tại thì ab = ba3, b2 = a2, a4 = 1 cung cấp

cho ta đủ thông tin để xây dựng bảng nhân của nó.

Bảng 2.2

. 1 a a2 a3 b ab a2b a3b

1 1 a a2 a3 b ab a2b a3b

a a a2 a3 1 ab a2b a3b b

a2 a2 a3 1 a a2b a3b b ab

a3 a3 1 a a2 a3b b ab a2b

b b a3b a2b ab a2 a 1 a3

ab ab b a3b a2b a3 a2 a 1

a2b a2b ab b a3b 1 a3 a2 a

a3b a3b ab ab b a 1 a3 a2

Để tính các tích trong bảng, ta sử dụng ba = ba3 và b2 = a2 và kéo theo ba = a3b

vì a3b = a2(ba3) = b3a3 = b(a2a3) = ba.

Nếu G là một nhóm con không aben khác có cấp 8 với một phần tử a có cấp 4

và một phần tử b 6∈< a > sao cho b
2

= a2 thì như lập luận trên,

G =
{

1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b
}
,

với các phần tử thỏa mãn các phương trình

a4 = 1, a2 = b
2
, ab = ba3,

mà từ đó ta có được bảng nhân của G, được đồng nhất với Bảng 2.2, trong đó

a thay thế a và b thay thế b. Ánh xạ α : G → G xác định bởi α(a) = a và

α(aib) = aib, i = 0, 1, 2, 3 rõ ràng là một đẳng cấu.


