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      Tôi xin gởi lời cảm ơn chân thành  đến toàn thể quí thầy cô đã tận tình 
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 MỞ ĐẦU                                           

 

1.Lý do chọn đề tài: 

          Hiện nay định lý điểm bất động là một vấn đề  nghiên cứu rất lớn của 
toán học hiện đại,rất nhiều nhà toán học trên thế giới đã và đang nghiên cứu 
phát triển.Trong đó định lý điểm bất động loại Krasnosel’skii và ứng dụng 
vào phương trình tích phân là vấn đề được quan tâm rất nhiều.Vì vậy chúng 
tôi chọn đề tài này làm nội dung nghiên cứu của luận văn . 

2.Mục đích: 

        Luận văn này nghiên cứu sự ứng dụng  của định lý điểm bất động loại 
Krasnosel’skii vào phương trình tích phân . 

3.Đối tượng và phạm vi nghiên cứu: 

       Nội dung  luận văn dựa vào ba bài báo [ ]1 , [ ]2 , [ ]3  ,trong đó chúng tôi 
nghiên cứu định lý điểm bất động loại Krasnosel’skii và ứng dụng để chứng 
minh sự tồn tại nghiêm của phương trình tích phân. 

4.ý nghĩa khoa học thực tiễn 

        Kết quả của luận văn này là cơ sở để tiếp tục nghiên cứu sự tồn tại 
nghiệm của phương  trình tích phân. 

5.Cấu trúc luận văn 

Luận văn gồm  3 chương 

Chương 1: Chúng tôi trình bày ,chứng minh một định lý điểm bất động 

loại Krasnosel’skii-Sheafer và chứng minh sự tồn tại nghiêm của phương 

trình tích phân. 
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Chương 2: Chúng tôi trình bày ,chứng minh một định lý điểm bất động 

loại Krasnosel’skii trong không gian Frechet và chứng minh sự tồn tại 

nghiêm của phương trình tích phân. 

Chương 3: Chúng tôi trình bày ,chứng minh  định lý điểm bất động cho 

một dạng ánh xạ co trong không gian hàm liên tục và ứng dụngvào phương 

trình tích phân. 
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MỤC LỤC 
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CHƯƠNG 1: MỘT ĐỊNH LÝ ĐIỂM BẤT ĐỘNG LOẠI                        

KRASNOSELS”KII-SCHAEFER 

    
 
           Trong chương này trình bày và chứng minh một định lý điểm bất 

động loại Krasnoselskii-Schaefer và ứng dụng  để chứng minh sự tồn tại 

nghiệm của phương trình tích phân : 
( t ) ( t )

0 0
x(t) q(t) v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s, x( (s)))ds,  t J

µ σ
= + θ + η ∈∫ ∫    FIE(1) 

Với J = [ ]0,1 . 

1.1) Định nghĩa  

Định nghĩa1.1.1 
           Cho X là không gian Banach, ánh xạ A:  X→X được gọi là ánh xạ co 

phi tuyến nếu tồn tại hàm liên tục không giảm : R R+ +Φ → sao cho : 

Ax Ay ( x y )− ≤ Φ − với mọi x,y X∈ , ( ) , 0r r rΦ < >  .đặc biệt 

(r) rΦ = α , 0 1< α <  thì A được gọi là ánh xạ co trên X với hằng số co là 

α  

Định nghĩa 1.1.2 

            Anh xạ : J R Rβ × →  được gọi là 1L - Caratheodory nếu thoả: 

i)  Anh xạ  t (t, x)βa  đo được x R∀ ∈ . 

ii) Anh xạ x (t, x)βa  liên tục hầu khắp nơi với t J∈ . 

iii) r R ,(r 0)∀ ∈ >    tồn tại hàm  1(J, R)h Lr ∈ thoa:      

(t,x) (t), t J, x R, x rhrβ ≤ ∈ ∀ ∈ ≤  
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Các ký hiệu 
˜*  BM(J,R) là không gian các hàm bị chặn và đo được   trên J,với chuẩn 

BM
x max x(t)

t J
=

∈
 

   ˜*  1L (J,R)  là không gian các hàm  đo được  Lebesque trên J ,với chuẩn             

1

01x x(t) dsL = ∫  

1.2) Các định lý cơ bản 

         Trước hết ta xét định lý điểm bất động của Boy và Wong [ ]4 , định lý 

dùng để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình tích 

phân phi tuyến. 

Định lý 1.2.1 

         Cho S là tập lồi đóng bị chặn trong không gian Banach X và A:S→S là 

ánh xạ co phi tuyến thì A có duy nhất một điểm bất đông *x và 

lim *,n

n
A x x x S

→∞
= ∀ ∈  

        Tiếp theo ta xét một định lý điểm bất động của Scheaefer [ ]8  liên quan 

đến toán tử hoàn toàn liên tục.  

Định lý 1.2.2 
             Cho T  : X →X  là toán tử hoàn toàn liên tục khi đó ta có: 

i)Phương trình  x= λTx có một nghiệm với λ  =1 hoặc: 

ii)Tập hợp { }u X,u Tu, (0,1)= ∈ = λ λ∈ε  là  không bị chặn. 

Burton và Kirk [ ]6  đã kết hợp định lý 1.2.1 và 1.2.2 để chứng minh  định lý 

sau: 
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Định lý 1.2.3 
             Cho A và B :X→X là 2 toán tử thoả: 

a)A là ánh xạ co. 

b)B là toán tử hoàn toàn liên tục. 

Khi đó ta có: 

i)Phương trình  Ax+Bx=x   có một nghiệm hoặc: 

ii)Tập hợp 
uu X : A( ) Bu u, (0,1) = ∈ λ + λ = λ∈ λ 

ε  là tập không bị chặn. 

Nhận xét:   
           Định lý 1.2.3 dùng chứng minh sự tồn tại nghiệm của phương trình 

tích phân dạng hỗn hợp [ ]6 .Nhưng trong trường hợp A không phải là ánh xạ 

co thì định lý 1.2.3 không dùng được ,vì vậy ta  xét định lý điểm bất động  

dạng Nashed-Wong-Shaefer. 

1.3)Một định lý điểm bất đông loại Krasnoselskii-Schaefer 

Định lý 1.3.1 
          Cho A , B :X→X là 2 toán tử thoả 2 điều kiện : 

a) A là tuyến tính bị chặn và tồn tại  p ∈N mà pA  là ánh xạ co phi tuyến. 

b)  B là hoàn toàn liên tục. 

khi đó: 

i)   Phương trình  Ax+λBx=x   có một nghiệm với λ  =1 hoặc: 

ii)  Tập hợp { }u X : Au Bu u, (0,1)ε = ∈ + λ = λ∈  là tập không bị chặn. 

Chứng minh: 

Định nghĩa ánh xạ T : X X→  bởi: 

                 
1(I A)Tx Bx−−=  
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Ta có phương trình [ ]1(I A) Bx Ax Bx x, 0,1x−−λ + λ = λ ∈= ⇔  

          Trước hết cần chứng minh T được định nghĩa đúng và T hoàn toàn liên 

tục trên X 

Ta có: 

          
0

p 111 j2 P 1 p
j

(I A) I ... ...  ( )A A A A(I A )
=

−−− −− ∑= + + + + + = −  

Do pA  là ánh xạ co phi tuyến nên toán tử  
1p(I )A
−

− là tồn tại trên X, mặt 

khác A là tuyến tính bị chặn ,
p 1

jA
j 0

−
∑
=

 là toán tử tuyến tính bị chặn từ X X→  

do đó  

p 11

0

p j( )(I ) AA
j

−−

=

∑−  tồn tại nên T  được định nghĩa đúng và là ánh xạ từ 

X→X,  ta  cần chứng minh 1(I A)−−  liên tục. Thật vậy, do A là tuyến tính 

và bị chặn  nên A liên tục suy ra jA  liên tục (j =1,2,3,…) nên 1(I A)−−  là 

liên tục trên X, vì B là compact  do đó ( ) 1I AT B−−=  là hoàn toàn liên tục 

từ X→X  theo định lý 1.2.2 ta có điều phải chứng minh. 

1.4) Sự tồn tại nghiệm 

         Ứng dụng định lý 1.3.1 ta  chứng minh sự tồn tại nghiệm của phương 

trình tích phân phi tuyến sau: 

FIE (1) 

 Trong đó: 

 q : J R, v,k : J J R,g : J R R→ × → × → và , , , : J Jµ φ σ η → ,với 

(t ) ( t )

0 0
x(t) q(t) v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s, x( (s)))ds,  t J

µ σ
= + θ + η ∈∫ ∫
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                   [ ]0,1J R= ⊂  

Ta xét các giả thiết: 

( 0H ):các hàm , , , : J Jµ θ σ η →  là liên tục. 

( 1H ): hàm  q : J R→   là liên tục. 

( H2 ): hàm  v, k : J J R× →  là liên tục. 

( 3H ): hàm  g  là  1L -Caratheodory. 

( 4H ):Tồn tại hàm  1(J, R)Lφ∈  và hàm ψ : [ ) ( )0, 0,∞ → ∞  liên tục 

không giảm sao cho    ( )g(t, x) (t) x , t J, x R< φ ψ ∈ ∀ ∈ . 

Định lý 1.4.1 

          Giả sử   giả thiết từ  ( 0H ) đến ( 4H ) được thoả mản và 

(t) t,  (t) t,  (t) t,  (t) t,  t Jµ ≤ θ ≤ η ≤ σ ≤ ∀ ∈ ,
BM

q

ds C
s (s)

∞
>

+ψ∫    với 

{ }1L
C max V,K , V v(t,s) , K k(t,s)max max

t,s J t,s J
= φ = =

∈ ∈  

 khi đó  phương trình  FIE(1) có một nghiệm trên J. 

Chứng minh 

           Định nghĩa toán tử A,B:  BM(J,R) →  BM(J,R) định bởi: 

                                                  

)

0

(t
Bx(t) q(t) k(t,s)g(s, x( (s)))ds  , t J

σ
= + η ∈∫                                  

      Vậy thì bài toán tìm nghiệm của FIE (1) là bài toán tìm nghiệm của  

( t )

0
x(t) v(t,s)x( (s))ds t JA   ,

µ
θ ∈= ∫
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phương trình Ax(t) +Bx(t) =x(t), t J∈   hay    Ax(t) +λ Bx(t) =x(t),với λ
=1,cần chứng minh 2 toán tử A,B thoả điều kiện đinh lý 1.3.1 

 A là toán tử tuyến tính bị chặn  với chuẩn A V≤  

Thật vậy: 

 

BM

BM

BM

(t)

0

1

0

Ax max Ax(t)    max v(t, s)x( (s))ds
t J

V x ds

x                  V

                A V

              

µ
= = θ

∈

≤

=

⇒ ≤

∫

∫
 

 

Tiếp theo ta chứng minh tồn tại PAp N   sao cho ∈  là ánh xạ co. 

x,y  BM(J,R)∀ ∈  
Ta có:  

. 
BM BM

B

(t ) ( t )

0 0

(t )

0

(t )

0
t

0

Ax(t) Ay(t) v(t, s)x( (s))ds v(t, s)y( (s))ds

v(t, s) x( (s)) y( (s)) ds

v(t,s) x( (s)) y( (s)) ds

x y x yV ds V

suy ra  

                  

                  

                  

µ µ

µ

µ

− θ − θ

 θ − θ 

θ − θ

− −

=

=

≤

≤ ≤

∫ ∫

∫

∫
∫

M BM
Ax Ay x yV− −≤

 

Mặt khác: 
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BM

BM

BM

(t) (s)

0 0
t s

0 0

2 2 x yx(t) y(t) V( v(s, ) d )dsA A

x yV( v(s, ) d )ds

2V x y                            
2!

                    

µ µ
−− ≤ τ τ

−τ τ

−≤

≤

∫ ∫
∫ ∫

 

Tổng quát ta có: 

    BM

nVn n x yx(t) y(t)A A n!
−− ≤  

Hay    BMBM

nVn nx y x yA A n!
− −≤     ,  n ∈∈N 

Vì  n

nV 0lim n!→∞
=   nên tồn tại p N∈  sao cho  

pV 1
p!

   < do đó p  A là ánh 

xạ co  trên BM(J,R). 

Chứng minh B  là hoàn toàn liên tục. 

Trước hết ta chứng minh B liên tục: 

         Lấy m mx , x BM(J,R) sao cho x x∈ → ta cần chứng minh om∃ :

BMm 0Bx Bx , m m− ≤ ε ∀ ≥ . 

         Thật vậy do 

BMm o o mx 0, m ta co  x  x m m x,  ′→ ⇒ ∀ε > ∃ ∀ ≥ − < ε

( t )

0m mB (t) Bx(t)   k(t,s) g(s, ( (s))) g(s,x( (s))) dsx xta  co :
σ

− ≤ η − η′ ∫
 

đối với t J∈  ta có: 
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t

0m m             B (t) Bx(t) K g(s, ( (s))) g(s,x( (s))) dsx x− ≤ η − η∫
                  

Hơn nữa tồn tại  một số L 0> sao cho: 

 m                (t) L ,  x(t) L,  t Jx ≤ ≤ ∀ ∈  

Vì  hàm g liên tục đều trên tập compact { }(t,x) J R, x L∈ × ≤  và  

m( (.)) x( (.)) 2Lx η − η ≤ cho nên : 

mg(s, ( (s))) g(s,x( (s)))x K
ε

η − η ≤  

 mB (t) Bx(t)x − ≤ K K
ε

 ≤  ε      

nên BMm 0Bx Bx , m m− ≤ ε ∀ ≥   do đó B liên tục. 

    Lấy { }Xn  bị chặn trong BM(J,R) sao cho BMn  r,   r 0x ≤ > , n N∈  

ta cần chứng minh { }nB , n Nx ∈  là  tập compact tương đối ,thật vậy: 

Theo giả thiết (H3) ta có: 

BM

1BM BM

t

0

1

0

n n

L

B q(t) k(t,s) g(s, ( (s))) dsmax maxx x
t J t J

                q qK (s)ds     Kh hr r

≤ + η
∈ ∈

≤ + = +

∫

∫  

Do đó: 

{ }nB :n Nx ∈ bị chặn đều trong BM(J,R). 

Tiếp theo ta chứng minh  { }nB :n Nx ∈  là tập đồng liên tục. 
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ta cot, J :′∀ τ∈
n nB (t) B ( )x x− τ    

( t ) ( )

0 o
n nk(t, s)g(s, ( (s)))ds k( ,s)g(s, ( (s)))dsx x

τσ σ
≤ η − τ η∫ ∫                    

( t ) ( t )

0 0
n n

 + q(t) q( )

k(t, s)g(s, ( (s)))ds k( ,s)g(s, ( (s)))dsx x

− τ

σ σ
≤ η − τ η∫ ∫  

( t ) ( )

0 0
n nk( , s)g(s, ( (s)))ds k( ,s)g(s, ( (s)))ds + q(t) q( )x x

       

τσ σ
+ τ η − τ η − τ∫ ∫

 

[ ]
( t ) ( t )

0 ( )

1

0
1

0
(t )

0

nn

1L

k(t,s) k( ,s) g(s, ( (s)))ds k( , s)g(s, ( (s)))ds q(t) q( )xx

k(t,s) k( ,s) h (s)ds K p(t) p( ) q(t) q( )r

h k(t,s) k( ,s) ds K p(t) p( ) q(t) q( )r

 p(t)= h (s)dsr

τ

σ σ
≤ − τ η + τ η + − τ

σ

≤ − τ + − τ + − τ

= − τ + − τ + − τ

σ

∫ ∫

∫
∫

∫
                               

Vì p,q,k là các hàm liên tục đều do đó ta có: 

n n                    B (t) B ( ) 0 khi tx x− τ → → τ  

{ }nsuy ra Bx : n N∈   là tập đồng liên tục. 



15 

        Vậy theo định lý Azela-Ascoli tập { }nBx : n N∈    là tập compact 

tương đối nên  B là hoàn toàn liên tục trên BM(J,R) do đó A,B thoả điều kiện 

của định lý 1.3.1. 

Bây giờ ta chứng minh điều kiện ii) trong định lý 1.3.1 không xảy ra ,ta xét 

phương trình sau: 

( )
( t ) ( t )

0 0
x(t) q(t) v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s, x( (s)))ds, t J  *

µ σ
= λ + θ + λ η ∈∫ ∫

 

Nếu x là nghiệm của (*) thì: 

( )
( t ) ( t )

0 0
x(t) q(t) v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s, x( (s)))ds, t J, 0,1

µ σ
= λ + θ + λ η ∈ λ∈∫ ∫

Do đó: 
(t ) ( t )

0 0
x(t) q(t) v(t,s) x( (s)) ds k(t,s) g(s, x( (s))) ds, t J

µ σ
≤ + θ + η ∈∫ ∫

 

Đặt :  

[ ]
[ ]

BM

(t ) ( t )

0 0
q V x( (s)) ds K (s) ( x( (s)) )ds

 w(t) = max x(s)  x(t*)  ,   t*  0,t
s  0,t

µ σ
≤ θ φ ψ η

= ∈
∈

+ +∫ ∫

 

 suy ra 

x(t) w(t)≤  , t J∈   

Từ bất đẳng thức trên ta có: 

 

BM

(t*)

0
(t*)

0

*w(t)   =  x( )  q V x( (s)) dst

K (s) ( x( (s)) )ds

      

                                +

µ
≤ + θ +

σ
φ ψ η

∫
∫  
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Đặt :
( )

BM

1
BM

BM

BM

t* t*

0 0
t t

0 0

t

0

t

0

L

1L

q w(s)ds      +    K (s) (w(s))ds

q V w(s)ds      +   K (w(s))ds

q C w(s) (w(s) ds C max V,K

 u t q C w(s) (w(s) ds

     

v

    ; 

   .

≤ + φ ψ

≤ + φ ψ

  
 ≤ + +ψ = φ  

  

 = + +ψ 

∫ ∫
∫ ∫

∫

∫
 

Thì  U(0) = BM
q và w(t) u(t)≤ , t J∈  

 Ta có: 

[ ] [ ]u (t) =C w(t) (w(t)) C u(t) (u(t))
u (t)suy ra  C

u(t) (u(t))

′ + ψ ≤ +ψ

′
≤

+ψ
 

Lấy tích phân ta được : 

t t

0 0

u (s)ds  Cds  C 
u(s) (u(s))

′
≤ ≤

+ψ∫ ∫  

Đổi biến tích phân ta có : 

BM BM

u(t )

q q

ds ds C <
s (s) s (s)

+∞
≤

+ψ +ψ∫ ∫    

 Nên tồn tại hằng số M > 0 sao cho:  

    U(t) ≤  M, với t J∈  

  x(t)  w(t)  u(t)  M,  t J 
  x  max x(t) M

t J

⇒ ≤ ≤ ≤ ∈

⇒ = ≤
∈
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Nên tập   { }u X : Au Bu u, (0,1)ε = ∈ + λ = λ∈ là tập bị chặn suy ra  kết 

luận ii) của định lý 1.3.1 không thoả do đó kết  luận i) của định lý 1.3.1  thoả 

hay phương trình FIE(1) có nghiệm trên  J. 
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   CHƯƠNG 2: MỘT ĐỊNH LÝ ĐIỂM BẤT ĐỘNG LOẠI 

KRASNOSELS”KII TRONG KHÔNG GIAN FRECHET 

 

           Trong chương này ta sử dụng định lý Schaefer trong một không  

 gian lồi địa phương đặc biệt để chứng minh  định lý tổng quát của 

Krasnosels”kii và ứng dụng vào chứng minh phương trình: 

 x(t) = q(t) + 
(t) ( t )

0 0
v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s,x( (s)))ds

µ σ
θ + η∫ ∫   có nghiệm trên 

[ )R 0,+ = +∞ . 

 2.1)Định nghĩa: 

ˆHọ đếm được nửa chuẩn .
n trên X gọi là họ đủ nếu: 

     n
x X, x 0, n N*, x 0∀ ∈ ≠ ∃ ∈ ≠   

ˆMỗi không gian (X, .
n
) với họ đếm được nửa chuẩn đủ và mêtric d được 

cho bởi d(x,y) = 
n

n
n 1 n

1

1

x y
  + x y2

∞

=

−

−∑ .Nếu (X, .
n
) là không gian đầy đủ với 

mêtric trên thì được gọi là không gian Frechet. 

2.2) Các định lý cơ bản 

        Hai kết quả chính của định lý điểm bất động của Schauder và Banach 

đã được Krasnoselskii( [ ]7 [ ]8 [ ]9 [ ]10 )  kết hợp tạo thành các kết quả sau: 

Định lý 2.2.1: 

       Cho M là không gian lồi đóng khác rỗng của không gian  Banach  

(X, ||.||). Giả sử A, B là 2 ánh xạ từ M → X  thỏa : 
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i)Ax + By ∈ M, ∀x, y ∈ M 

ii)A là liên tục và AM chứa trong 1 tập compact. 

iii)B là ánh xạ co với hằng số co a < 1 

Khi đó tồn tại x ∈ M sao cho Ax + Bx = x 

Chứng minh : 

 Theo giả thiết iii) của định lý, B là ánh xạ co với hằng số a < 1 nên ta 

có ánh xạ I – B: M → (I – B)M là đồng phôi, do đó A +B có điểm bất động 

khi toán tử U = (I-B)P

-1
PA có điểm bất động.Ta thấy U thỏa giả thiết của định 

lý Schauder Vì vậy U có điểm bất động hay PT Ax+Bx = x có nghiệm trên 

M. 

Kết quả của định lý trên có rất một số ứng dụng thú vị, tuy nhiên theo 

T.A.Burton  [ ]5 việc kiểm tra điều kiện i) của định lý là khó khăn. Chính vì 

vậy T.A .BurTon  đ thay điều kiện i) bởi điều kiện i’) : (x = Bx + Ay, y∈M) 

⇒ x∈M. 

Đặc biệt nếu M = {x∈X, ||x|| ≤ r} thì giả thiết i') được thỏa nếu điều 

kiện sau : AM ⊂ M, ||x|| ≤ ||(I – B)x|| ∀ x ∈ M được thỏa 

Để hoàn thiện giả thiết i) Burton và Kirk [ ]6 đ chứng minh một dạng 

biến đổi của định lý 2.2.1. 

 

Định lý 2.2.2: 

Cho X là không gian Banach A, B: X → X. Trong đó A là toán tử compact, 

B là ánh xạ co với hằng số a < 1 khi đó ta có : 
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i)  x = l B ( x
λ

) +  lAx có  một nghiệm với l = 1 hoặc: 

ii)Tập hợp e = {x∈X, x = l B ( x
λ

) + l Ax, l ∈(0,1)} là tập không bị chặn. 

Chứng minhU : 

 Ta sử dụng kết quả cơ bản của Shaefer [ ]7 . 

  Định lý S    

      Cho E là một không gian lồi địa phương tuyến tính và H : B → B là ánh 

xạ compact khi đó ta có : 

a) Phương trình :x = lHx có một nghiệm với l = 1 hoặc: 

b) Tập hợp {x∈X, x=lHx, l∈(0,1)} không bị chặn. 

         Vì B l nh xạ co với hằng số co a < 1 suy ra  l B  (l ∈ (0,1)) cũng là ánh 

xạ co với hằng số co a < 1. 

     Ta có phương trình : x = l B ( x
λ

) + l Ax ⇔  x = l (I – B)P

-1
P Ax 

Đặt H = (I – B)P

-1
P A, ta có H là compact nên  H  thỏa giả thiết định lý S do đó 

phương trình :x = lHx  có nghiệm với l = 1 hoặc tập hợp e = { x∈X /x = l 

Hx, l ∈ (0,1)} là tập không bị chặn .Vậy định lý 2.2.2 đã được chứng minh. 

B.C. Dhage đ chứng minh kết quả sau : 

 Định lý 2.2.3 

 Cho (X, ||.||) là không gian Banach, A ,B là 2 toán tử sao cho : 

a)A là toán tử compact. 
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b) B là tuyến tính bị chặn và tồn tại P∈N* sao cho ||BP

P
Px – BP

P
Py|| ≤ φ(||x-y||) 

∀x, y∈X với φ  : RR+R →RR+R là hàm không giảm  thỏa φ(r) < r, ∀r > 0. 

Khi đó ta có : 

i) Phương trình : lAx + Bx = x có  một nghiệm với l = 1 hoặc: 

ii) Tập hợp {x∈X, lAx + Bx=x}, ∀l∈(0,1) không bị chặn. 

Chứng minhU : 

Từ giả thiết b) ta có 1(I B)−− tồn tại và liên tục.do B tuyến tính nên  

l B ( x
λ

) =Bx do đó: 

lAx + Bx = x ⇔  x = l (I – B)P

-1
P Ax. 

Đặt U= (I – B)P

-1
PA , dễ thấy U thỏa giả thiết định lý S   nên phương trình : 

 x = lUx có nghiệm với l = 1 hoặc tập hợp            

 e = { x∈X /x = l Ux, l ∈ (0,1)} là tập không bị chặn suy ra điều cần chứng 

minh. 

2.3. Vi ch ý về kết quả của Dhage . 

      Ta thấy định lý 2.2.3 tổng  quát hơn so với định lý 2.2.2.Để minh hoạ 

điều này BC.Dhage xét phương trình: 

 x(t) =  q(t)+
(t) ( t )

0 0
v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s,x( (s)))ds

µ σ
θ + η∫ ∫ , ∈t [0,1]   FIE(1) 

Gọi X = { x: [0,1] → R là hàm bị chặn và đo được}     

Với chuẩn ||x|| =
∈t [0,1]
sup x(t)                                                                        (2.3.1) 

Toán tứ A,B xác định bởi : 
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    (Ax)(t) = 
(t)

0
k(t,s)g(s,x( (s)))ds

σ
η∫   

             (Bx)(t) = 
(t)

0
V(t,s)x( (s))ds

µ
θ∫      (2.3.2) 

Giả sử  v liên tục trên tập  {(s,t) 0 ≤ s≤ t ≤ 1}và  m, θ :[0,1] → [0,1]  liên tục 

với       m(t) ≤ t, θ (t) ≤ t                                                      (2.3.3) 

Theo chứng minh ở phần trước ta có  

n nB x  B y −  ≤ 
nv

n!
||x – y ||               (2.3.4) 

Với v = sup {|v(t,s) |, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1} suy ra BP

n
P là ánh xạ co với n đủ lớn 

Ta cũng có B là co nhưng nó không co với chuẩn 2.3.1 mà chỉ co với 

chuẩn tương đương tức là chuẩn : 

||x||Rl R= { }t
t [0,1]
sup | x(t) | e−λ

∈
 l > 0                                  (2.3.5) 

Thật vậy vì θ(t) ≤ t nên : 

|x(θ(t)) – y(θ(t))|eP

-lt
P ≤ |x(θ(t)) – y(θ(t))|eP

-lθ(t) 

P

                                   
P≤P

   
P||x-y||Rl 

 

|(Bx)(t) – (By)(t)|    ≤ 
(t )

0
v(t,s) x( (s)) y( (s)) ds

µ
θ − θ∫  

             ≤ V
t s s

0
x( (s)) y( (s)) e .e ds−λ λθ − θ∫  

              ≤ V ||x – y||Rl R 
t s t

0

Ve ds || x y || (e 1)λ λ
λ= − −

λ∫  

                                  ≤ V
λ

||x - y||RlReP

lt
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Nên |Bx(t) – By(t)|eP

-lt
P  ≤ V

λ
||x - y||Rl R      ,  (t∈[0,1]  ) 

     ⇒ ||Bx – By||RlRP

 
P≤ V
λ

||x - y||RlR                                                       (2.3.6)  

Chọn l > V suy ra B là co. 

 Kế tiếp ta sẽ chứng minh B là toán tử compact. 

           Do B là co đối với chuẩn (2.3.5) nên B là liên tục đối với chuẩn 

(2.3.5) do đó B liên tục đối với chuẩn (2.3.1). 

Ta chứng minh {BxRnR : n∈N} là tập compact tương đối với {xRn R} l dy bị 

chăn, ||xRnR|| ≤ r 

Ta có: ||BxRnR|| = sup {|BxRnR(t)|} ≤ sup 
t

n0
| v(t,s) || x (s) | dsθ∫  

          ≤V
1

n0
|| x | | ds∫   

                                                 ≤ Vr 

Suy ra  {BxRn R : n∈N} bị chặn đều.   

∀ t, t’ ∈[0,1] ta có :    |BxRnR(t) – BxRnR(t’)|       
(t ) ( t ')

n n0 0
                v(t,s) x ( (s) ds v(t ',s) x ( (s) ds     

µ µ
≤ θ − θ∫ ∫  

   ≤ 
(t ) ( t )

n n0 (t ')
| v(t,s) v(t ',s) || x ( (s)) | ds v(t ',s) | x ( (s)) | ds

µ µ

µ
− θ + θ∫ ∫            (2.3.7)

  

  ≤ r
1

0
v(t,s) v(t ',s) ds vr (t) (t ')− + µ −µ∫    

Do hàm v và m là liên tục đều nên : 
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∀ e > 0, ∃d = d(e) , ∀xRnR, yRnR ,||xRnR|| ≤ r, ||yRnR||≤r, ∀t, t’∈[0,1] (2.3.8) 

|t-t’| < d ⇒|(BxRnR)(t) – (BxRnR)(t’)| < e 

Suy ra  {BxRn R: n∈N} đồng liên tục. 

Nên {BxRn R: n∈N} là tập compact tương đối. 

         Vậy theo định lý Ascoli – Arzela B là compact trên tập {x∈l,||x|| ≤ r}. 

Vì A,B là toán tử  compact bằng cách sử dụng bậc tôpô ta có kết quả định lý 

2.2.3 

Giả sử hàm g, k, σ , η và A là compact,Dhage đã chứng minh được 

tồn tại số r sao cho nếu x thoả phương trình : 

x=Bx+λAx với l ∈ (0,1)  thì ||x||≤ r.                                                     (2.3.9) 

Xét trong X tập mở và bị chặnΩ={x∈X, ||x||≤ 2r},định nghĩa trên    Ω×[0,1] 

toán tử : 

H(x, l)= Bx+λAx thì H(x, l) là đồng luân,ta có: 

 x  ≠ H(x, l), x∈∂Ω ,l ∈ (0,1) với ∂Ω  biên của Ω .                            (2.3.10) 

Nếu x=H(x,1) thì x là nghiệm của phương trình FIE(1) ,  do đó ta chỉ nghiên 

cứu trong trường hợp x ≠ H(x,1) ,x∈∂Ω . 

Ta lại có x=H(x,0) khi x=0 vậy ta luôn có: 

x  ≠ H(x, l), x∈∂Ω ,l ∈[0,1]                                                                (2.3.11) 

sử dụng tính chất bất biến của bậc tôpô đối với phép đồng luân ta có: 

deg(I-H(.,1), Ω .,0)= deg(I-H(.,0),Ω ,O)                                             (2.3.12) 

nhưng deg(I-H(.,1), Ω ,0)= deg(I-B,Ω ,O)=   +_1 
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          Vì B tuyến tính,compact ,đơn ánh và 0∈Ω ,từ tính chất của bậc tô pô 

và(3.12) ta có: 

deg(I-H(.,1), Ω ,0) ≠ 0 từ đó suy ra H(.,1) có ít nhất một điểm bất động và  

x =H(x,1) là nghiệm của phương trình FIE(1) 

2.4. Một định lý bất  động loại Krasnoselskii 

 Nếu chng ta quan tm về sự tồn tại nghiệm trn 1 khoảng khơng 

compact thì chúng ta sẽ không dùng định lý 2.2.1, 2.2.2 và 2.2.3 vì khơng 

gian cc hm lin tục trn khoảng không compact không có cấu trúc  như không 

gian Banach bắt buộc chúng ta phải dùng không gian tổng quát hơn không 

gian Banach ví dụ không gian Frechet. 

      Định lý 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 có thể mở rộng  khi X là không gian 

Frechet.Bây giờ ta mở rộng định lý  2.2.2 trong trường hợp X là không gian 

Frechet. 

Định lý 2.4.1: 

                   Cho X là không gian Frechet và A, B : X → X là 2 toán tử, 

đặt URlRx = l B(x/l) + lAx 

Giả sử: 

i) A là toán tử compact. 

ii)B là toán tử co đối với họ nửa chuẩn ||.||Rn R ( họ ||.||Rn R tương đương với họ |.|RnR) 

iii)Tập hợp {x∈X, x = URlRx, l ∈ (0,1)} là bị chặn. 

Khi đó  tồn tại x∈X  sao cho x = Ax + Bx. 

Chứng minh:  
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        Theo giả thiết B là co nên (I - B)P

-1
P tồn tại và liên tục. đặt H : X → X với  

Hx = (I – B)P

-1
PAx vì A compact ,  (I-B)P

-1
P liên tục suy ra H compact. 

Áp dụng định lý S ta có : 

a) Phương trình x = Hx có nghiệm hoặc: 

b) Tập hợp {x∈X, x =lHx, l∈(0,1)} không bị chặn. 

Theo giả thiết iii) tập {x∈X, x = URlRx, l∈(0,1)} là bị chặn do đó kết luận 

 b) không xảy ra. Vậy x = Hx  có nghiệm hay Ax + Bx = x  có nghiệm. 

2.5  Sự tồn tại nghiệm 

          Với hàm v(t, s), k(t, s) liên tục  trên {(s,t) : 0 ≤ s ≤ t < ∞} và ma trận 

vuông  d x d,  hàm g : RR+ R×  RP

d
P → RP

d
P, q : RR+R → RP

d
P  liên  tục  và các hàm m, 

θ, σ , h :  R R+R → RR+R  liên tục thỏa m(t) ≤ t, σ  (t) ≤ t, h(t) ≤ t, t 0∀ ≥ , RR+R = 

[0,+∞). 

Ứng dụng định lý 2.4.1 ta chứng minh sự tồn tại nghiệm của phương trình: 

 x(t) = q(t) + 
µ σ

θ + η∫ ∫
(t ) (t )

0 0
v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s,x( (s)))ds  , t ∈ RR+R      (2.5.1) 

Định ly 2.5.1 

Giả sử giả thiết sau được thỏa: 

i) |g(t,x)| ≤ j(t) ( x )ψ    ,t ∈ RR+ R, x ∈ RP

d 
Pvới j : RR+R → RR+R là liên tục . 

và   Y : RR+R → (0, + ∞)  là liên tục và không giảm. 

 ii)
(.)

ds
S (s)

+∞

+ Ψ∫ = + ∞  

  khi đó phương trình (2.5.1) Có nghiệm . 
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Chứng minh 

      Đặt X = CRcR = {x : RR+R → RP

d
P   ,x liên tục}  

X là không gian có họ đếm được nửa chuẩn đủ 

                        { }
∈

=
n t [0,n]

x sup x(t)                                                (2.5.2)   

Với x = (xRiR) RiR ∈RP

d
P,     i∈1,d  ,        |x | = max {|xRiR|, i∈1,d } 

Ta có (CRCR , | . |Rn R) là không gian Frechet , ma trận vuông  d ×  d   

C = (CRi,jR) i, j∈1,d  ta đặt :  |C| = 
=∈
∑
j 1

d

i 1,d
max cij  ,A, B là 2 toán tử : CRcR → CRcR định 

nghĩa bởi : 

     Ax(t) = q(t) + 
σ

η∫
(t )

0
k(t,s)g(s,x( (s)))ds  

       Bx(t) = 
(t )

0
v(t,s)x( (s))ds

µ
θ∫  

Đặt  KRnR  = sup {|k(t,s)|, 0 ≤ s ≤ t ≤ n}  

        VRnR = sup {v(t,s)|, 0 ≤ s ≤ t ≤ n} 

Đầu tiên ta chứng minh B là ánh xạ co, xét trong CRcR họ nửa chuẩn : 

||x||Rn R = sup {|x(t)|eP

- nh t
P

, t∈ [0,n], hRnR > 0}                                                (2.5.3) 

Ta có họ nửa chuẩn  ||.||RnR   tương đương  với họ |.|Rn 

Vì eP

-n nh
P

|x|RnR ≤||x||RnR  ≤  |x|Rn R ∀ x ∈C RcR, n ≥ 1 

Tương tự như chứng minh ở trên ta có : 

 ||Bx – By||Rn R ≤ n

n

V
h

||x – y||Rn                                                                             R(2.5.4)R                     
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      Chọn hRnR > V RnR suy ra B là ánh xạ co đối với họ nửa chuẩn ||.||Rn R và (I – B)P

-1
P 

tồn tại và liên tục. 

Tiếp theo ta phải chứng minh toán tử A : CRcR → C RcR là toán tử compact. 

Chứng minh A liên tục : 

Lấy xRmR, x ∈ CRcR, sao cho xRmR → x  ta phải chứng minh    |AxRmR - Ax|RnR ≤ e, 

∀ m ≥ mR0 

Thật vậy :  

xRmR → x nên : ∀ n ≥ 1, ∀e ≥ 0, ∃mR0R(e, n), ∀m ≥ mR0    ,R| xRmR - x |Rn R < e        

(2.5.5) 

Ta có :  

|AxRmR (t) – Ax(t)| ≤ 
σ

η − η∫
(t )

m0
k(t,s) g(s,x ( (s))) g(s,x( (s))) ds  

Đối với t∈[0, n] ta có : 

− ≤ η − η∫
n

m n m0
Ax (t) Ax(t) K g(s,x ( (s))) g(s,x( (s))) ds                  (2.5.6) 

{xRmR} l dy hội tụ nên {xRmR} bị chặn do đó ∃ LRnR > 0 sao cho : 

 |x RmR(t)| ≤ LRnR, |x(t)| ≤ LRnR ∀t ∈[0, n]  ,n ≥ 1 

Mặt khác hàm g liên tục đều trên tập compact   

    {(t,x) ∈ RR+R ×  RP

d
P ,  t ∈[0,n],  |x |  ≤ LRnR}  

Mà |xRmR(h(.)) – x(h(.))| ≤  |xRmR(.) – x(.)|  

Do đó  : |g(t, xRmR(h(t))) – g(t, x (h(t))) | ≤ ε

nnK
 ∀m ≥ mR0 
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⇒ |AxRmR - Ax|RnR ≤ nK ε

n

.n
nK

 = e ∀ m ≥ mR0R ⇒ A liên tục 

Chứng minh A compact 

Lấy M ⊂ CRcR bị chặn, ta cần chứng minh: A(M) là tập compact tương đối 

 M bị chặn nên : ∀ n∈NP

*
P , ∃rRnR > 0,∀x ∈ M, |x|Rn R ≤ rRnR  

⇒ |Ax(t)| ≤ 
∈t [0,n]
sup |q(t)| + n nK GRnR , t ∈ [0,n] 

Với GR nR = sup{ ( )g t, x  , t∈[0,n],  |x |  ≤ rRnR } 

⇒ |Ax|RnR ≤ n nK GRnR + sup {|q(t)| , t ∈ [0, n]} 

⇒ {Ax, x ∈M} bị chặn đều 

∀t, t’ ∈ [0, n] ta có :  

|Ax(t) – Ax(t’)| ≤ 

σ
η∫

(t )

0
k(t,s)g(s, x( (s)))ds  . 

                           - 
σ

η + −∫
(t ')

0
k(t ',s)g(s,x( (s)))ds q(t) q(t ')   

            ≤     
σ

′ − η ∫
(t )

0
k(t,s) k(t ,s) g(s,x( (s)))ds   + 

                             + 
σ

σ
η + −∫

(t )

(t ')
k(t ',s) g(s,x( (s))ds q(t) q(t ')  

≤  GRnR 
σ

−∫
(t )

0
k(t,s) k(t ',s) ds  + GRnR nK (σ (t’) - σ (t)) + q(t ') q(t)−  

Vì σ , k, q liên tục đều nên |Ax(t) – Ax(t’)| < e  khi t → t '  
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 Suy ra {Ax, x∈M} đồng liên  tục do đó {Ax, x∈M} là tập compact tương 

đối theo định lý Ascoli nên A là compact. 

       Để áp dụng định lý 2.4.1 ta cịn phải kiểm tra điều kiện (iii) của định lý 

2.4.1 được thỏa thật vậy : 

Xét x∈C RCR sao cho : 

 x(t) = lq(t) +
µ σ

θ + λ η∫ ∫
(t ) (t )

0 0
v(t,s)x( (s))ds k(t,s)g(s,x( (s))) ds ,l ∈(0,1) (25.7) 

(t ) ( t )

n n n n0 0
x(t)   Q V x( (s))ds K ( x( (s) )ds

µ σ
≤ + θ + φ ψ η∫ ∫                   (2.5.8) 

t∈[0, n] với QRnR = sup {|q(t)|, t∈[0,n ]}, nφ  = sup {j(t), t ∈ [0, n]} 

Ta đặt  WRnR(t) = sup {|x(s)|, 0 ≤ s ≤ t ≤ n} 

⇒ |x(t) | ≤ wRnR(t)  ∀t∈[0, n]                                                                  (2.5.9) 

Mặt khác tồn tại t* ∈ [0, t] sao cho : 

wRnR(t) = |x(t*)| và wRn R(t) là hàm tăng trên [0, n]  

Ta  có:  |x(θ(s))| ≤ wRnR (s), |x(h(s))| ≤ wRnR (s) 

Do đó: w RnR(t) = |x(t*)| ≤ QRn R + vRn R 
µ

∫
(t* )

n0
w (s)ds  + kRnR nφ

σ
Ψ∫

(t* )

n0
(w (s))ds  

≤ QRnR + CRn  + Ψ ∫
t

n n0
w (s) (w (s)) ds  R  Với CRnR = max {vRnR, KRnR nφ  }  

 Đặt uRnR(t) = QRnR + CRnR  + Ψ ∫
t

n n0
w (s) (w (s)) ds   t ∈[0, n]                  (2.5.10) 

Ta có : wRnR(t) ≤ uRnR(t)  ∀t ∈ [0, n] 

Và ′nu (t) = CRnR[wRn R (s) + Y( wRnR (s))] ≤ CRnR [uRnR (t) + Y(uRnR(t))] 
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Cho nên :
′
+Ψ +Ψ

=∫ ∫
nt u (t )

0 u(0)

u (s) dsn ds
u (s) (u (s)) s (s)n n  ≤ CRnR, t∈ [0, n] (2.5.11) 

Vì uRnR(0) = QRnR nên ta có : 

 +Ψ∫
n

n

u (t )

Q

ds
s (s)  ≤ CRnR   t∈[0, n]                          (2.5.12) 

Xét hàm :  FRnR(t) = +Ψ∫
n

t

Q

ds
s (s)    , t ≥ QRnR ta có  FRnR(t) là hàm tăng  

vì   FRnR ([QRnR, +∞)) = [0, + ∞) nên ∃! r RnR > 0 

Sao cho FRnR(rRn R) = CRnR do FRnR là hàm tăng nên : 

≤ ⇔ ≤
+Ψ +Ψ +Ψ∫ ∫ ∫

n n

n n n

u (t ) u (t )

nQ Q Q

rnds ds dsC
s (s) s (s) s (s)

 ⇔ URnR(t) ≤ rRnR  

Mà |x(t)| ≤  wRnR(t) ≤ uRn R(t)  

⇒ |x(t)| ≤ rRnR  ,t∈[0, n] 

⇒ |x|RnR ≤ rRn R , n ≥ 1 . Do đó điều kiện iii) của định lý 2.4.1 được thỏa mn.Áp 

dụng định lý 2.4.1 phương trình x = Ax +Bx có nghiệm hay phương trình 

x(t) = q(t) +
µ σ

θ + η∫ ∫
(t ) (t )

0 0
v(t,s)x( (s)))ds k(t,s)g(s,x( (s)))ds ,  t ∈RR+ Rcó 

nghiệm. 
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CHƯƠNG 3: ĐỊNH LÝ ĐIỂM BẤT ĐỘNG CHO MỘT DẠNG 

ÁNH XẠ CO TRONG KHÔNG GIAN HÀM LIÊN TỤC 

 

         Trong chương này cho X là không gian Banach với chuẩn |.|, xét không 

gian các hàm liên tục C ([0, T], X) (T > 0) với tôpô thông thường và M ⊂ 

C([0,T], X) là tập  đóng, toán tử A : M → M thỏa điều kiện: 

α
− ≤ β − + σ − σ∫

t

0

k(Ax)(t) (Ay)(t) x(v(t)) y(v(t)) x( (s)) y( (s)) ds
t

      

∀x,y ∈ M, ∀t ∈ [0, T]. 

Trong đó  a, b ∈ [0,1) k ≥ 0 và v, σ  : [0, T] → [0, T] là hàm liên tục sao cho 

v(t) ≤ t, σ (t) ≤ t,∀t ∈ [0, T]. Ta sẽ chứng  minh A có duy nhất điểm bất động 

trong M và kết quả được mở rộng trong C(RR+R, X) với [ )R 0,+ = +∞ . 

3.1   Các kết quả  

3.1.1. Kết quả thứ 1  

          Xét không gian C([0,T],X) với (X, |.|RnR) là không gian Banach, T > 0 , 

   Lấyg ∈ [0, T],  l > 0. 

  x ∈ C([0, T],X) định nghĩa : ||x|| = ||x||RlR R R+ ||x||Rg 

Với ||x||RgR = { }
∈ γt [0, ]
sup x(t)   ,||x||RlR = 

[ ]t ,T
sup
∈ γ

{ −λ −γ(t )e |x(t)|} 

Ta có ||.|| là 1 chuẩn trên C ([0, T], X) .  

  

Định lý 3.1.1  
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Cho M là tập đóng của C ([0, T], X) và A : M → M là 1 toán tử. Nếu tồn tại 

a, b ∈ [0, 1), k ≥ 0 sao cho ∀x, y ∈ M và ∀t∈[0, T] : 

|(Ax)(t) – (Ay) (t)| ≤ b |x(v(t)) – y(v(t))| + α
σ − σ∫

t

0

k x( (s)) y( (s)) ds
t  (3.1.1)           

Với v, σ  : [0, T] → [0, T] liên tục và v(t) ≤ t, σ (t) ≤ t 

∀t ∈[0, T] khi đó : 

         A có điểm bất động duy nhất trong M. 

Chứng minh : 

Ta áp dụng nguyên lý nh xạ co Banach. Cần chứng minh A là ánh xạ 

co nghĩa là chứng minh: 

∃d∈[0,1), sao cho  ∀ x,y∈M  ta có   ||Ax – Ay|| ≤ d ||x – y|| 

Lấy t ∈ [0,g] ta có : 

|(Ax)(t) – (Ay)(t)|  ≤ b |x(v(t) – y(v(t))| + 
α

σ − σ∫
t

0

k x( (s) y( (s)) ds
t

 

  ≤ b||x-y||RgRP

 
P+tP

1-a
Pk ||x-y||RgRP

  

  ≤ (b + kgP

1-a
P) ||x – y||RgRP

                                      

Do đó :  

 ||Ax – Ay||RgRP

 
P≤ (b + kgP

1-a
P) ||x-y||Rg                                                                               R(3.1.2) 

Lấy t∈[g, T] ta có : 

|(Ax)(t) – (Ay)(t)|  ≤  b |x(v(t)) – y(v(t))| + 

+ 
γ −λ σ −γ λ σ −γ

α γ

 σ − σ + σ − σ  ∫ ∫
t ( (s) ) ( (s) )

0

k x( (s)) y( (s)) ds x( (s)) y( (s)) e .e ds
t
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≤ b |x(v(t)) – y(v(t))| + 
λ

λ σ −γ
α γ γ

 γ − + −  γ ∫
t ( (s) )k x y x y e ds  

≤ b |x(v(t)) – y(v(t))| + 
λ

λ −γ
α γ γ

 γ − + −  γ ∫
t (s )k x y x y e ds  

< b|x(v(t)) – y(v(t))| + 
λ

λ −γ

α γ

 
γ − + − λγ  

(t )k ex y x y  

Do đó |(Ax)(t) – (Ay)(t)|eP

-l(t-l) 
P< b |x(v(t)) – y(v(t))|eP

-l(t-g) 

                                 + kgP

1-a
P||x – y||RgRP

 + −αγ
λ
k

P

||x – y||Rl 

Cho nên:R                     

P

   
P ||Ax – Ay||Rl RP

 
P≤ b

t ( ,T)
sup
∈ γ

{|x(v(t)) - y(v(t))|eP

-l(t-g)
P} 

  + kgP

1-a
P ||x – y||RgRP

 + 
k −αγ
λ

P

||x – y||RlRP

                                                                         
P(3.1.3) 

≤ b 
t ( ,T)
sup
∈ γ

{|x(v(t)) - y(v(t))| eP

-l(v(t)- γ )
P }+ kgP

1-a
P ||x – y||RgRP

 + 
k −αγ
λ

P

||x – y||RlR  

≤ (b + 
P

k −αγ
λ

P

) ||x – y||RlRP

 
P+ kgP

1-a
P ||x – y||g 

Từ (1.2) và (1.3) ta được : 

||Ax – Ay|| ≤ (b + kgP

1-a
P)||x – y||RgRP

 
P+ (b + 

R

k −αγ
λ

R

)|| x - y||RlR+ kgP

1-a
P ||x – y||RgRP

  

       ≤ (b+ 2kgP

1-a
P ) ||x – y||RgR + ( b+

R

k −αγ
λ

R

)|| x - y||Rl         R(3.1.4) 

Vì b ∈ [0,1 ), g∈(0, 
1

11
2k

−α−β 
 
 

) suy ra : b +
R

−αγ12k
R

  <1 



35 

Và đối với l > −αγ
−β
k

1
 ta suy ra b + k −αγ

λ
 < 1 

Đặt d = max {b+ 2kgP

1-a
P ,b + k −αγ

λ
}thì  d < 1 

Từ (3.1.4)  ⇒ ||Ax – Ay|| ≤ d (||x – y||RgRP

 
P+ ||x – y||Rl R) = d ||x – y|| 

Suy ra A là co 

       Theo nguyên lý ánh xạ co Banach  ta có A có duy nhất 1 điểm bất động 

trên M. 

3.1.2 Kết quả thứ 2  

Xét không gian C(RR+R, X) và với mỗi n∈NP

*
P lấy gRnR ∈(0, n), lRnR > 0, định nghĩa 

họ đếm được nửa chuẩn { } *n n N
.

∈
 với n

x = ||x||RgnRP

 
P+ ||x||RlnR,∀x ∈ C(RR+R, X) . 

      ||x||RgnR = { }
∈ γnt [0, ]
sup x(t)   ,   ||x||RlnR =

nt [ ,T]
sup
∈ γ

{eP

-l( nt − γ )
P|x(t)|} 

Ta có C(RR+R, X ) với họ đếm được nửa chuẩn như trên là 1 không gian 

Frechet  và mê tric có thể được định nghĩa như sau: 

d(x,y) = 
∞

=

−

+ −∑ n
n

n 1 n

x y1
1 x y2  ∀x, y ∈  C(RR+R, X) . 

Định lý 3.1.2   

         Cho M tập đóng M ⊂ C (RR+R, X) và A: M → M là 1 toán tử. Nếu 

∀n∈NP

*
P, tồn   tại aRnR, bRnR ∈ [0, 1), kRnR ≥ 0 sao cho ∀x, y ∈M, ∀t ∈ [0, n] : 

|(Ax)(t) – (Ay)(t)| ≤ b RnR |x(v(t))– y(v(t))|+ α
σ − σ∫n

t
n

0

k
x( (s)) y( (s))  ds

t
.(3.1.2.1) 

Với v, σ   : RR+R → RR+R liên tục và v(t) ≤ t, σ  (t) ≤ t, ∀t∈R R+R  khi đó : 



36 

 A có điểm bất động duy nhất trên M. 

Chứng minh : 

       Theo chứng minh định lý 3.1.1 chọn tuỳ ý rRnR∈(0,n) và lRnRP

 
P> 0  , tồn tại dRn R 

∈[0, 1) sao cho: 

||Ax – Ay||RnR ≤ dRnRP

 
P||x – y||Rn R  , ∀x,y ∈M   ,∀n∈NP

*
P                                (3.1.2.2) 

Chứng minh tương tự như nguyên lý nh xạ Co của Banach. 

Xy dựng dy một dy lặp xRm+1 R = AxRmR ∀m ∈N, với xR0R ∈M ty ý.  

Lấy n∈NP

*
P tuỳ ý  ta có: 

|| xRm+1R – xRmR ||RnR = ||AxRm R - AxRm-1 R||RnR ≤ dRnR ||xRmR – xRm-1R||RnR  , ∀m∈N* 

Do đó :  

||xRm+1 R – xRmR||RnR ≤ m
nδ ||xR1 R – xR0R||RnR  ∀m∈N 

Tương tự ta có :  

 ||xRm+pR – xRmR||RnR ≤ ( m P
n
+δ  + … + m

nδ ) ||xR1R – xR0R||Rn 

          ≤ 
m
n

n1
δ
− δ

||xR1R – xR0R||RnR  ∀m∈N, p∈NP

* 

Nn dy {xRmR} Rm∈NR l dy cơ bản do đó {xRmR} Rm∈NR hội tụ. 

Đặt x *  = mx
lim x
→∞

∈M 

Theo (3.1.2.2) ta có AxRmR → AxR* R hay xRmR →AxR* 

Do đó A x *  = x* nên  A có điểm bất động trên M. 

Giả sử A có 1 điểm bất động khác trên M ta gọi là **X  

Khi đó : 
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     || x* - **X ||R nR =   ||A x*-A **X  ||RnR≤   dRnR || x* - **X ||R n 

⇒ || x* - **X ||R nR (1 - dRnR) ≤ 0 ∀n∈NP

* 

 Do   dRnR ∈ [0,1) ⇒ x* = **X  

Vậy A có điểm bất động duy nhất trên M. 

nhận xét   : 

       Trong chứng minh của định lý 3.1.2 ta có điểm bất động của A là giới 

hạn của dy lặp. Ch ý rằng điểm bất động của A có thể là giới hạn của 1 dy 

khc. 

Ví dụ : 

         Xét không gian C([0,n],X) và đặt MRnR = {x/[0,n], x ∈M}là tập hợp các 

hàm thu hẹp của x trên [0,n], ∀ n ∈N*. 

   Lấy n∈NP

*
P ty ý, ta cĩ AM RnR ⊂ M RnR, ứng dụng định lý 3.1.1 A có điểm bất 

động duy nhất xRnR ∈ MRn, Rta có thể mở rộng: 

               xRnR : RR+R → X bởi sự liên tục, chẳng hạn ta đặt :  

                   
 ∈

=  ≥
n

n

n

  x (t)    neáu t [0,n]
x (t)

x (n) neáu t n
 

Thì nx ∈ C(RR+R, X). Do tính chất duy nhất của điểm bất động nên ta có : 

nx (t)   = mx (t) , ∀m ≤ n, ∀ t∈[0,m]                         (3.1.2.3) 

       Điều đó cho ta kết luận { nx }Rn∈N*R hội tụ trong không gian C (RR+R, X) đến      

hàm xP

*
P : RR+R → X được cho bởi : xP

*
P(t) = nx (t) ,∀t ∈[0, n]                (3.1.2.4) 

(xP

*
P được định nghĩa đúng do (3.1.2.3)) 
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Lấy t ty ý ∈R R+R, tồn tại nR0 R∈NP

*
P sao cho t ∈[0, nR0R]. 

Nhưng : 

 xP

*
P(t) = 0nx (t) ( )= 0nAx (t)= (AxP

*
P)(t) ⇒ xP

*
P(t) = (AxP

*
P)(t) 

vì t ty ý ∈ R R+R nên xP

*
P = AxP

*
P do đó xP

*
P là điểm bất động và xP

*
P là giới hạn của dy 

{ nx }Rn∈N* 

3 .2 Sự tồn tại nghiệm 

Xét phương trình tính phn dạng : 

x(t) = F(t, x(v(t)))+ 
α σ∫

t

(t ) 0

1 K(t,s,x( (s)))ds
t

                 (3.2.1) 

với a ∈[0, 1) và F : J ×   RP

N
P →RP

N
P , K : D → RP

N 

a : J → [0,1) liên tục,Trong đó: 

J  = [0, T] hoặc J = RR+R, D = {(t,s,x)/ t, s∈J, 0 ≤ s ≤ t, x∈RP

N
P} 

Và v,  σ  : J → J liên tục thỏa  v(t) ≤ t, σ  (t) ≤ t, ∀t∈J 

Xét hàm liên tục  b : J → [0, 1), k: J → RR+R nếu: 

|F(t, x) – F(t, y)| ≤ b(t) |x - y|, ∀x, y ∈RP

N
P, t ∈J. 

|K(t, s, x) – K(t, s, y)| ≤ k(t) |x - y|, ∀(t, s, x), (t, s, y) ∈D. 

Thì phương trình  (3.2.1) có duy nhất  1 nghiệm. 

Chứng minh : 

*Trường hợp J = [0, T]  

Đặt Ax(t) = F (t, x(v(t))) + 
α σ∫

t

(t ) 0

1 K(t,s,x( (s))ds
t

   ∀ t ∈J. 
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Ta cần chứng minh phương trình: Ax(t) = x(t) có nghiệm duy nhất hay A có 

điểm bất động   duy nhất trên M với M ⊂ C ([0, T], NR ) 

Tacó:    

 |(Ax)(t)-   (Ay)(t)|   <   | F(t,x(v(t)))-  F(t,y(v(t)))|   

α σ − σ∫
t

(t ) 0
K(t,s,x( (s))) K(t,s,y( (s) ))

1+ ds
t

                                 
                                                                         

<  b (t) |x(v(t) – y(v(t))| + α ∫
t

(t ) 0

k(t)
t

| σ − σx( (s)) y( (s)) |ds 

Đặt b = 
∈

β
t [0,T]
sup { (t)}  , k = 

∈t [0,T]
sup {k(t)}, a = 

∈
α

t [0,T]
inf { (t)} 

Thì [ )0,1β ∈  , k≥  0,   

|(Ax)(t)-   (Ay)(t)| <  β  |x(v(t)) – y(v(t))| + α ∫
t

0

k

t
| σ − σx( (s)) y( (s)) |ds    

Khi đó A thoả  giả thiết của định lý 3.1.1.vậy A có điểm bất động duy nhất 

trên M hay phương trình Ax(t) = x(t) có nghiệm duy nhất ∀ t∈ [0, T] 

*Xét trường hợp J = RR+     

Lấy n∈NP

*
P ta có:   

|(Ax)(t)-   (Ay)(t)|   <   | (t,x(v(t))-  F(t,y(v(t))|   

α σ − σ  ∈ ∫
t

(t ) 0
K t,s,x( (s))) K(t,s,y( (s) ))(

1+ ds ,  t 0,n
t

                                 
                                                                           

<  b (t) |x(v(t) – y(v(t)| + α ∫
t

(t ) 0

k(t)
t

| σ − σx( (s)) y( (s)) |ds 
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Đặt  bRnR = 
t [0,n]
sup{ (t)}
∈

β , kRnR = 
t [0,n]
sup{k(t)}
∈

, aRnR = 
t [0,n]
inf { (t)}
∈

α ,thì   aRnR,  bRnR ∈ [0, 1)và 

kRnR ≥ 0  nên: 

|(Ax)(t) – (Ay)(t)| ≤ bRnR |x(v(t))– y(v(t))|+ α
σ − σ∫n

t
n

0

k
x( (s)) y( (s))  ds

t
,t∈ [0, n]        

A thoả giả thiết định lý 3.1.2 nên A có duy nhất điểm bất động trên M hay 

phương trình Ax(t) = x(t) có nghiệm duy nhất ∀ t∈RR+    . 

Vậy phương trình 3.2.1 có nghiêm duy nhất. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

 

             Luận văn đã trình bày một số kết quả sau: 

      Trong chương I chúng tôi đã trình bày một số định lý để từ đó phát biểu 

và chứng minh chi tiết một định lý bất động loại Krasnosel’skii ,sau đó 

chúng tôi chứng minh chi tiết sự tồn tại nghiêm của phương trình tích phân. 

     Trong chương II chúng tôi cũng trình bày một số định lý  sau đó trình bày 

và chứng minh chi tiết một định lý bất động tổng quát loại Krasnosel’skii 

trong không gian Frechet, chúng tôi mở rộng sự tồn tại nghiệm của phương 

trình tích phân đối với chương I. 

    Trong chương III chúng tôi  trình bày và chứng minh 2 định lý bất động 

của một dạng ánh xạ co trong không gian hàm liên tục và ứng dụng vào 

phương trình tích phân dạng tổng quát. 

     Quá trình thực hiện luận văn giúp  tôi bước đầu làm quen  nghiên cứu 

khoa học cơ bản và tiếp cận với những hướng phát triển  của toán học hiện 

đại,đồng thời giúp tôi biết vận dụng những kiến thức đã học được vào việc 

nghiên cứu một vấn đề cụ thể.Tôi cũng hy vọng sẽ tiếp tục nghiên cứu  và 

phát triển đề tài này trong tương lai. 
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