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LOI CAM ON

T6i vo cung biét on PGS.TS. Nguyén Bich Huy, Khoa Toan, Trudong Pai hoc Su pham
Thanh phd H6 Chi Minh, Thay di giang day, hudng din va tan tinh gitp d& t6i vé moi mat
trong hoc tap, nghién ctru khoa hoc va trong qué trinh thuc hién luan van nay.

T6i xin phép bay to long biét on sdu sic dén cac thanh vién trong Hoi ddng chim luin
van Thac si cap Bo mon va cip Truong dd cho t6i nhitng nhan xét, danh gia va binh luan quy
bau cung v6i nhitng 10i chi bao, dé nghi quan trong tao diéu

kién dé t61 hoan thién luan van mot cach tot nhat.

Toi1 kinh giri dén Ban Giam hiéu, Ban Chu nhiém Khoa Toan, bé mon Toan giai tich va
Phong Khoa hoc Cong nghé- Sau Pai hoc cua truong Pai hoc Su pham Thanh phé HO Chi
Minh, d3 gitp d& toi rat nhiéu trong qua trinh hoc tip va

bao v¢€ luan van, nhitng 161 cdm on chan thanh va tran trong.

T6i kinh giri dén Ban Giam hiéu, Ban Chap hanh Cong Poan Trudng va to Toan cla
Truong Trung hoc Pho thong Nguyén Hitu Tho huyén Bén Lirc, tinh Long An noi tdi giang day
da tao nhiéu diéu kién thuan loi vé vat chat cling nhu

tinh than dé t6i hoan thanh t6t khéa hoc, nhimng 101 cam on sdu sic.

T61 thanh that cam on cac Anh, Chi déng nghi¢p cua I6p Cao hoc khoa 18 Chuyén nganh
Toan giai tich (nién khoda 2007-2010) da gitip do to1 trong qua trinh

hoc tap va cac Nguoi than trong gia dinh t6i dd cho t6i ngudn dong vién to 1on.
Téi rat kinh trong va xin dugc ghi on tit ca moi nguoi.

Ngudi thuc hién luan van

Bui Nguyén Khanh Binh



MO DAU

Ly thuyét phuong trinh trong khong gian c6 thtt ty duoc tmg dung dé nghién ciru sy ton
tai va duy nhét cia nghiém, su x4p xi nghiém va tinh 6n dinh cta nghiém cho nhiéu 16p phuong
trinh vi phan va tich phan Xuat phat tir Toan hoc, Khoa hoc ty nhién, Kinh té hoc, ...

Trong 1i thuyét phuong trinh trong khong gian c6 tha ty thi dinh 1i Krasnosel’skii vé diém
bat dong cua anh xa nén hodc gidn mit nén dong vai tro rat quan trong. Vai trd cta dinh 1i nay
c6 thé so sanh véi dinh 1i Banach vé diém bat dong cua anh xa co va dinh i Schauder vé diém
bat dong cua anh xa compe"lc. Vi tim quan trong nhu thé nén dinh 1i Krasnosel’skii duoc cac nha
Toan hoc quan tAm nghién ctru cho dén ngdy nay theo hudng mé rong nd va tim cac tng dung
ngay cang da dang ctia dinh li nay cho cac 16p phuong trinh cu thé.

Tir cac két qua kha phong phu vé dinh 1i Krasnosel’skii, cac md rong va timg dung cta nd
duogc trinh bay trong cac bai bao trén cac tap chi Khoa hoc va trong cac tai lidu vé Giai tich phi
tuyén, ludn vin da c¢b gang trinh bay mot cach hé thong véi cic chimg minh chi tiét cho cac két
qua dé c6 mot cach nhin kha hoan chinh vé dinh 1i Krasnosel’skii va cac van dé lién quan.

Luan van gdm c6 hai chuong:

Chuong 1 1a cac kién thic chudn bi, bao gdm cac khai niém vé non trong khong gian
Banach c6 thir tu, chi s6 diém bat dong cta anh xa duong, dinh 1i diém bat dong cua anh xa nén
va gidn mit non ctia Krasnosel’skii va nhimg dinh li vé nhiéu diém bat dong.

O chuong 2 trinh bay cac tmg dung cta dinh 1i diém bat dong ctia 4nh xa nén va gidn mat
nén cua Krasnosel’skii vao vi¢c gidi cac bai toan phuong trinh tich phan va cac bai toan phuong

trinh vi phan.



Chuong 1:
PINH LY PIEM BAT PONG CUA ANH XA NEN VA GIAN MAT NON
1.1.Khong gian Banach cé th tu.

1.1.1 Non va thir ty sinh béi non.

Dinh nghia 1.1.1.

a) Tdp K trong khéng gian Banach thuc E goi la nén néu:
i) K la tap dong
i) K+ K CK, AKCK, YA>0
i) KN(—K)=1{0}
b) Néu K la nén thi thir tu trong E sinh boi K dwoc dinh boi:
r<y&sy—xrze kK
moi © € K\ {0} goi la duwong.

Ménh dé 1.1.1. Gid si: "<" la thi ti sinh boi nén. Khi do:
aAr<y=>zc+z<y+z <)y, VzeE VA>0
b)(z, <y (neN)limz =z, limy =y)=>2<y
¢) Néu {z }1a day tang, hoi tu vé  thi r <z, Vne N’

Chirng minh ménh dé 1.1.1 b) Suy tir tinh chat dong cta K.

¢) Cho m — oo trong bat dang thirc v <z tadugc diéu phai chimg minh.

1.1.2. Nén chuan.

Pinh nghia 1.1.2. Nén K goi la nén chudn néu:
IN>0:0<z<y= [z <N|y

Ménh dé 1.1.2. Gid siz "<" I thir ti sinh boi nén chudan. Khi do:

a) Néu u < v thi doan <u, v> ={zx € F:u <x <wv} bjchan theo chudan.
b) Néu r <y <z(ne N) va limz =a, limz =a thilimy =a.
¢) Néu {z }don diéu va cé day con hji tu vé a thi lim T =a.

Chirng minh ménh dé 1.1.2. a) Vz € <u, 'v> s0<z—u<v—u



= o= ] < Nu =] = o] < o + N =]
b) 9 S yn o xn S Zﬂ/ o xn j Hyn o :I;TZH S NHZTZ o an
c) Coi {z_} tdng va I}im T =a
—00 k

viz <z (ncodinh,kdilén)nénz <a,VneN
k

Cho ¢ > 0, chon £k dé

A —a
n’ko

8 \ 14
< — thitaco
N

Vnanéa—x <a-—=zx :>Ha—xH§N <e.O
0 n nkl) n

a— .ZL’W
4

1.1.3. Non chinh qui.
Pinh nghia 1.1.3. Nén K goi la nén chinh qui néu moi ddy tang va bi chan trén thi héi tu.
Ménh dé 1.1.3. Non chinh qui la nén chuan.

Chirng minh ménh dé 1.1.3. Gia str K 1 nén chinh qui nhung khong 13 nén chuan. Khi do,

VneN Fz .,y :0<z <y, |z |>n HyH
5 T Y ) —1
batu =", v, =71 thi 0 < u, S0, fu, | =1 ‘U”H <

o . oo
Vi ZHUWH < oo néntodn tai v = Zvn
n=1 n=1

Day s = u, +u, +...+u_tang va bichan trén ( boi v) nén hai ty.
Suyra limu_ = 6. Ta gdp mau thuan. O
Vi du 1.1.1 No6n cac ham khong am trong /(1 < p < o0) la nén chinh qui.
1.1.4. Non sinh.
Pinh nghia 1.1.4. K goi ld nén sinh néu E = K — K hay
Vel JuveK:x=u—v

Vidu 1.1.2.

1) Non cac ham khong am trong C(K), L 1a ndn sinh.

2) Néu nén K c6 diém trong u, thi ta c6



dr > 0: —erHuO <z< erHu Vx € F va K 1a nén sinh

0’

Ching minh. 2) 3p > 0: v, —i—E(@,p) CK.S6br= 1 can tim.
p

Tacod z = (z+ erH u,) — erHuO
Ménh dé 1.1.4. Néu K la nén sinh thi ton tai s6 M>0 sao cho

Vee E, Ju,ve K :z=u—w,

ju < Ao

el < Ml
Chirng minh ménh dé 1.1.4. Ta can ching minh ba diéu sau:
Thtt nhat, Pat C = K N E(@, H—KnN E(Q, 1), ta chtrng minh

E|’/‘>OZEDB(0,T’)

Thatvady, E =|JnC (do Klanon sinh)

n=1

= 3n,, 3G mé: n,C > G (do dinh li Baire)

Vi C 18, dbi xtmg nén C' O %5—%5 = Co-6-LG (mochia 0)

2n, 2n,

Thtr hai, ta chimg minh gB cC (B= E(Q,l)).

. r
Lay a € —B

Y 2

o . ) 1 n r
e Tas&xay dung ddy {z } thoa: z € ;C, a—) T
k=1

That viy, vi —— B C ——C' nén
2" 2"
T 1
Vyé;B, Ve >0 HxEEC:Hy—a:H<€

Ta co: aE%B$3x1€%CIHG_$1H<2L2

T

r 1
a—1z, € B=dz E—C:Ha—x —:I:H<—,...
2 2 22 1 2 23

2



. 1 n 1
e Viz € —Cnén Ju,v €K:x =u —v, ‘un , ‘vn‘ < —
2” 2 2 2n
Détu:Zun, v:Zvn ta co
n=1 n=1
a=u-—u, ‘u, ‘vHSl.VéyaEC’.
Tha ba, Vz = 0 ta co:
rT ..
=u'-v'voi u',v' e K, ‘u', ‘v'Hgl
2]
2
Szr=u—uv uvEK, Hu , vHﬁMHxH (M==).0
r

1.1.5. Non lién hop.

Néu K 12 nén thi ta dinh nghia nén lién hop cia K 1a:
K ={fcE :flz)>0Vzc K}

K ¢6 cac tinh chét i), ii) trong dinh nghia nén

Co the chimg minh K" N(—K')={0 } & K- K =E.

Ménh dé 1.1.5. 2, € K < f(z,) >0, VfEK
Chirng minh ménh dé 1.1.5.
Gia str trai lai néu f(z,) >0, Vfe€ K sao cho z, ¢ K
Do dinh li tach tap 16i g € E : 9(z,) < gly), Vye K
C6 dinh z € K , ta c6

g9(z,) < g(tzr), Vt>0.
Cho t >0 tacod g(z) >0
Vay g € K, nhung g(z,) < 0. Ta gdp mau thuan.

Vay dinh li dugc ching minh. O

1.2. Chi s6 diém bat dong ciia 4nh xa dwong.



Cho E 14 khong gian Banach thuc. Mot tdp con X C E duogc goi 1a mot co rat cia E néu
ton tai mot anh xa lién tuc 7 : £ — X sao cho r(z) =z, « € X. Theo dinh 1i cia Dugundji,
mdi tap hop con khac réng, 161, dong cua E 1a mot co rat cua E. PBac biét, mdi nén cua E 1a mot
corut cua E.

Pinh li 1.2.1. Cho X la mét co riit ciia khéng gian Banach thuc E . Khi d6 véi moi tdp con md,
bi chan tuong doi U ciia X va méi todn tir hoan toan lién tuc A:U — X ma né khong co diém
bat dong trén OU , ton tai mét s6 nguyén i(A,U, X) théa man cdac diéu kién sau:

(i) Tinh chudn tdac: (AU, X) =1 néu Az = y, €U véimoi x € U.

(ii) Tinh cong tinh: (AU, X) = i(A,U,,X)+i(AU,,X) véi bat ki U, va U, la hai tdp

con m6, roi nhau ciia U sao cho A khéng cé diém bat dong trén U \(U,ul,).
(i) Tinh bat bién dong ludn: i(H(t»),U, X) déc lap voi t (0 <t <1) véi
btki H:[0,1]x U — X hoan toan lién tuc va H(t,x) = x véi bét ki (t,z) € [0,1]x dU .

(iv) Tinh khéng doi: i(A,U,X) = i(A,U NY,Y) néu Y la mét co rit ciia X va AU) CY .
Homn nira, dat
M ={(AU,X) | X co rut cua E, U md, bi chan trong X,
A:U — X hodan toan lién tucva Ax = xtrén OU }
va dat 7. la tdp cdc sé nguyén . Khi dé ton tai diing mét ham d : M — Z théa man cdc diéu
kién tir (i) dén (iv). Noi cach khac, i(A,U, X) dwoc xdc dinh duy
nhat, i(A,U, X) duoc goi la chi s6 diém bat dong ciia A trén U doi véi X.
Chirng minh dinh 1i 1.2.1. Truéc hét ta chimg minh tinh duy nhét cua chi sé diém bat dong.
Cho {i(A,U,X)} 1a mot tap hop bat ki théa man cac diéu kién tir (i) dén (iv).
Ta dinh nghia
d(f,U,p) = i(A+ p,U,E) (1.2.1)
trong 46 f =1 — A, Ula tdp mo, bi chan cua E, f(z) = p trén OU, nghiala A+ p khong co
diém bat dong trén 9. Tur diéu kién (i)-(iv) va (1.2.1) dé dang thay rang ham d(f,U,p) c6 bon



tinh chét tiéu biéu cta bac Leray-Schauder. Do d6, theo tinh duy nhét cta bic Leray-Schauder,

ta co
d(f,U,p) = deg(I — AU, p) (1.2.2)
Lay p = 0 trong (1.2.1) va (1.2.2), ta dugc
(AU, E) = deg(I — A,U,6) (1.2.3)

Bay gio, ta gia sir rang X 13 mot co rat ty y cua E va dugc biéu thi boi 7: £ — X 1a
mot sy co rat thy . Vi tip con mo U ciia X, ta chon mdt qua cau B, ={recFE| H:z:” < R} sao
cho B, D U. Thé thi, theo tinh khong doi (iv) va (1.2.3), ta c6
(AU, X)=iA-r,B,Nr '(U),E)=deg(I - A-r,B,Nr'(U),0) . (1.2.4)

Do d6, tir (1.2.4) va tinh duy nhat ctiia bac Leray-Schauder suy ra tinh duy nhét

ctia chi s6 diém bat dong.

Theo chtng minh tinh duy nhét & trén ching ta dua dén dinh nghia
i(AU,X)=deg(I —A-r,B, N r(U),0) (1.2.5)

trongdé 7: £ — X lasycorittiyyva B, ={z € E ||| <R} D U

Hién nhién, B, Nr~'(U) 1a mdt tap mé bi chin cia E va

B.Nr'({U)cr'(U)cr () (1.2.6)
Dé dang thay rang
T, € 7‘*1(5), A-r(z) =, =z, €U, Az, =z, (1.2.7)

Bay gio, ta chimg minh rang i(A,U, X) dinh nghia theo (1.2.5) khong phu thudc vao viéc chon
R var.bat R > R. Vi
-1 -1
UcB,Nnr (U) CB, Nr (U)
Theo (1.2.7) ta biét ring A-r khong c6 diém bat dong trong
B, N r ' (U)\ (B, Nr~(U))va vi vy, theo tinh chat cit cia bac Leray-Schauder
deg(I—A-r,B, Nr '(U),0) = deg(I—A-r,B, Nr(U),0)

nghia 1a, i(A,U, X) khong phu thudc vao viéc chon R.



Ké dén , dat r : B — Xlamot sy co rut khac cua £
va dit V.= B, nr\(U)N 7 '(U). Khi d6 ¥ 1a mot tip mo bi chin ciia E va V O U. Theo
(1.2.7) ta biét rang A-r khong c6 diém bat dong trong B, Nr'(U)\V va A-r, khong cb

diém bat dong trong m \ V.
Do do

deg(I—A-r,B, Nr '(U),0) = deg(I — A-r,V,0) (1.2.8)
Va

deg(I —A-r,B, N1 '(U),0) = deg(I — A-1,,V,0) (1.2.9)
bit h(t,2) = x — H(t,x), trong d6 H(t,x) = r[tA-r(z) + (1 —t)A-r(z)].

RO rang, H : [0,1] x V — E hoan toan lién tyc.

Bay gio ta ching minh 6 & h(t,0V) véibatki t €[0,1].
That vay, néu ton tai t, €[0,1] va x, € OV sao cho h(t,z,) = 0, thi

z, =1t A-r(z,)+1—1t)A r(r,)] € X

Két qua 13, r(z,) =z, r(z,) ==z, va z, = Ax,. Va vi vay theo (1.2.7), z, € U C V. Mau
thuan véi r, €0V.
Nhu viy, str dung tinh bat bién dong luan ctia bac Leray-Schauder va dé y rang

H(0,2) =r[A-r(z)]=A-r(z) va HL,z) = r[A-r(z)]= A-r(z),
Ta co

deg(I —A-7,V,0) = deg(I —A-1,V,0) (1.2.10)
Tu (1.2.8), (1.2.9) va (1.2.10) suy ra

deg(I—A-r,B, Nr '(U),0) = deg(I —A-r,B, Nr'(U),0) (1.2.11)
diéu d6 chi ra rang i(A,U, X) khong phu thudc viéc chon .
Cudi cung, theo cac tinh chat co ban ctia bac Leray-Schauder ta kiém tra dugc rang chi sé diém

bat dong dinh nghia bai (1.2.5) ¢6 cac tinh chat tir (i) dén (iv).



Pinh li 1.2.2. Bén canh cdc tinh chat tir (i) dén (iv), chi sé diém bat dong con c6 nhitng tinh
chat sau:

v) Tinh chat cat: i(A,U,X) = i(A, U,, X) véi bat ki U,la mét tdp con mo cua U sao cho
A khéng cé diém bat dong trong U \U,.

vi) Tinh chat nghiém: néu (A, U, X) = 0 thi A c6 it nhdt mét diém bdt dong trong U,
Chirng minh dinh li 1.2.2. bat U, =U va U, = ¢ trong tinh chat cong tinh (ii) ta duoc
i(A,¢,X)=0. Tu diéu nay va dat U=U, U,=¢ trong (i), ta dugc
i(A,U,X) = i(AU,,X). Nhu vay (v) dugc chimg minh.

Néu 4 khong c6 diém bat dong trong U, dat U , = ¢ trong (v), ta duoc
(AU, X)=1i(A,¢,X)=0
do d6 (vi) dugc chirng minh. []

Chu v rang khai niém ndy cta chi sb diém bat dong co6 thé duoc md rong
t61 nhiing tap co nghiém ngat va nhiing anh xa c6 dac nhu sau:

Cho X 1a mot tap 161, dong, khac réng cua khong gian Banach thyuc E va U
la mét tp con mé cuia X. Cho toan tir A : U— X la mot tap k-co (0 < k < 1), ma nd khong co
diém bat dong trén O U .

Pit D, = coAU), D =coA(D. NU) (n=234,..) (12.12)
Néu D MU = ¢ véi mot vai n thi ta dinh nghia chi sé diém bét dong

(AU, X) =0 (1.2.13)
Bay gid, gid st D NU = ¢ voi n batki. Hién nhién, D C X (n =1,2,3,...)

Ta c6 thé chimg minh rang tap hop D = ﬂ D C X lakhac rong, 161, compact

n=1
va DN U khac rdng va compact va hon nita A(DNU) C D.
Do d6, theo dinh li m¢ rong anh xa, ton tai mot toan tir hoan toan lién tuc

A .U =D (D C X) saocho Az = Az v6imoi z € DNU.DE dang thay ring A khong ¢



diém bét dong trén OU va do d6 theo dinh 1i 1.2.1, chi s6 diém bat dong i(4,U, X) hoan toan
xac dinh.
Bay gi0, ta dinh nghia

i(A,U,X) =1i(A,U,X) (1.2.14)
Khong kho dé chirg minh rang chi s6 diém bat dong i(A,U, X) véi tap k-co (0 < k < 1) dinh
nghia boi (1.2.13) va (1.2.14) khong phu thudc vao viéc chon
A,va dinhli1.2.1va122 van ding.

Bay gio, cho tap X 1di, dong, khac rdng duoc danh ddu sao, nghia 1a néu z € X thi
tr € X voi moi ¢ € [0,1]. Cho U la mot tdp con mé ciia X va A: U— X laco dac ma khong
c6 diém bat dong trén 9 U . Chon mét tap co
nghiém ngat B : U — X sao cho

HAac — BxH <T, Vxé€e U

trong 46 T = leI(lafl‘J Hx — A:EH > 0.

Nhu thé B ton tai, chéng han chon B = kA, trong d6 0 <k <1 va 1—k du nho. Vi X duoc

danh dau, B 1a anh xa tir U vao X. Pidu do da dang thay rang B khong c6 diém bat dong trén
OU vado d6 i(B,U,X) hoan toan xac dinh.
Bay gi¢ ta dinh nghia

(AU, X) =4(B,U,X). (1.2.15)
D@ dang thay rang chi s6 diém bat dong ctia anh xa ¢ dic dugc dinh nghia theo (1.2.15) khong
phu thudc véi viée chon B va voi diéu d6 dinh 1i (1.2.1), (1.2.2) dung.
Trong phﬁn sau, cho K 1a mdt non cia khong gian Banach thuc £. Do d6 K 1a mdt co rut ctua E,
va cling vi thé K 1a mét tap duoc danh du sao, 15i, dong. Cho €2 1a mot tdp mo bi chan cua F

thi K N 1a mdt tdp md bi chan cua K va

(K NQ) =K nNos, KNQ=KnNQ.

B6d81.2.1.Cho 0 € Q va A: K NQ — K 1d ¢6 dic. Gid sir réng
Az = px, Ve € KNOQ, pu>1 (1.2.16)



Khido (AL KNQK)=1.
Chimng minh bo dé 1.2.1. Pat H(t,z) = tAz . Khi d6, H :[0,1]x (K N 5) — K lién tyc va tinh
lién tuc ctia H(t,z)trong ¢ thi déu d6i véi z € K N Q.

Hién nhién, H(t,): KNQ — K la co dic véi mdi te[0,1] va H(t,z) =z v6i
reKNONQ vao<t<l.

Do d6, theo tinh bat bién dong luan va tinh chuan tic cta chi s6 diém bat
dong, ta co

(A KNQK)=i0,KNQK)=1.0

B6d21.2.2.Cho A: KNQ — K va B: K N0 — K hoan todn lién tuc.
Gid sir rang

(a) inf HBJZH > 0;

zeKNON
va
(b) vt — Az = tBx, Ve € KNOKQ, t > 0.
Khi do, ta co
(A KNOQK)=0 (1.2.17)
Chirng minh bo dé 1.2.2. Theo dinh li mé rong anh xa ciia Dugundji[1], ta c6 thé mé rong B
téd1 mot toan tir hoan toan lién tuc tir K N Q vao K sao cho

B(K NQ) C coB(K N Q) (1.2.18)

Pit F = B(K Nd9), khidé coB(K NOQ) = coF = M, trong d6
M={y= Z)\Z_yi |y € F, A >0, Z)\7 =1 n=123..}.
i=1 i=1

Trudc hét ta ching minh

inf
yeM

ly| >0 (1.2.19)

Biéu thi theo E, 1a khong gian con cua E ¢ bé rong bang F. Vi B 1a hoan toan lién tuc, F thi

compact tuong ddi, do d6 E, tach duoc.



Hién nhién, K,=KNE lamdtnon cua £ va F'C K, 5]7 CK,, ton tai f, € E; sao
cho f(y)>0véibatki y € K, v6i y = 0. Ta khang dinh rang
;Eﬁf]%(y) =0>0 (1.2.20)
That viy, néu o = 0 thi ton tai {y,} C F sao cho f (y,) — 0.Theo tinh
compact twong d6i cua F, c6 mot diy con {yki}cﬁa {y.} sao cho Y =Yy € K,. Vi vay

Kw) = fi(y,) va fi(y,) = 0.

— 0, diéu nay mau thuln véi gia thiét (a).

Do do, y, = 0 va

Yy

Vay (1.2.20) dung.

Véibatkiy =) Ay € M trongddy, € F, A >0 va y A =1.

=1 =1
Ta co6 theo (1.2.20)

n

fiy) = i%]ﬁ(yi) >> Ao =o,

1=1

Do do

f(y) >0, Vye M. (1.2.21)

Vi M = coF' 1a compact nén tdn tai mot z, € M sao cho

inf
yeM

ol == (1222)

Theo (1.2.21), f(z,) >0, va diéu nay suy ra rang z, = 0. Do do tir (1.2.22) suy ra (1.2.19)
dung.
Theo (1.2.18) va (1.2.19) ta duoc

inf
KN

Bay gio, dé dang chi ra rang (1.2.17) dung. That vay, néu (A, K N, K) = 0 thi theo gia thiét

Ba|=a>0 (1.2.23)

(b) va tinh bat bién dong luan cua chi sé diém bat dong, ta co

(A+tB, KN K)=1iAKNQK) =0, Vt > 0.



+c

. LA b )
bac biét, chon ¢, > ,tacod

trong d6 b = supra:H va c = suprAa:
a zeKNQ zeKNQ

i(A+1t,B,KNQLK) =0,
nén theo tinh chat nghi¢m cua chi s6 diém bat dong & day s€ ton tai mot

r,NPe () sao cho A:L_ +t,Br, = z,. Do do

on - Axo” < b+c

t, = <
B =Y

Ta gip mau thuan.
Hé¢ qua. Cho A: KN 5 — K hoadn toan lién tuc. Néu ton tai mot u, >0
sao cho
r—Ar = tu, Ve € KNOQ, t >0 (1.2.24)

thi (1.2.17) dung.
Chirng minh. Hé qua trén duoc suy truc tiép tir bd dé 1.2.2 bang cach dat Bz = u, vO1 moi
re KNo. O
B6 d81.2.3. Cho A: K NQ — K hoan toan lién tuc. Gid sir rang

(i) Iei}gmeAxH > 0
va

(ii) Az = px, Ve € KN, 0< pu<1.
Khido (1.2.17) dung.
Chirng minh bo dé 1.2.3. Liy B = A trong bo dé 1.2.2, ta thdy rang diéu kién (a) cta bd dé
1.2.2 twong ty nhu diéu kién (i) ctia bo dé 1.2.3. Vi thé, diéu kién (b) ciia b6 dé 1.2.2 dung.

That vay, néu ton tai x, € K NI va t, > 0 sao cho z, — Az, =t Az, thi Ar = uz

0 2
trong do p, = (1+1¢,)".

Hién nhién 0 < 4, < 1. Diéu ndy mau thudn véi diéu kién (ii).
Vi vay, (1.2.17) suy ra tir bd dé 1.2.2.0

Chu ¥, bo dé 1.2.3 khong dung cho tap A- co nghiém ngit. Chang han,



dat B = = {2 = (5,12, | 1] = (52,2 < +oo)
n=1

K ={z=(z,2,....x,..) €l |z >0, n=123,...} khi d6 K 14 mdt nén cua E.

175727 °
Ta dinh nghia toédn tir 4 boi

1 1 1

Ax:(O,E:El,Ex L), Vr=(z,x ) €L (1.2.25)

27"’7§$n—17’ Lys Lys -

bat O = {z = (z,,2,,...,x ,...) € I’ | Hx” < 1}. Piéu d6 1o rang rang

A:KNQ— K 1a mot tap % co vi HA$H —H H va HA:E — AyH Hx — yH voi

moi z,y € I* . D& dang kiém tra

Az = px, Ve € KNOY, p>0 (1.2.26)
That vy, néu ton tai =~ = (a:f,x;,...,x:,...) ceKNoQvau >0saocho Az =y« thi

O=pzx,— > :u:ﬁ2,...,§xn71:uazn,...,

\ , * * ~ \ * A X 7. *
Va do d6 z =z, =..=2 =..=0, nghia [a r =0, mau thuan V(nH:z; Hzl.

|Az] = %Hx” va (1.2.26) ta thdy ring diéu kién (i) va (ii) cia bd dé 1.2.3
dugc thoa man. Nhung theo (1.2.26) va bo dé 1.2.1,ta c6 (A, K NI K) = 1.

B6 d81.2.4. Cho A: K NQ — K hodn toan lién tuc. Gid sir
(i’)) Ax = px, Yre KNOQ, 0< <],
va
(i’) Tdp hop {HA:L“H_1 Az |z € KNOQY} la compact twong doi
Khi dé (1.3.17) diing.
Ching minh b6 dé 1.2.4. Dat Az = o(|Ax|) " Az, trong dé

a = sup HA:L"H > 0.

zeKNON

Tu



Khi d6, theo gia thiét, A KNI — K hoan toan lién tuc. Theo dinh i m¢& rong anh xa, A
c6 thé mo rong téi mot toan tir hoan toan lién tyc tr K N vao trong K . Bay gio, ta ching
minh ring A théa man diéu kién (i) va (ii) ctia bo dé 1.2.3. That vay, dau tién ta co

inf [Az]=a>0

zeKNON
Thir hai, néu ton tai r, € KNOQ va 0 <, <1 saocho Az, = pz, thi Az, =\ , trong
do A\, = /vaoof1 HAJ:OH
Hién nhién, 0 < A, < g, < 1. Mau thuln véi gia thiét (i"). Do d6, theo b6 dé
1.2.3,taco
(A, KNQK)=0 (1.2.27)
Bay gio, ta chiing minh

I-t)Ar+tAz =z, Vo €c KNOS, 0<t <1 (1.2.28)

Néucod z, € KNIQ va 0 <t <1saocho (1—¢)Az, +t Az, =z thi

Azr = pz,, trong d6 p, = [1+ zfl(Ai DI, 0<p <1

L

Mau thuin véi gia thiét (i’). Do d6, theo (1.2.27), (1.2.28) va tinh bat bién déng luan cia chi sb

diém bat dong, ta co

i(AKNQK)=iA,KNQK)=0.0

1.3. Piém bat dong ciia anh xa giin va nén mit non.
Dinh li 1.3.1. Cho Q va €) la hai tdp md, bi chan trong E sao cho 0 € §) va O ). Cho toan
twA: KN ((_22 \ Q) — K hoan toan lién tuc. Gid sit rang mgt trong hai diéu kién:

(H;) A:céx, Ve e KNoQ va Axg/m, Vr e KNoQ,

(H>) Aa:éa:, Vo e KNoS va ALL’Z%’, Vr e KNoQ,

dwroc théa man. Khi dé A cé it nhdt mét diém bat dong trong K N (€ \Q)



Chirng minh dinh li 1.3.1. Theo dinh 1i mé rong anh xa , 4 ¢6 mot sy mé rdng hoan toan lién
tuc (cling dugc biéu thi theo A)tr KN (_22 vao trong K.
Trude hét, ta gia su ring (H,) duoc thoa man, nghia la n6 la truong hop clia nén gian.
D@ dang thay rang
Az = pz, Ve e KNOQ, p>1 (1.3.1)
Vi nguoc lai néu nhu ton tai r, € KNOQ va u, >1saocho Az, = 1, >z,
Mau thudn véi (H,). Bay gio tir 1.3.1 va bo dé 1.2.1 ta thu dugc
(A KNQ,K)=1. (1.3.2)
Ngoai ra, chon mot u, > 0 tuy ¥, ta co
r—Ar=tu, Ve € KN, t >0 (1.3.3)
That vy, néu ton tai r, € KNOQ vat >0 saocho z, — Az =tu, >0 thi
r, > Az , miu thuan véi (H,). Do d6, theo (1.3.3) va hé qua 1.2.1, ta cd
(A KNQ,K)=0 (1.3.4)
Vi vay tir (1.3.2) ,(1.3.4) va tinh chat cong tinh ctia chi sé diém bat dong ta
suy ra rang
i(AKN(@Q\Q),K)=iAKNQK)—i(AKNQ,K)=-1=0. (13.5)

Do d6, theo tinh chat nghiém cua chi s6 diém bat dong, A co it nhat mot diém bat dong trong

QA ().

Tuong tu, khi (H,;) dugc thoéa man, thay cho (1.3.2), (1.3.4) va (1.3.5), ta cob
i(AKNQ,K) =0, iAKNQ,K)=1vaiAKN®Q\Q),K)=1.

Két qua 14 ta cling c6 thé khiang dinh ring 4 c6 it nhat mot diém bat dong trong QN Q [
Pinh li 1.3.2. (dinh li diém bat dong ciia sw nén va giin mit nén cia kiéu chuin)

Cho Q va §) la hai tdp mo, bi chan trong E sao cho 6 € va (_21 C Q. Cho toan tw
A:Kn (@ \ Q) — K hoan toan lién tuc. Gia su rang mot trong hai

dieu kiéen



(i,) [Az] < e

, Vo € KNOQ va HAxH > Haz

, Vo € K NoKY
va

(,) [As] 2 |e

Yz € KN0Q va Az <[], Vo € K noQ,

dwoc théa man. Khi d6 A cé it nhat mot diém bdt dong trong K N (@ \ €2).
Chimg minh dinh 1i 1.3.2. Ta chi can ching minh dinh li du6i diéu kién (H,), vi viéc ching
minh s& tuong tu khi (H,) duoc thoa man.
Theo dinh li mé rong anh xa, A ¢o thé mo rong té1 mot todn tr hoan toan lién tuc tr K N Q
vao K . Ching ta c6 thé gid sir ring A khong c6 diém bat dong trén K N9 va K N 9Q,. D&
dang thidy rang (1.3.1) dung, vi trai lai, néu ton tai r, € KNOS va p >1 sao cho
=, 4] = > ||
Mau thun véi (H,). Vi vy theo (1.3.1) va bo dé 1.2.1, (1.3.2) ding.
Ngoai ra, ciing d& dang dé kiém tra

Az = px, Ve €e KN, 0<pu<1 (1.3.6)
That vay, néu co r, € K€oQva0<pu <1saocho Ar, = pz, thi
HA$1H = U, Hxlu < Hxlu Mau thuan v6i (H,). Ngoai ra, theo (H,)ta c6

At Aol = dn Je] > 0 (13.7)
Tir (1.3.6), (1.3.7) va bd dé 1.2.3 suy ra (1.3.4) dang. Nhu d3 biét, (1.3.2) va

(1.3.4) suy ra (1.3.5) va do d6 4 c6 it nhat mot diém bat dong trong QN (_21 0

Dinh 1i 1.3.3. Cho §) va ) la hai tap mo, bi chan trong E sao cho 6 € €) va e Q,. Cho
u, >0, K, ={z € K[3IN>0, > Ay} va

A: KN (52 \ Q) — K hodn toan lién tuc. Néu mét trong hai diéu kién

(Hs) Amé(l#—s)az, Ve e KNoQ, € >0 va Aa:gx, Vre K NoSY

va



(Hs) Axgx, Vee K NoKQ va A:z:é(l—i— )z, Ve € KNOQ, € >0

dwoc théa man, thi A cé it nhat mét diém bat dong trong K N (Q \ ).

Chirng minh dinh li 1.3.3. Ta c6 thé gia st rang (Hs) duoc thoa min ,vi chimg minh s& tuong

tu khi (Hg) ding. Theo dinh 1i m& rdng anh xa, 4 c6 thé m& rong to1 mot toan tir hoan toan lién
tuc tr K N f_ZZ vao trong K. Ta co thé gia st rang 4 khong c6 diém bt dong trong K N o€ va
K Nosy,. D& dang chi ra rang (1.3.1)
dung, vi mit khéc, néu co r, € KNOY va p, >1 sao cho
Az, = pz, = (1+e¢,)z, , trongdd e, = p, —1> 0 . Mau thuan v&i (Hs).
Do d6 (1.3.2) dung.

Ngoai ra, (1.3.3) ciing ding. That vdy, néu ton tai r, € KNOQY, va t >0 sao cho

xl—Axlztu

U, ,thi z >tu vax, > Az nén z, € K, .

Mau thuan véi (Hs). Do @6 (1.3.4) dung.
Tir (1.3.2) va (1.3.4) suy ra rang (1.3.5) ciing dang va do d6 A c6 it nhat mot

diém bét dong trong K N(Q,\ Q). O

Chu ¥ rang vi K, C K.DPinhli 1.3.3 la mot sy cai tién ctia dinh 1i 1.3.1.

Pinh li 1.3.4. Cho K la mot non trong khong gian Banach thuc E, ) la mot tap con mo, bi chan
cua Evoi 0 € Qva A: KN K_Z — K la mot toan tw hoan toan lién tuc. Gia sw rc%ng ton tai mot
non K, khac trong khong gian Banach thyc E, khdc va mot toan tir thuan nhit B: K — K,
voi {Bzx |z € KNOQ} C K \ {0}

sao cho

BAx < Bx, Vx € K NOS) (1.3.8)
Vi thir tu cam sinh theo nén K, trong E,. Khi d6, chi so diém bat déng i(A, K N, K) = 1.
Chirng minh dinh li 1.3.4. Néu ton tai r, € KN 0 va A, > 1 sao cho
Azx, = Az, thi A\ >1.Do do

B(Ax,) = B(\z,) = \,Bx, > Bz,



diéu nay mau thuin véi (1.3.8). Do d6 theo b dé 1.2.1 dinh li dugc ching
minh. ]

Pinh li 1.3.5. Cho K la mot non trong khong gian Banach thuc E, €} la mot tap
con mao, bi chan cua E va mot toan tr A : K N §_2 — K hoan toan lién tuc. Néu

(i) xeiﬂ@g”&” >0 va

(ii) Ton tai nén K| khac trong khong gian Banach thuc E, khac va mot
todn tir thudn nhdt B : K — K véi {Br |z € KNOQ} C K \{0} sao cho

BAx > Bx, Vx € K N0} (1.3.9)
VOi thir ty cam sinh theo nén K trong E, , Khi do, chi s6 diém bat dong (ALK NQ,K)=0.
Chirng minh dinh li 1.3.5. Néu ton tai r, € KNOQ va 0 <\ <1saocho
Ar, = Az, khido 0 <\ <1.Dod¢, B(Ax,) = B(\z,) = A\ Bz, < Bz,
diéu nay mau thuin véi (1.3.9). Ap dung bd dé 1.2.3 ta c6 diéu phai chimg
minh.[]

Dinh 1i 1.3.6. Cho € va §), la hai tdp md, bi chan trong E sao cho 0 € C) va O Q. Gia sur
rang A: K N (§_22 \§}) — K hoadn toan lién tuc. Gia dinh rang ton tai hai nén K, va K, trong
khong gian Banach FE, va E, twong ung va toan tw thuan nhat B :K — K voi
{Br|lzrec KNoQ CK \{0}va B,: K — K,

v6i {Bx |z € KNOO} C K, \ {0}. Néu mét trong hai diéu kién:

(H) BArx < Bz, Vz € KNOSY va inf

T€K N,

AxH >0,

B Ar > Bx, Vo € K NS,

(Hy inf |Az|>0, BAz > Bz, V€ KNoQ va

Te€KNOQYy
B,Ax < Bz, Vo € K NOSY
dwoc théa man thi A c6 it nhat mét diém bdt dong trong K N (f_lz \ ).

Viéc chimg minh dé dang bang cach dua vao dinh 1i 1.3.4 va 1.3.5.



Do d6 ta chdp nhan no.
Nhan xét: ta khéng dinh réng dinh 1i 1.3.6 1a sy mé rong cua dinh li diém bat dong cua sy nén
va gidan mat non cua kiéu chudn. That vay, néu ta 1€iy Bx =Bz = Hx” Ve € K thi

BB, : K — R" 1a mot todn tir thudn nhdt va |z = 0, Vo € K N9Q hode = € K N9, Hon

ntra, inf HA:L"H >0 va
T€KNOY

AZL’H > 0 dugc théa man mét cach ty nhién theo 6 € ) va (h C ().

inf
T€K NI,
Pinh li 1.3.7. Cho K la m¢t non trong khong gian Banach thuc E, ) la mot tap con mo, bi chan
cua Evoi 0 € Q) va toan tr A: K NQ — K hoan toan lién tuc. Gia sur rc%ng t6n tai non K,

khac trong khong gian Banach thyc E, khdc va mot

toan tur bao toan thirtyw B : K — K, sao cho

BAz £ Bz, Yz € K 109 (1.3.10)
voi thi tw dwugc cam sinh boi non K, trong E . Khi do, chi s6 diém bat dong
(A KNQK)=1
Chirng minh dinh 1i 1.3.7. Néu ton tai r, € KNOQ va A\ >1 sao cho Az, = Az, thi
Az, >1z,.Dodo BAx, > BazO.Diéu nay mau thuan véi (1.3.10)

Ap dung bo dé 1.2.1, ta ¢6 diéu phai chimg minh. ]
Pinh li 1.3.8. Cho K la mot non trong khong gian Banach thuc E, ) la mot tdp con mo, bi chan

cua E, va mot toan tr A : K NQ) — K hoan toan lién tuc. Gia s rc%ng {6n tai mot nén K, khac
trong mot khong gian Banach thyc E,| khac va

mot toan tw bao toan thirty B : K — K, sao cho

BAz£Bz, Yz € K N9 (13.11)
voi thi tw dugc cam sinh boi non K, trong E . Khi do, chi s6 diéem bat dong

(A KNQ,K)=0.



Chirng minh dinh li 1.3.8. Néu ton tai u, € K, u, =0, zx, c KNI va A\ >0 sao cho
r, — Az, = \u, thi Az, <z .Do do, BAIO < Bz,. biéu nay
mau thuan v6i (1.3.11). Ap dung bo dé 1.2.2 ta ¢6 diéu phai ching minh. O
Dinh 1i 1.3.9. Cho € va €, la hai tdp md, bi chan trong E sao cho 0 € € va O Q. Gia sur
rang A: KN ((_22 \ Q) — K hoan toan lién tuc. Gid sir rang ton tai hai non K, va K, trong
khong gian Banach E  va E, twong ung va nhing toan tw bao toan thir tw
B:K—K,B :K—K,. Néu mot trong hai diéu kién:

(Hy) BAxZBu, Yz € KNoQ va BAz£Bg, Yz € K 109,

(H,) Bleg/le, Ve e KMo va B2A.CCZB2:C, Vr e KNoQ,
dwoc théa man thi A cé it nhdt mét diém bdt dong trong K N (52 \ Q).
Viéc ching minh dé dang bang dinh 1i 1.3.7 va 1.3.8 do d6 ta chap nhan no.
Pinh li 1.3.10. Cho Q la tdp mé, bi chin trong E va 0 € Q. Gid sir rang
A K ﬂ£_2 — K hoan toan lién tuc, A0 = 0 va

inf [Aa]>0 (1.3.12)

zeKNo
Khi d6, A cé it nhat mt vecto riéng trén K N OSY twong veng véi gid tri riéng

dwong, nghia la, ton tai r, € KNOQ va y, >0 sao cho Az, = pz,.

Ching minh dinh Ii 1.3.10. it m = sup HxH 3= inf HA:IZH

z€ KNI TE€KNAN
Theo (1.3.12) , m > 0 va 8 > 0. Bay gio ta chon a > % va dé dang kiém chung rang toan tir

aA thoa man tat ca cac dieu kién cua bo de 1.2.3.

That vy, néu ton tai r, € KNOQ va 0 < p <1saocho adz = px , thi
e = oAz > 58 = m =]

Vado dé p, > 1, mot sy mau thudn. Do d6 theo b6 dé 1.2.3 ta co

i(ad, K NQ,K) =0 (1.3.13)



Pit H(t,z) = taAz . Néu H(t,z) = = véibatky 1 € KNOQ va 0 <t <1, thi
theo tinh bét bién dong luan va tinh chuan tic cua chi sé diém bat dong
(aA, KN K)=i0,KNQK)=1
Mau thudn véi (1.3.13). Do do, ton tai 2, € KNI va 0 < t, <1 sao cho H(t,z,) =z,
nghiala { aAx, = r,. Rorang, t, = 0 nén Az, = p x , trong do
p, = (at,)" >0.0
Pinh li 1.3.11. Cho toan tuw A : K — K hoan toan lién tuc va A0 = 0. Gia su

rang mot trong hai diéu kién:

(H;) lim HAxH:O lim HAwHZJroo
ARl
va
o B P
" Iy

dwgc théa mén. Khi d6 hai két lugn sau dung:

(a) Moi 1> 0 la mét gid tri riéng cia A twong g voi vecto riéng dwong, nghia la ton tai

x >0 saocho Ax = uzx .
I I I

() lim

p— =400

‘qu = 400 néu c¢é (H,) va lim ‘leH = 0 néu cé (Hy)

H——+00
Chirng minh dinh li 1.3.11. Ta chi can chting minh dinh i nay dudi diéu kién (H;) vi chtng
minh tuong tu khi (Hg) dugc théoa man. Vo1 p > 0 cho trudce, theo

(H,) ton tai R > r > 0 sao cho

le <Hx, Vo € K, a:H:r
14
Va
lA:r: >H:c, Vo € K, :(:H:R
14




Do d6 diéu kién (H;) cua dinh 1 (1.3.2) dwoc théa méin cho toan tir lA Va
i

Q={zck| HxH <r}, Q={zck| HxH < R}.Dod6 trdinh li 1.3.2 suy ra

. 1 21k o :
rang toan tt — A c6 mot di€ém bat dong x, trong 0, \ € va (a) dugc chimg minh xong.
1

Didu con lai 1a chimg minh két luan (b) tiic 1a cAn ching minh Hx/” — +oo khi
n — +00.

Gia st rang diéu nay khong dung. Khi d6 ton tai sd ¢ > 0 va mét diy p — +oo sao cho

z [[<c (n=123...).

’U/VL

Hon ntra, day {Hxﬂ H} chira mot day con hdi tu t6i mot s6 7 (0 < 7 < ¢). Mot cach don gian,

gia st rang chinh {qu H} hoi tu to1 7.
/( N\ T r.* 9 /4 \ 14
Néu 7 > 0, thi qu H >§ voin dalén (n > N), vadodo

‘A T
lL’”,

<M (n>N),

T

’LLTL:‘

I

Az

trong d6 M = sup , mau thuan voi p, — +00

<

Néu 7 = 0 thi tir (H) ta c6

—0 (n— ),

mau thuan véi p. — +oo. Do do, qu — 400 khi g — 400 va chimg minh

cua ching ta hoan thanh.
Pinh nghia 1.3.1. Cho K la mot non trong khong gian Banach thuc E va toan tur
A: K — K

(i) Cho x, € K . Néu ton tai mot toan tir tuyén tinh, bi chan B: F — FE



sao cho

|A, +h) - Az, —BhH_O

im
hek [h|—0 Hh”

(1.3.14)

thi A dugc goi la kha vi tai xtheo non K va B dwoc goi la dao ham Fréchet cua A tai x, theo K
va duoc ki hi¢ula A (x,), nghiala A, (1)) = B.
(ii) Néu ton tai mét todan tir tuyén tinh, bi chan B : E — FE sao cho

s _,
lim

2eK Ja]—-+o0 “H

(1.3.15)

thi A dwoc goi kha vi tai vo cuc theo non K va B; dwoc goi la dao ham Fréchet cua A tai vo cuc
theo K va dwoc ki hiéu la A;(oo), nghia la A;(oo) = B,.
Ro rang (1.3.14) twong duong voi

A(x,+ h)— A(z,) = Bh + w(z,, h) (1.3.16)
trong @6 |w(z,,h)| = o|h[) khi h—0 (h>0).
Vi du 1.3.1. Xét toan tir tich phan Uryson

— f k(t, s, 2(s))ds (1.3.17)

trong d6 G la mot tdp dong, bi chan trong R" k(f,s,z(s)) khong am va lién tuc véi
teG,seGvar>0.
bat E=C(G) va K={z(t) € C(G)|x(t) >0, t € G} thi K la mdt nén cta E. RO rang
A: K — K hoan toan lién tuc.
Ta c6 nhitng khang dinh sau:

(a) Néu k;(t,s,x) ton tai va lién tuc trén ¢ € G,s € G va x > 0 thi 4 kha

vi tai moi 7,(t) € K theo K va

A (z,)h(t) = f K (t,5,2,(s)h(s)ds, ¥ h(t) € C(G) (1.3.18)
by Néw FE3T) st dduvé Qt, s) (13.19)

X



ddivéi t € G va s € G khi £ — +oo thi 4 kha vi tai v6 cuc theo K va

= f Qt,)h(s)ds, ¥ h(t) € C(G) (1.3.20)

Pé ching minh két luan (a) ta dat
= [ K (t,5,,(s))h(s)ds (1.3.21)
G
RS rang B 1a mot toan tir tuyén tinh hoan toan lién tuc tr C(G) vao C(G)
Véi h(t) € K, ta co:
[Alz, () + h(1)] - Az (¢ > — Bh(t)| =
| 02,6 HO)) =K, 60) s, (A s

—\f{ (t,5,7,(5) + 0t 9)h(s)) — k. (t,5,7,(s)) } A(s)ds |
\th\k (t,5,2,(5) + O(t, $)(s)) — k. (t,5,2,(s)) | ds (1.3.22)

trong d6 0 < 0(t,s) <1.Cho & > 0 batki, vi k (t,s,z) lién tyc déu trén G x G x [0; M +1] véi

M = max z, (t),tontai 0 < § <1 saochot € G, s € G
te

va 1, € [0;M +1],

T, —:1:2‘ < 6 suyra

€
<

‘k;(t7 S, .Z‘l) _ k;(ta S, 1132)

1.3.23
mesG ( )

T (1.3.22) va (1.3.23) suy ra
HA(mU +h)— Az, — BhH < 5‘

, Vh € K,

‘hH < 6.
Do d6 (1.3.14) dang nén A;(xo) = B trc 1a (1.3.18) dang.
Pé chimg minh b), cho € > 0 bat ki, theo gia thiét Q(¢,s)lién tuc trén (¢,5) € G x G

vaton tai 3 > 0 sao cho

‘k(t, $,T) — Q(t,s)x‘ <ex, VteG, seG, x>0 (1.3.24)
bat v = max  |k(t,s,1) — QL s)x‘ Khi d¢, theo (1.3.24), ta c6
teG,s€G,0<z<p3



‘k(t,s, T)— Q(t,s)x‘ <er+7v, VteG, seG, >0 (1.3.25)
Bay gio, dinh nghia
Ba(t) = [Qt.s)a(s)ds, a(t) € C(G)
G

Hién nhién, B, : C(G) — C(G) 1a toan tit tuyén tinh hoan toan lién tuc. Tur (1.3.25) chung ta

biét véi bat ki 2(t) € K

|As(t) — B,(z,t) = f {k(t, s,2(s)) — Q(t,s)}ds‘

< f{aa:(s) +v}ds < e(mesG)HxH + ymesG
G

Vado do

T

i L < g(mesQ)
a:eK.,H:EH—>+oo HxH

Vi € tiy y, ta thay rang (1.3.15) ding nén A, (co) = B, nghia la (1.3.20) ding.

Bo dé 1.3.1. Cho A: K — K hoan toan lién tuc . Khi dé
i) Néu A khd vi tai z, € K theo K, thi A;(xo)bié'n cac tdp bi chan cua K vao nhirng tdp
compdc twong doi.
ii) Néu A kha vi tai vé cuc theo K thi A;(oo) bién cdc tdp bi chan ciia K
vao nhitng tdp compdc tiwong doi.
Chirng minh bo d@é 1.3.1. i) Vi A;(xo) 1a tuyén tinh nén ta chi cdn chimg minh rang
A;(:co)(Sl) 1a tap compac twong ddi, trong do S, ={z€K| Haz” < 1}. Gia sir tréi lai, ton tai

h €S (i=123,...) va e >0 sao cho

A ()b, = A, (z)h ] > ¢, (i = j) (1.3.26)

Chon 7 > 0 sao cho

, VheK,

|4, + 1) — A(z,) — A ()] < %Hh W<r  a327)

Khi d6, tir (1.3.26) va (1.3.27) ta tim duoc



|G, +7h) — Az, + )| =|| A, +7h) — Alx,) - A, (2,)(7h)
— Al +7h)— Az, — A (z,)(th ) +7[A ()b, — A (k] |

J

>T

A (z )b, — A (3 )b~ | A, + 7h) - Az, — A, (z,)(h,)|
~ A, + 7h) — Az, — A (2,)(7h)

TE  TE, TE
>7e ——2L ——L0 =0 Vj=xj 1.3.28

Mau thuan voi tinh hoan toan lién tuc ctia A.

(ii) Twong tu, néu (ii) khong dung, thi ton tai h eS8 (1=123,..)vaeg >0

sao cho

AL (00)h, — A (o) | > &, (i = h) (1.3.29)
Ta phéi c6 0 = inf HhtH > 0 vi mdt khéc, 6 mot ddy con {h,_} C {h,} sao cho

h, — 6 vado do

A (co)h, — A;(oo)his” 0 khi k,s — oo,

mau thuan véi (1.3.29).

Bay gio chon p > 0 sao cho

HA{E — A+(OO)$“ < g—?iJHx , VrekK, Hx” > po (1.3.30)

Tuong tu nhu (1), tir (1.3.29) va (1.3.30) ta suy ra
pE o
HA(phj)_A(phj) > — Vi = J

— )

Mau thuan v61 tinh hoan toan lién tuc cua A.

H¢ qua 1.3.1. Cho A: K — K hoan toan lién tuc va K la non sinh. Khi do
(i’) Néu A kha vi tai x, theo K, thi A;(aco) : E — E hoan toan lién tuc
(ii’) Néu A kha vi tai vé cuc theo K thi A;(oo) : B — E hoan toan lién tuc
Chirng minh hé qua 1.3.1.Hé qua nay suy truc tiép tir bd dé 1.3.1 va bo dé 1.4.2
Bo6 dé 1.3.2. Cho A: K — K hoan toan lién tuc. Khi dé
a) Néu A kha vi tai 0 theo K va Af = 6 thi A (0): K — K hoan toan



lién tuc.
b) Néu A kha vi tai vé cuc theo K thi A;(oo) : K — K hoan toan lién tuc.
Chirng minh b6 dé 1.3.2. Theo bo d¢ 1.3.1 ta chi can ching minh rang A, (6) va A (co) 1a 4nh

xa tu K vao K.

Vi A0 =0, tacovoi >0, A (0)z = lim Altr) vado do A (f)z € K. Tuong ty voi

t—+0 ¢

>0, A+(oo):1; = lim Altr) vadodo A (co)r € K.

—too ¢
B6 dé 1.3.3. Cho A: K — K hoan toan lién tuc va A8 = 0. Gid si rang A
kha vi tai 0 theo K va I khong la gia tri riéng cua A;(Q) tuwong ung voi vecto riéng duong. Khi
do

(i) Néu A;(Q) khong co veto riéng duwong twong vng voi mot gia tri riéng lon hon 1 thi
ton tai T > 0 sao cho

i(A,KT,K) =1, VOo<r<m, (1.3.31)
trongdo K = KNB va B ={zc k| HxH <r}

(ii) Néu A;(@) la mot vecto riéng dwong twong vng voi mot gia tri riéng lon hon 1, thi
ton tai T > 0 sao cho

i(AK,K)=0, Yo<r<m, (1.3.32)

Chirng minh bé dé 1.3.3. D& dang chi ra rang

a= inf
vek [t

z— A;L(T):EH >0 (1.3.33)

That vy, néu co r €K, Han =1 (n=123,...) sao choHazn — A+(9>an — 0. Khi d6, theo

bo dé 1.3.2 ton tai mot dy con {z, } sao cho A0z, — T,

k

4 * \ b)Y A * * hY * ! * A 7\/ r.* * 92 '/(
dodéz — z vavivadyz €K, ‘:1: Hzlvax — A, (0)z = 6, mau thuan voi gia thiet.

I

Theo (1.3.33) ta da biét
o~ 40| > o

. VzeK (1.3.34)



Bay gio chon 7 > 0 sao cho

HA.T,—A;(Q)xH < ‘; 1, Vrek, |of <7 (1.3.15)
Tir (1.3.34) va (1.3.35) suy ra
|z —tAz + @ =04, 0)] > |o — 4. 0)s] - t| 4z — A_(0)a]
> afe| =5 e = 5>
Y (t,2) €[0,1] x (8Kr), o<7~g7

Va do d6 theo tinh bat bién dong luan cta chi s6 diém bat dong,
(A K K)=iA(9),K,K), V 0<r<r (1.3.36)
Trong trudng hop (i), ta biét tir Bo dé 1.2.1 1a
(A (0),K ,K)=1 Vr>0 (1.3.37)
Diéu d6 ngu ¥ rang (1.3.31) duogc suy ra tir (1.3.36) va (1.3.37).
Trong truong hop (ii), c6 h > 0 sao cho A;(Q)h = A\h, A > 1. Bay gio ta chirng minh
z—A (0)x=th, Vx>0, t >0 (1.3.38)
That vy, néu ton tai z, >0 vat >0 saocho z, — A;(Q)xo =t h thi theo gia
thiét ¢, > 0. Vi A (f)z, > 6 theo bd d¢ 1.3.2taco z, > th.
bat t* = sup{t > 0|z, >th} thi 0<t <t <+oo, z, >t h nén
g, = A (O)z, +t.h > A (0)(th)+t,h =\t +1)h
Mau thuén véi tinh xdc dinh cta ¢ vi A+t >t
Theo (1.3.38) va hé qua 1.2.1, ta biét
(A (0),K ,K)=0, Vr>0. (1.3.39)

Do d6 (1.3.32) suy ra tir (1.3.36) va (1.3.39).
Bang cach twong ty , chung ta c¢6 thé chimg minh diéu sau.
Bo dé 1.3.4. Cho A : K — K hoan todn lién tuc. Gid sir rc?ngA kha vi tai vo cuc

theo K va 1 khong la mot gid tri riéng cua A;(oo) tuwong ung voi vecto riéng duong . Khi do



(i’) Néu A+(oo) khong co vecto riéng dwong twong ng voi gid tri riéng lon hon 1, thi
ton tai o > 0 sao cho
i( A4, KR,K) =1, R>c0 (1.3.40)
trongdo K, =KNB,, B, ={rcE| H:UH < R}
(ii’) Néu A;(oo) c6 mét vecto riéng dwong vmg véi mot gid tri riéng 1om hon 1, thi ton
tai o > 0 sao cho
i(A,KR,K):O, R>o (1.3.41)
Pinh i 1.3.12. Cho A: K — K hoadn toan lién tuc va A0 = 0. Gid sir rang A kha vi tai 0 va
tai vé cuc theo K va 1 khong la mot gia tri riéng ciia A;(Q) hodc A+(oo) twong 1ng voi vecto

riéng dwong. Hon nita, gid sir rang mot trong hai
diéu kién sau dwoc théa mén:
(Hy) A;(H) khong co vecto riéng dwong ung voi gid tri riéng lon hon 1, trong khi
A+(oo) co vecto riéng duwong voi gid tri riéng lon hon 1.
(H,y A;(H) co mot vecto riéng dwong irng voi mot gia tri riéng [om hon 1,

nhung diéu twong tw khong ding cho truong hop A;(oo).
Khi d6 A 6 it nhat mét diém bdt dong dwong.
Chirng minh dinh 1i 1.3.14. Trong trudng hop cia (Hy), ta biét ring theo bd dé
1.3.3val1.3.4sétdntai R > r > 0 sao cho

(AK,K)=1 i(AK,K)=0

Suy ra rang

i(AK N\ K K) = i(A K, K)—i(A K ,K)=—1=0
Va do d6 , 4 co it nhat mot diém bat dong trong K 2\ ET )
Tuong tu, trong truong hop cua (H;y) , ta cod

(A K K)=0, A K, K)=1, i(AK,\ K, K)=1=0

Do do6, chiing ta c6 thé khang dinh rang 4 cling c6 it nhat mét diém bat dong trong K, \ K, .U



Vi du 1.3.2. Xét toan tir tich phan Uryson (1.3.56).

Cho k(t,s,z) va k(tsz) lién tuc va k(t,s,z) khong am véi t€G,s€ G,z >0 va
k(t,s,0) = 0. Cho (1.3.58) déu dugc théa man véi t € G va s € G khi z — 400 . Gia sir rang
1 khong 1a mot gid tri riéng ctia B hodc cua B, tuong trng vé1 mdt ham riéng khong am, trong

do
Ba(t) = f k'(t,5,00x(s)ds,  Bua(t) = f Q(t,8)a(s)ds (1.3.70)

Hon nira, gia su rﬁng mot trong hai diéu kién sau dugc théa méan:
a) B khong c6 nhiing ham riéng khong dm tuong trng v41 mot gia tri riéng
16n hon mdt, trong khi ma B; dong vai tro nhu mot ham riéng khong am.
b) B dong vai tro cua ham riéng khong am tuong iing véi mot gia tri riéng
16n hon mot, nhung né khong dung cho truong hop cua B;.
Khi d6 toan tir Uryson (1.3.56) c6 mot diém bat dong z(t) ,khong am, lién tuc va khong
ddng nhat véi 0 trén G.
Nhirng khéng dinh trén duogc suy truc tiép tor dinh 1i 1.3.8 vi theo vi du 1.3.3 ,
A (00) =B va A (00) = B,
1.4. Nhirng dinh li vé nhiéu diém bat dong.
Trudce hét ching ta s€ trinh bay hai dinh li diém bat dong bdi sau ma n6 dugc suy
ra truc tiép tir dinh 1i 1.3.1 va 1.3.2.

Dinh li 1.4.1. Cho 2,82, va (2, la ba tap mo bi chan trong E sao cho

0eQ, 571 C 1, KZ C Q,. Chotoan tir A: K N (9_3\91) — K hoan toan lién

tuc. Gid sir rang

Avfr, Vo e KNOQ; AxFu, Voe KNOQ, va Azfe, Vo e KNoQ,. Khids, Acéit
nhat hai diém bat dong x va x trong KN (53 \Q) ,; hon nita z €Q, \Q_1 va

.CL'** 663 \Q_2



Dinh li 14.2. Cho Q.0 va S, la ba tip mo bi chan trong E sao cho

0 e, (71 C Q,, §72 C Q,. Cho todan tir A : Kﬂ(&Z\Ql) — K hoan toan lién tuc. Gia su

rang

HA:L’H > H:L' , Vo e KNOQ, ; HA{EH < Hvad Az =z, Vo € KN,
HA:EH ZHI , Ve € KNOQ,. Khi d6 A co it nhdt hai diém bdt déng © va x  trong

Kﬂ(@\ﬂl) ;honnita v € Q\Q va z EQ_?)\(TQ
Bo6 dé 1.4.1. Cho X la mét tdp co rut cua khong gian Banach thuc E va X; la mot tdp co rut, 16i,
bi chin cia X. Cho U la mét tdgp mé khic rong cia X va U C X,. Gid si rdng
A: X, — X hoan toan lién tuc, A(X,) C X, va A khéng cé diém bat dong trén X \ U . Khi d¢
(AU, X)=1 (1.4.1)
Chirng minh b6 dé 1.4.1. Vi tip co ctia khong gian Hausdorff phai 1a tap déng, X, dong trong
Xval C X, . Do do, theo tinh khong d6i cta chi s6 diém bat
dong, ta co
(AU, X) =1(AU,X) (1.4.2)
R0 rang, U la mot tdp mo cua X, va do do theo tinh chét cit cta chi s6 diém bat
dong
i(A,X,X)=1iAU,X) (1.4.3)
Chon z, €U C X, va dat H(t,z)=tz, +(1—t)Az. RO rang X, 16i, ta biét rang
H :[0,1]x X, — X, hoan toan lién tuc. V& phan X, nhu 1a mét tp md, bi chédn cua chinh no,
duong bién cia X trong X , tuc la X , la rong, nén theo tinh bat bién dong luan va tinh
chuén tic cua chi sb diém bat dong, ta dugc
(A, X, X)) =1z, X,X)=1 (1.4.4)
cudi cung, (1.4.1) suy ra tir (1.4.2) , (1.4.3) va (1.4.4).

Heé qua 1.4.1. Cho X la mét tdp 16i, dong, khdc rong, bi chdn ciia khéng gian
Banach thuc E, gia suw A: X — X hoan toan lién tuc. Khi do (A, X, X)=1.



Chirng minh hé qua 1.4.1. bang cach dat U = X, = X trong bd dé 1.4.1 ta co ngay hé qua
nay.

Pinh li 1.4.3. Cho K la mét khéi nén chuan trong khéng gian Banach thuc E va Y25 Yy 2, €EF
voi y, <z, <y, <z, Gidsu rang A: ly,,2,] — E hoan toan

lién tuc, tang manh va

y < Ay, Az <z, y, <Ay, Az, <z (1.4.5)
Khi d6 A 6 it nhat ba diém bdt dong T,,T,,T, trong [y,,2,] sao cho
y <z Lz, y <, <2 va yzg/xgg/zl.
Chitng minh dinh 1i 1.4.3. Cho X =[y,2,], X, =[y,7] va X, = [y,,2,].
Khidé, X, C X va X, C X.Vi X, X, va X la tat ca nhimg tap khac rdng, 10i, dong, bi chin
cua cua E, X 1a mot co rit cua E va X, X, la nhitng co rat cua X , suy ra A c¢6 mot diém bat
dong cuc dai z, trong [y,,z]. Tu (1.4.5) ta biét y <m <z nény <z =Ar < Az <z.
Do d6 z, 1a mot diém trong cua X trong X. Cho U, la phan trong cua X trong X, khido U, = &
va A khong co
diém bat dong trong X, \ U, . Do d6, theo bo dé 1.4.1, ta c6
(AU, X)=1. (1.4.6)
Bang cach tuong tu, ta c¢6 thé chimg minh rang 4 c¢6 mot diém bat dong cuc tiéu T, trong
[Y,,2,] véi y, < 1, < z, do d6 z, 1a mot diém trong cta X; trong X. Tuong tw, cho U, mién
trong cua X, trong X. Khi do U, = &, 4 khong co diém
bat dong trong X, \ U, va
(AU, X)=1. (1.4.7)
Theo tinh cong tinh cua chi s6 diém bat dong, ta co
i(A,X,X)=i(AU,X)+i(AU,X)+i(AX\(U,UU,),X). (1.4.8)

Vatheo hé¢ qua 1.4.1 ta cod
(A, X, X)=1 (1.4.9)



Tu (1.4.6), (1.4.7), (1.4.8) va (1.4.9) suy ra

i(4,X \ (U, UU,), X) = -1
Do d6, 4 ¢6 mot diém bat dong z,trong X \ m RS rang rang A khong co
diém bat dong trong X, \ U, vatrong X, \U,,tabiét z, € X \ (X, UX,). O
Hé qua 1.4.2. Vi diéu kién ciia dinh Ii 1.4.3, A ¢6 it nhdt ba diém bat déng

* *

N * * * *
T, ,z,, va T, trong [y,2,] saocho v, <z, <z, .

Churng minh hé qua 1.4.2. 4 c6 trong [yl, z2] mdt diém bat dong cuc tiéu xl* va mot diém bat
dong cuc dai :1:3*. Theo dinh 1i 1.4.3, :1:1* = :1:3* va ton tai diém bat dong :1:2* khac cua A sao cho
:pl* < x; < :1:3*. Nhu vdy, 1d rang rang A 1a ting manh, ta co Axl* < Ax; < Ax; nghia la
xl* < .CC; < :U;.EI

Trong trudng hop tong quat, ta c¢6 thé chimg minh két luan sau:
Cho K 13 mét khéi nén chuan trong khong gian Banach thuc E va y,z, €FE
(1 =12,...,m) voi

y <z <y, <z <..<y <z
Giasa A:[y,z | — E hoan toan lién tuc, ting manh va

y, < Ay, Az < z,y, <Ay, Az, <z,..y <Ay Az <z . (1.4.10)

m’

Khi @6, A c6 it nhat (2m — 1) diém bat dong T,,T,,...,T, _ trong [y,z ]sao cho

I om—1

Yy S L2,y L8, L 2,00y <Lz L2

-1 17

ym < xm S Zm’ yi+1 éxm—%—i gzi (Z = 1’ 27 seey M= 1)
Ta luu y rang khi m > 2, diéu kién (1.4.10) qué nghiém ngat rat kho kiém tra.
Tiép theo , cho K 1a mdt nén trong khong gian Banach thuc E va

KT:{SUEKlHLEH<T} (r>0).Khid()@KT:{a:GK]HxH:r}Vé

K ={reK| Hx” < r}. Chung ta s€ xét ham « khong am lién tuc va 16m trén

K ,nghiala o : K — [0;4+00) lién tuc va thoa man



a(te +(1—t)y) > te(z) + 1 —taly), Ve,ye K, 0<t<1. (1.4.11)

Chung ta biéu thi tap hop{z € K | a < o(z),

1| < b} (b > a > 0)bang K(a,a,b)
RO rang, K(a,a,b) la mot tap 161, d6ng, bi chan.
Pinh li 1.4.4. Cho A: Ec — Ec hoan toan lién tuc va o la mot ham lom, khong dm, lién tuc
trén K voi a(zx) < Hx” voi bitki w € Ko. Gid sir ton tai
0<d<a<b<c saocho
(i) {x € K(a,a,b) | ax) > a} = & va a(Ax) > a voi x € K(a,a,b)};
(ii) | Az < d voi z € Ko
(iii) a(Ax) > a vdi z € K(a,a,c) voi HA:(:H > b.
Khi d6, A c6 it nhat ba diém bdt dong trong K.
Chung minh dinh li 1.4.4 .
Pit U, = {z € K_|[2] < d}(1.4.13)
Ngoai ra, theo h¢ qua 1.4.1, ta cé
(A KK =1 (1.4.14)
T (1.4.12), (1.4.13) va (1.4.14) suy ra

i(A K.\ (U, UU,),K.) = i(A,EC,EC) AU LK) — (AU, K.)

17 27

=1 (1.4.15)
Cudi cung, theo (1.4.12), (1.4.13) va (1.4.15) ta biét rang & day sé& ton tai

2V eU,z? eU, vaz? e K. \ (U, UU,) sao cho Az = z"(i =1,2,3)
Pinh li 1.4.5. Cho A: Ec — K hoan toan lién tuc va o la mot ham lom, khong am, lién tuc
trén Kvoi a(z) < HxH vi moi x € K.. Gid st rang ton tai 0 < d < a < ¢ sao cho

(@) {x € K(a,a,c)|a(z) > a} = ¢ va a(Az) > a voi x € K(a,a,c);

(b) HA:IZH <d voi x € Ed;



a/ 7. . s 7 .
(c) a(Az) > —HAxH voi moi x € K. voi HA:UH > c
%

Khi d6 A c6 it nhdt hai diém bt dong trong Ec.

Chimg minh dinh 1i 1.4.5. Dt U, = {z € K. |

1| < d} khi d6 (1.4.12) ding va
do d6 A c6 mot diém bat dong z, trong U, . Bay gio, ta dinh nghia

Az, khizxé€e K. va HAxH <g¢
Bxr = jcAzx

RO rang B : K ¢ — K . hoan toan lién tuc va théa man tat ca cac di€u kién cia dinh li 1.4.4 véi

, kh1x€K va HAxH>c

b = c. Do d6 theo dinh li 1.4.4, B c6 mot diém bat dong x, trong K. \ (U, uU,), trong do6

U, ={z € K(a,a,c) | a(x) > a}.

Rorang, U UU, = E E KiUK(a,a,c) vadodo a(r,) <a.

Néu SH > ¢ thi theo diéu kién (c)
a>a(z,) =a(Bz,) = Az | Az, +|1 ——< s
S | ey s vy e B vy
> a(Az,) + 1—La 0) > Az.|=a
7 i ey | S vy i v

Ta gip mau thuan. Do do6 HAx3

‘ScnénAxngx3:x3.D



Chuong 2:
CAC UNG DUNG CUA PINH Li KRASNOSEL’SKII VE ANH XA NEN VA GIAN
MAT NON
2.1. Ung dung vao phwong trinh tich phén.
Vi du 2.1.1. M{t s6 bai toan vé su lan truyén bénh dich din dén viéc tim nghiém duong, c6 chu

ki w cua phuong trinh
t
oty = [ flsalds )
v6i cac gia thiét:
1) f: R x][0,00) — [0,00) lién tuc, c6 chu ki w theo bién thir nhat, f(¢,0)=0;

o F)

— (0 déu dbi véi t € [0,w]

2) Ton tai ham ¢ : R — [0,00) ¢6 chuki w, s6 p > 0 sao cho

fla,1)

x

> (t), Yae(0,0]; [ @(t)t>0

Ménh dé. Ton tai sb T, sao cho V7 > 7 phuong trinh (*) c6 nghiém duong, chu ki w.
Chirng minh. Ta 4p dung dinh li sau dé ching minh bai toan trén
*Dinh li. Ta ki hiéu B ={z e X : HxH <r}, § ={reX: HZL’H =r}, r>0,
K =KANB,

Giasu A: K — K compdc va ton tai r,n, € (0,7),r, #1, sao cho

a) Az # Az Va:eKerl, VA2>1

b) Ton tai z, € K\{0} thba v — Az # Az, Vze K(\SKZ,VX, >0
Khi 6, A c6 diém bdt dong dwong x théa min{r, 7} < Hx” < max{r,n,}.
Bay gio ta ching minh bai toan
Ki hi¢u: X 1a khong gian cac ham lién tuc, c6 chu ki w, || z ||= max | z(?) |.

0<t<w

K 1a nén cac ham x(t) > 0.



Aa(t) = [ t fls, 2(s)|ds.

t
biat a(r) = inf @(s)ds, ta co

telOw]J t—

lim a(7) = 0o (do a(r) > %] fo " p(s)ds)

Goi 7, la so ma af7) > 1, V7 > T,-
* Chon u(t) =1, coi x = Az, Vz € S;, ta co:

(x = Az + u, QSES:, A>0)=z(t) > A

= x(t) > t M.x(s)ds > t ©(s)ds. min z(t) > a(t). min z(¢)

—Jir x(s) t—7 0<t<w 0<i<w

Volivi a(r) >1

*vr > ,dat O(r) 1a s0 thoa ft,2) < 1 Ve > C(1),Vt € [0;w]
T T
M(7) = max{f(t,z): t € [0,w],z € [0;C(7)]}

Chon r > 7M(7),coi z = Az Vo € S",tacé Az = Az,z €S
t

= Az(t) < f max{@,M(T)}ds <max{|| z||,7M(7)} =|| = ||
t—1 T

=<1

Vi du 2.1.2. Phuong trinh tich phan dang da thuc

Xét phuong trinh tich phan phi tuyén

u(@) = [ k(z,y)f(y,u(y))dy (2.1.1)

trong d6 G 12 mot mién mo, bi chan trong khong gian Euclid R" va

f(z,u) = Zai(az)uag a >0, i=12..m. (2.1.2)
i=1

R rang, u(z) = 0 1a nghiém tim thuong cta phuong trinh (2.1.1). Dé cho thuan tién chiing ta

trinh bay rd rang chinh xac mot vai diéu kién cho hat nhan k(z,y):



(H,) k(z,y) khong am va lién tuc trén G x G va t6n tai mot tap dong
G, C G v6i mes G, >0 va 0 <¢g, <1 saocho

k(z,y) >0, V(z,y) € G, xG,,
k(z,y) > e k(zy), V2 €G, yeG, 2€G

(H,) k(z,y) khong am va lién tyc trén G x G va ton tai z, € G sao cho k(z,z,) > 0

0 0

(H,) Véibatki qua cau dong T C G (G ki hiéu phan trong cta G),

tontai e = ¢ (T) > 0 sao cho

f k(z,y)dy > & f k(z,y)dy, Vo € G
T G

Trong phan tiép theo, chuan trong C(G) dugc ki hiéu 1a |[s| va chuan trong L(G) dugc ki hiéu

ta ],
L

Bo dé 2.1.1. Cho u (z)€ C(G), u(z) € C(G), u (z) >0 u(z)>0 va Hun — uH — 0 khi

n — 0o. Khi dé, véi o > 0 bat ki, ta ¢

Chirng minh bo @2 2.1.1. Theo bat dang thirc da biét

u“’—u“’H—>O(n—>oo) (2.1.3)

n

‘xa _ya |S Q(xa—l_{_ya—l)'x_y‘, $>O, y > 0, o > 0’ (214)

Ta thay rang (2.1.3) ding véi a > 1. Bay gid, gia st rang 0 < o < 1. Vi € > 0 bét ki, cho

, khiu ( )>€*

tal
khz u ) < e



u (z), khiu (z) <e
w(x)y=y" L+ " . farx
g e, khiu (z)>¢

RO rang,

*

v(z) + w(z) = u(z) + ¢ ; v () +w () =u()+¢

*

[v(@)]" + [w@)]" = [u(@)]" + ()"

v (@)]" +[w, (2)]" = [u (2)]" + ()"

Va an - UH — 0,

w, = w[ =0 (n— o0) (2.1.5)
Do d6 theo (2.1.5) ta c6
[, @)]" =[u@)]" | < [lv,(2)]" =[v@)]" [+]]w,(@)]" —[w@)]" |
<2a(e) ! v (z) —v(z) | +2()" (2.1.6)
Tur (2.1.5) ta biét rang ton tai N = N(¢) sao cho
[, =] <&’ vn>N (2.1.7)
Tir (2.1.6) va (2.1.7) suy ra

<2a(e)+2e) =¢ Yn>N

H“ o _ g
n

va do do (2.1.3) dang.
Pinh li 2.1.1. Gid sir rang
(i) Hat nhdn k(z,y) théa man (H))

(i) a(r) >0, a(z) € L (n=12,..,m) va trong sé cdc a(i=12,..,m) ton tai a, <1

0

va a, >1 sao cho inf a_(z) > 0 va inf a_(z) >0

7, 2
1 TeG, 0 T€G, 1

(iii) zm:HaiH <M, trongdé M = max k(x,y)
=1 L

(z,y)€GXG
thi phwong trinh (2.1.1) ¢6 it nhat hai nghiém khéng tam thuong, khéng am, lién tuc.
Chitng minh dinh 1i 2.1.1. Cho K = {u € C(G) | u(z) > 0, minu(z) > e, Jod
4SS

0

Dé dang kiém tra rang K 1a mot nén ciia khong gian E = C(G). Ta dinh nghia



Au(z) = [ k(w,y)f(y, u(y))dy.

G

voi u € K, theo (H ) tacod

1
Au(z) > sof k(z,y)f(y,u(y))dy = e, Au(z), Vo €G, z€G
G
nén miGn Au(z) > €, HAuH ,nghiala, Au e K

Do d6 A(K)C K (2.1.8)

Do bd dé 2.1.1, dé dang chi ra réng A: K — K hoan toan lién tuc. Véi u € K va z € G, ta

co
>fk:cy ()] dy
> 7T (mesG) uf
>fka:y )] dy

> TTl(mGSG) ik

trongdd 7= min k(z,y)>0 7 =infa (2)>0
& (2,y)€G, <G, (z,9) ’ 0 2eq, Zo( )

vaT =infa (v)>0
€@, Y
Do d6

HAUH > TTO(mGSG)&ZO% Hu K , Yue K, (2.1.9)

Va

«

HAUH > TTl(mBSG)é‘O% ul| ', Yue K (2.1.10)

Tir (2.1.9) va (2.1.10) suy ra ton tai R > 1> 7 > 0 sao cho

HAuH > HUH Vu € K, HuH —r (2.1.11)
Va

|Au| > u], Yu e K, |u|=r (2.1.12)

Mit khac, theo diéu kién (iii), ta biét



ol <SS o = 353fel, <1 = vuer
=1 L =1

T (2.1.8), (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13) va ap dung dinh 1i 1.3.4, ta khang dinh rang A c6 hai

qul (2.1.13)

diém bat dong v va v’ trong K sao cho
r< HuH <1< HuH <R
RS rang, u (z) va u () 14 hai nghiém khong tam thuong, khong am, lién tuc
cua phuong trinh (2.1.1).0J
Pinh li 2.1.2. Gid si rang
(i) Hat nhdn k(z,y) théa man (H)) va
(i) a(z) >0, a(x) € L, a, > 1 (i = 1,2,...,m) va trong 6 cdc a(r) (i=12,..,m) t6n

tai a (x) sao cho inf a_(x) > 0 thi phuong trinh (2.1.1) c6

Y zeG, "
it nhat mot nghiém khéng tam thuong, khéng am, lién tuc.
Ching minh dinh 1i 2.1.2. Nhu ching minh cta dinh 1i 2.1.1 ta thay rang A : K — K hoan
toan lién tuc va (2.1.10) dung. Do d6 t6n tai R > 0 sao cho (2.1.12) dung.

Ngoairavi a, >1 (i =12,...,) ton tai 0 < r < R sao cho

, u € K,

ol <SSl ol <ol w5 o= o119

Tir (2.1.12), (2.1.14) va dinh 1i 1.3.4 suy ra A ¢6 it nhit mot diém bit dong v € K thoa min
r<[i] <m0

Vi du 2.1.3. Chtrng minh su ton tai ctia nghiém boi duong ctia hé phuong trinh tich phan kiéu

Hammerstein cho boi

o(@) = [k (2.9)f0(),0())dy

2.1.15
0(o) = [[B (@00 0(0). 6(0))dy e

trong d6 G 1a mot mién dong, bi chan trong R"k(z,y): GxG — R" la mot ham khong am,

lién tyc va f(z,u,v) : GXR" xR" — R" 1a mot ham lién tyc



(i = 1,2). Néu ta dt

Al ) (@) = [ k(@ 0)fe),v)dy, =12,

G

Va Alp,v) = (A (p, 1), A, (¢,7)) thi (2.1.15) twong duong vé6i diém bat dong clia toan tir A

Cho toan tr K, dugc xac dinh boi

(K@)(@) = [ k(zy)em)dy (x€@), i=12

v6i ban kinh pho r(K) > 0 (i = 1,2). f(z,u,v): G x R" xR" — R" laham k, 1a ham lién tuc
khong 4m suy ra rang toan tir K, tuyén tinh, hoan toan lién tuc (i=1,2). Hién nhién, toan ti A
cling hoan toan lién tyc (i=1,2). Khi d6, theo dinh 1i Krein-Rutman tdn tai ham lién tuc

g9.(x) >0, gz_(:c)j:ZO sao cho

[k (y,2)9,(n)dy = (K )g,(x), ¥z € G, i = 1,2 (2.1.16)

G
Ta dat nhitng sy gia dinh sau:

(Cy) ton tai ham lién tuc khong 4m a (z) (i = 1,2) sao cho

k(z,y) > a(2)k(T,y), Yo,y,7€ G (2.1.17)
6 = fai(a:)gi(x)dx >0 (2.1.18)
G

trong d6 g.(z) duoc xdc dinh béi (2.1.16)
(C,) Néu mot trong hai diéu kién

f(z,u,v)

lim >r'(K,) deuvéiz €@, veR” (2.1.19)
u—0" U
va
lim 2% r (K, (2.1.20)
u—0" u

déu d6i véi z € G, u € R" duge thoa man.

(Cy) Cho  lim A®%Y)

U——+00 U

>r (K)) déuvoi z € Gov e RT (2.1.21)



va

1im ]g ('Tﬂ u? v)

U——+00 U

> r (K, (2.1.22)

2
déuvéiz € G, ueR".
(C4) Ton tai 1. >0 voi 0 <wu+wv<r sao cho

f(z,u,0) <A (Vo € G) (2.1.23)

trong do 0 < A < <th” + HhQH)*l, h(x) = fk¢($’ y)dy,

G

Pinh li 2.1.3. Gid si rang nhitng diéu kién tir (C,;) dén (C,) ding. Khi d6 bai todn

hiH—nzlgaGXm( z)|, i=12
(2.1.15) ¢6 it nhat hai nghiém dwong, lién tuc (¢, %) va (¢,,1,) théa man

0 <l + el <n <l + e
Ching minh dinh li 2.1.3. Bt C(G) = {¢ | ¢(z) lién tyc trén G}, X = C(G)x C(G). Chuan

trong X duoc xac dinh khi

©, ZDHX = HQDH + Hzﬁ” va ro rang X 1a mdt khong gian Banach. Dat
K, ={p e C(G)|¢(z) =0, fg (z)dz > 6 |}

trong d6 & duoc xac dinh béi (2.1.18) (i=1,2). DE dang thiy rang K = K, x K, 12 mdt nén
trong X. Pat T(p, ) = (r (KK p,r (K, K 1))

Trudc hét ta thay rang toan tir A 1a anh xa tir K vao K. That vy, véi bat ki
(,9) € K theo (2.1.17) ta dugc

f%@awwmmm:f% mjkxy (10 () (y) )y

>f% wf D)k, (7, 9) 1 (4,0(1), 1(v) )y
>6Algo, T,VTEG

Suyra A(p,v) € K . Tuong tu, A (¢,7) € K, vado do A(p,¢) € K, vay

A(K) C K. Tuong tu, T(K) C K . Talay B(p,v) f g,(x



thi B 1a 4nh xa tir K vao non K, = [0,+00) khic trong khong gian Banach thuyc E = R va
hién nhién B 12 mot toan tir bao toan thir tu va thuan nhét.
Pt Q = {(p.v) € X ||¢ + || <} thio e
Piéu kién (2.1.19) suy ra rang ta c6 thé tim mot sd r vol 0 <7 <1 sao cho
fzu,0) > r (K )u, YO<u<r (2.1.24)
Khong mat tinh tong quat, ta c6 thé gia sir rang (2.1.19) dang trong (C,) va A khong c6 diém

bat dong trén 0Q . Theo (2.1.16) va (2.1.24) v6i moi (p,70) € 02 N K, ta duge

BA(p, 1) f 6,z () — Blp. )

fgl dxkay (y, y))dy — fgl

Kl)fgl(y)fl(yw(y : dy—fg1
- G G

R6 rang rang BA(p,v) — B(p,)) = 0, vi vdy BA(p,v)— B(p,1)) > 0. Do d6, véi moi
(p,0) € 6’(27,0 N K sao cho BA(yp, ¢)gB(gp,w)
Tir dinh 1i 1.3.8 suy ra chi s6 diém bat dong
i(A,QTU NK,K)=0 (2.1.25)
Tir (3.7) trong (C3) , khi d6 ton tai cac s6 duong ¢ va b, sao cho
f(zu0) > (r(K)+eu—b, V2 eG, u>0,v>0 (2.1.26)

2, [ 9,(y)dy

G
er(K,)b

1

Tadat R > maxir,

Vadat O, = {(p.0) € X | o] + ¢ < B}

Khong mat tinh tong quat, ta c¢6 thé gia st rang A khong c6 diém bat dong trén



09, Véi bt ki (p,1) € 00, NK , ta 6 o] + v = R. Gia six || > g, béi vi chitng minh

& twong t khi 4] > g. Theo (2.1.26) va (2.1.16) ta duogc

BA

~~

9,(2)A (p(x),P(x))dz — B(ep, )

daszxy (1 p(y), ¥(y) )y — fgl
f%_ ) ¥(y))dy — f%

> (K, +€f% y)dy — bf% )dy — f%
f& @ bf%

> er(K))6, HSOH —b, f gl(y)dy >0
G

I
ﬂ Q%Q%

Do do, véi batki (p,1) € 09, N K sao cho

BA(p,%) £B(p, )

Tir dinh 1i 1.3.8 suy ra rang chi s6 diém bat dong
(4,92 NK,K)=0 (2.1.27)

Khong mat tinh tong quat, ta c6 thé gid sir rang A khong c6 diém bat dong trén o0 . Véi bat ki
(p,1) € 00, N K, khi d6 o] + o = 7

Theo (2.1.23), ta duoc A (p,3)(x) < Ar: f k(z,y)dy = Arh.(z), (i=1,2)
G

Khi d6 ||4,(,v)] < Ar, |1, Do do

4w < A+ < 5 = e

, V& € K trong dinh li 1.3.4, ta thdy rang chi s6 diém bat dong

i(AQ NKK)=1 (2.1.28)



R rang ring Q. C Qﬁ,ﬁﬁ C Q.. Tathay (2.1.25),(2.1.27), (2.1.28) suy ra theo tinh chat cong
tinh cua chi s6 diém bat dong. Chi s6 diém bat dong
i(4, (€2, \Qﬁ) NK,K)= —z'(A,(QT1 \QTU) NK,K)=1.
Do @6, theo tinh chat nghiém cua chi s6 diém bat dong suy ra A co it nhat hai nghiém duong
lién tuc (¢,,7,) va (@,,%,) thoa man
0 <l + ] < <ol + ]
Két thuc ching minh. O
2.2. Ung dung vao phwong trinh vi phan
Vi du 2.2.1. Xét bai toan gia tri bién hai diém ctia phuong trinh vi phan thudng sau:

"+ f(z)=0, 0<t <1

2.2.1
z(0) = z'(1) = 0. @2.1)
Két ludn : Cho f(z) l1a ham khong am, lién tuc trén = > 0 va
im £®) (2.2.2)
z—+o00 7

Giastrton tai a > d > 0 sao cho f(z) < 2d véi 0 <z <d va f(z) > 4a
v6i a < z < 2a. Khi d6, bai toan (2.2.1) 6 it nhat ba nghiém khéng am va thugc vé C*[0,1].

Chirng minh. Bai toan (2.2.1) twong duong véi phuong trinh tich phan

w(t)= [ 'G(t,5)f (x(s))ds, (2.2.3)

t, t<s

trong do G(t,s)lé ham Green G(t,s) = min{t,s} = s tes
pat Aa(t) = [ "Gt ) f(e(s))ds (2.2.4)

E=C[0,1]va K = {z(t) € C[0,1]| z(t) >0, ¥ 0<t<1}.



A: K — K r0 rang la hoan toan lién tuc. Bt a(z) = {nin x(t). PBiéu d6 ciing cho thiy rd rang
—<t<1
J<i<

a 1a mot ham 1om, lién tuc, khong am trén K voi a(z) < Hx” v6i bat ki z(t) € K, ton tai

0<o<2vart>0saocho f(z) <oz voi x> 7 vadodod

0< f(z)<ozx+0, >0, (2.2.5)

trong do 3 = max f(x). Bay gio, ta chon

r > max{ b ;Qa} (2.2.6)
2—0

Va chimg minh rang tit ca nhitng diéu kién cua dinh 1i 1.4.4 dugc thoa man véi b = 2a va

¢ = r. Trudc hét ta ching minh A(K,) C K,

That vy, khi z € K, theo (2.2.5) va (2.2.6) ta tim duoc

Do @6 Az € K .

RS rang, {z € K(o,a,2a)| o(z) > a} = @ vi chang han z, € {z € K(a,a,2a) | a(z) > a} ,

trong d6 =, (t) = %,0 <t <1.Honnita, voi z € K(o,a,2a), ta cd

a(Ax) = fOlG[%,s]/(x(s))ds > ng[%,s

1 p1
Zafééla ds =a

f((s))ds

Cho thay rang diéu kién (i) ctia dinh 1i 1.4.4 dugc thoa man. Viéc kiém tra diéu

kién (ii) thi don gian, vi z € K, suy ra

HAxH = j:sf(x(s))ds < fols.Qd ds=4d



Cuoi cung, voi = € K(«a,a,r) voi HAQSH > 2a, ta cod

A [ ftatenas + J; et

1 prt 1
:E»/; sf(x(s))ds = 5”%13:” > a
Va do d6 diéu kién (iii) ciing duoc kiém tra. Vi vy theo dinh 1i 1.4.4, 4 c6 it nhat ba diém bat
dong trong E O
Vi du 2.2.2. Xét bai toan gia tri bién hai diém ctia mot phuong trinh vi phan thuong:
—z"= f(z), 0<t <1 2(0)==z(1) =0, (2.2.7)
trong d6 f(z) lién tuc va khong am voi x > 0 va f(0) = 0. Rorang, z(t) =0 la

mot nghiém tim thudng cta bai toan (2.2.7). Ta ¢6 khang dinh sau: néu

0< 1m 2%~ va 243 < Tm L% < 1o (2.2.8)

rotoe 1ot
thi bai toan (2.2.7) ¢6 it nhat mot nghiém tam thuomg #(t) thude C*0,1| va théa man

z(t) >0, VO<t<l. (2.2.9)
Pé ching minh khang dinh trén, trude hét ta nhan xét rang bai toan (2.2.7) twong duong voi
phuong trinh tich phan

1

2(t) = | k(t.s)fla(s)}s,
Trong d6 k(t,s) 1a ham Green ctia toan tir kha vi —z" véi diéu kién bién z(0) = z(1) = 0;
duoc cho boi

Wi = |78 1S (2.2.10)
’ s(l1—t), t>s

pat Au(t)= [ k(t, ) f(s)ds



K = {a(t) € C[0,1] | o(t) > 0} va K= {a(t) € K | min a(t) > (% — )]}

——e<t<——¢
2 2

trongdo 0 < e < % va HxH 1a ki hiéu chuan cua z(t) trong khong gian

E = C[0,1]. Hién nhién, K va K_lanéncua C[0,1], K. C K va A: K — K hoan toan lién
tuc. Cho z(t) € K. Vi k(t,s) < s(1—3s),

HAQ:H < j;l s(1—s)flx(s)]ds. (2.2.11)

Ngoéira,khi%—sﬁtﬁ%—l—s,tac()

t(l—s)Z(%—s)(l—s) Whi £ < s

3(1—15)23[1—(%%)]:(%—5) Whi t> s

k(t,s) =

nén k(t,s)Z(%—s)s(l—s), v %—sﬁtﬁ%—l—s, 0<s<1.

Dodé min Ax(t)> (% ) [['s(1— ) fla(s))ds (2.2.12)

175§t§1+€ 0
2 2

Tu (2.2.11) va (2.2.12) suy ra

Y

min  Az(t) > (l —€) HA{IJ
%fsgt§%+s 2

nghia la, Az(t) C K_. Vivay A(K) C K_nén
AK)CK,V 0<€<% (2.2.13)
Bay gid, theo (2.2.8), tontai 0 < r < ) < 400 sao cho 0 < f(z) < 8z
voi 0 <z <r va f(zx) > 24\/533 voi © > n. Vivay, cho z(t) € K véi Ha:H =7
1 1
tacd Ax(t) < 8f0 k(t,z)x(s)ds < 8”1‘”]; k(t,s)ds

~ a0} <

L YO<t<1,



va do do
|4z <z, ¥ 2(t) € K, [ = (2.2.14)

Mat khac, dat
1 |
R = maX{2T,?7(§ —€) }, Vi<e< 5 (2.2.15)

Taco R > r vacho x(t) € K_ voi Hx” =R

SeSISot
Do do,
Az % > ‘Eéi&k[%’S}[[m(s>]d8 > 24\/§f;jk %,s] x(s)ds
lie
> 20 [f el 7o
~1235[1 - |-
Vi vay

4] > 1245 <(1- <) [% - ] ] vayek =2 @216

Dé dang thay rang ham () = (1 —¢) [% —€

J3

36

, 1 e 1, I
vol 0<e< B dat gia tri 16n nhat tai

E=¢, =3~ ?3 va gié tri 16n nhat ¢(e ) =
Cudi cung, chon ¢ = g, trong (2.2.16), ta dugc

Hm” > HxH Va(t) € KH:UH — R, (2.2.17)
Tir (2.2.13), (2.2.14) vi (2.2.17) va st dung dinh 1i 1.3.2 véi
Q = {a(t) € Cl01] | |o] < v}, @ =A{a(t) € C0] | |2 < R} va K_
Ta khang dinh rang 4 c6 mot diém bat dong x(t) trong K N (@ \ Q). O

Vi du 2.2.3. Xét bai todn gia tri riéng tuong img véi bai toan (2.2.7):



pr"+ flz) =0, 0<t <1, z2(0)=2z(1)=0 (2.2.18)
trong d6 nhu da biét, f(z) lién tuc va khong 4m véi z > 0 va f(0) = 0. Ta c6 khang dinh sau:

néu

0< lim £%) < 4o (2.2.19)

z—+o0 T
thi ton tai R > 0 sao cho véi mdi r > R, bai toén (2.2.18) c6 nghiém z (¢) € C*[0,1], u >0
thoaman z (1) >0 (V 0<t<1) va

X

r

= max T (t)=r

Nhu trong vi du 2.2.2 , bai toan (2.2.18) twong duong vdi phuong trinh tich phan

1
p(t) = f k(t,z) flz(s)]ds = Ax(t) (2.2.20)
0
trong d6 k(t,z) tuong ung voi ham Green (2.2.10). Bang cach tuong tu nhu trong vi du 2.2.2 ,
ta c6 thé chimg minh rang (2.2.13) dtng. Theo (2.2.19) ton tai 7 >0 va 1 >0 sao cho

fx)> Tz véixz>n.

-1
) L . 1 ) . 1 .
Bay gio, tacodinh ¢ (0 <e < 5) va chirng minh rang R = n|— — 5] can tim.

Voi r > R tadat Q = {a(t) € C[0,1] | < r}.

Vi vay, khi 2(t) € K_N0Q , tacod




inf WMﬂz%m@—f%%—sr>o (2.2.21)

z(t)eK_NOSY

T (2.221) va dinh i 1.3.10 suy ra ton tai =(t) € K NoQ va pu >0 sao cho
Az (t) = px (t). O
Vi du 2.2.4. Xét bai toan bién hai diém ctia phuong trinh vi phan thuong:

z +z° 42" =0, 0<t<l1

2(0)=2z'(1)=0 (2.2.22)

trong 36 3 >1> o > 0 . Khi d6 bai toan (2.2.22) c6 hai nghiém khong tdm thuong z,(t) va

z,(t) thude vé C?[0,1] va théa man

z(t) >0, z,(t)>0,V0O<t<1 (2.2.23)
r < max T,(t) <1< max T,(t) < R (2.2.24)
trong do
1
o’ 2(1-a) (5+2){3+2 2(8-1)

Chirng minh. Bai toan (2.2.22) tuong duong véi phuong trinh tich phan

1
2(t) = j; G(t,s){[x(s)]" + [x(s)) }ds (2.2.26)
trong d6 G(t,s) 1a ham Green ciia toan tir kha vi —z" véi diéu kién bién 2(0) = z'(1) = 0 , cho
boi:
G(t in{t hotss 2.2.27
(t,s) = min{t,s} = st (2.2.27)

biat £ = C[0,1], K ={xz(t) € C[0,1]| z(t) >0, 0 <t <1} va
K = {x(t) € K | minz(t) > THCISH} ,trongdo 0 <7 <1.

Rorang, K va K lanoncuaEva K C K.

pat Aa(t) = | G {[2(5)]" + [2(s)] ) (2.2.28)



Ro rang rang A : K — K hoan toan lién tuc. By gio véi z(t) e K va 0 <7 <1
Ta co:
. 1
min Az(t) = [ G(r,s){[a()]" +[a(s)]'Yds
T ‘ 1 o L
= [ s{lw(s))" + [w(s) s + [ r{la(s))" +[o(s))}ds
1
a &
2ﬁ@3ﬂd®]+h@ﬂ}@
=7 | GLs){[x(s)]" +[a(s)] ' Yds
=744
Do d6 A(K) C K_nén
AK)C K, Vo0<r<l (2.2.29)
Trong phan sau ki hiéu mat cau {z(t) € C[0,1] | Hx” = p} theo S (0 < p < +00)

Véi z(t) € KNS, taco:

2= [ s{lo(s)]* + [a(s))Ys < (Jof "+ o) [ sds=1=[a]  (2230)
Bay gio ta chung minh
Az =z, Yo e KNS (2.2.31)

That vay, néuco 2 € K NS, sao cho Az" = 2 thi tir (2.2.30)
[ sl @)1 + [ () Js =1

nen [ s{(1- (o’ (5)]" + [+ (5))") s = 0

Vivay, z (s) =1 (0 <s<1),mau thuin véi
£(0) = 40'(0) = [ GO’ ()" +[a"(5)]"}ds = 0

Vivay (2.2.31) dang

Véi z(t) € K_,taco

[42] = [ s{la)r +[s) s > [ s{lal)]" +[a(5)] s



> (7" |x

o + 7). @232

) [ sds = %(1 gy

D& dang thdy rang ham h,(r)=(1—7°)r" dat dwuoc gia tri lon nhit trong 0 <7 <1 tai

2
vaham h (1) = (1—7)r" tai 7, =

2
T2
«

T=T =

g
=42
6+

bat 7 = 7,7 = 7, trong (2.2.32), lién h¢ vai (2.2.25) cho ta
vek 08, |As]>Z0-rr ol =r =[] (2233)

T € KT2 ns, HA:(:H > %(1 L H:I:Hﬁ =R= Hx” (2.2.34)

Cubi cling, tir (2.2.29), (2.2.30), (2.2.31), (2.2.33) va (2.2.34) ta biét ring theo dinh i 1.3.2 A

s& c6 hai diém bat dong =z, (t) € K, va z,(T) € K, sao cho r < Hxlu <1< HxQH <R.l



KET LUAN

Tur nhiéu két qua vé dinh li Krasnosel’skii va cic van dé lién quan dugc trinh bay trong
cac bai bao khoa hoc va cac gido trinh, luan van da cho moét trinh bay tuong doi déy du, co hé
théng vé dé tai nay voi cac chirng minh chi tiét cho cac két luan duoc gidi thi€u. Luan van co
thé duoc str dung nhu mot tai liéu tham khao dé 1am quen véi Li thuyét phuong trinh trong
khong gian c6 tht tw. Luan van c6 thé mé rong theo hudng nghién ctru dinh 1i Krasnosel’skii

cho cac anh xa da tri.
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