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. MO PAU

I.1 Ly do chon dé tai

Vi¢c nghién ctru cac duong cong elliptic, cac tich phan elliptic va cac
ham elliptic da timg 13 mot trong nhitng cha dé duoc quan tim nhiéu nhat
trong cac linh vic nghién ctru ciia cac nha Toan hoc thé ky 19, trong d6 c6
thé ké dén nhitng nha Toéan hoc c6 tén tudi nhu Abel, Gauss, Jacobi va
Legendre. Noi riéng vé cac duong cong elliptic — thudc mot trong cac ddi
tugng nghién ctru ctia Hinh hoc Pai sd ciing 13 mot dé tai mang tinh thoi
su. Tuy nhién cing v6i sy phat trién manh mé gan day cia Ly thuyét ma
hoa thong tin gan lién véi cac két qua nghién ctru trén cac duong cong di
dat ra mot yéu cAu rat ty nhién 1a tim kiém céc dang mo6 ta khac nhau ddi
v6i duong cong elliptic dé tir 6 co thé lua chon thuat toan ngiy cang tot
hon cho viéc tinh toan xac dinh cac ddc trung trén chung. Phan 16n céac két
qua nghién ctru thudc linh vuc ndy déu xuat phat tir hai dang bidu dién phd

bién nhat 1a dang Weierstrass va dang Hesse cta dudng cong elliptic.

Trong pham vi dé tai, ching t6i s& xét dang Hesse cua duong cong
elliptic va ciing dé cip t6i mot sb thong tin vé mbi lién hé t6i dang
Weierstrass cta ching dé c¢6 dugc mot cach nhin téng quat hon khi

nghién ctru cac doi tugng nay.

Vi vay, dé tai co tén goi la “Puong cong elliptic dang Hesse”.

[.2  Lich sir cia van dé

Huong nghién cuu ma dé tai tiép can dwa trén cdc két qua sau day:



a) Mot 1a két qua rat thi vi trén cic nhom aben hitu han sinh (cac Z-
modun hitu han sinh): “Mdi nhém aben hitru han sinh 13 tong truc
tiép ctia cac nhom con cyclic”, ma vé thuc chat thi cac hang tir trong
su biéu dién nay déu co thé mo ta twong minh thong qua 2 phan
xoan va khong xoan.

b) Hai 1 sitr dung Pinh 1y Bézout vé sb giao diém cua cac duong cong
xa anh phirc.

¢) Ba 1a Hé qua cta Pinh 1y Riemann-Roch khang dinh vé cau tric
nhém cua tap cac diém trén duong cong elliptic.

Lu4n vin cta ching toi tap trung giai quyét mot sé van dé vé: mo ta luat
nhém trén cac duong cong dang Hesse, cac j-bét bién, thuét toan xac dinh cac
diém n-xoan, khao sat sy twong duong tuyén tinh cta cac dudng cong elliptic

dudi cac dang Hesse va Weierstrass.

1.3 Poi twong va pham vi nghién ctru

- Nghién ctru cac duong cong elliptic dudi dang Hesse trén truong hitu
han va trudng s phirc.

- D¢ tai chi gii han trong pham vi xét luat nhom trén cac dudng cong
dang Hesse, dic trung j-bat bién va cic diém n-xoan trén ho dudng cong
nay.

- Xac lap su tuong duong tuyén tinh gitra hai cach biéu dién
Weierstrass va Hesse.

- Mot s6 ung dung cua sy twong duong tuyén tinh.

.4 Muc dich nghién ctru

- Mo ta chi tiét cach tiép can, phuong phap xay dung thuit toan xac

dinh luat nhém trén dudng cong elliptic dang Hesse.



- Nghién ctru tinh ddi xtmg cua cac duong cong dang Hesse, xac dinh j-
bét bién ctia cac duong cong dang nay

- Tinh toan xac dinh cac diém n-xoin trén mot s 16p dudng cong dang
Hesse.

- M&i lién hé giira hai dang Weierstrass va Hesse. Tuong duong tuyén
tinh.
Hoan chinh viéc chung minh mot s6 Pinh Iy md ta tinh chét cua cac

duong cong dang Hesse thudc vé cac chu dé vira néu.

[.5 Phwong phap nghién ciru

Str dung phuong phap mo ta cac duong cong elliptic dang Hesse, thuc
hién viéc xay dung luat nhom trén cac dudong cong nay va xac dinh céc
diém xodn trén mot sd ho dudng cong cu thé. Phan thi hai s& st dung
phuong phap tao 1ap anh xa tuyén tinh gitta hai dang Weierstrass va Hesse
ctia cac dudng cong elliptic (bao toan j-bat bién va tap hop cac diém). Pay
1a mot s6 hudng nghién ciru va ky thuat duge dung kha phd bién trong
viéc nghién ctru cadc duong cong elliptic. Cac hudng nghién clru nay da va
dang duogc st dung va phat trién boi nhiéu tic gia trong hon nira thé ky
qua trén thé gii. Cac phuong phap nghién ciru duoc dung trong Luan vin
nay dua trén nhitng cong cu nghién ciu da dugc st dung trong [Fri],

[Full], [Sil3].



II. NOIDUNG

Chuong 1. KIEN THUC CO BAN
1.1. Cac nhom aben hiru han sinh
Dinh nghia 1.1.1:
M6t nhém aben A 1a hitu han sinh néu co cac phﬁn td htru han

a,,a,,...,a, € A sao cho véi bat ky x e 4, c6 cac sO nguyén kj, k, ... , k, sao
n

cho x:Z, ka..
=1t

Dinh nghia 1.1.2:
Cho A 12 mot nhom aben. Nhoém con xodn cua A, ky hi¢u T(A), 1a tap:
T(A)={ae A|IneN:na=0}.
Dinh nghia 1.1.3:
Mot nhom aben A dugce goi 1 khong xoan néu T(A) = {0}.
Bo dé 1.1.4:
Cho A 1a mot nhém aben. Khi d6 A/T(A) 1a khong xoan.
Dinh nghia 1.1.5:

7" =7®..07Z (nhang tir) duoc goi la nhém aben tu do hang n.
Dinh ly 1.1.6:

Néu A 1a mdt nhom aben khong xodn hitu han sinh ma c6 mot tap hop
cac phan tir sinh nho nhét véi n phan tir, khi d6 A dang cdu véi nhém aben tu
do hang n.

Chung minh:

Ly luan bang phuong phap quy nap trén sd cac phan tir sinh cuc tiéu
ciia A. Néu A 1a cyclic (d6 1a duoc sinh boi phan tir khac 0), khi 46 A=Z.
Gia str rang két qua cho thdy tat ca cic nhom aben khong xodn hiru han sinh

v6i mot tap hop cac phan tir sinh nho nhét co it hon n phan tir. Gia str A 1a



khong X04n va {a,,a,,...,a,} 1la mot tap cac phé‘m ttr sinh cuc tiéu cia A. Néu
T(A/<a,>)={0} khi d6 A/<a,> 1a khong xoan va dugc sinh béi n-1 phan tir,
suy ra <a,> =Z. Néu T(A/<a,>) khong 1a nhom tam thuong thi c6 mot
nhém con B < A sao cho T(A/<a,>) = B/<a,>. Nhu thé véi bat ky phan tir
0=beBcd mdt sb nguyén 0#ieZsao cho ibe<a,>. Nhung sau do thi
ib= ja, v61 j € Z.Dinh nghia m{t 4nh xa :

/: f :(%’(b) .y (va f(0)=0).

Poc gia co thé kiém tra anh xa nay 1a mot phép dong cau dugc dinh nghia tbt
trong cac nhom aben va ciing ¢6 thé kiém tra rang 4nh xa nay c6 hat nhan tam
thuong, do d6 1a don anh dé : B= f(B). Bay gio, néu B 1 hitu han sinh (vi Z
la mot vanh Noether) thi B 1a cyclic.

Pé thay diéu nay gia sit b=<by, ..., b,>. Khi d6:
AB) =< fb)), ..., fiby) >=<ji/i1, ... , ju/in > 12 mOt nhdém con
cua nhom cyclic <1/1;...1,>, do d6 la cyclic.
Néu B = A thi A tyu do trén mot phén tur sinh. Nguoc lai thi:
A/ B=< a_l,...,a_n >=< a_z,...,a_n >
A/B=(A/<a,>)/(B/<a,>)=(A/<a,>)/T(A4A/ <a,>).
Do d6, A/B 1a khong xo0dn va dugc sinh bdi it nhat n — 1 ph?m tr, do do6 la
aben ty do hang m <n.
Suyra: AZB®Z" saocho B= A/Z" vahiru han sinh.
Do B la cyclic nén ta ¢6 diéu phai chimg minh.
Chii y: m =n— 1 vin 1 cuc tiéu.

Dinh nghia 1.1.7:



Cho A la m0t nhém aben, va cho B va C la cac nhém con cua A. Ta nbi
rang A 13 tong truc tiép ctia B va C, ky hiéu 4=B®C,néu A=B + C va
BN C={0},6day B+C={b+c|beBvaceC}.

Dinh nghia 1.1.8:

Cho ‘B 1a mot pham tru va cho X va Y 1a céc vat cua 3. Mot cu xa
f: X > Y duogc goi 1a don xa khi voi bat ky vat Z cua ‘3 va bat ky cap cAu xa:
i,j: Z>X,néu foi=fojthii=j.

Dinh nghia 1.1.9:

Cho ‘P [a mot pham tru va cho X va Y la cac vat caa *3. Mot cu xa
f: X > Y duogc goi la toan xa khi v6i bat ky vat Z cua P va bat ky cip cau
xa:i,j: Y>> Z,néuio f=jof thii=/.

Dinh nghia 1.1.10:

Cho A va B 1a cac nhom aben. Tong truc tiép cua A va B trong pham
tru cdc nhom aben, ky hiéu 4@ B 1a mot nhom aben, 4@ B cung véi cac
phép dong ciu chinh tic

i: A > A®B vaj: B—> A® B v4i nhom aben bat ky C va cac cau
Xa

f: A > C vag: B - C, cédmot anh xaduynhétk: A®B — C
1am cho biéu d6 sau giao hoan:

A—>4 © B <« B
v
C
Suy ra i, j 1a cac phép don anh.
Chii y: Dinh nghia 1.1.10 13 mét vi du vé dinh nghia tinh chit ph6 dung. Cha
y rang, dinh nghia nay c6 y nghia trong pham tri bat ky, nhung do mot vat



khong khong nhat thiét ton tai trong méi pham tri; ta vat phai dua ra mot cau
tric ciia mot vat va chimg minh rang n6 théa méan tinh chat phd dung.
Pinh ly 1.1.11:

Cho A 1a mot nhém aben dugc hitu han sinh. Khi dé ¢6 mdt phép déng

frAZT(A)D® A/T(A).
Chung minh:
Gia st A=<a,,....,a,>. Khi 46 A/T(A)=<a,,...,a, > sao cho A/T(A)
1a htru han sinh.

Cho <x,,...,x, >1a mot tap hop cac phin ti sinh cyc tiéu cho A/T(A).

Néu ZeA/T(A) thi Zzzl:klxi v6i cac s nguyén k.eZ, suy ra

a— Zzlklxi eT(4).
Do d6, A= <x,....,x, >+T(A4).
Hon nita, vi A/T(A) la khong xoan, suy ra <x,,...,x, >(7(4)={0}, va do
do:
A=<Xx,..,x,>®T(4).

Chii y: Néu: 7:A— A/T(A) 1a dong cau thuong va 7:A4/T(a) —> A duoc
cho boi T(;l.) =x, khi d6 7o 1a mot dong cau dong nhat ciia A/T(A) va 7
la mot don anh.
Hé qua 1.1.12:

Mobi nhom aben hitu han sinh 1a téng truc tiép cua mOt nhom htru han
va moOt nhom aben ty do hangn véin € Z.

Chung minh:



Poc gia c6 thé kiém tra rang T(A) 1a mot nhém hiru han. A/T(A) duoc sinh
hiru han va khong xoan, vi thé, theo dinh 1y 1.1.6, né 1a mot nhom aben tu do
hangn véin € Z.
1.2. Cac da tap afin va da tap xa anh.
1.2.1. Cac da tap afin.

Chung ta nghién ciru trén trudng k. Néu khong c6 giai thich gi thém thi
truong k luon 1a dong dai so.

Dinh nghia 1.2.1.1.

Khéng gian afin n-chiéu A" (hodc A"(k)) trén truong k 13 tip hop cac

bd n-thanh phan 1a cic phan tir ctia k. Mot phan tit p = (), pa, ..., py) € A"

duoc goi 1a mdt diém, cac p: 1a cac toa do afin cua p.
Ta ky hiéu A[x,, ..., x,] 1a vanh da thtc trén k voi n bién. Cac phan tir
cua k[x,, ..., x,] thuong thé hién nhu cac ham &' — k.

Dinh nghia 1.2.1.2:

Mot tdp con X < A" 1a mot da tap dai s6 afin, néu né 1a mot tap zero

cua mdt tap hiru han cua céc da thirc trong k[x;, ..., x,]:

Chof}, ..., fr € klxy, ..., x,] thi: =Z(f;, ..., i) ={pe A" | f,(p)=0,Vi}.
Dinh nghia 1.2.1.3.

Mot da tap X < A" 1a bat kha quy néu né khong 14 hop hiru han cua cac
da tap con thuc su, nghia la néu véi mdi da tap X, Xo < A" sao cho X

=X, U X, thoa man thi X = X; hoac X =X..
Ménh dé 1.2.1.4.



Bat ky da tap X c¢6 thé dugc phan tich nhu mot hop hitu han cua cac da
tap con bat kha quy
X=X, uX,U.. X

¢ day, X,Z X; véi moi i # j. Vi thé phép phan tich trén 1a duy nhét sai khac

mot phép hoan vi.
Vidu 1:

Mot da tap tuyén tinh 1a mot tap nghiém cia mot hé tuyén tinh /,, ..., k.
Néu X = Z(1,,..., I,) khac rdng va cac phuong trinh tuyén tinh xac dinh 1a doc
lap, khi d6 s6 chiéu ciia X 12 n—k va sb d6i chiéu ciia X 1a:

codimX = dimA" - dim X = k.

Viéc dinh nghia vé s6 chiéu cua cac da tap tuyén tinh c6 thé duogc tham
khao tir dai s6 tuyén tinh. Trong truong hop cac da tap khong tuyén tinh ta
dua vao mot khai niém truc giac vé sb chiéu.

Vidu 2:

Mot siéu mat X < A" 1a mot da tap duge cho béi phuong trinh, X =

Z(f). N6 1a mét da tap cod dbi chiéu 1. Néu n = 3, siéu mit dugc goi la mot

mat.

Cho f= "+’ -2)(z—1) €k[x,y,z]. Khi 46, Z(f)e A’lakha quy

bao gdm hai thanh phan: mot hinh nén qua O va mot mit phang.

DPdi v6i mot siéu mat, dé dang tim dugc su phan tich thanh cac thanh
phan bat kha quy: nguoi ta chi can tim thira s6 trong phuong trinh dinh ngha.
Nhin chung, ddi véi cac da tap co ddi chiéu cao hon, n6 12 mét bai toan kho.
Co cac thuat toan giai quyét bai toan nay dwa trén viéc tim mot co sO
Grobner, chiing doi héi mot su tinh toan mat nhiéu thoi gian.

Vidu 3:
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Mot siéu mit trong A 1a mot dudng cong dai sé phang. Mot parabol co

thé duoc cho bai tham sé héa ¢ > (¢,£%) hodc hoan toan boi y—x? € k[x; y].
Vi du 4:

Cubic xodn 1a mot duong cong trong A’ dugce cho bdi tham sd hoa

t (t,t2,£%). N6 hoan toan dugc cho boi hai phuong trinh f, =y —x* va

fr=z—xyekl[x;y;z].
Vidu 5:

Hop va giao hitu han cac da tap afin lai 1a mét da tap afin.

Néu X,Y CA" trong d6: X = Z(f;, ..., f) va Y =Z(g,, ..., ),

thiX NY=2Z(f s /1581558 V& XUY =Z(fg,li=L...k;j=1,...,D).
Vi du 6:

Cho X CA" dugc xac dinh boi f;, ..., fi €k[x,....x, ] va Y CTA™ cho

boi g,,....g, €k[Y}s...,y, ]. Khi d6 tich cia X va Y 1a mot da tap trong A™ " "

va la mot tap zero cua fj, ..., fr, &1, ..., & VO1f;, g duoc hiéu nhu céc da thirc
trong k[x;, ..., Xp, Y1, oer Vil
1.2. 2. Pinh ly co ban cua Hilbert:

Chu y rang, néu mot da tap afin X CA" duoc x4c dinh nhu sau

X =21 ... ). fi€ k[x,,...,x,], thi véi mdi f tridéan I = (f;, ..., f;)
taco flp) =0 voimoi p € X.
Hon nita, néu hai tdp hop cua cac phuong trinh sinh ra cing idéan,

(f3, ..., f) = (g, ..., g) thi d& dang chimg minh rang Z(f}, ..., fo) = Z(g, ..., ).

Do d6 ta co thé thay doi dinh nghia ctia mot da tap afin sao cho thay vi noi
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cac phuong trinh dinh nghia ta n6i idéan dinh nghia: X CA" 1a mét da tap

afin néu nd 1a mét tap zero cia mot id€an hiru han sinh trong k[x, ..., X,].
Cho R 1a mdt vanh giao hoadn véi 1. (Truong hop duge xét: R 1la mot
truong hodc mot vanh da thic trén mét truong).
Dinh nghia 1.2.2.1.
Vanh R 12 vanh Noether néu moi idéan ctia R déu hiru han sinh.
DPinh ly 1.2.2.2. (Dinh 1y co ban cua Hilbert).
Néu R 1a mot vanh Noether thi R[x] ciing 1a vanh Noether .
H¢ qua 1.2.2.3.
Moi idé€an trong k[xj, ..., X,] 14 hitu han sinh.
Tt dinh ly co ban Hilbert ta c6 giao cua cac da tap dai s6 lai 1a mot da
tap, vi no 1a mét tap zero cua mot idéan duoc sinh bdi tat ca cac phﬁn tr sinh

cua cac idéan dinh nghia.

Hon thé nita, tp rong @ va toan bd A" ciing 1a cac da tap trong A". Do

doé ta co dinh nghia sau:
Dinh nghia 1.2.2.4.
Trong topd Zariski cac tip md 1a cac phan bu ddi véi cac da tap dai sb.

Céc tip mo trong topd Zariski 1a rat 1on. Mdi tdp mé khac rong 1a tru

mat trong A". Hon nita bat ky hai tdp mo khéac réng déu giao nhau, vi thé no

khong phai 1a top6 Hausdorft.
1.2.3. Nullstellensatz cua Hilbert.
Vidu 7:
Idéan dinh nghia ctia mot da tap 1a khong duy nhat. Trong k[x y] ta xét:
fi=x"=y I = ().
fo=(x=p)(x+y) I =(f2).
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RO rang, I; = I, nhung Z(1;) = Z(1,).
Dinh nghia 1.2.3.1.

Cho I Ck[x,,...,x,] lamot idéan. Can cua / la:
JI={fekx,..x ]| f"€l,meN}.
NéuI=1 , thi idéan 7 dugc goi 1a mdt idéan can.
Mt sé tinh chat vé can cia mét idéan:
(i)  Voéimdiidéan I, I ciing 1a mot idéan.
Gi)y T =1,
Tu vidu 7 trén ta co6: \/IT = \/Z =’ =)?).
Dinh nghia 1.2.3.2.

Cho X C A" 1a mot tap bat ky. Idéan triét tiéu cua X 1a:

I(X) = {f €klx,,...x, ]| f(p)=0,Vpc X}.
B6 dé 1.2.3.3.

Véi mdi X CA", Z(X) 1a mot idéan cin.

Pinh ly 1.2.3.4. (Hilbert’s Nullstellensatz, HNS)

Cho A" 1a mot khong gian afin trén mot truong k dong dai s6. Khi do
v6i bat ky idéan I € k[x,,...,x,] ta co: Z(Z(1)) =~/1 .
Do d6, c6 mot song anh X — Z(X) cua tap cac da tap dai s6 trong A"

va tap cua cac id€an can trong k[x;, ..., X,]

Pinh Iy 1.2.3.5. (HNS, phién ban 2)
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Cho A" 1a mot khong gian afin trén mot truong k dong dai sb va cho 7

la mot idéan trong A[x,...,x,]. Néu I #k[x .- Xy, ] (nghia 1a, néu 1¢ 1), thi
Z(H#D.

Gia thiét k 1a bao dong dai s6 duge minh hoa trong cac vi du sau:
Vidu 8:

Cho k = C. Néu I=G"+ > +1)Ck[x,y] thi I=+I,1=kx,y],
nhung Z(/)= 2.
Vidu9:
Cho k= C. Trong k[x, y] 14y I, = (’ + %) va I, = (x, y). Khi d6 c4 hai idéan 1a
idéan can. [, = [,, nhung Z(/,) = Z(1,).
Nho dinh 1y Hilbert’s Nullstellensatz, ta c6 thé tao dugc mot loai “tir dién”

gifra cac khai ni€ém dai s6 va hinh hoc nhu sau:

X 1(X)
X, CX, (X)) D I(X))
X bat kha quy 7(X) 1a nguyén t6

IX) = I,N...Nn1 1a mdt phép giao
X =X, U..UX, lamot phép phan )
) cua cac idéan nguyén to,
tich thanh cac da tap con bat kha quy.
¢ day I; = I(X))

Nhin chung, n6 khong thé phan tich mot idéan da cho nhu mot phép giao cta
cac idéan nguyén t6 (vi du: I C k[x] duoc sinh bai x7), trir khi idéan da cho 1a
mot idéan can.

1.2.4. Cac da tap xa anh.

Dinh nghia 1.2.4.1.
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Khéng gian xa anh n-chiéu P" (hodc P" (k)) trén k 1 tap hop cac 16p

tuong duong ctia cac bd (n + 1)-phan tir cua k, khong dong thoi bang 0, véi
moi quan hé twong duong ~, trong dé (ay,...,a,) ~ (by,...,b,) néu c6 mot

héng s6 khac 0, \ € k sao cho b =Xa, Vi=0,..,n.

Mot phan tir p=(p,:...: p,) €EP" duoc goi la mot diém. Cac p; 1a cac

toa d6 thuan nhét cua p.

Mot tap zero trong P" ciia mot da thirc bat ky f €k[x,,...,x,] nhin

chung khong duoc dinh nghia tot. Nhung n6 dugc dinh nghia tét néu £ 1a mot
da thirc thuan nhat, vi khi d6 f(Ap,,....Ap,) =\ f(ay,....a,), d 12 bac cla f
Dinh nghia 1.2.4.2.

Idéan I Ckl[x,,....x,] la thuan nhat, néu né duge sinh ra boi cac da thire
thuan nhat.

Dinh nghia 1.2.4.3.

Mot tdp con X CP" 1a mot da tap dai s6 xa anh, néu né 1a mot tap zero

ctia mdt idéan thuan nhat trong [x,,..., X, ].

Téng, tich va giao cua cac idéan thuin nhat ciing 1a mot idéan thuan
nhat, giéng nhu cin ciia mot idéan. Hon thé nira, néu mot idéan thuan nhat 7
khong 13 nguyén t6 thi c6 cac da thuc thudn nhat £ g sao cho fg € I nhung

f,g ¢ 1. Do dé twong tu nhu trong truong hop afin, ta cd topo Zariski trén
P".

Ta ludn c6 thé nhung mot khong gian afin vao khong gian xa anh c6

cung sO chiéu nhu vi du sau:
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A" P (p,p)—1ipip).

No6i mot cach khac, mot khong gian xa anh c6 s6 chi€u n c6 thé bi phu

b&in + 1 biéu do afin.

P'=U,U..uU, vo6i U, ={p=(p,:...:p,)EP"| p,=0}.
Khi d6, mot phép dang cau U . — A" dugc mo ta nhu sau:

o Dy . .
Pi P P P

Co6 mot idéan thuan nhit dic biét trong k[x,....,x,]. 1, =(x,,%,...,X,)
dugc goi 1a mot idéan khong thich hop. N6 1a mot idéan cin khong tam
thuong, nhung khong c6 da tap trong P" twong tng vGi nd, vi

Z(I,)=(0,...,0), nhung né khong 1a mot diém bat ky trong P". Vi thé, véi

khong gian xa anh thi Nullstellensatz ctia Hilbert can phai c6 mot cai tién.

DPinh ly 1.2.4.4. (HNS, phién ban 1)
Cho P" 1a mot khong gian xa anh trén trudng k dong dai s6. Khi do: co
mot song anh X > Z(X) giita tap hop cac da tap dai s trong P va tap hop cac

idéan can thuan nhét trong k[x,,...,x, ], ngoai trur 7, .
Pinh ly 1.2.4.5. (HNS, phién ban 2)

Cho P" 1a méot khong gian xa anh trén truong k dong dai s6 va 7 1a mot

idéan thuan nhét trong k[x,....,x, ]. Néu Z(I)cP" la tap rong thi / chira / _T

voi mot giatri me N .
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Vi du 10:

Mot da tap tuyén tinh trong P" cia s6 d6i chiéu k 1a tap zero ctia k dang

tuyén tinh doc lap.
Vidu 11:

Cubic xoin trong P’ dugc cho boi tham s6 hoa: (s:1) > (s°:s% :st>: 1)

va duoc biéu dién bing ba da thirc:
XX, =Xy XX, — X5, XX, — X, X, .
Néu ta bo mot trong ba phuong trinh thi tdp zero s& bao gdm cubic
xoan va mot duong thang cit cubic tai hai diém. Cac cubic xodn cé thé dugc
tim thiy trong [Har].

Trong trudng hop siéu mat, ta co thé dé dang tim dugc bao déng xa anh

cta da tap: ta phai thuin nhat phuong trinh dinh nghia: Néu X = Z(f)c A",
trong d6: f=f,+f +...+ f, voi fz € k[x,,...,x; ] c6 bac la i, thi bao dong cua
no trong P*la Z(x! f, +xI7' f 4.+ 1)

Vi du minh hoa ctia cubic xodn trong da tap afin cua s6 ddi chiéu cao
hon thi khong dé tim duoc cic phuong trinh cia bao dong xa anh. Trong
truong hop nay ta c6 thé thyc hién nhu sau:

(i) chon mot sé hang co bac thich hop dugc sip th ty trong x,.....x,].

(11) tim co s& Grobner g cua idéan dinh nghia X.

(iii) thuan nhat mdi da thirc trong g.

Idéan thuan nhat thu duoc bang cach nay 1a idéan dinh nghia cua bao

dong xa anh X <P"cta X.

Vi du 12:
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Pudng cong chudn tic hitu ti bac d, € cP*1a tham sb hoa cho bai:

(s:t)> (sd :sd_lt:...:td)

Ta c6 thé mo ta nd bang mdt tap hop cac phuong trinh bac hai sao cho ma
tran:

XO Xl X2 xd_l
Xl X2 X3 Xd

c6 hang la 1. Nghia la duong cong 1a tap zero cua cac da thuc:

X%y —xlz, XXy =X Xy oo
Vidu 13:

Hinh chiéu ctia mét da tap xa anh tir mdt diém nam ngoai da tap cling
la mot da tap xa anh. bé chirng minh diéu do, ta phai dua trén cac két qua da
biét va dung 1y thuyét loai trir. Nhung ta khong thé 1am dugc diéu dé véi cac
da tap afin.

1.3. Cac ham va cac anh xa.

1.3.1. Cac ham chinh quy trén cac da tap afin.

Cho X A" 1a mot da tap afin trén truong k dong dai sb, cho Z(X) 1a
idéan triét tiéu cua X.
Dinh nghia 1.3.1.1.

Vanh toa d6 (afin) ctia X 1a vanh thuong
k[X]:k[xl,...,xn]/I(X)
Néu ta xem céc phan tir ctia A[x ses Xy ] va k[ X] nhu la cac ham thi

trong cach xay dung ndy ta dong nhit tit ca cac da thirc trong k[xl,...,xn] vao
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trong X: vé1 F,Gek[x,,...,x,] ta cO F~G (modZ(X)), chinh x4c la néu:

F(x)=G(x) v6imoi xe X .
Ménh dé 1.3.1.2.

Mot dai s6 giao hoan A trén truong k dang cdu véi vanh toa do k[X]
ctia mot da tap X néu va chi néu A khong c6 lity linh va 13 hitu han sinh nhu
mot dai s trén k.

Dinh nghia 1.3.1.3.

Mot ham s6 f: X — k 1a chinh quy, néu c6 mot da thire F e k[x yes Xp ]
sao cho f(x)=F(x),Vxe X . Vanh cac ham chinh quy trén X duoc ky hi¢u la
O(X).

Twr dinh nghia nay ta c6: O(X) =k[X].

Vi du 14:

Néu X= A" thi k[X]= kL2 eves Xy ] Vi Z(X) = 0.

Vidu 15:

Néu X 1a diém don thi k[ X]=k.

Dinh 1y co ban cta Hilbert dbi véi k[X] dugce “thira huong” tir vanh da
thurc k[xl,...,xn]: vo1 mot idéan [ C k[ X] thi ﬂ_l(l)gk[x ,.s Xy ] clng la

id€an, trong do: 7 :k[x,,...,x,]—> k[ X] 1a phép chiéu ty nhién.

Néu 7z (1) duogc sinh boi F By thi 1 dugc sinh boi

7r(F1),...,7r(Fk).
Do d6, ta c6 thé dinh nghia t6pd Zariski trén X bang cach lay da tap

con cua X nhu la céac tdp dong (cac tap zero cua cac idéan trong k[ X]).
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Tuong tu, Nullstellensatz’s Hilbert cling thoa man trong k[X], do do ta co
song anh Y — Z(Y) gitra cac da tap con cua X va céc idéan can trong k[ X].
Bo dé 1.3.1.4

Céc phat biéu sau 1a twong duong:

(i) Xc A"labat kha quy,

(ii)  mot tap con mé khac rong 13 tri mat trong X,

(iii) néu UI’UZ 1a cac tap con mé khac rong cua X thi U1 mUz 0.

1.3.2. Cac anh xa chinh quy cua cac da tap afin.
Dinh nghia 1.4.2.1.

Mot anh xa @: X — Y 1a chinh quy (mdt cdu xa), néu c6 m ham chinh
quy fl,...,fm € O(X) sao cho ¢(x)= (fl(x),...,fm(x)).

Dinh nghia 1.3.2.2.

Anh xa chinh quy ¢: X — Y 1a phép dang cdu, néu ndé c6 mot nghich
dao chinh quy. Khi d6 céc da tap X, Y duogc goi 1a ding cau.
Vidu 16:

Parabol P =Z(y —x2) dang ciu voi dudng thing afin:

o:A'—>P c¢6 4nh xa ngugc: y: P — A'

t > (t, t) (X, y) =X

Khi d6, oy 13 4nh xa dong nhét trén P va y o 1a 4nh xa dong nhét trén A,

Mot cdu xa cla cac da tap ¢: X — Y cam sinh mot dong ciu cia céc k-
dai s6 k[Y]— k[X] chuyén f e f[Y] thanh fog. That viy, néu f 1a mot

ham chinh quy thi n6 dugc mo6 ta boi da thirc F ek[yl,..., Yml- Vi ¢ la mot
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cAu xa nén co Fl,...,Fm € k[x,...,x,] sao cho (p:(Fl,...,Fm). Do do6: voi

fop: X >k thitacd: fop(x) =F(F1(x),...,Fm(x)) va no that sy 12 mot ham
chinh quy trén X.
Anh xa @ :k[Y]— k[ X] chuyén f dén fop duoc goi la cai niu lai

) X qx , N * oA A . X
cua ¢. D¢ dang chi rarang ¢ 1a dong cau k-dai so.

Mit khac, v6i mdi ddng cau k-dai s6 ¢: k[Y]— k[ X] thi ton tai mot cau

xa ¢:X — Y sao cho go* =q.
DPinh ly 1.3.2.3.

Céc da tap afin X va Y 1a dang cdu nhau néu va chi néu k[X] va k[Y] 1a
dang cAu nhu cac k-dai sb.

1.3.3. Cac ham hiru ti trén cac da tap afin.

Cho Xc A" 1a mot da tap bat kha quy. Thi vanh toa d cua nd k[X]

khong c6 ude cua 0 va do d6 c¢6d thé dugc nhiing vao trudng cac thuong cua

n6 ma ta ky hi¢u 1a k[X]. Noi cach khac, k[X] 1a tap cac 16p tuong duong
{G/H|G,Hek[x ,..,xn],HeEI(X)} -

Trong d6, G/H ~G'/H' néu GH'-HG'eI(X) va phép “+”,”.” dugc dinh
nghia theo nghia thong thuong.
Dinh nghia 1.3.3.1.

Truong k[X] duoc goi 1a truong cac ham hiru ti trén X hay Ia truong
ham cua X.
Dinh nghia 1.3.3.2.

Ham fek[X] duoc goi 1a chinh quy tai xeX néu co

G,H e K[x,,....x,]sa0 cho f:% va H(x)%0.
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Pinh ly 1.3.3.3.
Néu mot ham hiru ti f € k[X] 1a chinh quy tai moi diém xe X thi nd
chinh quy (theo Pinh nghia 1.3.3.1).

1.3.4. Cac anh xa hiru ti cua cac da tap afin.

Cho X A", Y < A™1a céc da tap afin bat kha quy.

Dinh nghia 1.3.4.1.
Mot anh xa hittu ti @: X —>Y la mot m-by0 cac ham hiu ti

fl,...,fm € k[ X] sao cho (oz(fl,...,fm). Néu fz la chinh quy tai x v&1 mot

x € X thi anh xa ¢ 1a chinh quy tai x.
Dinh nghia 1.3.4.2.
Mot anh xa hitu ti @: X — Y dugc goi 13 troi, néu anh cia X qua ¢ 1a
tru mat trong Y.
Dinh nghia 1.3.4.3.
Mot anh xa hitu ti @: X — Y'1a song hitu ti (twong duong song hitu ti)
néu né c6 anh xa nguoc hiru ti, nghia 1a néu c¢6 w :¥ — X sao cho:
e Ca @ vay déu troi,
o (001//=1Y va woq)le, tai moi noi cadc phép hop thanh 1a xac
dinh.
Khi do, X va' Y duogc goi 1a tuong duong song hitu ti (song hiru ti).
Vidu 17:

Cubic lui C=Z( y2 —x3 ) 12 song hitu ti vao trong A':

anh xa

go:Al—)C

t > (t2,19)
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c6 anh xa nguoc hiru ti

1//:C—>A1
()= y/x
Néu anh xa hitu ti @: X — Y 14 troi thi cai niu lai (p>l< kY] k[ X]

duoc xac dinh.

Khi d6: véi mbdi f € k[Y] ta co: (p*(f) e k[ X]. Anh xa nay dugc mé rong mot

cach duy nhat dén A[Y]. Tuwong ty nhu trudng hop cac 4nh xa chinh quy, go*
la mot song anh gitra cac 4nh xa hitu ti trd1 X — Y va cac phép nhung k-dai
6 k(Y)=k(X).
Dinh ly 1.3.4.4.

Cac datap X va Y 1a song hitu ti néu va chi néu k(X)=k(Y).
1.3.5. Cac ham trén cac da tap twa xa anh.

Vi mdi da tap xa anh X cP", vanh toa d6 ctia X duogc xac dinh tuong

tu nhu trong truong hop afin:
k[ X] :k[xo,...,xn]/](X),
nhung bay gid né c6 mot cau tric cong ctia mot vanh phan bac, nghia 13 nd 1a
téng truc tiép cia cac khong gian vecto
k[X]:RO @Rl @Rz D...,
trong do, Rz'Rj C R; L Céc phan tir caa R, la cac 16p tuong duong cua cac
dang x.,...,x,,cobacla i.
Vidu 18:
Cho X =Z(x? +x3 —x3)< P la duong tron don vi. Thi k[X] la tong

truc ti€p cua cac khong gian vecto:
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RO :<1>ka
Rl :<x ax19x2>k9

2 2 2 2 2
Ry = X005 X0 X XX X > X)X )0 (X5 =G =77)

Dinh nghia 1.3.5.1.

Mot da tap tua xa anh X < P" 1a mot tdp con mé ciia mot da tap xa

anh.
Sau day ta chi xét cac da tap tua xa anh.

Dinh nghia 1.3.5.2.

Dbi v6i mot da tap bat kha quy X <P, truong cua nhitng ham hiru ty

trén X (truong ham cua X) 1a mdt tap hop cac 16p tuong duong:

{g/h|g,heR , dbi véi mot d ndo d6, h=0(mod I(X))}|~,

d
voi g/h~g'/h' khi gh’ —hg’ = 0 (modI(X)) .
Céc phan tir trén k(X) dugc goi 1a cac ham hitu ty trén X .
Dinh nghia 1.3.5.3.

Ham hiru ty £:X —k 1a chinh quy tai x € X néu ton tai mot tap mo
U c Xchta x va véi g,hek[X] thuan nhét ciing bac sao cho h khong triét
tiéu trén U va f = g/h.

Ham f:X —k 14 chinh quy néu n6 chinh quy tai moi diém x e X.
Vanh cac ham chinh quy trén X duogc ky hi¢u 1a O(X).
Pinh ly 1.3.5.4.

Néu X cP" 1a dong (nghia 1a n6 1a mot da tap xa anh) thi O(X) =k .

1.3.6. Cac anh xa cua nhirng da tap twa xa dnh.
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Cho X cP"va Y < P" 1a nhitng da tap tua xa anh.

Dinh nghia 1.3.6.1.

Mot anh xa @: X — Y cua nhitng da tap tua xa anh la chinh quy (mot
ciu Xa) néu véi moi tap con mé VY va véi modi ham s6 f:V —k chinh
quy trén V thi ham sé: fo@: (p_1 (V) — kcling chinh quy.

Su giai thich sau day c6 thé 1a hiru ich hon. Anh xa ¢:X — Y 1a chinh
quy néu véi mdi x € X thi ton tai cac dang f, S Y ek[xo,...,xn} co cung
bac sao cho:

o o= (fo Ll fm)xéc dinh trén mot tdp mo chira x va
o fi (x)#0 taiit nhat mot gia tri .
Dinh nghia 1.3.6.2.

Mot cdu xa ¢:X — Y 1a mot phép ding cdu néu nod co anh xa nguoc
chinh quy. Khi d6 X va Y duoc goi 1a dang cdu. Mot anh xa ¢: X - Y duoc
goi 14 phép nhiing néu né 1a mot dang cau ciia X va anh cta né 1a o(X).

Vidu 19:

Mot conic C= Z(XOX2 —xlz ) trong P* dang cau véi duong thang xa
anh. Néu (s:t) la toa do thuan nhét trén P' va (XO 1Xy :x2) 1a toa d6 thuan
nht trén P* thi 4nh xa chinh quy ¢:P'— C

(s:t)H(sz:st:tz)

¢6 4nh xa nguoc chinh quy y:C —P'
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(XO 1 :xz)H(xO :xl) trén Uy (XO =0)
(Xl :x2) trén U, (x2 #0)
Khi d6 Cz(CmUO)u(CmUz), ta c¢6 thé méd ta anh xa v tai moi
diém.
Dinh nghia v 1a mot dinh nghia t6t ké ca trong truong hop X, # 0 Vi

thi ta ludn c6 (XO :XI):(XOXI :xlz) :(XOXI :xoxz)z(xl :xz).

Luuy réng vanh toa d§ cua cac da tap xa anh chtra nhiéu thong tin hon

vanh afin twong tmg. Trong Vi du 19, conic C 1a mot dang cdu cua P', tuy

nhién cac vanh toa d6 ctia chung khong dang céu, vi k[ C] dugc sinh ra boi 2
phan tir. Vanh k[ X khéng nhitng phy thudc vao 16p cac phép dang cdu cua
cac da tap ma con phu thudc vao phép nhiing cia X vao khong gian xa anh.
Trén thyc té, néu cac vanh toa do cia hai da tap 1a dang ciu thi nhiing da tap
nay 13 twong duong xa anh, c6 nghia 1a ton tai phép bién ddi tuyén tinh cua
khong gian xa anh ambient bién da tap nay thanh da tap khac.

Dinh nghia 1.3.6.3.

Anh xa ¢:X—>Y lahituty néu nd dugc xac dinh it nhat trén mot tap
con md tri mat cia X va né chinh quy trén mién xac dinh cua né. Hon nira,
anh xa d6 con 1a song hitu ty néu nd ¢ anh xa nguoc hiru ty, khi d6 X va Y
dugc goi 1a tuong duong song hitu ty.

Dinh nghia 1.3.6.4.
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Mot da tap X dugc goi 1a hitu ty néu né tuong duong song hitu ty voi

PY. Sy twong dwong song hitu ty nay dugc goi 1a mot tham sé hoa cia X. Pa
tap X dugc goi 1 don hiru ty néu nd 14 anh hiru ty cua mot P.

Mot anh xa hitu ti troi @:X — Y cam sinh mot dong cau k-dai sd ¢
k(Y)=k(X), dugc goi la céi niu lai.
Pinh Iy 1.3.6.5.

Céac da tap X va Y 1a song hiru ty khi va chi khi k(X)=k(Y).

Pinh Iy 1.3.6.6.

Moi da tap dai s6 déu 1a song hiru ty v6i mot siéu mit trong P, véi m

nao do.
1.3.7. Mt s6 vi du.
Vi du 20:

Chung ta hay goi “ da tap afin ” v&i ¥ nghia 1a mdt da tap tua xa anh

déng cau voi mot da tap afin. Mot “ tip con md chinh ” trén A" dugc hiéu 1a
phan bu cia mot siéu mit, nghia 13 tip hop {p < A" ‘f (p) =0} v&1 mot da thue
don f € k[xl,....xn ] Ta théy rﬁng mot tap con mo chinh 1a mdt da tap afin.
Cho ¢:(A"Z()) —A™" x4c dinh boi (pl,....pn ) — (pl,...,pn,l/f(p))
thi ¢ la chinh quy véi anh Y = Z(g) voi g = an+l -1 ek[xl,....,xm_l] Anh

xa nguoc 1a phép chiéu  : (pl"“"pn+l) > (pl,....,pn ) .

Vi du 21:
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Chung ta hay goi “ mot da tap xa anh ” 1la mdt vat ma co thé duoc

nhing vao trong mot khong gian xa dnh nhu la mot da tap xa anh. Trén thuc

té, tich P" xP™ la mot da tap xa anh vi no cé thé duoc nhing vao PN v6i N=

(n+1)(m+1) -1 nhu sau:
(XO LI Xn3Y :...ym)|—> (XOyO XY :....xnym):(zoo 1Z01 :----an)

Anh 1a tap zero ciia cac da thirc

Zl'jzkl _Zilzkj’ i,k=0,..,n; j,[=0,..,m

Anh xa néi trén duoc goi 13 phép nhing Segre.

1.4. Cac duwong cong elliptic
1.4.1. Cac duong cong phing.

Cho k 1a mét truong. Chang han, k c6 thé 1 truong cac sb hiru ty Q,
truong cac sd thue R, trudng cac s6 phie C, truong cac sd p-adic Q ,» hodc
truong htru han [y cua q phan tir. Cho k 1a mot bao dong dai sb cua k (Xem
[Kob], [Serl]).

Mot dudng cong phang X trén k dugc dinh nghia bdi phuong trinh
f(x,y)=0,6day f(x,y)=> a,x'y’ €k[x,y] la bat khd quy trén k . Ta dinh
nghia bac cua Xva f nhu sau: deg X=deg f =max{i+]j:q,#0}.

Mot diém k-hitu ty (hodc don gian 1a k-diém) trén X 1a mot diém (a,b)
v6i toa d6 thudce k sao cho f(x,y)=0. Tap tit ca cac diém k-hitu ty trén X
duoc ky hi¢u X (k).

Vi du 22: Phuong trinh x’y—6y>-11=0 x4c dinh mot dudng cong
phang X trén Q bac 3 va (5, %) € X(Q).
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Tai diém nay ta c6 thé phat biéu mot bai toan mé, ma trén nhiéu thé ky
da duoc dung nhu mot dong luc thic déy cho su phat trién ctia cac nganh toan
hoc, dé la:

Cdu hoi: Li€u c6 hay khong mot thuat toan, ma khi cho mot dudong
cong phang X trén Q thi xac dinh dugc X (Q) ¢ khéac rdng hay khong?
Mic du X (Q) khong nhat thiét hiru han, nhung ta s& thdy rang, n6 ludn luon
thira nhan mot sy mé ta hiru han, vi thé van dé xac dinh X (Q) co thé duoc
chinh xac hoa sy mo ta bang cach sir dung khai niém ctua may Turing; xem
[HU] dé tiép can dinh nghia. Mbi quan hé cta cau hoi ndy véi bai toan thir 10
ctia Hilbert, xin xem tong quan trong [Po2].

Hién tai ¢6 sy ton tai cac phuong phép tinh todn trd 161 cau hdi cho mot
X dac biét, mac du no chua bao gio dugc chirng minh 1a cac phuong phap
nay lam viéc trong truong hop chung. Tham chi cac van dé sau con bo ngo:
(1) Li¢u c6 mdt thuat toan ma khi cho mot da thirc bac bon f(x) € Q[x], thi
c6 xac dinh duoc y* = f(x)c6 mot diém hiru ty hay khong?
(2) Li€u c6 mot thuat todn ma khi cho mot da thuc f(x,y) € Q[x, y]bac ba,
thi ¢6 xac dinh duoc f(x)=0 c6 mot diém hitu ty hay khong?

Thuec ra, cac van dé (1) va (2) 1a twong duong.

1.4.2. Hinh hgc xa anh.

Mat phang xa anh: Mit phang afin A® 13 mat phang thong thuong, véi
A*(K) = {(a,b):a,bek} véi trudng k bat ky. <“Compact hoa’> A® bang cach

A A A - R . A \ A . - 2 5 2 A
nd1 mot so6 di€m “tai vo cung” d€ sinh ra mat phang xa anh P°. M{t trong

nhitng 1y do chinh cho viéc lam diéu nay 1a 1am cho 1y thuyét tuong giao tot

hon: xem dinh 1y ctiia Bézout trong phan duéi day.



29

Tap hop cua céc k-diém trén mait phfmg xa anh P? ¢6 thé duoc dinh
nghia mot cach truc tiép nhu sau: P? (k) .= (k’ — 0)/ k'. Noi cach khac, mot

diém k-hitu ty trén P* 1a mot 16p twong duwong cta bd ba (a,b,c)véi

a,b,c €k va khong dong thoi bang 0, qua mdi quan hé twong duong ~, &
day (a,b,c)~(Aa,Ab,Ac), YA€k . Lép tuong duong cia (a,b,c) duoc ky

hiéu (a:b:c). Ta ciing c6 thé déng nhat P* (k) voi tdp hop cua cac duong

qua 0 trong khong gian (x,y,z).

Pon anh  A*(k) = P* (k) anh xa (a,b) vao (a:b:1) gan nhu 13 mot song
anh: cac diém cua P* (k) khong c6 tao anh, c6 dang (a:b:0)hinh thanh mot
duong xa anh P'(k) cua “ cac diém tai vo cung”. Xem P*(k) nhu dudng qua
0 trong khong gian (x,y,z), A*k) 1a tdp hop cic duong nhu thé di qua
(a,b,1) v6i a,b ek, va phan bu P'(k) 13 tdp hop cac duong qua 0 trong mit

phéng (x,).

P? cling c6 thé duoc bao phu bdi 3 ban sao cua A la:

{(x:y:2)|x#0}, {(x:y:2)|y=0},va {(x:y:2)|z#0}.

Bao dong xa anh cua cdac dwong cong: Ham thuan nhat cua mét da

thac thuan nhit f(x,y) bac d 1a F(X,Y,Z)=2Z" f(%%) Bang cach
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thayx boi X, y bdi Y, va thém ddy du cac thanh phan cia Z dé mdi don

thirc mang bac tong ctia cia mdi don thirc 12 d . Ta co: f(x,y)=F(x,.,1).

Néu f(x,y)=01a mdt duong cong phang C trong A’, bao dong xa anh
ctia n6 14 dudng cong C trong P* duoc dinh nghia béi phwong trinh thuan

nhit F(X,Y,Z)=0. Dudng cong C bang v6i C cong véi mot s6 diém “tai vo

cuc”.

Vidu23: Néu f(x,y)=)"—x’+x—7, thi:
FX,Y,2)=YZ-X+XZ2*-72’

)= {zeros ?f F}

Va C(Q 3

U {zeros of F(X, Y, Z)} -0

= {zer FX Y I
{zeros of F{(. )} 0

=C(Q) U {ry,
& day P 1a diém (0 : 1: 0) “tai vo cuc”.
Dinh ly Bézout:
Mot trong nhiing 1y do chu yéu som duge dé cap dén viée nghién ctru

trong mit phang xa anh 1a thu dugc mot 1y thuyét twong giao tét. Cho

F(X,Y,Z)=0 va G(X,Y,Z)=0 la nhitng dudng cong trong P? trén k, c6

bac tuong ing la m va n. Dinh ly Bézout chirng t6 ching giao nhau tai mn
diém ctia P*, vé6i diéu kién 1a:

(1) F va G khong c6 cac thira s6 chung khong tim thuong.

(2) Nghién ctru trén mot truong dai s6 dong, va

(3) Pém cac diém tuong giao voi boi (trong truong hop ky di, hodc cac

diém tiép xuc).
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1.4.3. Cach xac dinh X(Q): sw chia nhé theo bac.
Ta trd lai vin dé xac dinh tdp hop cac diém hiru ty X (Q) ¢ day X 1a

mot dudng cong phang afin f(x,y)=0 trén Q hodc bao doéng xa anh cta no.

Cho d =deg f. Ta s& quan sat bai toan theo viéc ting dan gia trj clia d .

. d=1: 13 cac duong thang. Ta biét tham sb hoa cac diém hitu ty trén dudng
thang ax + by + ¢ =0 nhu thé nao!

. d =2:1a cac duong conic. Legendre dd chimg minh ring cic dudng conic

thoa man nguyén ly Hasse. Di€u nay nghia la: X c¢6 mot Q-di€ém néu va chi

néu X co6 R diém va mot Q, —diém voi moi sO6 nguyén t6 p. Vi mot dudng

conic xa anh dugc mo ta béng mot dang bac hai co 3 bién, két qua cua
Legendre co thé dugc xem nhu mot truong hop dac biét cua dinh ly Hasse-
Minkowsk I [Serl, chuong IV].

Dinh 1y ctia Legendre dan dén mot thuat toan dé xac dinh sy ton tai cua

mot Q-diém trén conic X. Pay 1a mdt thuat toan nhu vay: bo sung binh

phuong, nhan véi mot hang sd, dé cam sinh truong hop aX’ +bY> +¢Z* =0

trong P?, & ddy a.b,c # 0, khong chinh phwong, d6i mot nguyén t6. Khi dé ta

c6 thé chung minh rang ton tai mot Q-di€m néu va chi néu a,b,c khong cung

dau va cac phuong trinh dong du:
ax> +b=0 (mod c)
by’ +c=0 (mod a)
cv’+a=0 (modb)
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giai dugc trong tidp s6 nguyén. Hon nita, trong truong hop nay,
aX?+bY? +cZ* =0cd modt nghiém khong tdm thuong trong tap sé nguyén

X,Y,Z thoaman | X [<|bc|”?, |Y|<lac|”, va|Z|<ab|”*, xem [Mo2].

Trong trudng hop dudng conic X ¢ mot Q-diém Py, van dé con lai 13
viéc mo ta tap hop tat ca cac Q-diém. Ddi v6i diéu nay cé mot cach 1am hop
1y 1a: v6i mdi diém P € X(Q) v& mot dudng qua Py va P, va gia sir ¢ 13 d6 doc
cua no, trong Q (hoac co thé 1a o). Nguoc lai, cho t € Q , dinh ly Bézout

béo dam rang duong qua P, voi d6 dbc ¢ s& cit dudng conic tai mot diém
khac (mién 13 duong nay khong tiép xtic voi conic tai Py), va diy s& 1a mot
diém hitu ty.
Vi du 24: néu X 1a dudng tron x* + y* =1 va Py(-1, 0), thi :
1-1* 2t
t 2T e
I+ 1+¢
Y

—<_(-xsy)
x+1

. ~ I , ~ 2 4 1 3A \ . ~ \

Dinh nghia cac 4nh xa song hiru ty tr A" dén X va nguogc lai, nghia la

bo qua mot s6 hiru han céc tap con c6 s6 chi€u nho hon (mot vai di€ém), chiing
la cac anh xa dugc cho bdi cdc ham hitu ty cia cac bién ma cam sinh mot
song anh gitra cdc Q-diém. Nhirng anh xa song hiru ty nay dugc dinh nghia

trén Q; cac hé so ciia cac ham hiru ty thudoc Q, vi thé chiing cling cam sinh



33

mot song anh giita cac Q-diém (b qua cic tap con nhu trudc). Pic biét, tap

hop day du cic nghiém hiru ti cia phuong trinh: x* + y* =1 1a

-2 2t

. d =3: cac dudng bac 3 phang. Lind [Lin] va Reichardt [Rei] di phét hién ra
rang nguyén 1y Hasse c6 thé khong dung véi cac duong cong phang bac ba. O

day 1a mot vi du thudc vé Selmer [Sel]: dudng cong 3X° +4Y° +52°=0

trong P*c6 mot R-diém ((( -4/3)"7:1:0) 1a mot) va mot Q, -diém véi mdi sb

nguyén t6 p, nhung nd khong c6 Q-diém .(Dbi véi p > 5, su ton tai cac Q-

diém c6 thé duoc ching minh bang cach dung bo dé Hensel [Kob, dinh 1y 3]
v6i mot bién thién dé chimg minh su ton tai cua cic nghiém modulo p. Vi
p =2, 3, 5, mOt dang téng quat hon cua b dé Hensel co thé duoc st dung

[Kob, chuong I, bai tap 6]. Sy khong tdn tai cua cac Q—diém kho thiét lap

hon).
1.4.4. Duong cong elliptic
1.4.4.1. Cac dinh nghia twong duong:

Cho k 12 mot trudng hoan chinh. Mot dudng cong elliptic trén k ¢ thé
dugc dinh nghia theo mot trong ba hinh thtrc phat biéu nhu sau:

(1) Bao dong xa anh cua mdt duong cong khong ky di dugc dinh nghia
bo1 mot “phuong trinh Weierstrass”

Y +axy+ay=x+a,x’ +ax+a,

Véi a,a,,a,,a,,a, € k. Néu dac so cua k khac 2 hodc 3, nguoi ta co thé han

ché su xét toi cac bao dong xa anh cia cac dudng cong y° =x° + Ax + B.
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Ta c6 thé ching minh rang duong cong khong ky di néu va chi néu:
x>+ Ax+ B c6 cac nghiém khac biét trong %, va diéu nay tdn tai néu va chi
néu A:=-16(44° +27B%)= 0.

(2) Mot dudng cong gidng mot xa anh khong ky di trén k duoc lién
két véi mot diém k -hiru ty 0.

(3) Mot da tap nhom xa anh mot chiéu trén k.
1.4.4.2. Cac diém ky di:

Néu (0, 0) 1a mot diém trén duong cong afin f(x,y)=0trén k, khi d6

(0, 0) 1a mot diém ky di nbu ca hai a%x va a%y riét tiéu tai (0, 0). Mot

cach tuong duong, (0, 0) 1a diém ky dinéu f=f,+f; +... + f;, 6 ddy mdi
fiek[x, ¥] 1a mot da thic thuan nhat bac i. Chang han (0, 0) 1a diém ky di trén
y* =x’ va trén y* = x’ + x°, nhung khong 1a diém ky di trén duong y* = x> — x.
Mot cach tong quat hon, (a,b) 1a ky di trén f{x, y) = 0 néu va chi néu (0, 0) 1a
kyditrén f(X+a,Y+b)=0.

Mot dudng cong afin 1a khong ky di néu né khéng co cac diém ky di.
Mot duong cong xa anh F(X, Y, Z) = 0 1a khong ky di néu “ cic méanh afin”
cuano F(x, y,1)=0, F(x, 1,2z) =0, F(1, y, z) = 0 1a khong ky di.

Thuat ngir “ tron” 12 mot tir ddng nghia véi khong ky di, it nhat 1a déi
vdi cac dudng cong trén mot trudng hoan chinh & .
1.4.4.3. Giong ( Loai ):

Cho X la duong cong xa anh khong ky di trén mét truong hoan chinh
k. Gidng ctia X 1a mot sb nguyén khong am g dé do sy phirc tap hinh hoc cua

X. N6 c6 cac dinh nghia twrong duong sau:
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(A) g=dim Q, 6 day Q la khong gian vécto cua cac vi phan chinh
qui trén X. (Chinh quy mang nghia: “khong cuc diém”. Néu k = C, thi chinh

quy tuong duong vai chinh hinh).

(B) g la giéng topd (sd cac quai) cua mat Riemann compact X(C).

(Pinh nghia nay chi c¢6 nghia néu k c6 thé duoc nhiing vao C.)

_d-Hd-2)
& 2
duong cong phang bac d song hitu ty véi X ( c6 thé 1a mot diém ky di). Vi

- (cac s6 hang cua cac ky di) & day Y 1a mot

©)

du, duong cong phang bac 3 khong ky di c6 gidng 13 1.
1.4.4.4. Luat nhém: Dinh nghia
Pé noi rang mot duong cong elliptic E trén k 1a mot da tap nhom nghia
dai thé 1a c6 mot anh xa “phép cong” E x E — Eduoc cho bdi cac ham hiru
ty, cam sinh ra mot cu trac nhom trén E (L) ddi véi trudng mé rong bat ky L
cua k.
Luat nhém duoc dic trung boi hai quy tic sau:
(1) Piém O =(0: 1 : 0) tai v6 cuc 1a don vi cia nhom .
(2) Néu mét duong L cit E tai 3 k-diém P, Q, R € E (k), thi
P+ Q + R =0 trong luat nhom.
Tir nhitng diéu nay ta suy ra:
a) ChoP € E (k), P # O, duong thfmg ding qua P cat E tai P, O va mét
diém thr 3 1a - P.
b) Cho P, Q € E (k)khac O, duong qua P va Q (ldy tiép tuyén véi E tai
PnéuP=Q)citEtaiP,QvaR e E(k).NeuR=0,thiP+Q=0,

trai lai P+ Q =-R, & ddy - R ¢6 thé duoc xdy dung nhu trong a).
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Chuy : E (k) 1a mot nhom aben.
1.4.4.5. Luat nhom: Cac cong thirc
Mot cach téng quat, toa do cua P + Q co thé duoc biéu dién nhu cac
ham hitu ty theo toa do ctia P va Q. O ddy ta trinh bay cac cong thirc chi tiét
cho mét thuat toan dé tinh P + Q.
Su ton tai ctia cac cong thirc nay trd nén quan trong trong phan 1.5.8.5
khi ta thuc hién phuong phdp phan tich duong cong elliptic.
Pé tinh téng R cua cac diém P, Qe Ek) trén y*=x"+Ax+B trén k:
1. Néu P =0, dit R = Q va diumng lai.
2. Néu Q =0, dat R =P va dimg lai.
3. Truong hop khac, gia st P=(x;:y;: 1) va Q=(x3:y2:0).
Néu x; # x,, dit:
A= =90 = x,)"

2
X, =A"—x

3 — X,

1
Yy =Ax —x;) -y,
R=(x;:y;:1)
va dung lai.
4. Néux; =x,va y1 = -y, dit R = O va dung lai.
5. Néux; =x, va y1 # -y2 (nhu vay P = Q), dat
A= G2+ Ay + )"
x, = A7 —x, - x,
3 = A = x3) =y,
R=(x;:y;:1)
va dung lai.

1.4.4.6. Luat nhém: Cac vi du
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Gia stt E 1a dudng cong elliptic y* = x> — 25x. (Tir nay, khi ta dua ra
mot phuong trinh khong thuan nhat cho dudng cong elliptic E thi nd duoc
hiéu ré“mg nghia that sy 1a ta cho E dugc dinh nghia nhu bao dong xa anh cua
dudng cong afin nay).

Vi x> — 25x ¢6 céc nghi¢m khac nhau, E khong ky di, vi thé E that su 1a mot
duong cong elliptic.
Puong thang L di qua P := (-4, 6) va Q := (0, 0) c¢6 phuong trinh
y = (-3/2)x. Ta tinh L E boi su thay thé:
((-3/2)x)* = x> — 25x
<0 =x+4)x(x—25/4)
vatim L E={P,0,R}, trong do: R :=(25/4, - 75/8).
Do @6 P+ Q+ R =0 theo luat nhom, va P+ Q =- R =(25/4, 75/8).

Giao cia duong X = 0 trong P* véi E: Y’Z = X° — 25XZ* 1a

X=O=YZZ,ma‘1(O :1:0)=0va0:0:1)=Q, c6 boi 2. (Véma_ithinhhoc,
diéu nay tuong tng véi duong x = 0 tiép xuc véi E tai Q).

Do dd Q+Q+0=0,va2Q = 0; nghia 13, Q 13 mot diém co cip 1a 2
va 1a mot diém 2-xoan. (Tong quat, cac diém 2-xoan khac khong trén y* = x°
+ Ax + B 1a (a, 0) & ddy o 1a mot nghiém cua x° + Ax + B: chiing lap thanh
mot nhom con cia £ (%) dang ciu voi % X % ).

1.4.5. Puong cong elliptic trén truwong sé phirc.

Mot mat E(C) 1a mot da tap phirc nhung & mot khia canh khac thi n6 la
mot nhom, va cac toa do cua P+Q la cac ham hiru ti theo toa do cia P va Q vi
luat nhém nay 1a chinh hinh. Do d6, E(C) 1a mot nhom Lie 1-chiéu trén C.
Hon nita, E(C) 1a dong trong P>(C) compact nén E(C) la compact, lién thong.

Theo su phan 16p ciia nhom Lie compact lién thong 1-chiéu trén C ta cé:
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E(C)=C/A nhu la cac nhom Lie trén C, voi dan: A =Zw, + Zw,, trong do6
®,,®, 1a mot R-co s¢ cia C. Cac @, dugc goi la cac chu ky. Vi c6 mot ham
phan hinh p(z) trén C duoc xac dinh sau day sao cho:
p(z+w)=p(z) Vo eA.

Nguoc lai gia sur rang, ta bat dau xét trén C mot dan A rdi rac ¢6 hang
142: A=Zw, +Zw, v6ila R-co sé trén C, ta can chi ra 1a 1am thé nao dé tim

nguoc lai mot duong cong tuong ung trén C.
Tap g, = 60T per @ T va

83 =140 pep

¢ ¢ <6

trong do, nghia 12 bo di s6 hang @ =0.

bit: p(z)=z"+ Zwe (o) -a7)

Khi d6, ta co thé chiing minh cac két luén sau :

+ p(z)1a phan hinh trén C véi cuc diém trén A

+p(z+w)=p(z) VoA va z- (p(z), p'(z)) xac dinh mot phép dang cau giai
tich C/A — E(C) v6i E 1a duong cong elliptic trén C: y> =4x’—gx—g,

(cuc diém cua p(2) qua déng ciu tuong g voi diém O e E(C) ).

Vi phan ax trén E niu té1 dz trén C/ A,
y

do do, anh xa nguoc : C(E) — C/ A dugc xac dinh boi:

(asb) a
d. d
(@b [ == u

0o Y w\/4x3 —8,X— &
Tong quat hon, Riemann di chimg minh rang: mét mit Riemann
compact bat ky dang cau voi X(C) d6i véi mot duong cong xa anh khong ky

di X nao do trén C.
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1.4.6. DPuong cong elliptic trén truwong hiru han.

Cho E' la m{t duong cong elliptic trén truong hitu han F c6 ¢ phan tir.
Vi E( F_) la mot tap con cua P*( F,)), nén E( F ) la mft nhom aben hitu

a|<2./q. bay

1a trudng hop dic biét cua “gia thuyét Wiel”. Hon nira, thudt toan ctia Schoof

han. Hass da ching minh duoc: #E( F ) = q +1-a, trong do,

[Sch] da tinh #E( F ) v6i d§ phuce tap (logg)""” nhu sau: ta s& khong giai
thich sy xac dinh #E( F ) theo modun [ voi mdi [ nguyén td ta co xap xi
logq, dinh 1y s6 du Trung hoa dé xét xong # E'(IF ).

Vi du 25: Cho E la dudng cong elliptic y* =x’ —x +1 trén truong F,. Dinh
ly Hass chira: 1<#E( F,)<7.
Thatra: E( F;) ={(0;1),(0;-1),(1;1),(1;-1),(2;1),(2;-1),0} va E( F,) = Z/7.
Vi du 26: Cho E 13 duong cong elliptic y* = x° — x trén truong F, thi
E( F;) = {(0;0),(1;0),(2;0),0} va E( F,) = Z/2xZ/2.
1.4.7. Puwong cong elliptic trén truwomng hiru ti.
1.4.7.1. Dinh ly Mordell:

Cho E la duong cong elliptic trén truong Q. Mordell da chirng minh
rang: E(Q) 1a mdt nhom aben hitu han sinh: E(Q)=Z"xT véi r el ,

duoc goi 1a hang, va T = E(Q),  1a nhom aben hiru han dugc goi 1a nhom

tors
con xoan. (Pinh 1y Mordell con dugc goi 1a dinh 1y Mordell-Weil, vi Weil da
téng quat hod d6i véi cac da tap aben trén cac truong sd. Pa tap aben 13 da tap
nhom xa anh c6 s6 chiéu tuy ¥).

Vi du 27: Cho E 1a dudng cong elliptic y* = x* —x? trén trudng Q. Ta c6 thé
chi ra rang:

E(Q) =ZxZ/2x7/2 . Trong d6: E(Q)/ E(Q), dugc sinh boi (-4;6).

tors
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Vi du 28: Cho E la dudng cong elliptic y* +y=x"—x’trén truong Q, duoc
xem nhu la duong cong modula X, (11)”.
Khi d6, E(Q)={(0;0),(0;-1),(1;0),(1;-1),0} = Z/5.
Vi du 29: ChoE 1a duodng cong elliptic trén truong Q:1063y° =x° —x
(khong phai dang Weierstrass nhung n6 dang cau vdi y* = x* —1063%x). Sir
dung “cac diém Heegner trén cac dudng cong modula”, Elkies [Elk] di tinh
duoc E(Q) =2Zx2Z/2x7Z/2.
duuge sinh b 1 diém v6i hodnh do x= -

i i 1063

11091863741829769675047021635712281767382339667434645
31734265754477218073520797732090001252280793677887

Trong do, E(Q)/ E(Q)

tors

Vol g =

Vi du 30: Cho E 1a duong cong eliptic: y* +xy+y=x"+ax+b
Trong d6: a =-120039822036992245303534619191166796374
Va
b =504224992484910670010801799168082726759443756222911415116
Martin va McMillen [MM] di chi ra rang E (Q) =Z"trong d6 r >24.
1.4.7.2. Cac datap nhém afin 1-chiéu trén k.

Cac da tap nhom afin 1-chiéu G trén k co6 thé dugc phan 16p. Mot

cach don gian, ta c6 thé gia st k 1a 1 truong hoan chinh c6 dic s6 khac 2.

Ta c6 bang:

G DPatap Luat nhom G(k)

G, |A! XX, > X+ X, k , v&i phép +

Gm xy:1 (xlay1)a(x2ay2)H(xlxzaylyz) k*,Vé’i phép .

Gf,f) x*—ay’ =1 (653,05 (x,,3,) = ker(k(\/;)*—>0hu§n k*)
(X2, + @y, y,, X9, + X,5,)
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Cot 1: Pa tap nhém G, 1a nhom cong tinh G, hodc nhom nhan G hoac
nhém xoin ij)vé’i ack .
+ Loai ding cau cia G’ xem nhu 1a mét da tap nhom duoc xac dinh boi dnh
cua a trong k' /k7,vanéuaek thiG”= G, .
Cot 2: Mo ta G nhu la mot da tap, & mdi trudng hop G ciing 1a A 'hodc 1a
mot dudng cong phang trong A,
Cot 3: Biéu dién cu xa luat nhém: GxG — G theo céc toa do.
Cot 4: Mb ta nhom cac diém hitu ti G(k).
1.4.7.3. Cac cubic Weierstrass ky di.

Néu E 1a mot duong cong ky di duoc xac dinh nhu 1a bao dong xa anh
ciia: y2 =x° +ax’ + bx + ¢ thi E c6 nhiéu nhat mot diém ky di.

Gia st P, 1a diém ky di. Bang cach d6i bién sb ta co thé gia sir:
P, =(0;0), ta c6 phuong trinh dang: (y2 —ax’)—x’=0.

Cac duong thang tiép xtc v6i cac nhanh tai (0;0) 1a: y= i\/;x.

Cac diém ky di duoc goi 1a diém nut hodc diém lui tiy theo a =0 hoic
a=0.

Trong mdi truong hop, E, :=E—{P,} tré thanh da tap nhém afin 1-
chiéu st dung cach xay dung hinh hoc gidng nhu trudng hop khong ky di.
(Mot duong thiang L di qua hai diém khong ky di khong thé xuyén qua P,, vi
s& trai véi két qua cua dinh Iy Bézout)

G, khi a=0 (diém Ini)

Thét viy: E, =G, khi ack’ (diém miit)

G;f) khi a khéng chinh phuong (diém niit)
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Vi du 31: Néu E 14 bao doéng xa anh cua: y° =x’, Eco diém I tai (0;0), va

phép ddng cdu dugc cho bai:

Ens H Gﬂ
(x,y) - xly
(t:1:0)=(t",1")« t

Ta c6 thé kiém tra duoc rang (z:1:£°),(u:1:u’),(v:1:v*)1a cong tuyén trong
P*véi: t+u+v=0.
1.4.7.4. Su rut gon theo mod p.

Véi bat ky ue QF, duong cong elliptic E: y*=x>+Ax+B trén Q
dang cdu véi: Y?=X’+u*AX +u’B (nhan phuong trinh véi u®, Pit :
Y=u'y ; X=u'x).

Do d6 ta co thé gia su: A,Be Z.

Khi dé: ta c6 thé rit gon phuong trinh theo mod p (nguyén t) dé nhan
dugc duong cong bac ba E trén F ,- Nhung E c6 thé ky di. Diéu nay xay ra
néu va chi p 1a uéc cua A.

Ta néi rang E c6 rat gon tot tai p néu c6 mot phuong trinh
Weierstrass cho E (thu duoc bﬁng cach doi toa dd) ma sy rat gon theo mod
p 1a khong ky di. Tuong ty, néu c6 mot phuong trinh Weierstrass cho E ma
su rat gon theo mod p 1a mot dudong cong bac ba c6 mat diém nut thi ta noi
rang E co su rat gon nhan tai p. Khi dé: ta ndi rang E ¢ su rat gon nhan
tach hodc rut gon nhan khong tach tuy theo E. 12 G, hodc 1a mot x04n.

Trai lai: néu E khong co6 rat gon tdt hodc rat gon nhan thi tat ca céc
phuong trinh Weierstrass d6i v6i E rat gon theo mod p tdi mot dudng cong

bac ba v&d1 mdt diém lui va ta nd1 E ¢6 sy rat gon cong. Ta cd bang tom tat:
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Diém ky dj E.. Thuat ngi .
Khong c6 diém nao | g Rt gon tot .
Piém lui G, Rut gon cong .
Piém nat G, hodc Gf;’) Ruat gon nhan .

1.4.7.5. Su hitu han ciia nhém xoin 7:=E(Q),
Gia st mot duong cong elliptic E trén Q c6 rat gon tét tai p. Bat ky
mot diém trén  E (Q) c6 thé duoc viét dudi dang (a:b:c) véi a;byc €Z sao
cho: gdc(a,b,c)=1 thi a,b,c co thé dugc rat gon theo mod p cho ta mot
diém trén E( F p).Diéu nay xac dinh mot phép dong cau: E(Q)— E( E)).
Ky hiéu gdc(a,b,c) dé chi udc chung 16n nhat cta a,b,c.
Pinh ly 1.4.7.5.1:
Néu E c6 rat gon tot tai p>2 thi nhom con xodn T cua E(Q) nhing
dugc vao E( F )
Hé qua 1.4.7.5.2:
T 1a hiru han.
Vi du 32: Cho dudng cong elliptic E: y* =x> —4x+4 trén Q
thi: A=-16(4(-4)’ +27.4*)=-2%11
nén E c6 rit gon tot tai p it nhat1a véi p=2,11.
Ta tinh duoc: #E(F,)=7 va #E(F,)=9.
Nhém duy nhat duge nhing don anh vao cac nhom cap 7 va 9 1a nhom
tAm thuong.
Vay T ={0}. Pic biét: (0;2) e E(Q) c6 cAp vo han va E(Q) co hang
duong.

1.4.7.6. Cac dinh ly khac vé nhém con xoén 7.
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DPinh 1y Luzt Nagell: Cho A,BeZ va E: y’=x"+Ax+B 1a mot
duong cong elliptic. Néu PeT va P#0O thi P= (x,,Y,) trong do: x,,y, €Z
va y°\ (4A° +27B%).

Piéu nay cho ta mot phuong phap dé xac dinh 7.

Pinh Iy Mazur: Néu E 1a 1 dudng cong elliptic trén Q thi: T =Z/N véi
N<I12,N=11
hoac T = Z/2x Z/2NZ v6i N<4. Pac biét: #T <16.
V&i mdi m>1, ta 6 thé st dung luat nhém dé tinh céc da thirc ® (x)eQ[x]
ma cac nghiém cta da thirc 13 hoanh do x cua cac diém c6 cip 13 m trong
E(0O). Viéc xac dinh cac diém c6 cip m trong E(Q) 1a tim cac nghiém hitu ti
cua @, va kiém tra lai dé c6 tung do y hitu ti.

Theo dinh 1y Mazur chi c¢6 hiru han m dugc xét tir 6 cho ta thuat toan
thoi gian da thirc dé tinh T .
1.4.7.7. Cac ham dg cao.

Ta md ta cac budce dé ching minh dinh Iy Mordell:
Néu P=(a:b:c)eP?*(Q), ta co thé gia st: a,b,c €Z va gdc(a,b,c)=1 .

c|) va h(P):=logH(P)

9 9

Khi do ta dinh nghia: H(P):= max(‘a b

Ta goi h(P) 1a do cao (logarit) ciia P .

D@ thay: véibatky B>0, #{P e P*(Q): H(P)<B}<(2B+1)’

Vi vay:

(1): {Pe P*(Q): h(P) < B}1a hitu han.

bay la truong hop dac bi¢t cua dinh 1y Northcott [Ser2, bai 2.4]. Néu E c
P?1a 1 dudng cong elliptic trén Q thi ta ¢ thé chi ra rang v6iP,Q € E (Q), ¢6
(2): h(P+Q)+h(P - Q)=2h(P)+2h(Q)+0O(1)
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Pinh nghia d6 cao chinh tic hay d06 cao Néron Tate cia Pe E(Q)
boi h(P):= nhl)Ilooh(2”P)/4” . Sau day 1a cac hé¢ qua cua (1) va (2)
voiP,Qe E(Q)vaneZ,

(a) h(2P)=4h(P)+0(1)

(b) Dinh nghia gisi han h(P)1a ton tai.

() h(P)=h(P)+0(1).

(d) h(P+Q)+h(P —Q)=2h(P)+2h(Q).

(e) h(nP)=n’h(P).

(f) h(P)>0 . Déu “=" xdy ra khi va chi khi : Pe E(Q), .
(V61 O(1) phu thude E, khong phu thudc P va Q).

Dac biét : hla dang toan phuong bac 2 trén E(Q)/ E(Q),,,. .
Hon nita, (1) va (2) voi dinh Iy Mordell-Weil yéu khang dinh sy hitu han ctia
E(Q)/2E(Q) thi £(Q) la hitu han sinh.

Néu céac phan tir sinh ciua E (Q)/2 E (Q) dugc tim mot cach hiéu qua thi hang
ciia E (Q) va cac phan tir sinh ciia E (Q) ciing tim duoc mot cach hiéu qua.
1.4.8. Phuong phap phan tich duong cong elliptic.

1.4.8.1. Mot sw giai thich vé s phan tich.

Gia sir: p,q 1 hai s6 nguyén t6 16n chua biét va N = p.g. Ta tim cach
dé xac dinh mot s6 nguyén m sao cho m 13 m=0(mod p) nhung m khong
ddéng du O(mod ¢q).

Khi do6: gdc(m,N) co thé duoc tinh toAn mot cach nhanh chong.

1.4.8.2. Mot s6 phwong phap phan tich.
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Ta c6 thé tim ra cac phuong phap phan tich khac nhau tir quan diém vira
trinh bay & muyc trudc (xem Z/N nhu 1a cach viét gon ciia vanh thuong
ZIN 7).

Thtr chia vo1: m=2,m=3,m=>5...

Pollard p: Choham: f: Z/N — Z/N
Xét day cac phan tir cia Z/N: x,,X,,X,... sao cho: x,,, = f(x,) va thir véi:
m=x,—x; (i #])

Sang toan phuong, sang truong sé: tim nghiém khong tdm thuong:
x> =y*(modn) vatht véi m=x+y.

Pollard p—1: Chon ngiu nhién mot s amod N. Ldy K =k! véi
k>1vathr: m=a" —1.

Phuong phap duong cong elliptic cia Lenstra: thay cho a" vdi
ae(Z/N).Xét K.P
véi Pe E( Z/N), voi duong cong elliptic E nao do.
Trong d6: K.P=P+ P +...+ P trong mot nhém aben E( Z/N) da dugc xac

K ldn

dinh.
1.4.8.3. Phwong phap Pollard p—1

Phuong phap dudng cong elliptic c6 thé duoc xem twong ty nhu
phuong phap Pollard p—1. V&1 phuong phap duong cong elliptic ¢ day
ngudi ta mo ta phuong phap p —1 mot cach day du hon nhung van bo qua chi
tiét va sy cai tién hiru ich.
Pé phan tich N:
1 ) Chon mot $6 nguyén K >1véi nhiéu nhén ti, ch?lng han ta c6: K = k! véi

k>1.
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2) Chon tity ¥ s6 nguyén a sao cho : 1<a<N-1.
3) Néu gdc(a,N)>1. Khi d6 ta dimg lai. Néu nguoc lai thi tiép tuc.
4 Sir dung phép khai trién nhi phan ctia K dé tinh ¢ mod N .
5) Tinh g=gcd(a® —1,N).
+Néu: 1< g <N thi ta ding lai. Khi d6: g 1a mot nhan tr khong tam thudng
cua N.
+ Néu: g=N , ta thir lai voi mot gia tri khac véi a hodc v6i K duge thay thé
bang mot ude sb .
+Néu: g=1 thi thir lai véi K 16n hon,...

Néu K 1a boi cia p—1 (v6i p nguyén t6) chia hét N thi trong budc 4
(a* mod p) 1a mot lily thtra cta (¢’ mod p), nd 1a (1 mod p), do dinh ly
nho Fermat. Khi d6 trong budc 5, a* —1chia hét cho p. Vivay: g=p.

Piéu kho khin trong phuong phap nay 1a: khong dé dé sip xép K 1a boi
ciia p—1. Vi ta khong biét duoc p.

Céch tot nhit 13 ta ¢ thé chon K c¢6 nhiéu nhan tir va hy vong c6 chira
nhan ttp—1. Vi duy, ta chon K = k!
1.4.8.4. Cac phuong an cua phwong phap p—1.

Thay vi dung dinh ly Fermat nhé trén E, , ta cO thé nhan thiy rang moi

*

F2
phan tir cua % co bac chia hét p + 1, c6 thé phat trién mot phuong phap
P

* (Z ) t
p+1 béi viéc thuc hién trén A )* ma A= %\I [% X voi1 gia tri nao do
A\ v
N

be%.
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Bang cach tuong tu ta c6 thé dung nhoém con cia F*r cho s6 r du nho dé phat
P

trién phuong phap dang duoc thuc hién tot khi p* + p + 1 1a tron, khi p* + 1 1a
tron, khi ®,(p) la tron v61 ®.(z) la da thirc chia vong tron bac r. Piéu d6
nhanh chong tré nén khong con tac dung boi vi p> + p + 1 12 qua 16n hon
p — 1 va do d6 tré nén kho tron.
Tu tuéng cia Lenstra: thay thé F;; bd1 nhom E(Fp) ma E 1a duong cong
elliptic. C6 nhiéu E khac nhau dé thuc hién.

b o e An Z .
1.4.8.5. Pwong cong elliptic trén 4\1 :

Cho N 13 sé nguyén duong. Dé cho viéc giai thich don gian, ta xem nhu

gcd(N,6) =1. Dinh nghia :

Pz(%)::{(a:b:c)

a,b,ce Z%\I,gcd(a,b,c,N) = 1}
%
%N)

Mot duong cong elliptic E trén % dugc cho bd1 mdt phuong trinh

thuan nhit:  Y?Z=X>+AXz?+BZ> véi ABeZ{ sao cho
A= —16(4A3 +27B2) thudc (%) . Thé thi E(%) la tdp con cua nhiing
diém (a:b:c) eP? (%) thoa méin phuong trinh bac ba. Vi bat ky sé nguyén
A . A 7 \ LA ~ - A 2(7 5 ~

to p chia hét N, E( A j la tap hop nhiing di€m trong P ( A ) thoa man

phuong trinh quy gon theo mod p.
Pé don gian, gia stt N=pq voi p, q 1a nhitng s6 nguyén t6 phan biét 1on
hon 3. Pinh 1y s6 du Trung Hoa dan dén
z_7.2

—=2x= (nhu 1a nhiing vanh)
N p g
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(Zj - [ZJ y (ZJ (nhu 14 nhitng nhém)

N) (p) g

p2 (EJ = p2 (Z] x P (Z] (nhu 14 nhitng tap hop)
N p q

E[E) = E[Z) X E[Z] (nhu 1a nhiing nhém)
N p q

Do do tap hop E(%) thira huéng ciu triic ctia mot nhém aben. Phan
16n nhitng cap diém trén E(%) 6 thé co thé duoc cong boi viée st dung
cong thirc ctia phan 1.4.4.5. Thuc té, nhitng coéng thirc d6 chi sai néu c6 mot
vai phép tinh trén % l1a O(mod p) va khac khong (mod q) hay nguoc lai. Khi
dé N duoc phan tich.
1.4.8.6. Phwong phap duong cong elliptic:

Gia str rang s6 nguyén N thoa min ged(N,6)=1va N =n'véi moi sd
nguyén n, r > 2. Dé tim ra nhitng thira s6 ctia N nhé hon P ta thuc hién nhu
sau:

1. C6 dinh mot gid1 han tron y nho hon P va cho K 1a LCM cua tat ca cac

sd nguyén y-smooth nho hon hay bang P

2. Chon céc s6 nguyén ngdu nhién A, x; ; y; €[;N]
< _2 3 e . 2 3
3. bat B=yf-x{-Ax;€Z/N va gia st E la y“=x"+Ax+B
sao cho Py :=(x;:yq) eE(%) Néu ged( 4A° + 27B* , N) =1, tr6 lai

budc 2.

4. Dung sy mé rong nhi nguyén ctia nhitng nhan tir ctia K dé tim ra K. P,

Z \ A 4 ) A r
€ E( 4\1) dung cong thirc cua luat nhom.
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5. Néu tai mot vai diém ma khong thoa cong thire, thi chung ta tim ra
mot thira sd ctia N. Tréi lai, tré lai bude 2 va thue hién trén mot duong
elliptic khéc.

Chu y rang trong budc 2 va budc 3 ta chon diém déu tién va tim dudng
cong elliptic di qua diém d6. Do nhiing phtic tap vé mit thuat toan dé tim ra
mot diém ngau nhién trén dudng cong elliptic, ta s& thuc hién bang cach don
gian hon: trudce tién chon toa df x, léy can bac hai cia mot phén tr cua %
1.4.8.7. Nhitng phan tich dic trung cta phwong phap dwdng cong
elliptic:

Néu #E(% ) chia hét K, thi K.P; s& rat gon thanh 0 mod p. Trong
truong hop d6 co thé K.P; c¢6 thé khong phai 1a O mod N, hay tdi thiéu tai mot
vai diém cua viée tinh K.P;, thu dugc K’ sao cho K’.P; 1a 0 mod N. Do d6

diéu can thiét cua sy phan tich thanh thira s6 N doi hoi mot chat may mén dé

chon E sao cho #E(% j chia hét K.

Gia sir rang N c¢6 mot thira sé nguyén t6 p sao cho p+1+2\/5 <P.

Chon s 1a xac suit cho viéc xdy dung nén E ngiu nhién boi thuat toan, cép
cua E(%) la y-smooth. Néu E(%) la y-smooth, thi E(%J\K, do dinh
nghia ctia K va do dinh 1y Hasse rang #E(% ) <p+l+ 2\/5 . Do d6, s duong
cong elliptic can thiét phai thir trong sudt thuat toan 13 O(l/ s). Mbi phép thir
din dén O(logN) phép toan luat nhém, doi héi (logN)*® toan tir bit, cAn thoi

gian tong cong 1a R = O(s_l(log K)(log N)O(D)



51

Gia su L(x) = exp(\/(log x)(log logx)) , sa0 cho logx <<L(x)<<x khi
x >, Pat y=L(P)® vdia > 0. Bé dién ta thoi gian chay R trong gi6i han
nhirng tham s6 cuia thuat toan, goitén la N, P, va a, trudc tién ta tinh K:

K<isPle qpepy
I<y I<y

logK <ylogP = L(P)>2t0()
Tiép theo ta can wdc luong vé xac sudt tron s. Dinh 1y cua Canfield,
Erdos, va Pomerance [CEP] chi ra rang xac suat dé mot s6 nguyén ngau nhién
thude [1,x] dé L(x)* - tron 1a Lx)~/CDH0M khi x -5 0. Dung thuat toan

Deuring s6 duong cong elliptic tron duge cho trén Z/p, ta c6 thé chi ra rang

#E( % j 1a gan v6i phan bd déu trén hau hét cac khoang bién thién Hasse

[p+1-2pip+1+2p .

Dé tiép tuc, ta gia sir rang két qua cua dinh 1y Canfield — Erdos —
Pomerance thoa méin véi sé nguyén ngdu nhién 1a nho hon nhiéu. Thi
s = L(p)~/a)+0(1).

Theo gia thiét, tong thoi gian can thiét cua phuong phap duong cong
elliptic 1a

R= L(P)a+1/ (2a)+0(1) (log N)O(l) .

1
Déng thirc do sé dat tdi wu hoa khi a= 1 , Y= L(P)‘/i va

NG

Dé hoan thanh phan tich N, ta dat P= JN , va tinh tho1 gian chay cua
L(N)1+O(1).
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Mot thuan lgi ciia phuong phap dudng cong elliptic so véi phan 16n cac
phuong phap phén tich thanh thira s khac 1a thoi gian thuc hién chi phu
thudc vao kich c¢& ciia phan tir duoc tim thay, no c6 kha nang tim thay nhiing
phan tir nhé ma nhanh hon.

Trong thuc té, vi t6i uu hoa cach chon y va do d6 K phu thudc vao P nén
viéc thuc hién phuong phap dudng cong elliptic 12 hop 1y. Hon nira, néu
khong tim dugc thira sd ta c6 thé thuc hién lai bang cach ting ddy cac gia tri
ctia P. Cubi cung, néu khong tim duoc nhitng phan tir nao da nho thi ta nén
chuyén sang sang trudng s, nd sé tiém can nhanh hon néu nhitng nhan tir 1a
16n.
1.4.8.8. Nhirng két qua ciia phwong phap dwong cong elliptic:

Thira s6 16n nhat dugc tim thdy boi phuwong phap duong cong elliptic 1a
mdt nhan tir nguyén t6 gébm 54 chir s :

484061254276878368125726870789180231995964870094916937
)42

643 _1

cﬁa( +1.
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Chuong 2. CAC PUONG CONG ELLIPTIC DANG HESSE

2.1. Tong quan
Puong cong elliptic dang Hesse duoc thira nhan thich hop véi sé hoc hon
duong cong dang Weierstrass. Nhung cac hé thong mat md dudng cong
elliptic thuong sir dung dang Weierstrass. Ta biét rang ca hai dang trén 1a
tuong duong song hitu ti. Su twong dwong song hitu ti 14 twong d6i kho tinh
toan. Chung ta s& chimg minh ring cac duong cong elliptic dang Hesse va
dang Weierstrass 1a twong duong tuyén tinh trén truong ban dau hoic trén sy
mo rong cua chinh nd va sy twong duong nay 13 d& dang dé chimg minh duoc.
Néu luc luong cia truong hitu han ¢=2(mod3) va vét Frobenius
T = 0(mod3), thi su tuong duong duoc xac dinh trén trudng hitu han ban dau.
Su twong duong tuyén tinh ndy cho phép nhan mot diém trén duong cong
elliptic dang Weierstrass bang cach chuyén qua dudng cong Hesse, tinh cac
diém nhan trén duong cong ndy sau d6 chuyén nguoc lai. Téc do cua phép
nhan diém tang khoang 1,37 lan.
2.1.1. Twong dwong tuyén tinh giira dwong cong elliptic dang Weierstrass
va duong cong elliptic dang Hesse
2.1.1.1. Loi gioi thiéu

Cho I 12 truong gdm g=p'" phan tir dbi v6i sd nguyén t6 p va F, 1a

bao dong dai sd ctia nd. Mit phang xa anh 1a tap cac diém duoc cho boi bo ba

*k

(X,Y,Z2)\(0,0,0) v6i quan h¢ tuong duong: (X,Y,Z) ~ (uX,uY,uZ) Vu eﬁq.
Nhitng diém véi Z =0 1a nhiing diém tai v6 cuc.

DPuong cong dai s6 xa anh 1a tdp con cua mat phéng xa anh, trong do
f(X,Y,Z)e IFq[X,Y,Z] nhan gia tr1 0. Buong cong dai sb afin 1a tap con cua

duong cong xa anh véi Z #0.
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X U
Néu |Y |=L|V |, trong ¢ L 1a ma tran kha nghich, va
zZ /4

f(X,Y,Z)=¢g(U,V,W), thi cac duong cong duoc cho boi da thuc f,g la
turong duong tuyén tinh va deg(f) = deg(g).

Néu giita hai da thirc f,g ton tai cac anh xa hitu ti @, sao cho:
f=0(g),.g=w(f), va oy, we 1a cac anh xa ddng nhat (néu cac anh xa trén
la xac dinh) trén cac duong cong tuong ung, thi cac duong cong dugc cho boi
cac da thuc f,g la twrong duong song hitru ti.

Tuong duong song hitu ti c6 thé duoc xac dinh mot cach riéng va no co
thé 1am thay doi bac cua da thirc. Néu cac anh xa @,y giita cac dudng cong
afin 14 da thirc thi cac duong cong 1a dang cAu v6i nhau. Su twong dwong
tuyén tinh nay anh xa céc diém tai vo cuc toi cac diém tai vo cuc xac dinh
phép ding cau giita cac dudng cong dai sd.

Duong cong elliptic 1a duong cong xa anh tron bac ba. Cac duodng cong
elliptic trén truong hitu han dugc sir dung mot cach rong rai trong khoa mat
mé. Cac dudng cong cé thé duge cho bai cac da thirc khac nhau. Hau hét cac

da thure trong dang Weierstrass thuong c6 dang:
E,(F):Y’Z-X'-AXZ*-BZ' néu p>5. (1)
DPuong cong nay co diém udn tai vo cuc P.=(0,1,0).
Duong cong elliptic dang Hesse dugc cho badi da thuec:
E,(F):U’+V’+ W’ -3mUVW (2),
trong d6 p#=3 va m’ #1.

Duong cong nay ¢6 3 diém uon tai vo cuc
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—1+\/3 Z
— e

Poo = (1a_laO)’(l,_p’o)’(la_pz,o),p = u '3 12‘1 m(’\)t binh

phuong), hoic chi c6 mot diém uén tai P, (néu -3 khong 1a mot binh phuong).
Puong cong elliptic sai khac dang ciu (trén [, hodc la m¢ rong hiru han

2°3°A°

a0V
+

cua no) thi dugc xac dinh bédi j-bat bién cua nd, j=

3m(8+m’)

3
duong cong dang (1) va j :[ 3 ] d6i voi dudng cong dang (2).

—1+m
Cac diém ctia cac dudng cong elliptic 1ap nén nhém aben qua phép cong:
(X,,Y,,Z)+(X,,Y,,Z,) =(X,, Y, Z,).
béi voi duong cong dang (1) thi phén ter dbi cua(X,Y,2) 1a (X,-Y,2),
phan tir 0 13 P, va téng cua hai diém xac dinh boi cac da thirc bac 6:
X, =2Y,Z(3X’+AZ>) -8X,Y,’Z,),
Y, =4YZ,(3X,(3X,> + AZ>)-2Y,’Z,) - (3X,* + AZ)’,
Z,=8Y,z2},
néu (X,.Y,.Z,)=(X,,Y,,Z,)va béi cac da thic bac 8:
X, =(X,Z, - X,Z\Z,Z,(Y,Z, - Y,.Z,) —(X,Z, + X,Z,)(X,Z, — X,Z,)"),
Y,=(X,Z, - X2, (Y,Z(X,Z, +2X,Z,) - Y, Z,(X,Z, +2X,Z)) - Z,Z,(Y,Z, - Y, Z,)’,
Z,=2,7,(X,Z, - X,Z,)’,
néu (X,,Y,,Z)#(X,.Y,,Z,)
Ta c6 thé udc luong tinh phirc tap ciia sé hoc dudng cong elliptic nhu
la sb luong cac phép nhan trén truong.
Diém kép lay 13 phép nhan trén truong (12 ddi véi A ==£1). Néu mot

diém 1a c¢6 dinh v6i Z =1, thi can 1ay 12 phép nhén trudng.
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Dbi v6i duong cong dang (2) thi phan tir dbi cua (U,V,W) 1a (V,U,W),
phan tir 0 13 P, . Tong cta cac diém duoc cho bai cac da thirc bac 4
Néu (U,,V,,W,)) =(U,,V,,W,):
U =V(W’-U),
V,=U,(V =W, ,
W, =W,U, V")
Néu (U, V.. W) # (U, V,, W,):
U,=UWV," -U,W,V
V, =VWU," -V,W,U;’
W, =UVW,” -U,V,W’

Diém kép ldy 9 phép nhan trudng. Néu mot trong hai diém dugc cd
dinh va c6 W =1, thi diém cong 1y 10 phép nhan truong.

Puong cong cai tién dang Hesse thira nhan tinh toan sé hoc nhanh hon
dang Weierstrass [HWCD]. Thuat toan chir ky s6 duong cong elliptic [FIPS]
dung duong cong dang Weierstrass (1).

M.Ciet, G.Piret va J-J. Quisquater trong [CPQ], M.Joyee va J-J.
Quisquater trong [JQ] chi ra rang ton tai phép ddng cdu song hitu ti gitra dang
Weierstrass va dang Hesse. Anh xa nay thi khong dung chung dé tinh toan.
Muc dich ctia myc nay 1a dé chi ra rang c6 su ton tai twong duong tuyén tinh
chung gitta duong cong elliptic (1) va (2) va sy twong duong nay duogc xac
dinh trén trudng ban dau hodc trén sy md rong hitu han cta chinh no, va dé
nhan dién xem liéu c6 hay khong t6n tai sy tuong duwong trén truong hitu han
ban dau. Sy twong duong nay cé thé lam ting téc do xur Iy s6 hoc cua duong
cong elliptic dang Weierstrass. Bén canh d6 1a dua ra cdc cong thirc don gian
cho phép nhan phuc trén dudng cong elliptic dang Hesse.

2.1.1.2. Puong cong elliptic twong dwong tuyén tinh
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Dinh 1y 1:

Cho truong dic sb khac 2, 3. Cac duong cong elliptic E(F,) cho boi cac
da thtc (1) va (2) 1 twong duong tuyén tinh trén E Trén F, ton tai anh xa
tuyén tinh tir (2) vao (1). Trén F, ton tai 4nh xa tuyén tinh tir (1) vao (2) hodc

l1a sy mé rong cua nd ¢d bac 2, 3, 4 ,6.

Chitng minh: Anh xa tuyén tinh tir (2) vao (1) duoc xac dinh boi ma tran

_ 3

m 1 4—m

3

3

L=l m -1 4-m

3

2 0 -2m’
16(=1+m?)

Dinh thirc ctia ma tran bang . N6 1a kha nghich néu p#2,3va

dugc xac dinh trén truong ban dau. Anh xa tuyén tinh nghich dédo tur (1) vao

(2) duogc xac dinh boi ma tran

i i 4—m
3
_ 3 _ 3
M 4+4m” 4—-4m 0
3 3
-1 -1 -m

( dé don gian M 1a tich ciia L' v&i ma tran vo hudng ).
j bat bién 13 mot 14p phuong trong trudng ban dau [5]. Gia st =y,

3m(8+m’)

3

Phuong trinh y, = c6 thé c6 0, 1, 2 hodc 4 nghiém trong ]Fq.

—1+m

Trén ]Fq thi truong phan ra k£ co6 bac tuong ung la 4, 3, 2, 1.
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3m(8+m’)
3

3
Phuong trinh j = ( J tuong duong vo1 phuong trinh

—1+m
(7, (=1+m"))* = Bm(8+m*))’ 3)
Cac nghiém cua no trong k& hodc trong dang md rong bac hai cia knéu
J=3¢k. Chu ¥ rang néu bic cua k trén F, la chin thi V-3 ek. Vi vay
truong phén rd cua phuong trinh (3) co bac trén F, 1a 1,2, 3, 4, 6.
Anh cua dudng cong Hesse 1a:

m(8+m’)XZ* _2(8- 20m> +m®)Z*
27

Y Z-X’+ 4)

Su twong duwong tuyén tinh khong 1am thay doi j-bat bién.
Dinh ly 2:

Cho E,=¢(E,) la anh xa tuyén tinh kha nghich cua cac duong cong
elliptic va w:E,—E, 1a 4anh xa kha nghich duoc cho bo1 da thirc da thuc
thuan nhéat bac d. Khi d6 phép tuong duong tuyén tinh xac dinh anh xa kha
nghich pye ' clia duong cong E, dugc cho boi cac da thirc thudn nhat bac d.
Chung minh:

Anh xa @we™ tac dong lén E, va kha nghich nhu 14 tich cua cac 4nh xa kha
nghich. Vi ¢ 13 4nh xa tuyén tinh, nén anh xa @we ' duge cho boi da thirc c6
bac <d. Gia thiét rﬁng bac bé hon d dan dén mau thuln, vi anh xa tuong Ung
w =0 (pye e trén E, s& duge cho bdi cac da thic ¢6 bac bé hon d.
Hé qua 3:

Néu cip ctia nhom 1a s6 nguyén 1¢, thi ton tai cac da thirc thuan nhat bac
4 cho phép liy diém kép va cong diém trén dudng cong elliptic dang
Weierstrass.

Churng minh:
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Néu cép ctia nhom 1a 18, thi phép lay diém kép 1a 4nh xa kha nghich. Phép lay
diém kép va diém cong trén dudng cong elliptic dang Hesse dugc xac dinh
boi da thirc bac 4. Ap dung cac dinh Iy 1 va 2 ta c¢6 diéu phai chting minh.
2.1.1.3. Twong dwong tuyén tinh trén trudng ban dau

Ta xét xem li€u c6 hay khong anh xa tuyén tinh E (F,) > E,(F) duoc
xac dinh trén IFq. Su tOn tai cua 4anh xa tuyén tinh twrong duong voi sy tdn tai

ctia duong cong elliptic dang Hesse véi cung sd lugng cac diém va j-bat bién
nhu duong cong elliptic dang Weierstrass.

Cho ¢=2(mod3), thi mdi phén tir cia F, 1a mot lily thira bac ba, vi thé
anh xa y, — 7,” = j la song 4nh. Phuong trinh

7,(=1+ m’)=3m(8+m’) (5) co64nghiém trén Fq :

%(72 i\/(6+7/2)2+108i\/2(12_72)(_6_7/2i\/(6+}/2)2+108)j,

Trong d6 dau cta \/ (6+7,)" +108 thay d6i dong thoi trong ca hai vj tri.
Phuong trinh (5) twong duong tuyén tinh v&i phuong trinh tring phuong
x* +2ax’ +b=0 néu

a:67/2+a—12\/5—72\/5

b
18

,a=(6+y,)"+108.

_ =) —6Ja + ]/2\/;
36

Cac nghiém cua no la i\/—ai\/a2 —b . Do do Oz:(6+}/2)2 +108 la mot
binh phuong trong F, .

Phuong trinh (5) 6 nghiém trong F, néu cic s6 hang

\/(6+72)2 +108 va \/2(12—7/2)(—6—7/2 i\/(6+ 7,) +108) déu thudc trong

[F,. Trong truong hop nay co hai nghiém. Tuong duong tuyén tinh gilra

phuong trinh (5) va phuong trinh tring phuong c6 nghia 1a néu c6 mot sb
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hang trong F _, thi cling c6 mot s6 hang khac ciing & trong F,. Xac suit ctia né
1a =0,5. Ton tai duong cong elliptic nhu d3 néu, néu (6 + 7,)? +108 1a mot
binh phuong. Hai nghiém tuong tmg véi cac duong cong elliptic xoan chiing
c6 cung j nhung nguoc vét cua ty ddng cAu Frobenius.
Dinh ly 4:

Néu ¢ =2(mod3), thi dudng cong elliptic Hesse c6 vét ciia tr dong cAu
Frobenius 7 = 0(mod3).
Churng minh:

Puong cong elliptic trén truong tiy ¥ c6 diém udn afin (0,—1,1) céap 3.
Do d6 s6 luong cac diém trén truong hitu han N = 0(mod3). Vét cta tu dong
dong ciu Frobenius dugc xac dinh 14 T=¢g+1-N. Thay g=2(mod3), nhan
duoc T=0(mod3).

Anh xa tuyén tinh E,(F)—>E,(F) duge xac dinh trén F, néu cac
dang thirc nhan duoc trong dinh 1y 1 thoa man dong thoi

_m(8+m3) B 2(-8-20m’ + m®)
3 27

Khi x4c suat gan v6i 1 thi khong c6 nhidu m nhu vay. Nhung tham s6 m

A=

ta c6 thé tim dugc nhd phép dang cau dudng cong elliptic Weierstrass
(X,Y,Z,A,B) >’ X,u’Y,Z,u*A,u’B) v&i u=0 tuyy.
Vay thi cac phuong trinh tr¢ thanh

u4A__m(8+m3) U — 2(-8-20m> + m®)

3 27

(6)
Néu g=5(mod6) va dudng cong elliptic Weierstrass E,(F) cb
T =0(mod3), thi t6n tai duong cong elliptic Hesse E,(F) tuong duong

tuyén tinh. Phuong trinh (6) c6 nghiém (m,fu) trong F, néu va chi néu
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phuong trinh (5) c¢6 nghiém trong F_. Nhu dad chi ra ¢ trén rang
(6+7,)* +108 1a mdt binh phuong trong [F, va phuong trinh (5) ¢6 nghiém
nhu yéu cau. Do d6 phuong trinh (6) ciing c¢6 nghiém trong F,. Su tuong
duong tuyén tinh gitta dudng cong elliptic dang Weierstrass va dang Hesse
duoc xéac dinh trong F, va duoc xac dinh boi cac phuong trinh:

3

4 —
U=u"mX+u’Y + m

Z,

. 3
V:usz—u3Y+4 n

Z, (7)

W==2u’X-2m>Z,
3

T w.

X=u?(m*(U+V)+

Y:u_34_m3

U+V), (8)
Z=-U-V-mW.

—1+\/§€F,
2 q

Néu ¢ =1(mod3), thi cubing khong song anh. Ton tai p =

va duong cong elliptic Hesse c¢6 9 diém cap 3. Nhom cac diém cép 3 1a tong
trye tiép ctia hai nhom cyclic cap 3. Do d6 s cac diém thoa man phuong trinh
déng du N =0(mod9). Anh xa tuyén tinh £, (]Fq)—)E o (IFq) 6 thé duoc xéac
dinh trén sy mo rong cia trudng ban dau. Chu ¥ rang dudng cong elliptic
Hesse E, (I )co thé chi twong tGng véi 1 trong 2 dudng cong Weierstrass
xoan. Vi thé trong trudng hop ¢ =1(mod3) it dugc quan tAm hon trudng hop
g =2(mod3).
2.1.1.4. Sy ing dung ciia twong dwong tuyén tinh

Su tuong duong tuyén tinh c6 thé duge st dung mot cach truc tiép (ca

trong phép bién ddi tir duong cong Weierstrass sang dudng cong Hesse, phép
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nhan mot diém voi mot sé va bién doi nguoc lai) va dé xac dinh cac cong
thirc nhan phuc tap, cac cong thirc cho phép ching ta tinh toan nhanh hon. Ta
xét mot s6 vi du sau:

Vi du 33: Duong cong elliptic ¢c6 j=0va dang cdu voi dudng cong

Y?Z - X* -BZ® néu m=0,-2. Pudng cong cudi cing ¢ trén c6 phép nhan

=)
3,

phtrc boi !

1+4-3

3 (X,Y.2)=(pX.~Y.Z).p =

—1++/-3
—

2
Néu m =0 thi 4nh xa tuyén tinh va anh xa nguogc cua né dugc cho bodi cac ma
tran:
S
31(o0 o
0 -1 % J—4 4 0
2 0 o[\ S0

Anh dang ciu ctia dudng cong Hesse c6 hé s6 B = —g. Tuong Gng voi

phép nhan phirc cua duong cong Hesse 1a anh xa

1++/-3
2

(X,Y,Z)=(Y,X, pZ).

Vi du 34: Puodng cong elliptic dang Hesse c6 j=1728 va dang cau véi
duong cong Y?Z = X° — AXZ* néu m=1++/3 . Dudng cong cudi cing & trén
c6 phép nhan phirc boi \/—_1:\/—_1(X,Y,Z):(—X,\/—_1Y,Z). Anh déng chu
ctia duong cong dang Hesse c6 hé s6 A =—4(3+ 243 ). Phép nhan phtrc tuong

g cua dudng cong Hesse 14 anh xa tuyén tinh
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J-UX,Y,2)=(pX + p’Y + Z,0°X + pY + Z,X +Y + Z).
Vi du 35: Puong cong elliptic dang Hesse c6 j=8000 va dang cau voi

—2-+-2
3

duong cong Y’Z =(X’ —4tX*Z +21°XZ*) néu m= . Puong cong

sau ¢ trén c6 phép nhan phirc dugc xac dinh boi:

2 252
\/—Z(X,Y,Z):(—YZZ,Y (X* 22 ),2X2Zj.

J=2

Diém (0,0) c6 cip 1a 2. Puong cong nay co thé dugc chuyén thanh dang

(1) boi phép thé X « X +%z, thi da thire (1) ¢6 cac hé sb

_10

242 e
3 9

56 . Py X
A= t*,B= —2—7t3 . Gia tri m can thiét dat duoc néu ¢ =

nhan phirc tuong tng trén duong cong Hesse dugc xac dinh boi cac da thirc
thuan nhét béc 3.
Vi du 36: Phép nhian mot diém cia dudng cong eliptic Weierstrass v6i mot
50.

Trong cac tng dung mat ma cap cua nhom la cac sb nguyén t6 16n.
Theo Hé qua 3, phép lay dup diém va cong diém trén duong cong elliptic
Weierstrass c6 thé dugc xac dinh boi da thire thuan nhat bac 4 thay cho cac da
thirc bac 6, 8 da biét. N6 du diéu kién dé chuyén tir dudng cong Weierstrass
thanh duong cong dang Hesse, phép 1y dip diém hodc cong diém va lam
phép bién d6i nguoc lai.

Tinh toan twong dwong tuyén tinh va nghich dao dung t6i 9 phép nhan
trén truong.

Anh xa tuyén tinh E,(F)—>E,(F,) theo (7) liy 5 phép nhan trudng:

4—m’

wmX,-2u* X, u’Y, Z,-2m’Z.
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Anh xa tuyén tinh nghich dao E, (F)—>E,(F,) theo (8) liy 4 phép nhan

_ 3 _ 3
trudng: u‘zmz(U+V),4 T W,4 43m
3u 3u

“U+V),mZ.

Néu céap ctia nhom ¢& n=160bit, tinh phuc tap cua viéc tinh toan céac
anh xa tuyén tinh 1a khong déng ké so véi tinh phire tap cua phép nhan diém.
2.1.2. Thue hi¢n h¢ thong ma hoa duwong cong elliptic bang cach sir dung
dwong cong Hesse trén cc truweong sé nguyén to
2.1.2.1. Téng quan

Ta xét két qua cta cac thi nghiém so sanh hé thong mat ma duong cong
elliptic sir dung dudng cong Hesse v6i cac hé théng st dung dudng cong
Weierstrass truyén théng. Pudong cong elliptic dang Hesse dugc tin tuong sé
cho hiéu qua cao hon cac dang hién nay dang dugc sir dung trong viéc thuc
hién. Pé thuc hién céc thi nghiém nay, ching ta thuc hién céc tdc dong diém
trén cac dudng cong trong C++. Két qua cua thi nghiém nay chi ra rang s
dung dudng cong dang Hesse dé trién khai thi nhanh hon dudng cong
Weierstrass 20%-30%. Dang Hesse lam cho viéc ma hoa duong cong elliptic
hap dan hon khi ¢ thé xem nhu 1 mot su thay thé cho RSA trong tmg dung
thyc tién, rat thich hop cho céc thiét bi tinh toan han ché nhu la card thong
minh.
2.1.2.2. Giéi thi¢u

Khi Koblizt va Miller dé nghi nghién ctru mgt cach ddc 1ap st dung cac
duong cong elliptic trong sy ma hoa khoda cong vao ndm 1985, viéc lam tang
hiéu qua ctia hé théng mat ma dudng cong elliptic (ECC) da dugc phat trién.
Ngay nay, hé thong ndy nhanh nhu hé thdng dua trén nén nhan tir hoa cac sb
nguyén voi d dai khoa giéng nhau, xem [Ros].

Vi cac hé théng mat ma dudng cong elliptic ¢o su an toan nhu nhau nhu

1a RSA, nhung c6 khoa ngan hon, hiéu qua hon, va thuong cé thé thay thé
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RSA. ECC dic biét thich hop dé dung cho card thong minh, dién thoai té bao
va cac thiét bi tinh toan rang budc khac.

Cac diém trén duong cong 1ap thanh mot nhom cdng aben cd phép
cong nhu 1a phép toan nhom.

Phép nhan mot diém trén duong cong elliptic voi mot sé nguyén, do
chinh 13 phép cong nhiéu 1an mot diém véi chinh néd, 13 co sé nén moéng cho
viéc str dung dudng cong elliptic trong 1y thuyét mat ma. Chung ta st dung ky
hiéu [n]P =P+P+..+P (n hang ti), trong d6 P 1a mot diém trén dudng
cong elliptic, va n 12 mot s6 nguyén. Mot thuat toan don gian va hiéu qua cho
viéc tinh [n]P 1a st dung mét t0 hop céc dip diém va cac phép cong diem.
Sb luong cac phép dip diém s& bang hodc nhiéu hon sb luong cac phép cong
diém. Ciing bang cach sir dung cac phép trir diém, sd luong cac phép cong
diém c6 thé dugc rat gon lai. Cho nén quan trong nhat 13 sit dung cac dup
diém thi thuat toan s& nhanh.

Tat ca cac dudng cong elliptic ¢ thé duoc viét dudi dang Weierstrass
dai:
v t+axy+ay=x+ax’+ax+a, (1)
Véi mot sd diéu kién xac dinh phuong trinh cta dudng cong elliptic ¢6
thé duoc rat gon thanh dang Weierstrass ngan:
Ea’b:y2:x3+ax+b (2)
Véi mot sd diéu kién khac chung c6 thé duoc viét dudi dang Hesse:
E,:x’+y’+1=Dxy (3)

Su lira chon dang anh hudng dén hiéu suét cta cic phép toan trong cac

hé thong ma hoa, boi vi cac biéu dién khac nhau thi co cac cong thic khac

nhau doi1 vo1 viéc nhan diém.
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Cac nghién ctru gan ddy chi ra rang dudng cong trén dang Hesse c6 mot
sd tinh chat lam cho chung dugc dung thich hop hon trong 1y thuyét mat ma,
khong chi vi 1am ting hiéu suat, ma ching con co thé dugc dung dé bao vé dé
chdng lai mot sb loai kénh tin cong. Chung ta s& tap trung vao so sanh hiéu
suat thuc nghiém giita dang Weierstrass ngdan va dang Hesse.

C6 hai loai thiét 1ap ECC chinh, trén ]Fz,. va trén Fp.

Trong phan ndy ching ta s& mo ta cac thi nghiém ma ching ta di thyc

hién vai cac duong cong elliptic dang Hesse trén truong hitu han K=F . Mot
mo ta cua ECC sir dung dang Hesse trén F, c6 thé xem trong [Sma].

Phan con lai s& duoc trinh bay trong phan 2.2 chung ta s& xem lai luat
nhom dbi véi cac diém trén dudng cong elliptic.
2.2. Luat nhom: X¢ét trén duong cong dang Hesse

Cac diém trén duong cong elliptic tao thanh mot nhém aben cung voi
phép cong diém.

Néu P va Q 14 hai diém trén duong cong elliptic E, thi c6 mot luat nhom
sao cho P+Q 13 mot diém hoan toan duge xac dinh trén E.
2.2.1 Toa d¢ xa anh

Trong toa d xa anh, hai diém (x,,y,,z,) va (x,,y,,2,) (trong d6 chiing
ta gia thiét rang z,,z, # 0) dugc xem nhu twong duong néu c6 A # 0 sao cho
Ax,91520) =(X,,9,,2,) - Néu (x,9,2) biéu dién toa d6 mot diém trong toa do

xa anh, twong Gmg v4i phép biéu dién afin thi thu duoc 1a (f,zj.
7z

Bﬁng cach sur dung toa do xa anh, ta co thé thuc hién cong va nhan doi
cac diém ma khong co phép chia. Phép chia trén truong hitu han thuong 1a

cham hon nhiéu so v6i phép nhan, vi vay né thudng co lgi khi sir dung trong
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toa do xa anh, tham chi néu nhiéu phép cong va phép nhén thi tot hon vdi toa
do afin.

Co6 vai loai toa d0 xa anh. Thong thuong thi st dung toa d§ xa anh
Jacobi ddi véi dang Weierstrass, xem [BSS], va dung toa do xa anh chuan tic
d6i voi dang Hesse.

2.2.2 Lu#t nhom d6i véi cac diém trén dwong cong dang Hesse.

Su thiét 14p co ban trén cac duong cong Weierstrass 13 tai liéu va phép
thir tot, va thudng dugc st dung nhat trong thiét 1ap cia ECC ngay nay, xem
[IEEE]. Puong cong dugc khuyén dung la duong cong Weierstrass. Co
huéng dan va phuong phap t6t cho su lya chon dudng cong manh trong 1y
thuyét mat ma. Chung ta s& khong di vao chi tiét viéc st dung dang
Weierstrass, vi c6 nhiéu sy mé ta tdt hon diéu do, vi du nhu [BSS], [Ros] va
[MOCT].

Cho P=(x,,y,,z) va Q=(x,,y,,2,) la hai diém khac nhau trong hé toa
do xa anh chuan tic trén mot duong cong elliptic E,, P+Q,— P va [2]P co

thé duoc biéu dién nhu sau:

(P+Q)= (ylzxzzz - }’§x1z1ax12yzzz - xgylzl’zlzxzyz - Z;xlyl) 4)
—P=(y,,%,,2,) (5)
[21P = (3, (x] = 2)),,(z = 31,2, (3 = 7)) (6)

Mot thuan lgi 16n boi viée dung dang Hesse 1a cac phép toan diém c6
thé duoc thuc hién mot cach dong thoi, xem [Smal].

Téng cua hai diém P+Q =R
trong d6 P =(x,,y,,2,).0 =(X,,¥,,2,),R=(x;,y;,2;) va P,Q,Re E, (K)co thé

thuc hién mot cach dé)ng tho1 theo cach sau:
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21 =X ﬂ“z =XY, 13 =X,
ﬂ’4 =44, ﬂ’s =4, 16 =3),
s, =AA, s, =4 s, =4,
=LA t,=A4, t,=4A,

Xy =8, =0 Y,=8,—1L ;=81

Cac cong thiac dap co thé thuc hién mét cach déng thoi theo cach tuong tu,

xem [Sma]. Bang 2 bao gdm khai quat cac phép toan co ban can dé thuc hién

cong diem va dup di€ém cua cac di€m trong dang Weierstrass va Hesse.

2.2.3. Tac dong kénh bién

Tat ca cac phép toan diém trong dang Hesse c6 thé dugc tinh toan chi

bang cong thirc cong.

Bing 1. Dinh thoi dbi voi cac phép toan trén truong cac phan tir véi do dai

160bit va 240bit.
Thoi gian(pigo) | Thoi gian(paso) Viét tat
Phép cong (c, a, b) 0.46 us 0.51 us A
Phép trtr (c, a, b) 0.44 us 0.51 us SU
Phu dinh (c, a) 0.52 us 0.57 us
Phép nhan vai 2() 0.47 us 0.52 us M2
Phép chia cho 2() 23.76 us 28.34 us 12
Phép nhan(c, a, b) 2.57 us 5.50 us M
Phép chia(c, a, b) 39.72 us 63.08 us
Nghich déo (c, a) 33.39 us 53.64 us I
Binh phuong (c, a) 2.33 us 4.84 us SQ
Liiy thtra (c, a, 3) 1.46 us 16.80 us -

Hé thong bi nit voi su trg gitp cta thong tin kénh bién (nhu 13 ning luong,

thoi gian, ...) ma c6 thé dugce dung dé tinh toan sb luong cac phép cong va
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nhén d6i, diéu d6 duoc thyc hién bang mot phép nhan. Trong mot vai trudng
hop diéu nay c6 thé di timg quen véi viée tim thdy cac s6 nguyén bi mat ma
cac diém dugc nhan.

Trong [JQ] md ta dup diém va trir diém co6 thé duoc thuc hién nhu thé
nao béi viéc doi toa do, va st dung cong thirc cho cong diém. K¥ thuat nay
dugc yéu cau trong [JQ] thi nhanh hon it nhat 33% so véi cac phuong phap
khéac d6i véi viéc bao vé chéng lai tac dong kénh bién.

Cho diém P =(x,y,z) 1a mot diém trén dudng cong Hesse, thi [2]P ¢o
thé dugc tinh todn boi viée cong cac diém (z,x,y)va (v,z,x) voi phuong trinh
4, xem [JQ] trang 6.

Chung ta khong stir dung phuong phéap nay trong cac phép thir cua chiing
ta.

2.2.4. Cach cai dat cac thi nghiém

Tat ca cac két qua trong phan nay 1a trung binh ctia 100 phép thur (cac
diém duoc chon mot cach ngiu nhién).

Chung ta do thoi gian thuc hién cac phép toan trén cac phan tir cua
truong hiru han tir LiDIA, cac két qua tir cac phép thir ndy duoc thé hién trong
Bang 1. Biéu nay 13 nén méng cho viéc xem xét khoang thoi gian tiéu ton cua
cac cong thire cho phép toan cong va nhan dbi (phép dup diém).

Phép thur ctia cac phép toadn trén trudng co ban dugc thuc hién trén cung
mot truong hiru han nhu cac phép toan diém, vi thé cac két qua tir cac phép
thtr khac nhau la so sanh duoc.

Cac phép thir dugc thuc hi¢n trén hai truong hiru han khac nhau F trong

d6 p 1a mot sd nguyén tb pie c6 d6 dai 160bit, va sb nguyén té khic prso co
d6 dai 240bit, day 1a kich thudc thuc té trong viée sir dung 1y thuyét mat ma.
Bdng 2: Cac phép toan co ban trong phép cong va nhan doi trén duong cong

elliptic qua mot trudng hitu han (Viét gon nhu trong Bang 1).
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Op. Céc phép toan co ban
Afin LiDIA 2. M+SQ+1+6.SU

Add. Xaanh LiDIA | 12.M+4.SQ+A+7.SU+2.M2+I2

Weierstrass 12.M+4.8Q+2.A+5.SU+6.M2

Hesse 12.M+3.SU
Xa anh LiDIA 8. M+3.SQ+A+7.SU+M2+12
Add. mix. | Weierstrass 8. M+3.SQ+A+5.SU+7.M2
Hesse 10. M+3.SU
Dbl. Afin LiDIA 3.M+2.SQ+I+A+3.SU+2.M2

Xa anh LiDIA 4 M+6.SQ+4.A+3.SU+6.M2

Weierstrass 4. M+6.SQ+4.A+3.SU+6.M2
Hesse 6. M+3.SQ+3.SU

Chung ta da tim duoc hai duong cong ma ching ta da sir dung trong cac
phép thir. Pudng cong dau tién dugc dinh 1 béi cac so liéu sau:
P160=1224753567915253525600877180059052116597297173971
D=15508424216279422582573287853510075320330940242
a=180890127234310861440619063553097796467445303876
b=638723106561030470678231670371932421650351389855
Dang Hesse dugc cho boi dang D,va duong cong Weierstrass tuong ung
duoc cho bo1avab.

Puong cong thir hai thi dugc cho mét cach tuong tu boi:
P240=1692071621110286699141341896411670096195987131713624502236
260775181406103
D=702497238573896875692799960114136297227310413820769850347558
251120978749

a=431643474101790531809507705073497143389255228180223876860393
494532849250
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b=993890749750054797374570702618347228585971779775823602477561
598691887183

- Cap (sb lugng cac diém) cta duong cong la:
#E(K)=3.408251189305084508533625839539957518966956101071 va
#E(K)=3.5640238737034288997137806321372233658182706401750080706
83797831988112711 tuong Gng.

Dbi véi ca hai duong cong, cap #E(K) 1a mot sb nguyén té duoc nhan véi 3.
Chu y rang cip cia mdt dudng cong Hesse thi luén duoc chia hét boi 3 (1a
udc cua 3).

Bang 2 chi ra s lugng phép toan cua truong co ban da st dung trong
cac phép toan diém. Afin LiDIA va xa anh LiDIA, huong theo su thiét lap
duoc cung cAp boi LiDIA. Weierstrass va Hesse hudng t6i su cai dit coa
chung ta.

Xa anh LiDIA va Weierstrass déu 13 sy cai dit cac phép toan diém st
dung toa d§ xa anh Jacobi, nhung chung ta da thuc hién mot vai su cai tién.

Néu z-toa do ctia mot trong cac diém bang 1, thi cong thic d6i voi phép
cong co thé da duge don gian, diéu nay duoc goi la cac toa do tron. Néu diém
duogc nhan di duoc biét trude, thi tit ca cac sy nhan doi co thé di duoc tinh
toan trude, va két qua la cac diém dugc tinh toan trudc ¢ thé di duoc chuan
hoéa v6i z=1. Chung ta di thyc hién diéu nay, va tham khao né nhu 1a
add.mix. trong cac bang 2 va 3.

Bang 3 cho ta mdt sy khac biét 16n gitra thoi gian tiéu chuan va thoi gian
udc lugng d6i voi cac phép toan diém cua LiDIA. Ta nghi rang c6 ba li do
chinh cho diéu d6; cac phép toan ctia LiDIA bao gém cac su md ta cic bién
sd dia phuong trong cac ham thao tac diém, nhiéu phép thir hon dugc thuc

hién, va nguoi ta sit dung ham céac con tré dé lam cac ham tong quat hon.



72

Bing 3: Pinh thoi cho phép cong va nhan d6i diém trén duong cong elliptic

qua truong hiru han véi cac dac so prgo va paao -

Op. 160bit 240bit
Do duoc | U6c lugng | Do duoec | Ubc lugng

Afin LiDIA 83.91 us 43.5 us 114.37 us 72.54 us
Add. | Xaanh LiDIA | 91.88 us 68.4 us 143.02 us | 118.2 us
Weierstrass 52.32 us 46.1 us 98.71 us 92.05 us
Hesse 36.31 us 32.16 us 72.27 us 67.53 us
Xa anh LiDIA | 79.07 us 55.32 us 116.24 us 91.46 us
Add. | Weierstrass | 38.55us | 33.50us | 70.78us | 64.18 us
mix. Hesse 31.58us | 27.02us | 61.58us | 56.53 us
Afin LiDIA 73.36 us 48.48 us 105.31 us 82.90 us
Dbl. | Xaanh LiDIA | 5.26 us 3024 us | 8334us | 57.73 us
Weierstrass 37.18 us 30.24 us 65.08 us 57.73 us
Hesse 26.1 us 23.73 us S1.75 us 47.97 us

Phép nhan diém: Phép nhan diém c6 thé duoc thuc hién boi cac phép
nhan d6i duoc 1ap lai va phép cong, mot phép nhan doi 1a can thiét cho mdi
bit trong biéu dién s6 diém duoc nhan. Néu sir dung phép trir trong phép cong
dé nhan déi va cong, thi phép nhan c6 tdc do nhanh, bang cach st dung cai
goi 1a su biéu dién SD2 (Signed Digit base 2). Trong biéu dién SD2, s6 duoc
nhan thi dugc biéu dién boi{-1, 0, 1} thay thé cho chi 0 va 1, sao cho s chit
sO 0 1a it nhat. Piéu nay din dén mot s rut gon cia cac phép cong. SD2 1a
thuat toan dugc str dung trong su thiét lap diém nhan cua chung ta.

Bing 4. Thoi lugng dbi véi phép nhan diém trén dudng cong elliptic trén

truong hitu han véi cac dac tuyén pig va pago-
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160bit 240bit
Phép nhan Do duoc U6c luong Do duoc U6c luong
Affin LiDIA 16.35ms 16.14ms 34.81ms 34.32ms
Jacobi LiDIA 14.58ms 13.69ms 32.14ms 31.44ms
Jacobi 8.91ms 8.70ms 23.72ms 23.40ms
Weierstrass
Hesse 6.24ms 6.09ms 18.39ms 18.17ms

Phép toan quan trong trong sudt sy ma hoa va su giai ma 1a phép nhan
diém, [k]P . Trong phép tinh ndy, k 1a mot gia tri ngau nhién c6 kich thudc
gidng nhau nhu 12 bac cta dudng cong. Trong cac phép thir, chiing ta chon k
1a gia tri ngdu nhién gitra 0 va s cac diém trén dudong cong. Cac két qua duoc
cho trong Bang 4.

Trong cac su thiét 1ap cta chung ta, hai dang chimg to rang dang Hesse
nhanh hon 30% so v6i dang Weierstrass ngan dbi voi 160bit va nhanh hon
20% ddi voi 240bit. Chung ta tin rang cac két qua do chi ra mot cach rd rang
rang cac hé thong mat ma st dung duong cong Hesse sé& thuc hién t6t hon cac
hé théng sir dung dudng cong Weierstrass.

Li do chinh dé giam su khac nhau giita thoi gian thuc hién 240bit va
160bit, d6 1a thoi gian thuc hién dbi v6i phép nhéan cua cac phan tir trong mot
truong hitu han ting nhanh hon nhiéu so véi cac phép toan co ban khac. Do
d6 sy khac nhau cta sd cac phép nhan trd thianh quan trong nhat trong két
qua.

Chu ¥ rang trong tat ca cac udc lugng, ching ta tinh toan tat ca cac
phép toan truong co so, va khong chi 1a phép nhan (phép binh phuong) nhu
thuong théiy trong bai thuyét trinh. D61 v4i 160bit, mot sy wéce luong chi dua

trén dém cac phép nhan (va binh phuong) (Bang 2) thuc té duy doan mot hiéu
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suat nho hon ting thém khoang 15%, so voi cac két qua va cac udc luong
khoang 30%.
2.2.5. Két luan

Céc thi nghiém cua chiing ta chtng to rang hé thong mat ma st dung
duong cong Hesse thuyc hién tdt hon hé théng st dung duong cong
Weierstrass. Hon thé nita, hiéu suat ting thém thi 16n hon cai ma ching ta ky
vong tr viéc dém cac phép nhan trén trudng nhu thudng thiy trong cac bai
thuyét trinh, boi vi cac cong thirc ddi voi cac phép toan diém trong dang
Hesse thi don gian hon dang Weierstrass.

Dua trén diéu nay, chung ta két luan ré’mg cac hé théng mat ma duong
cong elliptic sir dung dang Hesse nén dugc xem xét st dung nhiéu hon, dic
biét trong céc thiét bi tinh toan rang budc nhu 13 thé théng minh.

Cubi cung chiing ta tin rang véi cac két qua trén chimg té rang dang
Hesse co thé thiét 1ap mat ma duong cong elliptic hay hon tham chi c6 kha

ning thay thé RSA dé tmg dung trong thyc tién.
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. KET LUAN

Trong luan vin da dua ra cac két luan veé:

- Phuong phép xay dung thuat todn xac dinh luat nhom trén duong

cong elliptic dang Hesse.

- Tinh ddi xtng cua cac dudng cong dang Hesse, j-bat bién ctia cac

duong cong dang nay.

- Tinh toan cac diém n-xodn trén mot s6 ho dudng cong dang

Hesse.

- Twong duong tuyén tinh giita duong cong elliptic dang
Weierstrass va duong cong elliptic dang Hesse.

- Thuc hién hé thdng ma hoa dudng cong elliptic bang cach sir
dung dudng cong Hesse trén cac truong sd nguyén to.

- Mot s6 thi nghiém ching t6 rang hé thong mat ma sir dung
duong cong Hesse thuc hién hiéu qua hon hé thdng s dung dudng cong
Weierstrass.

Chtng minh mot s6 Pinh 1y mé ta tinh chat cua cac dudng cong dang

Hesse thudc vé cac chu dé da néu trong phan md dau cua B¢ cuong Luan van.
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BANG THUAT NGU

A

Afin LiDIA

Anh xa chinh quy

Anh xa dong nhat

Anh xa hitu ti

Anh xa hitu ti troi

Anh xa nguogc chinh quy
Anh xa nguoc hiru ti

Anh xa song hitu ti

Anh xa tuyén tinh

Anh xa tuyén tinh nghich d4o

Bao dong dai 6
Bao dong xa anh
Bét kha quy

B6 dé Hensel

Cai niu lai
Céu triic nhom
Chu xa

Chinh hinh
Chu ky

Co so Grobner
Cuc diém
Cubic lu
Cubic xo0dn

D,D
Dan A

Dang toan phuong bac 2
Da tap aben

Trang

70
19
19
21
21
23
21
21
56
56

13
16

33

20
34

37
37

38
21
10

37
45
39



Da tap afin

Pa tap bat kha quy

Pa tap dai sd

Da tap dai s6 afin

Da tap don hitu ti

Da tap nhom xa anh

Da tap phtrc

Pa tap tuyén tinh

Da tap tya xa anh

Da tap xa anh

Pa thirc thuan nhét

Dai sb giao hoan

Pai s6 tuyén tinh

Déng cau

Piém cong

Diém don

Piém Heegner

Diém k-hitu ti

Piém kép

Piém ky di

Diém Iui

Diém nhan

Piém nut

Piém udn

Pinh 1y Bézout

Dinh 1y co ban ctua Hilbert
Dinh ly Fermat nho
Dinh ly Hasse-Minkowsk I
Dinh 1y Luzt Nagell
Dinh Iy Mazur

Dinh Iy Mordell

Dinh ly Mordell-Weil yéu
Dinh ly Northcott

Pinh 1y s6 du Trung hoa
bon anh

Pon xa

717

Do cao chinh tic (d6 cao Néron_Tate)

Dong cau chinh tac
Dong cau dong nhat
Dong cau k-dai so
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Pong cau thuong

Duong cong afin

Puong cong dai s6 phang
Duong cong elliptic

Duong cong elliptic dang Hesse
Duong cong elliptic dang Weierstrass
Duong cong khong ky di
Duong cong modula X, (11)
Puong cong phang

Duong cong xa anh

Duong conic

Gibng (loai)
Gia thuyét Wiel

Ham chinh quy

Ham d6 cao

Ham hitu ti

Ham hiru ti chinh quy
Ham phan hinh

Ham thuan nhat

Hat nhan tam thuong
Htru han sinh

Idéan

Idéan can

Idéan can khong tim thuong
Idéan dinh nghia

Idéan hiru han sinh

Idéan khong thich hop
Idéan nguyén t6

Idéan triét tiéu

Idéan thuan nhat

36
10
27
52
52
33
39

27
33
31

34
38

17
43
20
23
37
27

10
12
15
11
11
15
14
12
14



j-bat bién

Khoéa mat ma

Khong gian afin

Khong gian vecto

Khong gian xa anh

Khong gian xa anh ambient

Lop tuong duong
Luat nhém
Liy linh

Ma tran kha nghich
Mit phang afin
Mit phang xa anh
Mat Riemann

Nghiém khong tam thudng
Nguyén 1y Hasse

Nhém aben

Nhom aben htru han sinh
Nhém aben khong xoin
Nhom aben tu do

Nhém con xoan ciia nhém aben A
Nhoém cyclic

Nhom Lie

Nhom Lie compact lién thong
Nhém tim thudng

79
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Nullstellensatz cua Hilbert

Phan tir sinh

Phan tir sinh cyc tiéu
Phép bién doi tuyén tinh
Phép chiéu tu nhién
Phép cong diém

Phép dang cau

Phép dang cau giai tich
Phép ddng cau

Phép dong cau chinh tic
Phép dtp diém

Phép hoan vi

Phép nhan diém

Phép nhan phtic

Phép nhing

Phép nhung Segre

Phép trir diém

Phuong phap Pollard p —1
Phuong trinh dong du
Phuong trinh thun nhét
Phuong trinh tuyén tinh
Phuong trinh Weierstrass

Quan h¢ tuong duong

Sang toan phuong
Sang truong sb
Si€u mat

Song anh

36 ddi chiéu

Su rut gon cong
Su rut gon nhan
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38

62

52
61
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64
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31
29

33

14

45
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12
16
42
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Tac dong kénh bién

Tap con mo tru mat

Tap zero

Tham s6 hoa

Thuat toan Deuring

Toa d6 xa anh chuén tic
Toa d6 thuan nhat

Toa dd tron

Toa do xa anh Jacobi
Toan xa

Topd Hausdorff

Topo Zariski

Téng tryc tiép

Tru mat

Trudng cac sb hitu ty Q
Truong cac s p-adic Q )
Truong cac sé phiac C
Truong cac sb thuc R
Truong dong dai sb
Truong hoan chinh

Truong hiru han F

Truong phan ra

Tuong duong song hiru ti
Tuong duong tuyén tinh
Tuong duong xa anh

Vanh (tga dg) afin
Vanh giao hoan
Vanh Noether
Vanh thuong

Vét cua tu dong cau Frobenius

Vi phan chinh quy
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Xa anh LiDIA
Xa anh khong ki di
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