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LOI CAM ON
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hoc cao cip, cach hoc tip va nghién ctru mot cach khoa hoc nhét dé linh hoi dugce kién thic.
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lam vi¢c hi€u qua trong subt qué trinh hoc Pai hoc va Cao hoc.

T61 xin chan thanh cam on ban Nguyén Thi Thu Ha, ban da ung ho tinh than, da gitp do
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cung toan thé quy déng nghi¢p, ban be, gia dinh da dong vién, giup dg, tao diéu kién thuan loi

cho t61 hoan thanh luén van nay.
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MO DAU
1. Ly do chon dé tai

Sau nhiéu két qua vé nhom G, va Iy thuyét biéu dién ctia né, c6 nhiéu phuwong phap
dua ra dé tinh cac bit bién khac nhau cua G, - cAu truc, nhirng két qua dat duoc da duogc
chia lam 3 nhém chinh:

Nhom 1: Gom nhitng cong thic duoc suy ra tir 46 cong vo hudng va do cong Ricci
ctia G, - cAu triic lién quan dén do xoan va dao ham hiép bién véi lién thong Levi — Civita.
Khi 3 - dang co ban cua G, - cau tric 1a dong thi do cong v6 huéng khéng dwong va triét
tiéu khi va chi khi cdu trac d6 13 xoan ty do. Két qua nay da duogc tong quat hoa trong mot
két qua gan day cua Clayton va Stefan Ivanov vé su khong ton tai cia G, - ciu tric
Einstein trén mot da tap compact 7 - chiéu.

Nhom 2: Pua ra hinh hoc ciia nhitng bat bién thir nhat va thir hai ciia G, - cau tric
theo quan diém cua 1y thuyét biéu dién cua G,.

Nhém 3: Pua ra nhiing cong thirc nghiém cho dong Lapla. Cu thé 13 nhiing cong
trinh ctia Thomas Friedrich va Stefan Ivanov vé phuong trinh Killing Spinor va hinh hoc
trén da tap G, vi phén.

Nhitng két qua trén vé G, - ciu tric dua ra gan day bai cac tac gia Hitchin, Joyce,
Robert Bryant va Lé Hong Van,... Trong d6 Robert Bryant tap hop cac két qua cua céc tac
gia khac va lam sang t6 hon vé G, - ciu trac, song ong chua khang dinh su ton tai cia G, -
ciu tric trén da tap 7 - chiéu.Viéc khéng dinh sy ton tai cua G, - cAu tric trén da tap 7 -
chiéu c6 trong mot bai béao cua TS. Lé Hong Van. Do d6 nham 1am mét nghién ciru rd rang
va c6 tinh toan cuc hon vé van dé ndy ching t6i chon dé tai vé G, - cAu trac trén da tap 7 -
chiéu. Cuy thé, chu yéu dua trén tai liéu tham khao ctia TS Lé Hong Van va Robert Bryant,
chung t6i mudn hé thong cac két qua vé G, - cdu trac, chung toi cling dua ra hai cach quan
sat G, - cau tric trén S’ x S* va xay dung khong gian ph6 dung cho G, - cau tric.

Mot da tap Riemann 7 — chiéu duoc goi 1a mot da tap G, néu nhom cau trac cia né
cam sinh boi m¢t nhom Lie cia G,. Sy tdn tai ctia G,- cAu tric tuong duong voi sy tdn tai

ciia 3 — dang khong suy bién trén da tap, ta con goi la dang co ban dong trén G, - da tap.



Mot da tap paracompact 7 — chiéu 1a G,- da tap néu va chi néu né 1a mot da tap tron, co
huong.

Fernandez va Gray da chia G, - da tap thanh 16 16p theo dao ham hi¢p bién cua 3 —
dang co ban. Néu dang co ban song song véi lién thong Levi-Civita thi nhom dbi déng diéu
chira trong G,. Khi d6 ta néi rang G, - da tap hoic G,- cdu tric trén da tap 1a song song.
Trong trudng hop nay metric cim sinh trén G, - da tap 1 phang Ricci. Gray di chi ra riang
G, - da tap 1a song song khi dang co ban ctia n6 1a diéu hoa. Vi du dau tién vé G, - da tap
song song day du dugc dua ra boi Bryant va Salamon. Vi du compact vé G, - da tap song
song dugc dua ra bai Joyce, va gan day boi Kovalev. G, - da tap song song, compact dugc
dé cap dén nhu 1a mot khong gian Joyce. Piém quan trong 13 d6 cong vo huéng Riemann
cua G,- da tap co thé duoc biéu dién trong cac ) hang ctuia dang co ban va dao ham cuta no,
va hon nita d§ cong vo hudng cho ta mdt cach ki hiéu vé G, - da tap.

Trong chuong I, t6i cling di trinh bay vé G,- da tap dong, tic 1a G,- da tap véi
dang co ban dong (doi khi trong mot vai tai liéu con goi la G,- da tap mau). Nhitng vi du
compact vé G, - da tap dong duoc dua ra boi Fernandez. Robert Bryant da chi ra rang néu
d6 cong v6 hudng cta G,- ciu tric dong khong am thi G, - da tap 1a song song.

Néu khong c6 tinh cong tinh, su ton tai G, - cAu trac 12 mot cau hoi thuan tay topo.
Lop trung gian cua G, - cdu trac dong khong dugc nghién ctru sdu. Chung t6i chi thay vai
vi du vé ciu tric ndy trén khong gian thuan nhét va hinh hoc dia phuong ciia ching. Vi du
vé G, - ciu trac phang trén M7 duge xay dung boi Joyce va Kovalev, ho bt dau tir mot
M7 véi holonomy don va sau d6 thém tinh chét topo vao da tap nay.

O chuong III, ching t6i trinh bay mot cach xay dung G, - cau triic dong bang cach
nhing mot da tap dong M7 thanh nhém nira don G. Co sé cho xdy dung nay 13 sy ton tai
cta mot 3 — dang da doi xung dong nao trén G thi han ché ctua 3 — dang nay trén bat ki da
tap 7 — chiéu nao trong G ciing s& la mot G, - dang. Chiing t6i cling trinh bay hai cach
khac nhau dé dua G, - cdu triic dong l1én S’ x S* bang phuong phap nay. Trong dinh 1i
3.3.4, chung t6i chirg minh rang moi G, - cau triic nguyén ven ¢ trén mot M7 compact
c6 thé da nhing trong mot tich hitu han cia S’ = U (2) v6i mot 3 — dang dong chinh tic
h sao cho cai kéo lai ciia h bang véi ¢. Qua day, t6i cling nhan thiy rang su ton tai cua

mot G, - cdu tric dong trén mot da tap mé M7 1a mot cau hoi topo.



D6 ciing chinh 1a 1i do d¢é tai cua chung t6i mang tén “G, - cdu tric trén da tap 7- chiéu”.
2. Muc dich
Tim hiéu vé G, - cu tric va cach dua G, - cdu triic 1én da tap 7- chiéu.
3. Pdi twong va ndi dung nghién ciru
Nghién ctru vé G, - cau tric trén da tap 7- chiéu.
4. Ciu tric ludn vin
V& noi dung, luan vin gdm Loi mé ddu, 3 chuong va phan két ludn.
1. Loi mé dau. Néu xuét xtr cta van dé va dit bai toan nghién ctru.
2. Chwong L. Trinh bay cac kién thirc chuan bi: cac li thuyét biéu dién cua G,, G,-
dang ,... va giéi thiéu cac kién thirc chung nhat dé 1am toan trén da tap 7 - chiéu.
3. Chwong II. Trinh bay cu thé vé G, - cau triic, G, - cau triic dong.
4. Chuwong III. Trinh bay su ton tai cua G, - ciu trac trén da tap 7 - chiéu, khong
gian pho dung cta G,.

5. Phan két ludn. Nhirng két luan rit ra tir viéc nghién ctru dé tai.



Chuwong 1: KIEN THUC CHUAN BI

Churong ndy chii yéu dwa ra nhiing co sé' 1y thuyét cho cdc két qua nghién ciru & cdc
chwong sau, trong do, ta sé nhdc lai cdc khdi niém va nhitng tinh chdt co ban vé dai sé Lie
va nhom Lie (thuc).

Mot sé6 ménh dé va dinh ly dwoc phat biéu nhung khong chung minh. Doc gia nao
quan tam dén cdc chirmg minh hodc muon tim hiéu sdu vé cdc khdi niém xin xem cdc tai
liéu...

1.1. Dai s6 Lie
1.1.1. Dinh nghia

Cho K 1a truong va g la khong gian vecto trén K. Ta bao g 1a mot dai sé Lie trén K
hay K — dai s6 Lie néu trén g di cho mot phép nhan goi 1a moc Lie:

[.]:axg—>g

(x, y) = [x, y] (tich Lie hay moc Lie cua x vay)
sao cho céc tién dé sau day thoa mén:
(L) Méc Lie 1a hoan tir song tuyén tinh. Tirc 1a:
[kx + uy,z] = k[x,z] + u[y,z],
[X,ky + pz] = k[x,y] + p[x,z]; VX,y,z€g, VA, pnekK

(L,) Méc Lie phan xtng. Tuc la: [x,x] =0, VX eg

(Ls;) Méc Lie thoa man dong nhat thirc Jacobi. Tirc 1a:

[[X,y],z] + [[y,z],x] + [[Z,X],y] =0 (‘V’X, y,Z€ g)
Nhan xét

Néu K 1a truong ¢ didc s6 khac 2 thi (L,) twong duong voi
(L'z) . [X,y] = —[y,x], VXx,y€g

Néu [x,y] =0, VX,yeg thi ta bao méc Lie tim thuong vag la dai s6 Lie giao
hoan.

S6 chiéu cua dai sb Lie g chinh 1a s6 chiéu cua khong gian vecto g.

Cho g 1a mot khong gian hitu han chiéu trén truong K. Gia st s6 chiéu cia g 1a n.
CAu trac dai sb Lie trén g c6 thé duogc cho boi méc Lie cua ting cip vecto thudc co s&

{el,ez,...,en} da chon trudce trén g nhu sau:



n
W k . . k
[ei,ej].— E c,&, 1<1<n,¢; €K
k=1

Céc hé sb c,.];. dugc goi la héng sb céu trac cta dai sb Lie g.

Khi K 1a truong sb thue [ thi g duogc goi la dai s6 Lie thuc. Noi dung cua luan van
chi dé cap va nghién ciru cic dai s6 Lie thuc nén néu khong sg nham 14n thi ta van dung
thuat ngtr dai s6 Lie dé chi dai s Lie thuc.

1.1.2. Vidu

a) Khong gian [J " véi moc Lie [X, y] =0 (tdm thudng) hién nhién 1a mot dai s Lie.
Va duoc goi 1a dai s6 Lie thuc giao hoan n — chiéu.

b) Khéng gian [ ° véi tich ¢ hudng thong thuong 1a mot dai sé Lie thuc 3 -chiéu.

¢) Cho A 1a mt dai s6 (két hop) trén truong K. Véi moi cap (x,y) €A, ta dinh
nghia [X,y]:= Xy — yx, khi d6 A tr& thanh mot dai sb Lie. No6i riéng ta c6 dai s6 Mat(n,K)
cic ma trdn vudbng cdp n trén K 1d mot dai sé6 Lie v6i moc Lie
[4,B]:= AB—BA, VYA, Be Mat(n,K).

d) Dic biét, xét dai sd cac toan tir tuyén tinh End(V) trén K — khong gian vecto V.
Khi d6, End(V) trd thanh dai s Lie v6i moéc Lie dugc x4c dinh nhu sau:
|f.g]l=fcg—gof, Vf,gcEnd(V).

e) Cho A 1a mot dai s6 trén truong K. Toéan tir tuyén tinh ¢: A — A duoc goi 1a
toan tir vi phan trén A néu:

o(x,y)=0(x).y —x0(y)

Ki hiéu Der(4) 1a tap hop tit ca cac toan tir vi phan trén A. Khi d6 Der(4) tré thanh
mot dai s6 trén K voi phép nhan 1a phép hop thanh anh xa. Der(4) trd thanh mot dai so Lie
trén K v61 moc Lie duge dinh nghia 1a : [(pl,(pz] =@ o0, — 0,00,

1.1.3. Pong ciu va ding ciu dai sé Lie

Cho g, va g, 1a hai K- dai s6 Lie va f :g, — d, 1a mot anh xa.

Tabao f 1a mot ddng cu dai sé Lie néu:

(i)  f laanh xa K- tuyén tinh.

(i)  f bao toan moc Lie, tuc la: f([x,y]) = [f(x),f(y)], VX,yeg,

Néu f'con 1a mot song anh thi f duoc goi la dang ciu dai sb Lie.



Céac dai sb Lie trén truong K 1ap thanh mot pham tru voi cac c4u xa chinh 12 cac déng
cAu dai sd Lie.

Mbdi dong cau dai sb Lie f:g, — End(V) (End(V) la dai s6 Lie cac toan tir tuyén
tinh trén khong gian vecto V) duoc goi 1a biéu dién tuyén tinh cua g, trong khong gian
vecto V, ki hiéu (£ 7). Néu dimV = n < +o, khi ta ¢6 dinh co sé ndo d6 ctua V thi ta co
f 19 > End (V)=Mat (n,K). D¢ don gian thi d6i khi ngudi ta ding thut ngit “bicu
dién” thay cho thuat ngit “biéu dién tuyén tinh”.

Khi f 1a mot don ciu thi £ duoc goi 1a biéu dién khép.

DPINH LY ADO

Moi dai s6 Lie hitu han chiéu déu cé it nhat mét biéu dién tuyén tinh khop hitu han
chiéu.

Dinh 1y quan trong nay néi 1én ring, c6 thé quy tit ca cac phép ching minh cta dai
s6 Lie vé truong hop dai s Lie ma tran.
1.1.4. Biéu dién chinh quy ciia dai s6 Lie

Cho g 1a dai s6 Lie. Der(g) = {f g — g/ f 1a toan tir vi phan} 1a dai s6 Lie.

Dong cau dai s0 Lie ad :g — Der(g) < End(g)

X ad,
6doad,: g—0
y— ad, (y) = [x,y]

1a bieu dién tuyén tinh ad cta g trong chinh g (ad, 1a toan tir tuyén tinh trén khong gian
vecto g). Biéu dién nay duoc goi 1a biéu dién chinh quy cta g.

Hat nhan ctia bicu dién nay 1a Ker(ad)={x €g/ad, =0 } chinh I3 tm cta g.
1.1.5. Pai s6 Lie giai dwogc va dai so Lie liiy linh

Cho g la mot dai s6 Lie va M 1a mot khong gian con ctia g. Ta bdo M 1a dai $6 con
cia g néu [M,M]CM.

Ta bao M 14 ideal cuia g néu [g,M] c M. Trong d6 ky hiéu:

[M,M] = {[x,y] 'X,y € M}, [g,M] = {[X,y] :Xeg,ye M}
Khi M 14 mot ideal cua g thi khong gian thuong %/I tr& thanh mot dai s6 Lie voi

moc Lie duge dinh nghia mdt cach ty nhién nhu sau:



g g g
K%~ %
(g1+M,g2 +M)|—>[g1+M,g2+M]::[g1,g2]+M

Cho g la K—dai s6 Lie. Dat:
gl — [g,g],92 — |:gllgl:|,m,gn - |:gn-1,gn-1:| (n > 2)

9 :=[9.9]=9.9, =[9..9]-.8, =[0s1.9] (n>2)
Ménh dé
a. gk,gk la cac ideal cuia g. Riéng gkduo’c goi 1a ideal dan xuat tha k cua g
(k=1,2,3,...)
b. Ta c6 cac day bao ham thtrc sau:

gog og*>..o0">...
0N N
gog,0g>..0g, D...

c. Néu dim g <+oo thi In e N sao cho:

g"=g""=..=9"; 6,=0y1=--=0,

Pai s6 Lie g goi 1a gidi dwoc néu g~ = {O} , O 20i la [uy linh néu g, = {O} . Chi s6
n nho nhat dé cac ding thirc xay ra dugc goi 1a hang cua dai sb Lie gidi duwoc (twong mg,
luy linh) g.
PINH LY LIE

Cho f la biéu dién tuyén tinh hitu han chiéu cia dai sé Lie giai dwoc g trong khong
gian vecto V trén truong déng dai s6 K. Khi d6 f twong dwong véi biéu dién ma trdn tam
gidc rén, tirc la f(x)eT(n,K),Vxeg.
Heé qua

Néu g la dai sb Lie giai dugc thi g' =[g, g] la dai s6 Lie lu linh.
PINH LY ANGEL

Pai s6 Lie g la luj linh khi va chi khi véi moi x €9, ad, la todn tir luy linh (tire la

t6n tai n e N sao cho (adx)n =0).



1.2. Nhom Lie
1.2.1. Pinh nghia

Tap hop G duogc goi 1a mot nhém Lie (thuc) néu cac diéu kién sau thoa man:

(1) G la mot nhém;

(i1) G 1a da tap thuc kha vi;

(iii) Phép toan nhom Gx G — G, (x,y) > xy~' kha vi.

Nhom Lie G dugc goi 1a giao hoan néu phép toan nhom giao hoén.

S6 chiéu ctia nhém Lie G chinh 13 s6 chiéu cua da tap kha vi G.

Vi nhém Lie vira ¢6 ciu triic nhom, vira 1a da tap kha vi nén ta c6 thé dua nhiéu cong
cu cua dai sb, giai tich, t6pd, hinh hoc vi phan, ... dé nghién ctru ciu trac ciia nhém Lie.
1.2.2. Lién h¢ giita nhém Lie va dai so Lie
1.2.2.1. Pai s6 Lie twong ng véi nhém Lie da cho

Cho G 1a mot nhom Lie. Ta ky hi¢u 7,G 1a khong gian tiép xtic clia G tai diém don
vi e € G . Khong gian nay thuong duoc ki hiéu 1a g. Khi d6 g tré thanh mét dai s6 Lie véi
moc Lie duoc xac dinh béi hoan tir nhu sau:

[X.Y]:=XY-YX, VX, Y eq.

Tacla [X,Y]f=X(Y)-Y(X/), VX, Y eg VfeC”(G); trongdd C*(G) la dai s
cac ham tron trén G nhéan gia tri thyc.

Nhu vay, mdi nhém G sé& xac dinh duy nhét mot dai sb Lie g va g duoc goi la dai )
Lie ctia G (néi cach khac g dugc goi 1a dai s6 Lie twong tmg voi G).

Ngoai cach dinh nghia trén, ta con c6 thé dinh nghia g nhu 13 dai sd Lie con cac
truong vecto bt bién trai trén G. T4t nhién hai dinh nghia nay tuong duong. Cu thé, gol1
X(G) 1a dai s6 Lie cac truong vecto kha vi trén G v6i cac phép toan nhu sau:

(X +Y), =Xg+Yy VgeG

(4X), = 4Xy, VgeG, 1€l

(X, Y]/ =X(Y)-Y(Xf), VX, Y e X(G). ¥/ eC”(G)

Voi moi geG. Dat Lg :G—>G, x—>gx 1a phép tinh tién trai theo g,
Ry:G — G, x> xg la phep tinh tién phai theo g. Khi d6 Ly va Ry 1a cdc vi phoi trén
G. Chiing cam sinh cac anh xa trén khong gian tiép xuc T(G) ciia G nhu sau

Ly :T(G)>T(G), Ry :T(G)—>T(G),



Truong vecto X duoc goi 1a bat bién trai néu Lg* (X ) =X, VgeG. diéu nay dong

nghia v6i bieu thire L (X) = Xg,

Tuong tu, truong vecto X duoc goi 1a bat bién phai néu Rg* (X ) =X, VgeG. Tuc

la: Ry (X) =Xq.
Goi g:= {XeX(G)/ X 1a trudng vecto bit bién trai}, thi g 1a dai sé Lie con cua
X(G) va goi 1a dai s6 Lie ctia nhém Lie G. Poi khi ta ky hiéu 13 g=Lie(G).
1.2.2.2. Nhom Lie lién thong don lién twong ing véi dai sé Lie
Véi cach xdy dung nhu trén thi ta thiy, mdi nhém Lie s& xac dinh mot dai sb Lie duy
nhit. Nguoc lai, ta co dinh Iy dudi day.
Pinh ly
a. Cho g 1a dai s Lie thuc bat ki. Khi d6 ludn ton tai duy nhit nhém Lie lién thong
don lién & sao cho dai s6 Lie cua G chinh la g.

b. Néu G la mot nhom Lie lién thong nhan g lam dai s6 Lie thi ton tai nhom con chuin
tic roi rac D cua G sao cho G = % )

Nhom Lie G duge goi 1a gidi dwoc (twong Gmg, luj linh) néu dai s Lie g cta nd 13 gidi
duoc (tuong ung, [luy linh).
1.2.2.3. Anh xa mii exponent
Cho G 1a nhém Lie v6i phan tir don vi e,, g= Lie(G) la dai s6 Lie cua G.
Ménh dé
V6imdi X g, ton tai duy nhat nhom con {x(t)/t el } c G sao cho:
(i) x(0)=eqg;
(ii ) x(t +s) = x(t).x(s); Vvt s el
(iii) X'(0)=X(=X,).
va duoc goi la nhém con 1 — tham s6 trén G xac dinh boi X.
Ta dinh nghia anh xa mii nhu sau exp:g—> G, X+ eXp(X) =x(1)
Mot cach tong quat, ta dinh nghia exp(tX):=x(t) e G;tel] .
Pinh Iy (vé tinh chit ciia 4nh xa exp)
(1) Anh xa exp 14 vi phdi dia phuong.

(i)  Anh xa exp c6 tinh chat ty nhién. Ttrc 1a biéu d6 sau day giao hoan



Gl f (ddng céu nhom Lie) , G,
4 t
eXp C exp
g, » g 2

f.
v6i moi dong cau nhom Lie T : G,——G,, tiicla foexp=expof
Pinh nghia nhém exponential
Néu exp vi phdi (toan cuc) thi G goi la nhom exponential.
H¢ qua
Cé mét song dnh gitta tdp cdc biéu dién tuyén tinh hitu han chiéu cia cdc dai so
Lie va cdac nhom Lie lién thong don lién.
1.2.2.4. Biéu dién phu hop, biéu dién dbi phu hep va K — quy dao ciia nhém Lie
Cho G 1a nhém Lie, g= Lie(G) la dai sb Lie ctia G. Ky hiéu g := Hom(g, 0 )={F:
g— 0 / F 1a dang tuyén tinh} 13 khéng gian d6i ngdu cua g. Véi mdi geG ta c6 cic
phép tinh tién trai Ly:G — G vaphai Ry:G — G tuong img duoc xéac dinh nhu sau:
Ly(x)==9gx, Rgy(x)=xg; VxeG.
bat A(g) =Ly oRgf. GG, x> A= g.xg™"'. Anh xa Ay duoc goi la i ding cdu

trong ctia G ng v6i g € G . Ty dang cdu nay cam sinh 4anh xa
4,99

Xl—)A(g)* (X)= d g.exp(tX)g“}

il

t=
ma duoc goi 14 anh xa tiép xuc (hay vi phan) cua A
Dinh nghia
Tac dong
Ad :G — Aut(g)

g Ad (g) = A(g)*

xac dinh mot biéu dién ctia nhém Lie G trong g ma duoc goi 1a biéu dién phu hop cua
nhom Lie G trong g.

Dinh nghia



Tac dong
K:G—> Aut(g*)

g K(g)

2 4z * *
o do K(g) g —g
<K(g)F,X> - <F,Ad(g—1)X>, vXeg véi Ad(g):9>g
xé4c dinh mot biéu dién ctia nhém Lie G trong g* ma duoc goi 13 biéu dién doi phu hop hay

K— biéu dién cia G trong g* .

Pinh nghia. Mdi quy dao ciia K— biéu dién goi 1a K— quy dao cia G.
Nhu vay, voi mdéi Fe g>X< , K — quy dao cia G di qua F dugc xic dinh bdi
Qp:= {K( g)F/ ge G} . S6 chiéu mdi K — quy dao ctia mot nhom Lie G tuy ¥ ludn 12 mot sd

chan (khong vuot qua sé chiéu cua G).

1.3. Nhém G,

I4 \ 9 4 < o 7 \ 1 2 7 7 \ 5 A X
Xét {el,ez,...,e7} 1a co s& chinh tac cua [ ', va {e e ,....e }:D — [] 1a co s doi ngau

trong mg clia (D 7)* :Hom(D 7,0 )
Ki hiéu " 1a tich ngoai ' A e’ A" trong khong gian A’ ((D 7 )*) .

1.3.1. Xét 3- dang
(CT1.1) ¢ = P +eP e 4 e e
Theo dinh 1i Schouten [16] , nhém con cua GL(7,D ) giit bat dong ¢ 1a mot nhom Lie don
compact, lién thong, c6 kiéu G, .
Mot cach tong quat ta c6 dinh nghia dudi day:
1.3.2. Pinh nghia (nhém G,)

G,={geGL(7,1)

g (¢)=9



1.4. Mt vai tinh chit cia G,
- G, bét kha qui trén [ 7, bao toan métric, va bao toan huong chinh tic, trc 1a metric
va hudng ma co s& chinh tic €,€,,...,6; lamot co so truc giao dinh huéng duong.

- Cac ki hiéu g, va <,> s& duoc dung dé chi métric trén [ ' . Toan tir Hodge dinh

¢
nghia bang métric nay va hudng chinh tic s& duoc ki hiéu la * 4
- G, ciing c¢b dinh bén dang :

4567 2367 2345 1367 1346 1256 1247
*p=e" +te e te T —e e —e

1.5. G, tic dong

Nhém G, tac dong bac cau 1én mit cau S® <[] 7. Moi nhém con én dinh cua bat ki
mot vecto khac 0 nao trong [’ déu ding céu véi SU(3) C SO(6). Do do
§° =G, /SU(3).

Vi SU (3) tac dong bac cau 1én S° = ° nén kéo theo G, tac dong béc cau 1én cac
cip vecto truc giao trong [ ' .Tuy nhién G, khong tac dong bic cau 1én cac bd ba vecto
tryc giao trong [1 7 vi nd bao toan ba dang ¢.

1.6. & - Ki hi¢u

Xét cac biéu thac sau:

1 . :
(CT 1.2) ¢=ggijke’/\e"/\ek,5ijkeD;1£i<j<k£7

(CT 1.3) *,0 we ne' netnel, g, ell<i<j<k<I<7

24 7
Ching han: &, =1
1

E4s67 =
Elo4 = Exys6 = 0

Cac ki hi¢u nay cho ta tich chéo nhu sau: e, xe;, =¢g,,¢,

Cac ¢ — ki hiéu thoa mén céc tinh chét sau day:

(CT14) Eply = 69,
(CT 1.5) Ejgin = 45ku
(CT 1.6) gk = Epgi T 0,04 — 0,40,



(CT1.7) g€kt = O €att — 0 10€ ot T O €t = Ong€ it T 0,€ g — O,

ipq ™ ijkl P~ gkl Jq” pkl Pk jgl kq™ jpl Jkq g jkp
Céc dang thtrc trén chimg minh bang cach st dung G, tac dong bac cau 1én moi cdp truc

chuan.
Ching han, ta chimg minh (CT 1.6):
Khong mat tinh tong quat, ta c¢6 thé cho p=1 va g =2. Khi d6 mdi s6 hang khac 0

& vé trdi 1a g,,¢&, - Theo dinh nghia cia ¢ va *,¢, hai vé cua phuong trinh triét tiéu,
ngoai trur { j,k} la mot trong nhirng tap con cia {1,2}; {4,7} hodc {5,6} va rd rang hai vé

bang nhau. Nhiing dang thic khac chig minh twong tu.
1.7. Ma tran va biéu dién vecto

Biéu dién & co thé duge st dung dé minh hoa dai sb g, nhu la mot dai s6 con cua
s0(7) - cac ma tran phan xumg cap 7. Xét ma trin a = (al.j ) , phan xtmg cap 7 ta co:
Ma tran d6i xtmg léch: (a = (al.j) - gz) = (6l.j.kajk =0 (‘v’i)).
V61 moi vecto v=v,e, €ll 7, dinh nghia [v] = (vy) € s0(7) bang cong thirc:

v, =€,V

Khi dé: so(7)=g, ®[ 07 | 1a sy phan tich G, - bat bién bat kha qui ciia s0(7).
Chu y: [v] 1 ma tran biéu dién ctia phép bién d6i tuyén tinh cia 0 7 cam sinh béi tich chéo
voi vell .
Dinh nghia anh xa: <> : gl(7) — 17 bang cach <(al.j )> = (8l.jkajk)
Suy ra Ker ctia 4nh xa nay giao voi S0(7) la g,. Honnita, Va, bell 7 ta co:
(CT 1.8) ([a]) =6a
(CT 1.9) ([a][p]) =3[P]a =-3[a]b
1.8. Phén tich kiéu G, ciia cac dang ngoai

Dé tranh viét (D 7 )* nhiéu 1an, ta str dung cach viét tit ¥ cho khong gian vecto [ 7.
Nhu vay: G, batkha quy trén ¥ con A (V*) va A° (V*) khong tac dong bat kha quy trén

AP(V7) (V2<p<5).



D¢ hiéu phan tich bat kha qui cta A” (V") (V 2< p<5),taxét p=2va p=3.

Vi toan tir *, cam sinh mot dang cdu cila G, —modun A” (V") = A" (V")
Trong [2] d4 chi ra c6 mot phan tich G, — modun bat kha quy.

(CT 1.10) N )=AL (7 )eas(r)

(CT 1.11) N )=a,(r)en(v)ea(r)

Trong d6 A/ (V") ki hiéu mét G, — modun bét bién 6 s chiéu la d.

Véi p=4 hoac 5: Afj’(V*) = *¢(A5(V*))

Ta co:
A?(V*): *¢(CZA*¢¢)‘0!€A1(V*)}
= aeAz(V*)‘a/\¢:2*¢a}
Af4(V*):{aeAz(V*)‘a/\¢:—*¢ }:g’;
(CT 1.12) A (V) ={rgred}
Ai(V*):{*¢(aA¢)‘aeAl(V*)}

A;(V*):{a eA3(V*)‘a/\¢=O, a /\*¢¢=0}
. 2 *
—l¢(S0 (V ))
bat g‘; 1a ddng cdu b:¥ — V" cam sinh béi tich trong <, > s (la mot G, - bét bién),
mot dai  s6 Lie cia G,, la g,cV®V', déng nhit Véi
g5 =(b®1)(g,) = A’ (V*) c V" ®V". Khong gian con nay 1a G, modun bat bién vi G,
la don.
Xeét: i,(S3(77)) voi iy S*(V")—> A*(V") 1a mot anh xa tuyén tinh duoc dinh
nghia boi:
(CT 1.13) i¢((xoﬂ):aA*¢(ﬂA*¢¢)+,B/\*¢(a/\*¢¢)
Anhxa i, 1a G, bat bién va c6 thé chi ra rang S° (V*) =lg,® Se (V*) 1a mot phan
tich ciia S° (V*) thanh cac s6 hang G, bat kha quy (i ;70 trén mdi s6 hang va do d6 13 4nh
Xa).

Do d6 anh i, (SO2 (v )) < A’(V") 1227 chiéu va bit kha quy.



Phuong trinh sau:

(CT 1.14) A (V) ={ae N (V)ang=0, anxp=0|
Cho thiy A, (V") nhu la mt G, - bt bién, la khong gian con 27 chiéu ciia A*(V").
Béng cach dém s chidu , ta thiy giao cta A3, (V) véi i, (S (V)) khong thé va ciing 12
mdt G, - bat kha quy.

5= 07)

Dung & - ki hiéu, c6 thé thdy 4nh xa i, dugc biéu thi nhu sau

(CT 1.15) i, (hiieiej) =g he’ ne' ne
Suy ra: i¢(g¢)=6¢
1.8.2. Dinh nghia:

Str dung anh xa nguogc cua i ;- ta c6 dinh nghia sau:
Dinh nghia 4nh xa j, : A’ (V*) — 5’ (V*) theo cong thic:
(CT 1.16) Js () vow) =%, (v=¢) A (w=g) A7)

Véi yeA’ (V*), va v,w eV . Ta nhan thiy rang:

Joliy () =8h+4(1r, (h))g, (vhes*(V)).

Chi y: j,(¢)=6g,, khi j¢(A§(V*)) =0. Va i, va j, khong ding cy khi 7 (V") va
A% (V") cho boi cac metric tw nhién. Ta c6: y € A, (V") thoa man |j,(»)] =8|y khi
heS(v") thoa man i, ()] =8|A".
1.9. Ly thuyét biéu dién ciia G,
1.9.1. Biéu dién chuin

Biéu dién co ban ¥, 00" 1a biéu dién chuan trong G, duoc dinh nghia trong luan
vin nay.

Biéu dién ¥, , (Vp20) ding cu véi S (D7) (biéu dién bat kha quy cita so(7)
gitr nguyén tinh bat kha quy khi n6 13 biéu dién cia G,). Trong luan vin nay biéu dién quan

trongkhi p=0;1; 2.



1.9.2. Biéu dién phu hep

Bicu dién co ban khac ¥, 00" thi dang cdu v6i g, (nghia 1a mot biéu dién phu
hop cua G,). Biéu dién V,o (Vp ZO) 1a thanh phan bat kha quy bic cao nhét trong
S7(9,).

Vo, Og,vav,, 00"

O day ca Voo va vy, déu c6 chiéu 1a 77, ta can tranh nham 1n giita hai biéu dién
nay.

Nhém G, co6 bac 2 va xuyén 16n nhat cta G, co thé thu dugc bang cach 1dy mot
xuyén 16n nhat trong nhém con SU (3) . Mbi thanh phan trong 0, la mot lién hop Ad (Gz)
d6i v6i mdi thanh phan trong xuyén 16n nhat. Mdi thanh phéan trong A12 4 (D 7) = gé’ lién

hop v&i mot thanh phan cua dang:
(CT 1.17) a=2re”+,e" —(4+4,)e"

t® =g’ (v6i t © g, 1a mot dai s6 con Cartan). Hon nita vanh cac da thirc bat bién Ad (Gz)

trén g, 1a mot vanh da thue ty do 2 phén tor sinh, mot phﬁn tr sinh bac 2, mot phﬁn tr sinh
bac 6. Hai phan tir sinh nay c6 thé goi 1a ‘a‘z va ‘Of‘z. O d6 a va B trong A124 (D 7) lién
hop dudi tac dong ctia G, néu chung thoa méin ‘a‘z = ‘ﬂ‘z va ‘a3‘2 = ‘,53‘2.

Trong (CT 1.17) ta c6 thé gia st 0< 4, < A4, .

Khidé Va e A7, (V* ) , ta d& dang kiém tra dugc

(CT 1.18) o’ =|a

(CT 1.19) o
St dung (CT 1.17) ta ciing c6 thé chimg minh
(CT 1.20) ant(ana)=|a *,a —%*¢ (a) nx,¢ (Va S Aﬁ(V“‘))

1.9.3. Biéu dién khac



Trong nhitng biéu dién V,, voi p;g >0, ta quan tm t6i V) [/ 1] % . Mbi biéu dién
khac V, voi p;g>0 co chiéu it nhét 1 189, tich tensor va sy khai trién ham tir Schur s&

dugc st dung:

S* (V) 0V, @V,
N (V)0 0, @7,

(CT 1.21) Vo®@Vy, UV, @V, @V,
S* (Vo) 0V @V, @V,
N (V) 0V, @V,

1.9.4. Mot vi du

Xét sy phan tich A SeA’ (V*) thanh G, dang ctia nd, véi S e A2, (V*) 0V,
(CT 1.22) A)OV ) @A (V)@ AL (V) DV, @, @V,
Do (CT 1.22),tacd S*(V,, )1 V,, ®V,, @V,
Do d6 B A B co thé khong c6 thanh phan trong A? (V*) 0V,
Ton tai 1 hang s6 A sao cho:
(CT 1.23) BAB=AB %, d+(BAB-21A] *,9)
O do, sb hang thtr nhét cua vé phai nhan gia tri trong Af (V*) , trong khi ) hang thtr 2 nhan
gia tri trong A}, (V* ) :

Héng s6 A dugc xéc dinh nhu sau: Do SAg=—*, B khi y A g =O(;/ eA‘2‘7(V*))
nén:

(CT1.24) B[ *,1=BABAG=(2|B] *,6)no=T2|p ,1

Suyra A= —%. Do do, ta co:

(CT 1.25) ﬂ/\ﬂz—%‘ﬂ‘z*¢¢+(18Aﬂ+%‘18‘2*¢¢j (BeAL (7))

Ap dung (CT 1.18), ta c6:
2

€12.26) |B]' =88l =%\ﬂ\4 +

ﬂAﬂ+§WFm¢



Chwong 2: G,- CAU TRUC

2.1. G, - cau triic va dinh nghia 3 — dang.
2.1.1. Cac dinh nghia.
Pinh nghia 1. Cho M 14 1 da tap tron c6 s6 chiéu 13 7. Hop cta cac khong con

Al (Y;M) la 1 phéan thg con mg A (T:M) cA’ (T*M) cua cac thg 3 — dang trén M.

Pinh nghia 2. (Dinh nghia 3 — dang trén da tap) Mot 3 — dang o trén M nhan gia tri
trong A’ (T*M ) duoc goi 1a 3 — dang trén M. Tap hop cac 3 — dang trén M duoc ki hi¢u la
Ql(M).

Moi dinh nghia 3 — dang trén M xac dinh 1 G, - cAu trac trén M theo cach sau:
Dit Fe GL(V) 1a thé trén M gém céc doi toa dd u:T.M >V . Véibatki o e Q} (M) ta
dinh nghia G, - thé nhu sau:
(CT2.1) F, ={ueHom(T,M,V)/xeM.u' (¢)=0,}
Mdi G, - riat gon ctia F (tic 1a G, -cAu trac trén M véi s6 chiéu thong thudng) 1a dang F,
véi mdi o e Q) (M) duy nhét, duge goi la G,- cdu trac trong luan van nay.

Pinh nghia 3. Véi moi o€ Q} (M), ki hiéu g_;*_;x_ 1a metric, toan tir sao Hodge,
va vecto tich trén M ¢6 lién két chinh tic v6i o . Khi can thé toa do truc giao c6 huong cua
g, voi huéng nay dugc ki hi¢ula F, = F,.SO(7).

2.1.2. Sy ton tai ciia G,- ciu tric.

Vi G, vua lién thong, vira don lién, nén 1 da tap 7 chiéu M don lién c6 thé mé rong
thanh mdt G,- cau trac néu va chi néu nd vira xoan, vira c6 huéng.

Nguoc lai, vi G,chi lién thong, nén anh ciia n6 dudi anh xa p: Spin(7) — SO(7) cia
mdt nhém con ciia Spin(7) s& duge goi 1a G,. ViSpin(7)c biéu dién trong 0 * va do d6 co
thé duoc xem nhu mot nhém con cia SO(8). Spin(7) tac dong lén mat cau 7 —chiéu trong
1°® giit 6n dinh G, .

Bay gio gia sit M7 ¢6 hudng va xodn. Chon metric Riemann g, ¢6 hudng va 1 xoin
F — M , trc 1a 1 phu xodn cta thé SO(7) th F>M gdm cac hé d6i toa do g -truc giao, co

huéng trén M. Thé xoan lién két §=F g, 0° 1a 1 thd vecto bac 8 trén da tap 7 — chicu M



va do d6 co lat cét khong bi tri¢t ti€u s: M — S, cam sinh 1 nhom cAu tric cia F (tacla
cua F) tr Spin(7) t6i G, (Spin(7) giit 6n dinh bat ki 1 vecto khac 0 nao cua 0*). Do d6 M
chap nhan 1 G, - cau truc lién két voi metric va c6 huéng da chon san.

2.2. Dang phan tich.

Vi G, - tac dong kha quy 1én A’ (V") v6i 2< p<5, nén ¢6 thé lién két v6i moi G, -
cau trac o trén M ché thd p — dang A? (T M ) thanh céc tong truc, s& dan 1én
A5 (T"M, o), d€ don gian hon, ta viét A% (T"M ) khi cAu trac o da rd. Ki hiéu khong gian
cac lat cat cia A” (T*M,a) boi Q) (M, o).

Vi du trong (CT 1.12) ta co:

(CT22) Q) (M,0)={Be’(M)/Brc=2%,

(CT 2.3) Qf4(M,0)={,BeQZ (M) fro=—x, ,6’}

Modun tbi gian chiéu 14 va 27 chi xay ra trong mdi cip dbi ngau cta timg chiéu.
Modun t6i gian 7 — chiéu xdy ra v&i modi bac p, 1< p<6. Do do co thé nhén ra réng cac thura
s ti 18 co thé duoc thay bang cac dang cau giita nhitng modun khac nhau nay. Vi du véi
aeQ; (M), taco:

(CT2.4) =, (*G (ano)A 0) =—4a

% (*G (a /\*UG)/\*UG) =3a

Ddng nhat thirc nay c6 thé hitu ich trong nhiéu biéu thirc . Ta ciing nhé rang dung
metric, mdi 1 —dang & cé 1 trudng vecto dbi ngiu twong tng «* va co dong nhat thirc ciia
dang:

(CT2.5) = (ano)=-a"/* o

* (anx o)=a"lo
2.3. Dao ham ngoai.
2.3.1. Ménh dé. (Dang xoén) V&i moi G, - chu tric o e Q® (M), ton tai cac dang vi phan
duy nhit 7, e Q°(M),7, e Q' (M),7, € Q}, (M, 0),7, € O, (M, o) sao cho phuong trinh sau
thoa man:

(CT 2.6) do=t,% c+31,AO+*_1,

d* oc=4t AN* C+T,NO

Chtng minh:



Theo (CT 1.12) thi ton tai duy nhét cac dang:
7,€Q'(M);7,,7,eQ(M),7,eQ;,(M,0),7, € Q5,(M,0) sao cho phuong trinh trén ding
VOl do,thcla d* o=4T A*x o+1, 0.

Tuy nhién theo (CT 2.4) c6 ddng nhét thire sau (xem chua ¥ 2.3.3):

(CT2.7) * o nx*, (d(*aa)) +(*,do)ro=0,v6imoi ceQ’(M).

Suyra 7, =7,. l
2.3.2. Dinh nghia. (Dang xoin) Véi o € O} (M), (z,;7,;7,;7,) cho trong (CT 2.6) dugce
goi 1 dang xo0an trong cia o .

2.3.3. Chii y.(Xodn trong) Véi moi nhém con G < SO(n), bat bién theo bac thir nhat
(duoc goi 14 xodn trong) ctia G - ciu truc F trén da tap n —chiéu M nhén gia tri trong tho trén
M lién két v6i G - bicu dién trén (so(n)/g)®L ". Khi d6 bat bién theo bc thir nhat cia G -
cAu tric bi triét tiéu, nd con dugc goi 13 “1 — phang” hodc phang theo bac thir nhat.

Trong truong hop G, < SO(7), khong gian biéu dién clia xodn nay 1a:

(CT2.8) (s0(7)/9,)®0 0V, 0V, ®V,,®V, ®V,,

Vi 4 s6 hang nay dang ciu véi nhau, do d6 ta c6 4 khong gian dang cau la
A’ (V"),A1 (V"),Af4 (V*),Ag7 (V) Vi dao ham ngoai ctia dang o va *_o c6 thé biéu dién
tuyén tinh trong cac sé hang cta bat bién bac thir nhat cua F_, tac la trong A' (V* ) Do do
hai 1 — dang 7,7, trong chirng minh 2.3.1 théa mén, khi d6 thay o b&i A’c v&i >0 va
thay * o boi A**_ o thi ménh dé2.3.1 dugc sang to. L
2.3.4. Ménh dé (1 — phang cia G, - cAu tric) Mot G, - ciu tric o e QO (M )14 phing ddi véi
bac thir nhét khi va chi khi cac dang xoan clia n triét tiéu hoan toan, tirc 1a khi va chi khi
do=d*_o=0.

Chiig minh: Mot G, - cau triic o € Q° (M )1a phing véi bac dau tién tai p e M néu
ton tai 1 hé toa do tim p 1a x:U —» 07 sao cho 3 —dang o —x" (¢) trén U triét ticu ddi voi
béc it nhat 1a 2 tai p.

Anhxa S: A’ (W) — Al (W) dinh nghia trong (CT 1.6) 1a mét phu tron. Do d6 néu
o —x"(¢) triét tiéu v6i bc it nhat 12 2 tai p thi *,0 —x"(*,4) cling triét tiéu ddi voi bac it

nhat 13 2 ddi véi p.



Vi dgp=d*,$=0,néu ola phang doi véi bac thir nhat tai p, thi khi d6 do va d*, o
phai triét tiéu di véi bac thir nhat tai p. Vi vay nén bai toan duoc chirng minh.

bé ching minh chiéu nguoc lai, ta can chi ra réng bat cir 3 — dang o nao dugc dinh
nghia trong 14n cén cta 0 el]’ cling thda man o,=¢ va do=d*_o=0 la phing voi bac
thr nhét tai 00”7,

Ta goi v 1a mot 3 — dang bat ki trong [17 triét tiéu tai 017, thi do A} (V) la 1 tap
mo trong A’ (V*), nén 3 —dang o =¢+w la 1 dinh nghia 3 — dang trén 1 1an can m¢é cua
0e07.Vido=dy,vavivéibatki 4 —dang 1//eA4(V*), ton tai 3 — dang y trén 07 triét
tiéutai 0el]’va
thoa (dy), =¥, do do6 thoa didu kién do =0, tiic1a 7, =7, =7, =0. Vi nhitng diéu kién
niy xac dinh khong gian con G, - bat bién ciia xoin Voo ®V @V, @V, , bang cach dém
s0 chiéu, ta thiy né c6 khong gian con 1a Voo @V, @V,,.

Tuong tw, vi A* (W) la 1 tap con m& cia A* (W) vavi S: A’ (W) > A* (W) 1a
1 phu tron, nén néu v la mot 4 — dang tron bat ki triét tiéu tai 017, thi ton tai 1 1an can
mo ciia 0l 7 trén d6 ton tai 1 dang xac dinh o sao cho c,=¢ va* o="¢+y.Hon
nita, néu W 1a mot 5 — dang bat ki trong A’ (W*) , thi ton tai mot 4 — dang w tri¢t ti€u tai
0el” sao cho (dy ), =¥ .Khi d6 3 —dang o s& thoamén d*, o =dy , sao cho
(d*, 0')0 =W¥.Tud6dindén d* o =0, tirc 1a 7, = 7, = 0. Do nhiing diéu kién nay dinh
nghia khong gian con G, - bat bién clia xoan Voo @V, @V, @V, ,, bang cach dém s chiéu
ta ¢6 no 1a khong gian con cua V@V ;.

Do d6, két hop cac diéukién do=0 va d * o=0taco X04n trong ciia o bi triét ti€u, tic
13 o 1a phang véi bac thi nhat tai mdi diém. i

2.4. Tinh toan trén phan thé toa do
2.4.1. Lién thong Levi — Civita

bit 0 e Q) (M) 1a G, - cu tric véi lién két G, - thd F, < F . Thé nay c6 thé mé
rong chinh tic dén thé toa do truc giao c6 hudng F = FJ.S0(7) C F va thé rong hon nay
s& duoc dé cap dén nhu mot thé toa do métric lién két cta o .

7w F_— M comot hang dung V' 1a mot dang @ sao cho



a)(v)zu(ﬂ*(v)) (VVGYLF). C6 thé xem @ nhu mdt mo rong trong co s& e, cla
a):Za)l.el. va a):(a)l.).

Lién thong Levi — Civita biéu dién trén F_nhu 1 — dang w trén F_ nhén gia tri trong
S0(7) (ma tran d6i xtmg léch 7x7:y = (l//y) VoL Y, =—y ).

w thoa phuong trinh cau tric thir nhét ciia Cartan:

(CT2.9) do=-y Aw

Néu biéu dién c6 s, phuong trinh ma trin ndy c6 thé viét lai la:

(CT2.10) do=-y, o,

Do cong cua lién thong nay dugc dai dién boi 2 — dang ¥ =dy +w A . N6 thdéa méan

phuong trinh Bianchi thtr nhét:
(CT2.11) wAw=0

Va co6 dang bicu dién:

(CT 2.12) ‘I’U. :dl//y. Wy AW :%Rijkla)k A @,

2.4.1.1. Xoan trong va lién thong tw nhién trén F,

Ki hidu céi kéo lai ctia @ va y d6i v6i F, bang cac ki hi¢u giong nhau.

Céi kéo lai cua y ddi véi F, khong nhén gia tri trong g, < so(7). Do phan tich chinh tic
S0(7) =0,® [V] , nén c6 duy nhat mot phan tich dang

(CT2.13) y=0+2|7]

Trong d6 € nhan gia tri trong g, va 7 nhan gia tri trong V.

Khi d6 6 1a lién thong 1 — dang trén F, va dinh nghia nay dé cap dén nd nhu mot lién
thong ty nhién lién két véi G, - ciu trac o . Lién thong nay khong phai 1a xodn tu do (nén

khong phai 1a lién thong Levi - Civita), trir khi 7 triét tiéu.

2.4.2. Xoin G - cAu tric

Xay dyng nay cua lién thong ty nhién cho G, - cdu traic o 1a mot bat bién

VG c O(n) .Goi g so(n) 12 mot dai s6 Lie cua G, ton tai duy nhat mot G - ding bién



sao cho so(n) =g ® g* dugc thiét 1ap bang cach dir dung tiéu chuan O(n) - tich trong bt
bién trén so(n).

VG - chutriic 7:F — M, c6 mét thé toa do tryc giao lién két F=F.0(n) c6 thé kéo lai
lién thong Levi — Civita 7 trén F t6i F va phan tich n6 thanh dang w =0+7 6d6 O g
vartcg (] so(n) / g . Mot dang @ dinh nghia mot lién thong ty nhién trén F' (nd 1a cai
kéo lai d6i véi F cua lién thong tuong thich metric voi xodn trén F), 1 —dang 7 biéu dién
mot lat cat 7 cia mot thd xodn lién két F><,0(gL [ ”), 6dd6 p:G —>Ena’(gL [ ”)
1a tich tensor cua hai biéu dién.

Céc bat bién vi phdi bac thir nhét theo tung diém cua G - ciu trac F c F la da thic dao
ham cta lat cit o ciathd F /G co thé dugc md rong nhu mot da thirc trong lat cat T.
Hon nita, véi k > 2, tit ca bt bién vi phdi bac thir &k theo ting diém cta G - cau tric
F c F 1a mot da thirc trong dao ham bac k cua lat cit o cua thé F /G co thé duge mo
rong thanh cac da thuc trong 14t cat T, dao ham hiép bién bac (k — 1) v6i lién thong €, d6
cong € va dao ham hiép bién bac (k — 2) (v6i lién thong 0).

Nguoc lai, véi mdi k >1, da thirc bat bién theo timg diém bac k 1a da thirc trong dinh nghia

chinh tic cta thé vecto dang:
(CT2.14)  Fxpx.xp, (h(g)®..®V,(g))
Odo V, (g) 13 G - biéu dién duy nhét thoa mén

(€T215) (gl (n0)/g)@s*(01")=V,(g)® (1" @5 (01"))

Trong truong hop tuong tu véi g = So(n) , khong gian xodn thtr nhit 4 (So(n)) trigt ti€u
(day 1a bo dé co ban cua hinh hoc Riemann) va c6 két qua la nhiing bat bién theo timg diém
clia mot métric c6 thé dugc mé rong thanh nhitng sé hang cua Tensor cong Riemann va dao
ham hiép bién cta n6 véi lién thong Levi — Civita.

2.4.3. Mot vai cong thirc co ban

Truong hop dac biét cua G, SO(7), ta co

(CT2.16)  ¥(9,)0V,, @V, ®F,, ®V),,

&d6 V,(g,) co chiéu 392, c6 phén tich

(CT 2.17) v, (gz) i Vo,o ® 2Vl,0 D VO,I ® 3Vz,o D 2V1,1 D Vo,z ® V3,0



Khong gian nay c6 V, (30(7)) , tirc 14 Tensor cong ctia métric trong khong gian 7 — chiéu
dugc chia thuong. Dé so sanh, nhan thay rang
(CT2.18)  V,(so(7))0V,,®20,, @V, ®V,,
Tensor Ricci nhén gia tri trong khong gian con ding cdu véi Voo @V,
2.4.4. Phwong trinh ciu tric thir hai
Tir (CT 1.8) thiy rang 2 — dang 2[1’] A [Z’] + [[T] A T] nhan gia tri trong g, . Dinh nghia:
(CT 2.19) Dr=dr+0/\z'—[r]/\r
D6’:d6’+¢9/\¢9+4[r]/\[r]+2[[r]/\r]
V6i dinh nghia nay, DO nhén gia tri trong ¢, . Hon nita
(CT220) y= d(é’ + 2[7]) + ((9 + 2[2’]) A (6’ + 2[2’]) =D0 + 2[Dr]
Sao cho phuong trinh Bianchi thir nht nhan dang
(CT221) (DO+2[Dr])rw=0

2.4.5. Tinh toan theo chi sb
Ta co:

(CT222) dw=-0,r0,-2¢,7, N0,
Ki hiéu 7" (o) bang o vaki hiéu z"(*_o) bang *o . Khi do:

1
(CT223) o=—¢,0. N0, N®
6 ik i j k

XO=—&,y0, NO, NO AN,

24

=>do=¢E,T, N0, ANO, N,

y
:—6(7p NO, )N

d*az—(rp A a)p)/\(g..ka)i A, /\a)k)

2.4.5.1. Phan tich xoén

Ton tai duy nhat nhimg ham F}, trén F sao cho: 7, =T,0,

Nhirng phuong trinh nay c¢é thé dung dé mé rong dang xoan trong nhu sau
24
=—T.

(CT224) 7'(z,) =T

7'(7,)= E O,



*
7' (7,) = 4T,0, h 0, = &y T0, 1)

7" (1) = —%gik,(ﬂj +Tﬂ)a)j INOWN?) +g];l.a

2.4.5.2. Biéu thi dd cong

Vi phan hi¢p bién c6 thé dugc bi€u dién nhu sau

ik

(CT225) Dr= (Drl.) = (%T TOIUN a)kj

DO =(D6, )= (%Sy.kla)j A a)kj
Trong d6 T va S dbi xtng léch; DO =g, va
(CT226) €, =0 (Vm, k,I)
Vi¥Y=D60+ 2[DT] , nén do cong Riemann c6 thé dugc viét lai:

=S, +2¢. T

(CT227) Ry =S L phi
Do d6 ddng nhét thire Bianchi thir nhit duoc mé rong thanh:

(cr228) S, +S,+S,.+2¢. T +2e& T ++2&, T =0

ijkl iljk iklj ijp~ pki ilp™ pjk ikp™ plj

Dé ¢6 (CT 2.28) ta loi dyng 28 diéu kién tuyén tinh trén 7, . C6 thé cach dé nhat dé bat
ngudn tir 28 diéu kién nay 1a mé rong phuong trinh sau
(CT229) d(d(c))=d(d(*0c))=0
va st dung nhitng phuong trinh cau trac (CT 2.22) véi (CT 2.19) va (CT 2.25) suy ra diéu
kién (CT 2.29) twong duong vo1 phuong trinh sau

0=T,
(CT230) O0=¢, T —¢, T

ipq™ jpq Jjpq”ipq

O0=¢.T —-¢.T

ipq~ pqgj Jpq— pqi

Suy ra (7: .jk) nhén gia tri trong G, - médun cua dang

Vl,o ® A (Vlo) = Vl,o ®(Vl,0 ® V01)

creD 1y ®20,, %, ®2W,, 6V,

nhan gia tri trong mdédun con ctuia dang
(CT232) V,, @2V, ,®V,

2.4.5.3. Pong nhit thire Ricci



Bonan da chi ra rang dong nhat thurc Bianchi don gian la mét G, - cau tric voi xoan
bi triét ti€u can c¢6 Tensor Ricci bi triét ti€u. Do do6, ta cé biéu thirc dd cong Ricci trong cac

s6 hang ctia T, . Do d6 bang viéc két hop dong nhat thirc Bianchi thtr nhat v6i dong nhat

ijk
thitc & ta dan dén thanh phan do cong Ricci la: R, =R,
(CT233) R;=6¢,T,,

biéu nay dan dén bicu thirc dd cong Ricci véi cac so6 hang ctia 4 dang xoan va dao ham cua

n6. Cong thirc cudi cting cho d6 cong vo hudng ctia métric g la
21 1 1
(CT2.34)  Scal(g,)=1267, + §702 +30]r, ‘2 — 5‘72 ‘2 — E‘Q ‘2
Tensor Ricci ddy du thi phire tap hon, nhung c6 thé mé ta nhu sau:
- Diu tién, ta djnh nghia quadratic G, - bat bién Q: A’ (T*) x A’ (T*) —> A’ (T*)

theo cach lam sau:

Chon co s¢ dia phuong e,..,e, cua truong vecto truc giao sao cho
O'(el.,ej,ek) = &, (nhu la co s6 thuong duge goi 1a truong G, -toa dg).
- Sau dé, lay o, B O° (M), tap

(CT235) Q(a.B)=*, [g,.jk, ((el. A ej.)—'*g a) ~((e, ne)—*, ﬂ)}
Két qua anh xa O khong phu thugc vao viéc chon truong G, - toa do dia phuong. Vi dinh
nghia nay (va giit diéu kién (CT 1.16) cta j) ta co:

Ric(g,)= —(%52’1 — %roz + 15‘71‘2 —i‘rz‘z + %‘rﬁ}gc
+j(—%d(*a (T1 A *UO')) —%a’z‘2 + % * dzg)

(CT 2.36)
5 1
+§r1 NE (1) A% O)——T,T, +Zr1 AT,

2.4.6. Tensor Ricci trén G, - da tap
Cho (M ,a)) 1a mot G, - da tap vdi dang co ban @. Goi g 1a mét métric Riemann
lién két. Tensor cong cua lién thong Levi — Civita V¢ ctia metric g duogc biéu dién nhu sau:

(CT237) Ry, =[V%.V§|-V¢

[x.1]



Tensor Ricci p dugc dinh nghia

(CT238) p, =R,

O d6 R, la thanh phan cia tensor cong v6i co s¢ truc giao e¢,...,e;, duge bicu dien nhu
sau:

(CT239) R, :g(R(es,el.)ej,ek)
2.4.6.1. Dinh nghia. Trén (M ,a)) ta dinh nghia tensor d6i xtng thir hai p" boi

(CT 2.40) o = R, @, 0y,

jis
Ta goi p” 1a Tensor Ricci * cia G, - da tap

Goi s =1r,p = p, 14 d6 cong v6 huéng va vét cua p” ki hidula s™ =tr,p™ = p; .

2.4.6.2. Ménh d@é. Trén G, - dataptacod s* =—2s

Chtrng minh:

Ap dung 1.4 dé dinh nghia s* va sir dung tinh d6i ximg léch ciia *@ va doéng nhat thirc

Bianchi suyra R, @ 0. N

ijk ikt —
2.4.6.3. Dinh nghia
Ta str dung s6 hang * Einstein cho G, - da tap (M ,a)) khi phan vét it nhat cua

Tensor * - Ricci triét tiéu, tirc 1a khi phuong trinh sau thoa

*

(CT241) p*= %g

Ta dinh nghia 3 — dang Ricci lién két bang cong thirc sau

(CT242) p' =R, o  +R,

ij ijim ™~ imk ]klma)lmi + Rkilma)lmj

Pijk = POy + P DBy + P Dy
2.4.6.4. Ménh dé. VG, - da tap, ta c6 cong thirc sau
(CT243) doéw+8dw=VV + p+ p~
2.5. G, - cAu tric déng
2.5.1. G,- ciu tric déng
Goi (M 7,w) la G,- dang véi dang co ban dong. Khi d6 2 — dang ow nhén gid tri trong A124.
2.5.1.1. Ménh dé. Trén G,- ciu tric dong , ta co:

(CT244) oww, =0 OW W, +ow, w . +ow,w, . =0

ik~ ip " pjk Jp " pki



2.5.1.2. Dinh nghia. G,- ciu tric 13 song song néu va chi néu n6 dong va d6i déng, tirc 1a
dw=0ow=0.

Hai — dang Sw ¢6 thé duoc xem nhu do 1éch ciia w tir G,- cdu tric song song.

2.5.1.3. Pinh nghia. Lién thong chinh tic V cua G, - cau truc c6 thé dugc dinh nghia bsi

phuong trinh
(CT 2.45) g(ﬁxy,z) = g(VgXY,Z)—éé‘w(X,ei)w(ei,Y,Z) (VX,Y,Z)

Dung (CT 2.44) ta dé thay V 1a metric G, - lién thong, tirc 1a n6 thoa man
Vw=0, ﬁg =0
Xodn T cua V dugc dinh nghia boi:
g(T(x.Y),Z)= %5W(Z,el.)w(ei,X,Y)
Trén G, - da tap, lién thong chinh tic c6 thé duoc dic trung nhu G, - lién thong cua X04n
nho nhét v6i I - chudn trén M . Ta ciing ¢ thé néi ring V¢ -V < Al la phan bu tryc giao
ctia g, < A® v&i metric cam sinh boi g .

Tt tinh chat cua lién thong chinh tic va dw, ta co:

2.5.1.4. Ménh dé. Véi G, - cau trac dong, ta co:

(CT246) Viw, = ! ow, w

- 5 ip " pjkl

(CT247)  Viw,, =

(5 Wy W = OWy Wy + OWy W, = OW, Wy )

1
2

(CT 2.48) Vg*ngﬂd = %Hé’w”z Wi —%(5Wip5w..w +0w, 0w, w

ij"" pkl pli + 5wip5wil Wk )

Ap dung (CT 2.45) va (CT 2.46) ta c6 d6 cong R cua lién thong chinh tic V lién quan dén
lién thong Levi-Civita cho bdi cong thure sau:
(CT 2.49)

1

1
 t —[Vfdwjp —-Viow, } Wt §5wiS5w]pw

1
6 okl %[5Wiké‘wjl - 5Wi15ij:|

2.5.2. D) cong cua G, - ciu tric déng

Goi (M7,w) la G,- datap véi G,- cau trac dong. Ta co:



2.5.2.1 Ménh dé. Tensor Ricci clia G, - cau trac dong (M, w) duoc cho béi cong thirc:

(CT250) p, = ——d5w +— 5w,j§w

sjm vﬂ

(CT251)  px,=déw,w, +5w,6w, ——||5w||5

sjm vﬂ

2.5.2.2. B6 d&. Néu w 1a G,- cdu trac dong trén M thi:

(CT252) p,w, +%Rskirwhr —%Rshrw,m 1 (d5w +Viow, ) W+ 5 5w OW Wy,
(CT 2.53)
Rsljl Wotam — Rszkrwjllm RSllerbm Rszmrwjklr
%[(v%ws_, —VESW, )Wy, —(VESW, —Vfé'wik)wlmj]
+%[ (Visw, =VESW, )W,y —(Vidw,, = VEiow, )w,, |

%[ 5wl.j5wsp —5wsj5wl.p)wpk[m —(5wl.k5wsp —5wsk5wip)wplmj]

i[(é‘w oW, —Ow, 0w, ) Wik (5Wim5wyp —5wsm§wlp)ijkl]
Tu (CT 2.45) ta co:

s 1sm s sm rq Slq wsm

(CT 2.55) Vésw,w,, =V, Sww +%§Wkr§w W, Wy, =OW,0W,

(Vi Vowe A},)
Nhan 2 vé ciia (CT 2.52) v6i w ' va st dung d6ng nhat thirc Bianchi, két hop véi (CT 2.54)
ta co (CT 2.50).

Nhan 2 vé cua (CT 2.54) véi W,y » VA lai st dung déng nhat thic Bianchi ta c6:

(CT2.56)  R,w, =(Viow, —Vidw, )+ 4(5w Sw,, —Sw,ow, )w

silr jpk

Tu (CT 2.56) ta co:

(CT 2.57) p* =R, w,w. =dow,w, —Vioww, +— 5w OW W, W

sim is "' sim Jpk "7 sim
S6 hang tht 2 da duoc tinh trong (CT 2.55). S6 hang cudi cung ta két hop (CT 2.44) va (CT
1.7), ta co:
(CT 2.58) O day Swe A’



5M/1jé‘wsp ijk Wsim = <_5ijwjki - 5ij Wjip ) 5Wsp Wsim

=0ow,, (5ij Wi Waim FOW W0 W )
= 6w, 0w, (~ Wy + 8,5, = 8,0, )+ W, 0w, (-w,,, +5,5,,-5,5,)
=—|ow|’ S, + 45w, ow,

Do do (CT 2.51) dugc suy ra tu (CT 2.58), (CT 2.55), (CT 2.57). U

Tu (CT 2.55) ta co:

(CT 2.59) dow,,w,, =3[ow|
Tur (CT 2.50) va (CT 2.59) ta c6 cong thirc cho d6 cong vo huéng cia G, - cu triic nhu sau:
2.5.2.3. Bo dé. o cong v hudng cia G,- céu trac dong khong duong trong khi do cong vo

hudng  thi khong am.

1
s=-Louf
(CT 2.60)
| 2
=L

Trong (CT 2.60), tensor Ricci p° ¢6 biéu dién nhu sau:
(CT 2.61) o' =p +%H5WHZ g

2.5.2.4. Pinh nghia. Lién thong chinh tic cho ta mot tensor Ricci thir 3 ma ta ki hiu 1a p

nhu sau:

Py =R,
2.5.2.5. B6 dé. Trén da tap 7 — chiéu ¢6 G,- cAu tric dong, tensor Ricci cta lién thong chinh
tac lién quan t6i tensor Ricci Riemann qua cong thic sau:
. 2
P—EP
Chtng minh:
Tu (CT 2.49) ta co:

~ 1 1
pil = pil _Ed5w ijijl +g5wisé‘wls

p

Tt PT nay va két hop voi (2.50) ta c6 diéu can chirng minh. i
2.5.2.6. Ménh dé. 3 — dang Ricci ctia G, - cau trac dong cho béi:

1 1
(CT2.62) p,, = —ZH§wH2 W —dSw,, - E(é‘wﬁ&wpiw

ik T OWOW, W +5Wji5Wpink/)

piplj



(CT 2.63)

1
P =2dow,, +Z(5Wy5ijwpsk +Oow, oW, W, + 5wsj5ijwpki)

2.5.2.7. Pinh li. Dt (M7, w) la G,- chu tric véi dang co ban dong. Néu (M, w) la
Einstein va * -Einstein thi M la song song.

Chimg minh: Gia st (M,w) 1a G, - cu triic v6i dang co ban déng. Gia sir ring ca phuong
trinh Einstein va phuong trinh * -Einstein déu théa man. Ménh dé 2.5.2.1 trong trudng hop

nay cho:

1
Ow; 0w, = 7”5”’”2 S,
(CT 2.64)

ijk "V ijm

dSw,w,, = %||5w||2 o
Két hop (CT 2.64) véi cac phuong trinh (CT 2.48) va (CT 2.62), ta co:
* 3 2
Py =2d0y —g\WWH Wik

(CT2.65)  V¥Vew —%||5w||2 Wy,

UL

Turdosuyra:

(CT2.66) dow= i||5w||2 w

Xem [3], tic gia Bryant da chi ra rang trong 1 da tap Einstein v&i G,- ciu triic dong phan
A3, ciia dow duge cho boi phan A}, ctia *(Sw A Sw). Bay gid ta s& chi ra ring phan

A5, clia *(Sw A Sw) bi triét tiéu.

2.5.2.8. Bo dé. Goi « 1a 2 dang trong A;,. Khi d6, phan A}, cua *(a A ) triét tiéu khi va
chi khi a =0.

Chtrng minh:

Thugn: Gid sit o 12 2 dang trong A}, khi do: @ ® @ € S*A}, < §7(A?). Ta co:

S2A124 = V(S?z) + V(é?z) + V(lo,o)

Ta da biét 4nh xa



S*A* > A
Bvy=Bvy
La toan anh va dang bién. Tir bo dé Schurs, taco: a Aa e A3, ® A} néu a e A’,.

bio: Gia sir (e rax),, =0.Tacd thé két luan duoc rang o A a = ¢ *w v&i moi hang s6 c.
Tuy nhién , khi & 13 2 dang trén 1 khong gian c6 chiéu 1é thi n6 sé& bi suy bién. Goi X e[’
la vecto khac khong sao cho X—a =0. Khi doé:

cX—rw=X—(anra)=2(X-a)ra=0
Nhung vé tréi sé triét titunéu ¢=0.Do d6 a@a € Voo khi & € A}, thoa man
(a A a) =0. Nhung V 02) 1a khong gian trong d6 d6 cong Riemann phang Ricci clia G, -
da tap song song, khi do: ||05||2 =0.

Tu do,taco: ow=0,khi V¥w=0.
2.5.3. Cong thirc tich phén trén G, - da tap déng.

2.5.3.1. Ménh d&. Cho (M,w,g) 1a G,- da tap compact v6i dang co ban déng. Khi do:
1 4 7
C€T267) | (QHMH H - p Wi, SW,, = (OR), w/k,é'wb/.)dV =0
M
2.5.3.2. B6 dé. Trén G, - da tap compact v6i dang co ban déng, ta co:
(CT 2.68) j R 10, 0w, 5w, dV = | ( |dow]’ —va5wH ~2p, 5w, 6w, jdV

2.5.3.4. Pinh Ii. Cho (M,w,g) 1a G,- da tap compact v6i dang co ban dong w. Gia sit ring
phan A’ clia d6i vi phan cua tensor Weyl triét tiéu, SW = 6W,;. Khi d6 (M, w,g) 1a 1

khong gian Joyce (xem chuong 1)

Chtng minh:
Trén da tap Riemann 7 — chiéu, tensor Weyl duoc biéu dién nhu sau:
— g — 1
Wi = Ry =& + &y + iy | h= 3 P _Eg

Tir d6ng nhét thirc Bianchi thir 2, ta co:
Vip,=Vip, (5R)

(CT 2.69) ds, =2Vip,
(W), =—4(VEh, = Vi)



Diéu kién cua dinh li din dén:
4 2

0=(W),, Wiy = (Vs =V 2 )y = sy
Do dé:

4 ‘
(CT 2.70) g(5}3),”)_ W, 0w, =(VEp, = VEp, Jw,ow, =0 (vi Swe A},)
bit K, = w,,p,6w,. Phuong trinh (CT 2.70) két hop véi (CT 2.50) ta c6:

1 2
oK = —Epjkﬁwﬂé'wk, - 2||p||
Lay tich phan trén M, ta c6:
2

CT2.71) [ puow,ow,dV =4 o] dv

M M
Tur (CT 2.70), (CT 2.71), (CT 2.61), (CT 2.67), ta cb:

1 4 14 2

[l =lowl +=|p" |av =0

1124 3
Vay dinh li dugc ching minh. L

2.5.3.5. Pinh li. Moi da tap 7 — chiéu compact voi G,- ciu tric dong 1a Einstein véi lién

thong chinh tic 1a khong gian Joyce.



Chwong 3: MO RONG VE G, - CAU TRUC

3.1. Nhic lai va bd sung vai khai niém sé dugc sir dung
-Pat AV 1a khong gian k — tuyén tinh phan xing trén khong gian tuyén tinh V" .
Voimoi @e(A*)V" takihidu o la dnh xa tuyén tinh
[o:V" > A (V")
x - (xJa)) =o(x,...)
- Mot k — dang duoc goi la da ddi ngau, néu /@ 1a mot don anh. Lép cac da ddi
ngau 3 - dang trong khong gian 7 chiéu dugc xdy dung boi Bures va Vanzura.
- C6 8 kiéu trong cac dang nay, giita ching c6 hai 16p chung 1 G, — dang a)l3 va G,
—dang @;. Chang c6 cung phuong dudi GI (V7) — tac dong
- GZ(V7)(a)l.3) (i = 1,2) 1a mot tdp mé trong A’ (V7 ) .
- Nhom dang huéng tuong tmg 1a nhém compact G, va nhom khong compact d6i
ngiu G,. Ta c6 biéu dién chinh tic ciia G, —dang @, .
(CT3.1) @ =0r0ANO,+a,nO +a, O, +a, NOa,
Vé6i 122 —dang trén V7 duoc viét boi
(CT3.2) =V AV, TV AV,
Oy = NNV =Ny
Ay =VINYy T I Ay
(6,,6,.0,,,,9,, 75, ¥,) 12 co s& c6 huéng ciia (V7 )*
- Motdatap 7 — chiéu M’ duoc goilacod G, — cAu tric néu c6 mot 3 — dang ¢3 trén
d6 sao cho Vxe M, dang ¢3 (x) la G, —dang.
- Mot G, — cu triic ¢ dugc goi la dong, néu dg=0. Tinh dong cia G, — céu triic ¢
1a diéu kién can dé G, - cau trac 1a phéng, turc 1a d§ cong Ricci ciia metric Riemann
lién két g(¢) (voi moi phép nhing chinh tic G, — SO(7)) triét tiéu. Ta nhan thay

rang vi du dau tién ctia metric Riemann véi holonom G, dugc xay dung bdi Joyce



bang cach lam bién dang G, - ciu truc dong. 3 — dang dong dugc st dung boi
Severa va Weinstein dé 1am bién dang cau trac Poisson.

- Taciing goi mot G, cau triic dong 1a nguyén ven néu dbi dong diéu cia G, - dang ¢
13 mot 16p nguyén ven trong H’> (M7,D ) cH’ (M7,D )
3.2. Hai cich dwa G, - ciu tric dong 1én S° x S*
Trong dinh 1i 3.2.2 va 3.2.4, ta xét nhitng da tap dong S’ x S* trong nhém lie nira
don SU(3) va Gx(SU(2))", N=80+8xC;.
V&i mdi nhém lie nira don G, ton tai 3 — dang bat bién kép ¢3 duoc dinh nghia voi dai sb
lie g =7,G nhu sau
(CT33) 4 (X.Y.2)=(X[Y.Z])
0 do (, ) ki hiéu dang Killing trén g.
3.2.1. B6 dé. Dang ¢ 1a mot da ddi ximg

Chtrng minh.

Ta sé& chi ra rang / E 1a don anh. Ta nhan thiy néu
0

X eKerI¢3 thi

0
CT34)  (X[r.Z])=0 (VY.Zeg)
Chiéu nguoc trai véi tinh nira don cia g .

Xét nhom G = SU(3). Véimdi 1<i<j<3, dat gl.j(g) la ham phtrc trén SU(3)
cam sinh tir biéu dién p cua SU (3) trén [1°.
(CT 3.5) gl.j(g)::<,0(g)oei,;j>
0 d6 {e,=(1,0,0),e,=(0,1,0),e; =(0,0,1)} 1a mot co s& don vi ctia [1°. Ta dit X' Ia
tap con c6 dbi chidu mot trong SU (3) duogc ki hi€u bdi phuong trinh Im( g, ( g)) =0.1
3.2.2 Pinh li
Tap con X' 1a ddng phdi véi da tap S° x S*. Hon nita X' ¢ G, - dang dong @, cb gi6i
han 1a ¢ véi X'.

Chtrng minh.



it SU(2)={geSU(3)|p(g)o¢ =¢ < SU(3)

Dit 7 1a mot phép chiéu tu nhién.

(CT3.6) 7:SU(3)—>SU(3)/SU(2)

Ta dong nhat SU(3)/SU(2) véi mat cau S° <0’ ngoai trir biéu dién chuén p cua
SU(3) trén 0. Ki hidu p nhusau p(goSU(2))=goe,

Goi por:SU(3)—SU(3)/SU(2)— S’

bit §* = 8° 1a duong tron 16n gom céc diém v e S° sao cho : Ime' (v) =0

G do {e',i=1,2,3} 1a 1 - dang phirc trén [ * 1a ddi ngu cia {e,}

Anh IT7($*) gom céc g € SU(3) sao cho

(CT3.7)  Ime'(geog)=0<1Im(g,)=0

Do d6 X 1a phan thé SU(2) trén S*. Nhung phéan th¢ nay 1a giéi han cia th SU(2) la
I1"(D*) trén nira m3t cau D véi bien OD° = S*. Do do day la phan thé thé. Do d6 dinh
Ii duge chimg minh.

Ki hiéu m, (g) 1a phép nhén trdi véi g € SU(3).

3.2.3. B6 aé

X7 14 bt bién dudi tac dong ctia m, (SU(2))-m,(SU(2)). V6i mdi ve S*, ton tai mot
aeSO(2) va geSU(2) sao cho TI(g-a)=v. Nguge lai, VxeX’, ton tai
g1, 2, €SU(2) vi @ € SO(2)' sao cho

(CT3.8) x=goaog,

Chimg minh.

Tathdy X7 =T1"(S*) c6 quy dao cta tic dong m, (SU(2)) trén X7 lathe T (v).

Pt v=(cosa,z,,z,) € S*, (2, €). Tachon & € SO(2)’ sao cho

p(a)oe =(cosa,sina)ell’

Suy ra @ duogc ki hi€u mot cach duy nhat béi v véi ki hidu +. Ta dit:

w=(sine,0)el]’ :<ez,e3>®D



Suy ra (CT 3.9) ‘22‘2 + ‘23‘2 =sin’ &

Vi SU(2) tac dong 1én mat cau S° véi ban kinh ‘sin 05‘ trong [ * = <€2 ,€3> , nén ton tai
ge SU(Z) sao cho

p(g)ew=(z,z) = T(gea)=v

Tadodo X' =T1" (S4) nén ton tai g,,g, € SU(2) va o € S0(2)1 sao cho x=g,.0.g,
Tir (CT 3.8) gitp ta kiém tra duoc ring gia tri cia @ tai moi o SO(2)1 cX' la G, -
dang, vi ¢03 12 dang mot bét bién kép trén SU (3) . Ta s€ chia dinh 1i 3.2.2 thanh 2 budc
Budc 1. Ta chi ra gia tri @’ tal x=e

Budc 2. Tachiragidtri @’ tai o € 5’0(2)l

Budc 1. Ta ching minh af(e) € X'. Ta dung metric Killing dé dong nhat dai sb lie
SU (3) voi d6i dai sb g. Vi vay ta khong phan biét dbi vecto va vecto, da vecto va dang
ngoai trén SU(3). Ta co

(CT3.10) T.X ={veSU(3):Img,(v)=0}

Ta dong nhat gl(D 3) voi [° ®(D 3)* va ta dinh nghia ¢, € gl(D 3) la dang e, ®(ej )*
Tinh toan ta c6

(CT 3.11) af(x(,):ﬁ&lA52A53+ia)lA5l+lw2A52+ia)3A53

T T T

&d6 O, 1a 1 —dang trong T.X " dugc dinh nghia nhu sau

(ezz - 633)

l
2
(CT3.12) 16, :?(% —ey)
2

Honnita @, 1a 2 —dang trén 7,X 7 ¢6 biéu dién nhu sau
20, = —(e12 — 621) A i(e12 + 921) + (613 - 631) A i(e13 + e31)

20, = _(elz _621) A (613 _631)_i(612 + 621) A i(eB * 631)

20,=—(e, —e, ) nile, +e, ) +i(e, +e,)A(e; —ey)



So sanh (CT 3.11) v6i (CT 3.1) suy ra hai 3 — dang nay la GI([17) twong duong. Suy ra
@’(x,) 1a G, - dang. Budc 1 chimg minh xong.

Budc 2: Dung buéc 1, ta chi ra rang

(C€T3.13)  Dm,(a”)(T,X7)=T.X (Vaeso(2) cx’,aze)

Vi X" >a-SU(2),néntaco

(CT3.14)  su(2)cDm,(a)(T,X7)

Ki hiéu SO(3) 1a nhém tryc giao chuan cia [1° <[1°. Vi ¢ €SO(3)c X’ nén ta c6
Dm, (a™)(T,50(3)) = Dm, (o™ )(T,X"). Dic biét, ta co

€T3.15)  ((ey—ey): (e —ey))®0 < Dm, (a)(7,X7)

ViSU(2)-ac X', taco

(CT3.16)  Ad(a)su(2)< Dm, (o )(T,X7)

Dung cong thuc

Ad(a™ ") =exp| —ad t-MJ , t#0
() p( ( g

Két hop tir (CT 3.14), (CT 3.15) va (CT 3.16) ta c6

(C€T3.17)  (i(e,+ey)i(e;+e,))®0 < Dmy (o) (T,X7)

Két hop voi (CT 3.14), (CT 3.15) ta c6 (CT 3.13).

Vay dinh 1i 3.2.2 dugc chimg minh.

Pé dua G, - ciu trac dong 1én S° x S* ta két hop dinh 1i 3.2.2 véi cach chimg minh cua
dinh 11 3.5.5.

3.2.4. Dinh li

Cho ntra nhom lie don G, compact, don lién va véi bat ky G, - cau triic déng ¢ trén

3
80+4.C8

S®x S*, ton tai mot phép nhung f:S°xS* > G'= GX(SU(Z)) sao cho gidi han
cta dang bat bién kép chuan ¢ tr G' téi f (S3 xS 4) bang ¢ . Hon nira, ta can chi ra rang
cai kéo lai (ngoai trir phép chiéu) ciia mot d € H> (M 0 ) voi anh f (S ) 4) bang voi

[¢le H (M,D).



Chtrng minh.

Taco H'(SxS*0)=x,(S")=C

Ma gid thiét ciia dinh 1i 3.2.4 thita c6 H’(G,U )=7,(G),néntacéndnhxa f,: M —G
sao cho diéu kién thir 2 trong dinh 1i 3.3.4 théa man. Chiing minh tuong tu dinh 1i 3.3.4, ta
co f: M 7 — G nhang vao f . Ta chi can phai chi ra rang s6 chiéu cua da tap 13 thoa man.

Thay vi s6 7 trong M, ta chon 4 dia m& phu 1én S° x S*, trong tu nhu budce 2 caa dinh 1i
334. U
3.3. Khong gian phd dung cho G, - ciu tric déng

Trong phan nay ta s& chi ra rang bat ki G, - cau trac dong ¢ trén da tap 7 — chiéu M tron,
compact c6 thé cam sinh tir mot phép nhing M’ 1én khong gian phd dung (Z),Z) .

Dinh nghia khong gian phd dung dya trén cong trinh ctia Dold va Thom.

bat SP? (X ) 1a tich ddi xtng q — thanh phan ctia mot khong gian compact dia phuong,
paracompact hausdorff; tirc 1a SP? (X ) 1a khéng gian chia thuong Cartesian q — thanh phan
(X?,0) trén nhom hodn vi o, . Ta s& ki higu SP(X,0) la gi6i han ciia SPY(X) voi lién

hé sau

X =SP'(X)—15SP* (X )—2—..——>SP!(X)—1>...
& do SPq(X)%SPq”(X):[xl,xz,...,xq] H[O,xl,xz,...,xq]
Ta c6 thé viét

(CT3.18)  SP(X,0)= Y SP(X)/([%,%,,.0%, |0 [ 0,%,%,,....%, |)

Nén ta ki hi¢u i, 1a lién hé chinh tic SP?(X ) — SP(X,0)

3.3.1. Pinh Ii

T6n tai dang cau ty nhién j: H, (X,D ) -7, (SP(X,O)) (voi g >0)

3.3.2. B6 dé

Bét ki ban do lién tyc f: M’ — SP (S 3,0) 12 mot dong luan twong duong véi mot ban do
lin tue [ : M7 — i, (SP*(8%)) = SP(S°,0).

Chtrng minh.



Ta xét su phan hoach sau S° =[] ’ U {O} . Khi @6 SP? (S 3) c6 su phan hoach sau

(CT 3.19) SPq(S3):{0} g (D3)P

p=l

Theo d6 (CT 3.20) SP(S5%,0)={0} U’ (53)p

p=l1

Pat ¥’ (SP(SS,O)) 1a khung 7 — chiéu cua SP(X3,0) :
Suy ra anh xa lién tuc f:M — SP(S3,O) dong luan v6i  4nh xa
PEYVaES (SP(S3,O))
Do do vi iy : SP*(S”) — SP(S”,0) chinh the nén két hop voi (CT 3.19) va (CT 3.20) thi bo
dé 3.2.2 dugc chimg minh.
bat dx; ,i=1,2,3 13 bat bién trai 1 — dang trén Sf (S3 = SU(Z)) d6i ngiu voi 0,,0,,0;
trong (CT 3.11). Khi d6:

dx; = \/dejz. A dxj
(CT 3.21) dsz. = —\/de} A dx?

dx; = \/de} A dsz.
bit 7, :HI;ZIS; - SJ3. = S° 1a phép chiéu chinh tac. Ta viét gon IT; (dx;) bang dxj..
3.3.3. Bo dé

k _
Dang vi phan h= de} /\dsz. A dxj 1a dong, n6 giam xudng mot dang vi phan A trén
j=1

SP* (). Dang h nay 1a phan tir sinh cua H° (SP" (s°).0 ): o (SP" ($°).0 ):D .
Chtrng minh.
Dé thiy 4 la déng. Hon nita dang 4 1a bat bién duéi tac dong ctia nhém hoan vi o, trén

Hf.‘szj. . Diéu nay chi ra rang ton tai h trén SP* (S3) .
Mit khéc, vi tich phan cia A trén [ 0.0 (S3 = SPI(S3)) c SP* (S3) bing 1 nén £ la
phén tir sinh cua H3(SPk(S3),D ):H3(SP"(S3),D ) -0 .

3.3.4. Dinh Ii



Gia sir ¢ la tich phan G, - dang dong trén da tap tron M 7. Khi d6, ton tai mot phép nhung
M’ %(Z),%) sao cho f*(Z):gé
Chtrng minh.

Ching minh dinh 1i nay, ta dua vao nguyén ly — H (xem phu luc)
Nhic lai :

Goi V' va W 1a nhiing da tap tron. Ta ki hi¢u (V,W)(r) , ¥ >0 la khong gian cac r — tia tur
V—>W . Ta coi mdi anh xa f:V —W nhu mot thd V xW :(V,W)(O) trén V. Vi
(V7)) 1a mot thé trén ¥, va ta ki higu p” 1a phép chiéu chinh tic tir (V,)" 161 V7, va
p; 1a phép chiéu chinh tic tir (V)" — (v, )"

Gia sir mot quan hé vi phan Rc (V,W)(r) thoa nguyén 1i H cho anh xa f,:V > W, néu
mdi 14t cat ¢, : ¥V — R nam trén f;, (thc 13 p) o @, = f;) c6 thé dugc mang t&i mot lat cit
holonom ¢ béi mot dong luan cua l4t cit g V-oR,, te [O ;1] , v&i moi 1an can ma bat ki
U cua fO(V) trong V' xW . V&imottapmo U C V x W ta viét

R, = (pg)_l(U)m Rc(V.w)

Nguyén li — H duoc goila C O - tri mat, néu no théa C°, gan nhu véi moi fv-w.

Goi h la k - dang vi phan tron trén W . Mot khong gian con T < 7T, W duoc goi la h(a)) -
chinh qui, néu phan tich cia Th(w) v6i giéi han dong phoi

AT W — AS'T
T Wi AT

Mot phép nhiing chim f:V — W dugc goi la A - chinh qui néu Vv eV, khong gian con
Df(TvV) la h(f(v)) - chinh qui.

Goi G 1a mot nhom hiru han trén W . Khi d6 qui dao W=W/G cothé dong nhat v6i dang
vi phan G - bat bién trén W .

Bt ki 4nh xa 7 -V > W cbthé duoc coi nhu mot G - bat bién da xa . Nguoc lai, batki G
- bat bién da xa déu giam duoc xuéng anh xa 7 -V —> W . Ta n6i réng: mét G - bit bién da

xa f :V — W la mot da nhung chim /4 - chinh qui tai moi nhanh cua f.



Dinh nghia nay c6 thé giam xudng toi W va cho cht ¥ vé sy nhiing chim h - chinh qui.

N6i cach khac ta dinh nghia H — nguyén li cho G - bat bién da xa tir V' — W tuwong duong
véi H — nguyén 1i cho 7: VoW,

Gia stir cho mot quan hé vi phan Rc (V,W)(r). Lay k>r,kell va goi CD(U) la khong
gian C* - nghiém cia R trén U (véi moi mé U < V). Gi6i han QJ(U) — q)(U')
(‘V’U 'cU ) lam @ thanh mot bo. Tandi @ thoa nguyén i — H néu R thoa nguyén 1i — H.
Mot b @ duoc goi la udn duoc (vi uén), néu anh xa gidi han @ (C ) — CD(C ') la mot théd

(vi thd) véi moi cap tap con compact C va C'< C trong M .

(mot anh xa a: A — A" dugc goi 1a vi thd néu F& >0 sao cho y co6 thé nang Ién thanh
mét y : Px[0,8]— A)

Bay gio ta gia st M’ 1a mot da tap compact véi mot G, - dang déng @. Vi ¢ khong triét
tiéu nén [¢] biéu dién mot 16p d6i dong luan khong thod trong H 3(M 7.0 ) ba tap

Mi=M’ x(—l ; 1) cho boi dang g =@ @ 0. Ki hiéu ®,,. 1a bo cac nhung chim h - chinh

—_—%

qui 7 tir M°® —)(W,Z) sao cho f [Z] =[g].

3.3.5. Ménh dé

B6 @, lavi ubn

Pat f, 1a mot nhing chim % - chinh qui ttr M*® — W sao cho 70* [Z] =[g]

Ki hi¢u FO M xW — M* sao cho Fo(v) = (v,?o(v)).

Pit [y  M®x W 13 dd thi cua f, (tic 1a anh cua F,), goi p(g) va p(Z) 1a cdi kéo lai
cuadang g va hotsi MExW .

Léy mot 1an can nho Yo I', trong M®xW . Tir 46 ¢6 bd dé sau

3.3.6. Bo aé

Do thi I', 1a mot co rut cta Y.

3.3.7. B6 dé



Gid stir 4nh xa F:M'>Y tuong ung v4i mot nhing chim /4 — chinh qui 7 MP W,
Khi d6, F 1a mot nhing chim d h - chinh qui.

3.3.8. B dé

V61 mot anh xa F:M®>Y val —dang ¢ trén M*®, dat D(F,¢)=F*(l:l)+d¢

Toan tir vi phan D la v6 cung bé kha dao tai (F,;ﬁ) vGi moi 4nh xa ? la nhing chim h -
chinh qui.

3.3.9. Ménh dé

—

Tbn tai 14t cit s cia thé Mono((TMg,g),(F (TW,h)) sao cho s(z)(TZMS) la khong

gian con A - chinh qui Vz e M°.

N
Trong truong hop W = (S 3) . Do th¢ truc giao song song hoa, nén

—%

F'(Tw)=Mx0
Chtrng minh.

Ta chtiing minh theo ba budc sau
. ) A . Ay 120 L 8 3No ) ,
Buéce 1: Ta chi ra sy ton tai cia mot 1at cat s, € Mono{TM ", M x[] sao cho anh cua

3N 3N,
s, 1athd con A - chinh qui trong M x[] " Goihla3- dang trén [ °

No
1 2 3
h= E dx. AdxT Adx]
J J J

j=1

D@ thay 4 1a da ddi xtng. Ta gia sir rang (wj ), 1<i<3 lavecto co sé trong [ f :
3.3.10. Bo dé
x ; . 3N
V6i mdi k>3 ton tai mot khong gian con k — chiéu V* trong [ ® sao cho V¥ 1a khong

gian con A - chinh qui. Ta chi ra rang

(CT3.22) N,>5+ (% - 2)(3 + gj néu k chin

oS B

Chtrng minh.



Xay dung 4nh xa nhing tuyén tinh £ :V* =[] Mo thoa didu kién cua bd dé 3.3.10

MOoi anh xa tuyén tinh f* c6 thé viét nhu sau

F=(ffor)s LiVE00 (i=1N,)

Giasurang V’ cV* c...cV* chudi khong gian con trong V" véi co s (el,...,ek) trong
Ve

Goi (el*,...,ek*) 1a co s& doi ngdu clia (Vk )* Han ché clia co so (el*,...,el.*) véi V' 1a co
s d6i ngu cia (e,,....e, ) €V'.

Tuong tu, goi gidi han clia v; v6i khong gian con V' ciing 1a V] (;t O). Giasit f,eV* sao
cho V3<i<k thi

(CT 3.23) <ﬁ*(A2(D?)),f;(Az(D32)),...,f;(,.)(A2(DZ(i)))> =N (V')

®U

Tir (CT 3.23) suy ra f (V') la h— chinh qui, vi

3 3 _ o) A2 3
1,(07x.x05, ) =@ A% (D7)
Véi i=3,tacod fy=1d va 6(1)=1. Gia su [ 4@ xay dung roi. Khi d6 dé tim £, voi
o (i)+l£ j<o (i+1) ta cAn tim mot nhing tuyén tinh fb,(l.) " fb,(m) sao cho

+12

* 2 3 * 2 3 * 1 i
(CT 3.24) < FA TSl (EEA WS (& 5(1-+1))>®] S, AN (F)
R T :

Dt file,)= w, ell’ niu ].2 5(1')

flea)=0  néu j=a()
Goi / la mot chi s6 théa 1</<i va j26&(i)+1. Khi do ta c6 f,(e)=0 hodc
fj(e,)za)]z. hodc f].(e,)za)j sao cho (CT 3.24) théa man. Do d6 ham suy rong cua
/; (¢,) thoa diéu kién trong bo dé 3.3.10.
Ta chon mot khong gian con h — chinh qui V"7 trong 0 ® theo b6 dé 3.3.10 ta tim mot 14t
it s, theo budc 1 véi s, € Mono(TM*®, M xV'"). s, nay tén tai vi the Mono(T,M*,0")
tuong duong dong luan véi SO(17) / SO(9) c6 nhom dong luan 7 ; trigt ti€u, j <18.

Nhu vay bude 1 thoa man.



Buéc 2: V6imdi s, ¢ bude 1, dat g, =g —s,"(h)

Ta chi ra su ton tai caa s, € End((TMg,gl),(M x[]*M ,h)) (s, khong can don anh)

[Nash 1956] (xem tai liéu tham khao) chi ra: ton tai mot sé hitu han cac phit mé U l.j , j=L8
ciia M® thoa tinh chét sau

(CT325) N/ AN/ =¢,Vj=18vai#k

Va U/ dong phéi véi mot dia mé Vi, j .

Vi U/ théa diéu kién (CT 3.25) (/) nén c6 thé nhing U.U/ vao [ *. Do d¢, véi mdi j,
uuU l.j c6 mot hé toa do dia phuong xj’., r= 1,_8, i :1,_8. Ta c6 thé viét

8
(CT326) g (z) = ij (z).,u;‘rz”z (z).abc;1 Ndx? ndX? T e (1,...,8)

=
Pit N, =8.C;, taco

5,(2)=(5,(2) 05, (2)): 5, (2) € End (T.M*,0)

sao cho s, (2)= 1, (2) 4 (2).4,,.,

(véi A(ax,)=3je,)

(e.e,.€;) 1a mot vecto co s¢ trong U3 (g =6(/.rr50)). Khi d6 s, thoa: s,(h)=g,. Do
d6 bude 2 duge chimg minh xong.

Budc 3: Dt s =(s,,s,) v6i s, xay dung trong bude 1 va s, xay dung trong budc 2

Suy ra s thoa diéu kién ménh dé 3.3.9.

Nhu vay: ap dung 3.3.9, 3.3.7 ta ching minh dugc dinh 1i 3.3.4



KET LUAN

Qua nhiing phan d trinh bay, muc dich cta ching t6i 1a tim hiéu vé G, cdu tric trén
da tap 7 — chiéu, ching t6i d4 1am rd duoc cac ¥ chinh nhu sau:

- Su ton tai clia G,- ciu tric twong dwong voi sy ton tai ciia 3 — dang khong suy bién
trén da tap.
- Chung t6i ciing dua ra cach xay dung G, - cAu tric dong trén da tap 7 — chiéu, ma

vi du 16 nhat 1a G, - cdu tric déng trén S’ x S*.

- Khi 3 - dang co ban cua G, - cdu trac dong thi d6 cong v6 huéng khong duong va
triét tiéu khi va chi khi cau tric d6 1a xoan tu do.
-Moi G, - cAu triic nguyén ven @ trén mot M’ compact c6 thé da nhiing trong mot

tich hitu han cia S* = U (2) v6i mot 3 — dang dong chinh tic h sao cho cai kéo lai cua h
bang véi ¢ .

- Tich phan ctia G, - cu tric déng trén da tap 7 — chiéu M7 c6 thé tim dugc bang

cach nhing M " vao khong gian phd dung (W3(80+8‘Cé), h).

- Do nhiing han ché vé nhiéu mat nhu: trinh d0, thoi gian,... Luan van da dung lai
trong nhirg khuén kho nhit dinh.

Chung t6i cling mong mudn s& con duoc tim hiéu vé G,- cdu tric trén cac da tap n —
chiéu v6i n>8.

Sau ciing, mic du da c6 nhidu ¢d ging trong viéc soan thao, nhung nhiing sai sot 1a
khong thé tranh khoi, t6i xin chan thanh ling nghe va cam on cac doc gia di, dang va s&
dong gop v kién cho quyén luan vin nay!

Chung t61 xin chan thanh cam on!

Tp HCM, ngay 24 thang 4 nam 2010
Tac gia

Nguyén Thi Hong Hanh
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PHU LUC

Al. Nguyén li — h va tinh kha uon
Néu V 1a mot da tap da dién dém duoc, compact dai phuong thi mdi bé udn duge trén V
thoa nguyén li — H.

A2. Gia sit ¢ 13 mot bé vi udn trén V' va dit mot da tap con V, €V nhén tac dong qua ¢.
Khi d6 ¢, = ¢‘V0 1a kha udn va do d6 n6 théa nguyén li — H.
Gia st U cU'cV 1a mét tdp con mo trong V. Ta ndi o, :U - U ',te[O ; 1], 0, =1d
tac dong vao bé @ trén tap con @' CI)(U ') , néu voi S, vamdi ped' c6 mot ddng luan
trong @ (U ) ma ta goi la &¢ sao cho
® 5g¢ = ¢‘u
o Néu ¢¢fc®' tai uyeU' va néu 6_(u,)=u, véi u,elU va t,e[0;1] thi
(608 )(u)=(3 ) (1y). Do do, ta viét $(3, (u)) thay vi (5;¢)(u),ueU.
e DitU, cU lathp con mé 16n nhit ¢ d6 ()|, = 1d . Khi d6 &; (¢) 1a hing sé theo
ttén U, .
e Néu 6, lahing sb theo ttrén U thi 5@ ciling 1a hang s6 véi t >t .

e Néu ¢p e ®'1a mot ho lién tyc thi é‘tqﬁp cling 1a 1 ho cling lién tuc.
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