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LO1 CAM ON

Pau tién, toi xin g&i dén TS. Tran Huyén, Khoa Toan, Trwong Pai Hoc Sv Pham
Tp. HO Chi Minh — ngudi d& tan tinh huéng dan t6i trong sudt qua trinh hoan thanh
luan van nay 1ong biét on chan thanh va sau sac nhat.
Toi cling xin chan thanh cAm on cac thay c6 trong truong Dai Hoc S Pham Tp.
HO6 Chi Minh da tan tinh gidng day va gilp d@ toi trong su6t qua trinh hoc tap cling
nhuw tim toi cac tai liéu cho viéc nghién ctu.
Vi kién thrc con han ché nén luan van khong tranh khéi nhitng thiéu sét, rat mong

duoc sw chi bao chan thanh clia cac thay, cac cb va cac ban.



MO DAU

C6 nhitng cach khac nhau dé xay dung ham tir mé rong Ext trong pham tru
mod dun va mdt trong cac cach dé 1a xay dung bang phép giai xa anh. Hon nita, ta
biét mot khong gian 10i dia phuong c6 thé xem la mot md dun ty do ma trén dé
dwoc trang bi mét topb 16i dia phwong nao d6. Bay gio néu ta thay pham tri mé dun
bang pham tri cac khéng gian 16i dia phuvong, mata s ki hiéu la pham tru £, thi
lidu rang co thé xay dwng dugc ham tir Ext trong dé hay khong? Theo dudi y tudng
nay, chung tdi da xay dwng duoc ham tir mé rong Ext trén pham tru £ va do cling
la muc dich chinh ctia cudn luan van nay.

B6 cuc luan van dwoc chia lam hai chuong:

» Chuong 1: Kién thtrc chuan bi.

Trong chwong nay chung toi trinh bay mot cach khai quat con dwong xéy dwng
ham t Ext trong pham tru mé dun. Bong thoi ching toi cling gi¢i thiéu mét sb khéi
niém vatinh chat co ban lién quan dén khoéng gian 16i dia phuvong. Qua dé trinh bay vé
pham trul cac khéng gian 16i dia phwong £ nham 18y 1am co s& cho viéc xay dung ham
tl Ext trong chinh £ sau nay.

» Chuong 2: Xay dung ham t&r Ext trong pham tru cac khéng gian 16i dia
phuong.

Muc dich ctia cudn luan van nay la xay dwng ham tir Ext trén £ va dugc trinh bay
rd trong chwong hai nay. O chwong nay chang toi sé gidi thieu mét sd khé niém va
tinh chat vé khong gian t6pd thuan nhat, vat xa anh tuwong doi tir d6 dwa ra cach xay

dung ham tir Ext bang phép giai xa anh twong dai.



Chuong |

KIEN THUC CHUAN Bl

Muc dich clia chvong nay gom hai phan chinh: trinh bay cach xay dung ham tir mé
rong Ext" trong pham tri mé dun bang phép giai xa anh vamot sd khé niém, tinh chét
co ban cta pham tru cac khéng gian 16i dia phwong. Cac chirng minh da dwoc lam ré
trong [1], [2], [3] nén viéc trinh bay chi nham muc dich nhac lai chit khong di sdu vao
chi tiét.

Trong sudt quyén luan van nay khi ta néi khdng gian topo X thi ki hiéu 7, lanoi
khong gian topo trén X, vandi khéng gian vecto thi ta hiéu la khéng gian vecto trén

truong sO thuc R .

Taxac dinh R lavanh hé t& cho cac md dun dwoc ndi dén trong bai viét nay. Dé

don gidn ta s8 goi ca&c R—mo dun trai la cac md dun, cdc R—dong cau la cac dong cau.
§1. PHU'C VA BDONG DPIEU

1.1.1 Pham tru cac phtc

binh nghta1.1.1.1
Mot phirc hop day chuyén cac md dun laho {X,,d,}gom cac md dun X, va
cac dong cdu o, : X, — X, ,, dugc cho theo tt cd cac sO nguyén n, hon nira

0..0.., =0. Nhu vay, phtrc hgp X lamodt day vo tan vé hai dau:

n*n+l

X=X« X 2 X« .., trong do tich hai ddng cdu ndi tiép nhau

n n+1

bang 0.



binh nghia 1.1.1.2
Cho X ={X,.,d,} va X'={X],d,}1acéc phirc. Mot bién d6i day chuyén
f:X — X’ 1aho cac dong cdu { f,: X, —» X/} saocho o, f, = f_,0, ddi v6i moi n.

Diéu kién sau cung tvong dwong véi diéu kién biéu do (1.1) sau giao hoan:

X X ¢ X ot X,

n-1° n+1

fn—l‘L fn ‘L fn+l ‘L (11)

X' oee X O X Ta X

n n+l )

V@ sau nay, doi khi dé gian tién chiing ta khong viét céc chi so cac dong cau, nhw
vay cé&c 0, 0, f cothé duoc viét mot cach don gidnla o, &', f . Tuy nhién trong
moi mot hé thirc dong ciu, ching ta phai ngadm dinh la chiing phai dugc danh s6 theo
cac chi s6 nao.

Dé thdy rang tich hai bién d6i day chuyén |a mot bién ddi day chuyén vatich cac
bién ddi day chuyén co tinh chat két hop.

Dé y thém rang, véi mdi phirc X ={X,,0,}, ho cac dong cau déng nhat
1, ={1, : X, > X,} lamot bién ddi day chuygn cotinh chat 1,.f = f va g.1, =g
néu céctich 1,.f , 9.1, 1a x&c dinh. Tir nhitng diéu trén tathdy |&p tat ca cac phtc 1ap
thanh mot pham trii véi céc ciu xa la céc bién doi day chuyén.

1.1.2 Dongluan day chuyén
Binh nghta1.1.2.1
Cho céc bién d6i day chuyén f, g: X — X' tr phirc X ={X,,8,} t6i phiic

!
n+l

X'={X,,8,}.Ho cac dong cdu s={s,: X, — X ,} _ dwgcgoi lamot dong luan

!
n

day chuyén gitra hai bién doi day chuyén f,g saocho &' s, +s,.,0, = f,— g, d6i Voi

moi n. Khi do taviét: s: f =g.



Pinhli1.1.2.2

Néu s: f = g lamdt dong luan day chuyén gitra cac bién déi day chuyén
f,g: X > X" vas:f'=g' ladongluan day chuyén gilta cac bién doi day chuyén
f', g X'—> X", thidong cdu fs+sg: ff = g'g la dong luan day chuyén gitra
ff,gg: X > X".

CO thé thdy rang quan hé dong luan day chuyén gitta cac bién déi day chuyén tir
phirc X t&i phirc X' la mét quan hé twong dwong.

binh nghta 1.1.2.3

Cho X, X'lacéc phtrc, bién doi day chuyén f : X — X'duoc goi lamot twong
dwong day chuyén néu ton tai bién déi day chuyén h: X’ — X va cac dong luan day
chuyén s:hf =1, vat: fh=1,..

Hai phirc X va X' macé mot tvong dwong day chuyén gittaching f : X — X'
thi duwgc goi lahai phirc twong duong dong luan véi nhau vataviét: X = X'.

Hién nhién rang, quan hé tvong dwong dong luan gitra cac phirc 1a mot quan hé
tvong dwong. N6 thuc hién sy phan hoach [¢p céc phirc thanh 16p cac bd phan, mdi bd
phén gdbm nhirng phtrc tvong duwong dong luén.

1.1.3 Céc ham tlr dong diéu
Binh nghia 1.1.3.1
Cho phirc X ={X,,d,},ddng diéu H (X )laho cac mo dun:

H (>():: F(effan

n

4« (1.2)

n+1% “n+l
Mb dun thuong H (X)) duoc goi [amé dun dong diéu thi n cla phirc X.
Céc phan ttr ciia mé dun con Kerd, duoc goi lacac chu trinh n — chiéu, con cac phan

t&r clia md dun con 0,,,X,,, duwoc goi lacéc by n — chigu. Khidé H, (X) lamé dun

n+l

thuong ctia mé dun cac chu trinh theo mé dun con cac bo. Lép ghép cliachu trinh ¢



trong H, (X) duoc viét laclsc hay {c}.

Tandi rang céac chu trinh n - chiéu ¢ va ¢’ thudc cing mét [6p dong diéu
(clsc=clsc’) 1addng diéu véi nhau (c ~ ') ; diéu nay xay rakhi vachi khi
c—-CcedX,,,.

Cho cécphirc X ={X,,8,}, X'={X],d,} va f : X — X' |amét bién d6i day
chuyén. Tir d6 v6i mdi 6 nguyénn, &nhxa H, (f):H, (X)—H,(X'), ma
H,(f)(c+0X,,)=f(c)+a'X., hay H (f)(clsc)=cls(f(c)), lamot dong cau
duoc cdm sinh bdi bién d6i day chuyén f. Dé dang kiém tra dé thdy rang, cac dong cau
cam sinh nay théa céc hé thirc: H, (1,)=1, va H (gf)=H, (g).H,(f).Dovay,
voi mbi neZ, H, tré thanh mét ham t& hiép bién tir pham trii cac phirc va céc bién
d6i day chuy@n téi pham tri cac mé dun, tvong tng moi phirc X véi mé dun dong dieu
H,(X) vatwong (ng véi moi bién déi day chuyén f : X — X' voi dong cau

H.(f):H,(X)—>H, (X).

Tagoi ching la céc ham tir dong diéu. Lién quan t¢i c&c ham tlr dong diéu H taco:
Binh i 1.1.3.2
Néu f, g: X — X' lacéac bién doi dong luan day chuyén tir phirc X téi phirc X’
thi véi moi neZ tacé: H,(f)=H,(g):H,(X)—>H,(X).
Hé qua 1.1.3.3
Néu f: X — X’ lamdt tvong duong day chuyén thi véi mbi ne Z, dong cau
H,(f):H,(X)—>H,(X") ladang ciu.
1.1.4 BAi dong diéu

Cho phirc X ={X,,d,} cac md dun va G lamot mé dun. Taxay dung nhém aben

Hom( X,,,G) macéc phan i clia n6 la cac dong cdu md dun f : X, —» G; s duoc goi



la cac dbi day chuyén n — chiéu cla phirc X. D6i b clia dong cau f dé la d6i day
chuyén (n + 1) — chiéu:

8"(f)=(-1)"" f0,4: X, > G

Dé thiy 6".0"" = 0 nén day
.= Hom(X, ,,G)—2— Hom(X,,G)—<— Hom(X,.,,G) - ...
la phirc hop cac nhém aben, dwgc goi 1a Hom( X, G); hon nira theo nhu thdng 1& moi
mot nhém s& duoc viét theo chi s trén: Hom' (X,G) = Hom( X,,,G) . Néu phirc X 1a
duong theo chi s du6i thi phirc Hom(X,G) la duong theo chi S5 trén.

Pinh nghtal1.1.4.1
Pong diéu cliaphtrc Hom( X,G)dwoc goi laddi dong diéu clia phirc X véi hé sb

trong G. D6 la ho cac nhom aben dwoc danh s6 theo chi sb trén:
H"(X,G)=H"(Hom(X,G)) = Ka%Hom(xn_l’G) (1.3).

Céc phan tlr ciia Kers" dwoc goi la d6i chu trinh n — chiéu, con cac phan tir clia
SHom(X,_,,G) duoc goi 1a d6i bo n — chiu. Nhu vay mét ddi chu trinh n - chiéu la
mdt dong cdu h: X, — G sao cho ho =0.

Moi bién doi day chuyén f : X — X' cdm sinh bién do6i day chuyén
Hom( f,1): Hom( X’,G) — Hom( X,G) mavéi mdi sd nguyén n ta co:

Hom"( f,1): Hom(X',G) - Hom(X,G):a - af,.

Dé y thém rang, bién d6i day chuyén Hom( f,1) s& cdm sinh, véi mdi ne Z,

dongcau f :H"(X',G)> H"(X,G) ma
f*(c+ 5’Hom(Xr’,_l,G)) =cf + SHom(X,,,G) hay f"(clsc)=cls(cf) (1.4).

Hon nita, véi bat ki phirc X thi moi dong cdu h: G — G’ cam sinh bién doi day



chuyén Hom(1,h): Hom(X,G)— Hom(X,G') mavéi moi sb nguyén n ta co:
Hom"(1,h): Hom(X,G) —» Hom(X,G'):a - ha .

Tuong tu, bién d6i day chuyén Hom(1,h) s& cdm sinh, v6i mdi ne Z, dong ciu
h:H"(X,G)—H"(X,G') ma

h (c+dHom(X,,,G))=hc+5Hom(X,,,G') hay h(clsc)=cls(hc) (1.5).

Vivay Hom(X,G) va H"(X,G) lacéc song ham tir, hiép bién theo G vaphan
bién theo X.

Ménh dé 1.1.4.2

Néu s: f = g la dong luan thi bang cach dit t"* = (—1)'”13: ta ¢c6 dong luan
t:f =g

Ménh dé 1.1.4.3

Néu X, X' lahai phtrc twvong dwong dong luan thi cac phirc nhdm aben
Hom(X,G), Hom(X',G)ciing tvong dwong dong luan.

Ménh dé 1.1.4.4

Néu X, X' lahai phirc trong dwong dong luan thi véi méi ne Z ta c6 dang ciu

nhém gitta cac nhém ddi dong dieu: H"(X,G)= H"(X',G).



§2. XAY DUNG HAM TU EXT TRONG PHAM TRU
MO BUN

C6 nhitng céch khac nhau dé xay dwng ham tir Ext" (mo6t trong hai tru cot ciia ham sd
dong diéu), tuy nhién & day ta chi trinh bay phép dwng ham tir ndy bang phép giai xa
anh. Vi vay, chiing ta s& bat dau bang cac khai niém vatinh chét vé phép giai xa anh.
1.2.1 Phép giai xa &nh

binh nghta1.2.1.1

Cho Alamdt mo dun tuy y, tagoi phép gidi xa anh clia A lamét day khép cac
mo dun xa &nh va cac dong cau:

> X, =X~ o X, > X,>A>0 (1L6)

NGi riéng, néu X, 1a mé dun tv do ( t.u. md dun xa &nh) v&i moi n>0 thi (1.6)
duoc goi lamdt phép giai tv do (t.w. phép gidi xa &nh) clia m6 dun A.

TUr “tinh d0 nhiéu clia cac md dun tw do”, nghia 1a “mdi mé dun X dang ciu Voi
m6 dun thuong cla mdt md dun tw do ndo d6”, ta cd dinh If sau khéng dinh sy ton tai
cla phép gidi xa anh.

Pinh1i1.2.1.2

Moi md dun A déu c6 mdt phép gidi tu do.

Theo dinh i 2.1.3 ta da chirng minh dwoc sy ton tai phép giai xa anh ctia mé dun
A. Sau day chung ta sé chirng t6 tinh duy nhét clia phép giai xa anh, theo nghia hai
phép gidi xa anh bat ki clia cing mdt mo dun A déu twvong dwong dong luan. Ta co
duoc diéu nay nho cac ménh dé sau:

Ménh dé 1.2.1.3

Cho h: A— B la dong cau ctia md dun A vao m6 dun B bét ki va

o X 2o X s X > X, > A0

la mot phép gidi xa anh bat ki ctia A,
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oY, -2y 2. 5Y,>Y,>B->0

7 "n-1
la mot phép gidi xa anh bat ki ctia B.
Khi dd, ton tai cac dong cau f : X, —Y,, n>0 sao cho biéu do sau day la giao hoan:

o X, 2o X s X, > X, > A0
TRV S td o,y nd

oY, 25 Y —25.5Y,>Y,>B>0

Céc dongcau f ,n>0 vah lap thanh phép bién ddi day chuyén X — Y.

Ménh dé 1.2.1.4

Cho X, Y lacac phép gidi xa anh clia cac moé dun A, B nhu trong ménh dé 2.1.4
va f ={f,,h|n>0}, g={g,, h|n>0} lacac phép bién d6i day chuyén X — Y . Khi
do f dong luan voi g.

TU hai ménh dé trén ta thu dwgc dinh Ii sau:

Pinhli1.2.1.5
Hai phép gidi xa anh bat ki clia cuing mdt mé dun A déu twong dwong dong luan.
1.2.2 Xay dwng ham tlr mé rong Ext"

binh nghta 1.2.2.1

Cho AvaB lacac mo dun va

> X, =X~ > X, > X, >A>0
la phép gidi xa anh cla A.
Xét day: Hom(X,B):...—» Hom(X,,B)—2—>Hom(X,,,B)— ...
Khi d6 v6i moi s6 nguyén duong n, déi dong digu H"(Hom( X, B)) goi latich
mé rong n — chiéu clia cic md dun A va B dé cho vaduoc ki hiéu la Ext" (A B).
Véin=1, tadung ki hiéu Ext(A, B) vagoi né latich mé rong clia cac mé dun A

vaB. Ngoai ra, tacling dinh nghia Ext’( A B)=Hom(A,B).
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Theo ménh d& 1.1.4.4 va dinh 1i 1.2.1.5 tachtng minh dwoc rang cac nhém doi
dong diéu H"(Hom( X, B)) khong phu thudc vao cach chon phép giai xa anh cliamo
dun A. Nghia lanéu X' cling la phép giai xa &nh clia A thi ta co:

H"(Hom(X,B))=H"(Hom(X’,B)).
Do d6 dinh nghta tich mé rong nhu trén lahop li.
Pinh nghia 1.2.2.2
Cho A lamodt md dun c6 dinh, ham t&r Ext" (A —)laham tl tir pham trt mo dun

d&n pham tru cac nhém aben duwoc xay dung bang cach cho tvong ¢ng:

e  MO0i md dun B véi mot nhém Ext" (A B).

e  Mdidong cdu o :B— B'voi mot dong cdu . : Ext"(A B)— Ext"(AB') ma
a. (clsc) =cls(ac) voi mobi clsce Ext"(A B).

Ménh dé 1.2.2.3
Hamtlr Ext"(A—) lahamtd hiép bién, tirc 1a né théa hai tinh chat:
) (). =Lepng

i) (aZ'al)* = (az)* (051)* :
binh nghia 1.2.2.4

Cho B lamo6 dun c6 dinh, ham tl Ext”(—, B) laham ttr tr pham tra mé dun dén

pham tri cac nhom aben dwoc xay dung bang cach cho twong ¢ng:
e  MOGi mddunA véi mot nhém Ext" (A, B).

e  MOiddng cdu y: A'— A v6i mdt dong cau y 1 Ext"(A B)— Ext"(A,B)ma
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7 (clsc)=cls(cy) v6i mbi clsce Ext"(A B).

Ménh dé 1.2.2.5
Hamtl Ext"(—,B) lahamtl phan bién, tirc [a n6 théa mén hai tinh chat:
) (L) :lExt”(A,B)
i) (7/2'7/1)* :(71)*(72)*'

§3. KHONG GIAN LOI BIA PHUONG

Trong sb cac khong gian vecto tdpd, mot [6p khong gian dac biét quan trong la cac
khong gian |6i dia phwong. Do do triedc khi trinh bay khai niém vé khong gian 16i dia

phwong, ching ta sé xem lai khai niém va cac tinh chét vé khong gian vecto topd vavé

cac tap hop 16i, can, hut.
1.3.1 Tap hop 16i, tap hop can vatap hop hat
binh nghia 1.3.1.1

Tap hop con A clia mdt khéng gian vecto E dwgc goi l1aldi néu vai moi X, y
thudc Atacd Ax+uye Avei A, u>0va A+ u=1. N6éduoc goi lacan néu voi moi
x thudc Athi tacod Ax e A khi || <1. Tap hop A duoc goi latuyét ddi 16i néu né dong
thoi laloi va can, diéu nay tvong duong vai diéu kién: véi moi x, y thudc Atacd

Ax+ uy e A khi |2]+|g|<1 (1.7).

Moi giao ctia nhitng tap hop 16i 1al16i. Cho mot tap hgp con tuy y A clla mot

khong gian vecto E , tap hop tat ca cac td hop tuyén tinh hi*ru han Zi,)g , VoI 4 >0,
D> 4 =1, x € A, lamdt tap hop 16i chira A, va duoc goi labao 16i ciaA. N6 lagiao

clatat ca cac tap hop con 16i clia E chira A, do dé né la tap hop con nhd nhéat trong cac
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tap hop con dy. Bao tuyét doi 16i clia A latap hop tat ca cac to hop tuyén tinh hitu han

D A% voi D |4|<1vamoi x € A (1.8), nd latap hop tuyét d6i 16i nhd nhét chira A.
Tacling suy ra tir dinh nghia: néu A laloi thi x+ AA laléi véi moi xe E; vanéu
A va B déu latuyét déi 16i thi A+B va 1A, véi moi 6 A, cling latuyét déi 106i.

Tap hop con A clia mdt khong gian vecto E dwoc goi lahit néu: véi moi xe E
thi c6 2 >0 sao cho: xe A voi moi u théa |u|> 2. RO rang giao cliamt sb hitu

han nhirng tap hep hat [atap hop hat.
Cac ménh dé sau néu |én vai tinh chat thudng duoc sir dung clia cac tap 16i, can va hat:
Ménh dé 1.3.1.2
Cho anh xa tuyéntinh f : X —Y.Tacé:
i) Anhclamdt tap 18i (can) |a mot tap 16i (can).
i) NEuflatoan anh thi anh ciia mot tap hat 1a mét tap hut.
iii) Anh ngwoc clia mot tap 18i (can hodc hit) 1a mot tap 16i (can hodc hit).
Ménh dé 1.3.1.3
Gia s A la mot tap tuyét déi 16i va khong rong. Thé thi:
i) Oe A;

i) AAc uA néu |/1| S|,u|;

i) Z(ﬂ,,A):(ZMUA voi moi 4 eR.

I<i<n I<i<n
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Ménh dé 1.3.1.4
Mot tap hop tuyét déi 16i A la hat khi va chi khi né gay nén E; diéu dé twong

duwong voi E = JnA.

n=1
1.3.2 Khong gian vecto topd
Binh nghta 1.3.2.1

Mot tépo trén khdng gian vecto E twong hop véi clu tric dai sd néu cac phép
toan dai sO trong E lalién tuc trén tépo do, tirc la néu:

P1: x+y lamot ham lién tuc clia cdp bién x, y ( nghia la véi moi lan can V cla
diém x+y déu c6 mdt lan can U cla x va mdt lan can U, cla y sao cho

U,+U,cV).

P2: Ax lamdt ham lién tuc theo A, x ( nghta lavéi moi 1an can V clia Ax déu co

mot s ¢ >0 vamot lan can U clia x sao cho VA,

A'=2|< e thi véi moi X eU taco

A'X eV hay AU V).

M&t khdng gian vecto E trén d6 c6 mot topd twong hop véi cau tric dai sd goi la

mot khong gian vecto topo.
Ménh dé 1.3.2.2

Véi moi ae E, phép tinh tién f :E— E; x> f(X)=x+a la mot phép dong
phdi clia E 1én chinh né. Dac biét, néu 7 1a mot co s& 1an can clia diém gbc thi 77 +a

la mot co s& lan can clia a.

Thanh thi* toan bd cdu tric tépb cla E dwgc xac dinh béi mot co sé 1an can cla
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diém goc. Nhu vay, ta s& lam viéc chl yéu véi céc lan can ctia diém goc, va néu khéng

xay rasy hiéu lam, thi tas? goi 1an can cla diém gdc van tat 1a “1an can”.
Ménh dé 1.3.2.3

V6éi moi b khac khong e e R, anh xa f:E— E; x> f(X)=ax |& mit phép
dong phdi clia E Ién chinh né. Bac biét, néu U la mot [an can thi véi moi a #0 , aU

cling la mot lan can.
Ménh dé 1.3.2.4
Néu U la mot co s& 1an can clia diém gdc thi ta co véi moi U € ¢/ :
i) Ulahut;
i) TontaiVew« saochoV +V cU;
iii) Tontai mtlancancan W c U .

Tir ménh dé 1.3.2.4, ta suy rarang moi khong gian vecto t6pd déu cd mot co so
gdm nhirng lan can can. Trong cac khoéng gian vecto top6d quan trong nhat va thuong

dwoc sir dung, thi con cd cd mot co s& gdbm nhitng 1an can 16i cla diém goc.
1.3.3 Khong gian 16i dia phwong
Pinh nghia 1.3.3.1

Mot khong gian vecto topd E dwoc goi lakhong gian 16i dia phwong (vatdpo clia
né dwoc goi latépd 16i dia phwong) néu trong E cd mot co s& lan can (clia diém goc)
gom toan tap 106i.

Ménh dé 1.3.3.2

Mot khong gian 16i dia phurong E cé mdt co s¢ U nhitng |an can ctia diém goc,
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V@i cac tinh chat sau:

Cl:NeuU e& ,V ew ,thitontai W e Z v6i WU NV ;
C2:NéuU e thi aU e & v&i moi o #0.

C3: M0Oi U e 7 déulatuyét déi 16i va hut.

Nguoc lai, néu cho mdt tap hop khong rong U nhitng tap hop con clia mt khéng
gian vecto E v&i cac tinh chat C1 — C3, thi ton tai mdt tépb lam cho E tré thanh mot

khong gian 16i dia phvong véi U [a mdt co s¢ |an can clia diém gac.
Hé qua 1.3.3.3

Mot khong gian 16i dia phuong c6 mot co s¢ 1an can dong véi cac tinh chat C1 -
C3.
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§4. PHAM TRU CAC KHONG GIAN LOI BIA
PHUONG

Tap hop tat ca cac khong gian 16i dia phwong va cac anh xa tuyén tinh lién tuc gitra cac
khong gian nay hinh thanh nén mot pham tru — pham tru cac khéng gian 16i dia phwong.
Trong do, 16p cac vat la cac khdng gian 10i dia phuong, cac cdu xa la cac anh xa tuyén
tinh lién tuc valuat hop thanh l1a phép |4y tich hai anh xa. Pham tra cac khéng gian 16i

dia phwong dwoc ki hiéulaL.
1.4.1 Phan loai cau xa
Ve viéc phan loai cac ciu xa trong pham tru £, tacé ménh dé sau:
Ménh dé 1.4.1.1
Chocduxa f:A— B.Khido ta co:
i) Cauxafladon xa khi va chi khi n6 don anh.
i) Cauxa flatoan xa khi va chi khi n6 toan anh.
Chirng minh:
i) Gidstr fladonxavaf khéng don anh. Khi do, c6 a,, a, € A sao cho
a #a,va f(a), = f(a,). Goi Clakhong gian vecto sinh béi mdt phan tir ¢+ 0. Khi
do ta xay dung hai anh xa nhv sau:a:C - Aic—a, va f:C—> Aic—a,. Tren C
duoc trang bi t6pd thé tré thanh khdng gian 16i dia phwong. Khi d6 « va g lacéc anh

xa tuyén tinh lién tuc nén déu laxa. Nhan thdy « # . Médt khac, tacd fa = f S vavi

fladon xanén o =4 (voly). Vayf ladon anh.
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Nguwoc lai, gia st f 1a don anh . Tadé kiém tra duoc fl1a don xa.
ii) Gia sk f toan xa nhung khong toan anh. Khidé cé be B saocho b f (A),

hién nhién b= 0. Va (b) la khdng gian vecto con clia B sinh béi b. Goi Cla khong
gian vecto sinh bdi moét phan t&r c#0. Khi do ta xay dwng hai anh xa nhu sau:

a:B—>C:x—0vaB:B—>C:bcva(xe (b)) x—0.

Trang bi trén C t6pb thd thi « va B la cac anh xa tuyén tinh lién tuc nén déu la
cau xa. Nhanthdy a # 8. Mat khactacd af = ff maftoanxanénsuyra a =/ (vO
ly). Vay f latoan anh.

Nguwoc lai gia skt f [atoan anh . Ta dé kiém tra dvoc flatoan xa. m

Pham tru £ phan biét hai khé niém song xa va dang xa. Song xa la &nh xa tuyén
tinh lién tuc vira don anh viratoan anh; con dang xa |a mot déng phéi. Vi du sau s& cho

ta thdy ton tai mdt song xa ma khong la dang xa.

Vidul4.1.2

Truong sO thye R 1&a mdt khdng gian 16i dia phuong véi tépd thd 7; macling la
mot khong gian 16i dia phuong véi tdpd thdng thuong 7, trén R . Taco ciu xa
i:(R,7,)—>(R,7;):r —>r.Deéthdyilasong anh, lién tuc nén co duy nhat anh xa
nguoc i t:(R,7;) = (R.7,):r - r.Nhung i** khong lién tuc nén i chi lasong xa ma
khong 1a dang xa. Do dé pham tri cac khéng gian 18i dia phwong khong c6 tinh aben.

Trudc khi néi vé céc cdu xa nhing va ciu xa throng, ta nhan thiy rang khéng

gian con va khong gian thwong ciia mét khéng gian 16i dia phvong la khong gian 16i

dia phuvong.
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Ménh dé 1.4.1.3
Cho B |a mdt khéng gian |6i dia phuong va A la khong gian con ctia B. Khi do6 ta cé:

i)  Alakhong gian 16i dia phuong véi topd cdAmsinh 77,.
i) % la khéng gian |6i dia phwong voi topo ’/*'B/.
A
i) Cacanhxatuyéntinhi:A—B, 7:B— % dau lién tuc.

Chtrng minh:

A lakhéng gian con cliaB néntaco % cling la khéng gian thvong ciaB. Vi B

la khdng gian 16i dia phuong nén c6 mot co s¢ |an can ¢ théa C1 - C3 ciiaménh dé
1.3.3.2

i)  DEé dang chirng minh dugc A voi topd cam sinh 77, lakhdng gian 16i dia phuong.

i) Xétanhxatuyéntinh 7:B— % Pit & = {n(G) :G e #}. Do anh xa tuyén

tinhz |atoan anh nén theo ménh dé 1.3.1.3 thi 7/ cling théa cac diéu kién C1 - C3

cllameénh dé 1.3.3.2. Do do cling theo ménh dé 1.3.3.2 thi c6 mot topd 7‘8/ trén %
A

lam cho % tré thanh khéng gian 16i dia phwong va nhan 7 1am mot co s¢ 1an can

clia diém goc.

iii) Tachi can chirng minh anh xa tuyén tinh i : A— B lién tuc. Thay vay, lay bat ki

tapmé Ge7,,tacd i'G=Gn Ae7, néniliéntuc.

Tachi can chirng minh anh xa tuyéntinh z:B — % lién tuc tai goc Thay vay,



-20 -

lay bat ki lan can V trong % Khi d6 theo cach xay dung topo thuwong & trén thi ton
tai 1an can G e & sao cho z(G) <V . Vay &nh xa tuyén tinh 7 lién tuc tai diém géc
nénliéntuc. m

Binh nghia 1.4.1.4

Xét anh xa tuyéntinh f : R — Re:r > re, trén R trang bi tdpd 7~ (t6pd thd
hodc topd thong thuong) thi né tré thanh mot khong gian 16i dia phwong. Trén khong
gian vecto Re taxay dwng mot topo nhu sau: 7, = { f (G) |G e 7} , do flasong énh
nén dé nhan ra Recling v6i 75, 1am thanh mot khong gian 16i dia phuong; va ta cling
dé chirng minh duoc f lamdt dong phdi. Khéng gian 18i dia phuong Re dwoc xay
dung nhu vay goi lamdt ban sao ctia vanh hé ti.

1.4.2 Pham tru cac khéng gian 16i dia phwong la pham tru cong tinh

Mudn chirng téd pham tru cac khéng gian 16i dia phuong £ [a pham tru cdng tinh ta phai

chi ra£ théa cac diéu sau:

i)  Trong L ¢ vat khdng

i) Trong £ ton tai tong truc ti€p hai vat bat ki

i) D6i voi moi cap vat A, B thudc £ thi tdp Hom( A, B) trang bi cdu triic nhém cong
aben, hon nitaanh xa Hom( A, B)x Hom(B,C) — Hom( A,C) cho bdi luat hop thanh
céc cdu xa lasong tuyén tinh, nghta la: (o, + @, ) = B, + Ba, va
(B+B,)a=pa+pa.

Pau tién, ta dé thdy vat khong lakhong gian 16i dia phuong chi co mot phan tir 1a

phan t& gbc 0, tpd trén do 1a topd thd. Ménh dé sau khang dinh pham tril £ 6 téng
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truc ti€p vatich truc tiép cla hai vat bat ki.
Ménh dé 1.4.2.1

Pham tru cac khdng gian 16i dia phuong la phamtru cé tong truc tiép va tich truc
tiép.
Chirng minh:

Cho A va A, laha khoéng gian I6i dia phvong tvong tng véi cac topd 7, va 7,.
Khi d6 A va A, lahai khong gian vecto. Ta goi i,i, la hai dong cdu nhing; 7z, 7,la
hai dong cdu chiéu xac dinh khong gian vecto tong A ® A,. Goi 3, f3, lan luot 1a hai
co s& lan can thda cac diéu kién C1 - C3 cllaménh dé 1.3.3.2.

Pat B={UxV:U e f,V e B,}. Nhan thdy rang moi tap hop U xV thudc V6
modi A déulatap hop 16i, can vahdt. That vy, |dy bat ki hai phantl (X, Y,), (%, Y,)

thudc U xV , v6i cac S5 A, 1 thoa || +|u| <1 thi:

ﬂ“(xlvyl)"'/u(xzvyz) =(/1X1+,ux2,/1y1+,uy2)eu xV

Vay U xV latap tuyét doi 16i. Taldy bat ki phantl (x,y)e A® A,. Vi U, Vlatap hit
néntontai 4,1, >0 sao chovdi moi a,y thda|a|> 4, valy|> 4, thi xealU , ye V.
Dét 2 =max{4,4,}, khi d6 v6i moi u thoa|u|> 2 tacd (x,y)e (U xV). Do do

U xV latap ht.

Tadé dang kiémtra S thoa cac diéu kién C1 - C3 cliaménh dé 1.3.3.2. Nén

cling theo ménh dé 1.3.3.2 ton tai mot topd tong 7, lamcho A ® A, tré thanh mot

khéng gian 16i dia phuong voi B lamot co sé 1an can clia diém gac.
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Xét dong clu chiéu z,: A® A, — A. LAy U lalan can bét ki trong khéng gian
A, do g lacosé lan can trong khéng gian A nén cd lan can U, € S, sao cho
OeU,cU.Taco U, x A lalancantrong A ® A, va z(U,x A))=U, cU . Biéu nay
cho thdy 7, lién tuc tai diém gbc 0 nén lién tuc. Twong ty tacling chirng minh dugc 7,

lién tuc. Suy ra =,, 7, lacéc cdu xa trong pham tru L.

Xétdong cdunhing i,: A —> A ® A,. Lay Wlalan can bét ki trong A @ A, .
Theo chitng minh tréntaco S laco so lan cantrong A @ A nén co lan can
U xV € B saocho (0;0)eU xV cW,véi U e B,V e B, .Vay Ulalancantrong A.
Taco i, (U)=Ux{0} cU xV cW. Dan dén i, lién tuc tai diém gdc 0 nén lién tuc.
Twong ty tacling chirng minh dwoc i, liéntuc. Suy ra i,, i, lacéc cdu xa trong pham
tra L.

Gidsrcohai cduxa f,: A — X va f,: A, —> X . Khi dd ta chitng minh co cu xa

y:A®A — X lam cho biéu do (1.9) sau giao hoan:

A—ABA A,
fl\l ~L7 |/f2 (19)
X

Xay dengdnhxa: y: A A - X:(x;%) - f(X)+ f,(X).

Tathdy y laanhxama f,, f, 1aanhxa tuyéntinhnén y cling laanh xa tuyén

tinh. Theo cach xay dung ytaco f, =yi, va f,=i,.

Taco y(0;0)=0. Lay Wlamdt Ian can bét ki trong X. Khi d6 theo ménh &

1.3.2.4, c6 W, lalan can cta diém gdc sao cho W, +W, cW. Ma f,, f, liéntuc nén
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f(W,) va f,7(W,) lalancantrong A va A,. Suyra (W, )x f,™(W,) lalan can
ciia (0;0). Dé chitng minh y lién tuc taphai chirng minh y( £, (W, )x f,*(W,)) cW.
That vay, |ay bat ki phantl (x,y)e f, (W, )x f,7(W,) ; suy ra f,(x), f,(x)eW, , ta

co: y(xy)=f(x)+f,(x)eW,+W, cW.

Vay y(f,1(W,)x f,* (W, )) =W dAn dén y lién tuc tai diém gGc nén lién tuc nén no 12
cdu xa. Tl d6 ta chirng té dugc khdng gian 16i dia phuong A @ A, latdng truc tiép cla

hai khong gian A va A, .

Ching minh A ® A, latichtructiépcia A va A

Gidstcohai cduxa f,: X —> A va f,: X —> A,. Khi dé ta chitng minh c6 cdu xa

7: X —> A®A lam cho biéu dd (1.10) sau giao hoan:

A——ABA—>A
N Ty S, (L10)
X

Xay dungdnhxay: X - A ® A, x> (f(x); f,(X)).

Taco y ladgnhxama f,, f, laanh xa tuyén tinh nén y cling Ia &nh xa tuyén tinh.
Theo cach xay dung y thi f, =7y va f,=7,y.

Lay W1ambdt [&n can bat kitrong A @ A,. Do g laco sé lancantrong A @ A,
néntacé U xV e fsaocho (0,0)eUxV cW,Vv6i U efVep,. Maf, f,lientuc
nén f,*(U), f,*(V) lan luot lacéc 1an cantrong X, nhu thé (U ) f,7(V) ciing

lalancantrong X. Vi f, =7y va f,=z,y néntasuyra y 'z, '(U)=f*(U) va
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y ', (V) = £,7(V). Mt khéc ta co:
f (U)n f,* (V)= y ot U)n y o, (V)= ! (72'1_1 (U)n 7, ! (V ))

= y_l(U ><V) c 7/‘1(W)

Suy ra y (W) lamét 1an can trong X nén y lién tuc tai diém goc, dan dén y lién tuc
nén cling la clu xa. Tw d6 ta chirng té dwoc khong gian 16i dia phuong A @ A, cling la
tich tryc tiép cliahai khéng gian A va A,. =

Ménh dé 1.4.2.2

Dai véi moi cap vat A, B thudc £ thi tap Hom( A, B) trang bi cau triic nhém

cong aben.
Chtrng minh ménh dé nay ta can céc bd dé sau:
B6 dé 1.4.2.3
Cho hai cdu xa «,: A > B, va a,: A, —> B,. Khi d ta c6 anh xa tuyén tinh

a,®a,: AD®A — B ®B,laciuxa.

Chtrng minh:

Tinh ding dan cliabd dé nay cé dwoc nho topd téng ma ta dinh nghia & ménh dé
1421w
Bo dé 1.4.2.4

Trong pham tru cac khdng gian |6i dia phwong, ta co:

i) Anh xa tuyén tinh A A— A® A:a+> (a;a)la ciu xa va duoc goi la ciu xa

chéo.
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ii) Anh xa tuyén tinh V: A® A— A:(a;a,)> a +a, la cdu xa va duoc goi la
cau xa tong.
Chtrng minh:
i) Dé dang kiémtra A: A—> A® A:a> (aa) laanh xa tuyén tinh.Goi 3, la co sé
lan can cliaAva g la co sé lan can cia A® A. Lay W lambdt 1an can bat ki trong
A® A.Do g lacosdlancantrong A®@ Anéntacd U xV e £ sao cho
(0,0)eUxV cW,v6i U,V e S,. Nhu vdy U NV cling lamét [an can trong A vata

cd A(UNV)c(UnV)x(UNV)cUxV cW. Vay A liéntuc nénné laciu xa.

ii) Dé nhanthdy V laanhxa tuyéntinh. Tacé V(0;0)=0. Lay Wlalan can clia0
trong A. Vi Alakhong gian 16i dia phuong nén theo ménh dé 1.3.2.4 thi ton tai W, 1a
lan can clia0 sao cho W, +W, =W . Khi d6 W, xW, [alan can ciia (0;0) trong A® A

va V(W xW)cW +W, cW. Vay V liéntuctai (0;0) nénliéntuc.
BO dé 1.4.25

Cho hai clu xa f,g déu di tr khong gian 16i dia phuong A dén khong gian 16i

dia phwong B thi cAu xa f + g cd sy phan tich nhu sau:
f+g:A—2 A0 A—22 3,B®B—=>»B (111)

Chtrng minh:

Dé dang kiém tra duvoc anh xa f + g c6 s phan tich nhu trong (1.11). Vi tich céc cdu
xa lamot cdu xa néntacéd f +g lamdt cdu xa. Diéu nay c6 nghia latdng hai cdu xa la
mOt cau Xa. m

Ta quay lai chirng minh ménh dé 1.4.2.2:
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Xé Hom( A, B) tacé dong cdu 0 laphan ti trung 1ap, phan ti d6i cla f & (-1;) f
hay don gianla (—f ). Ldy bat ki hai cduxa f,geHom(A,B) thi do b dé 1.4.2.5 nén
tacling c6 f +geHom(A B).Vay Hom(A, B) lamot nhém aben. =

Tadé kiém chiing duoc dnh xa Hom( A, B)x Hom(B,C) — Hom( A,C) cho bbi
luat hop thanh céc cdu xa la song tuyén tinh, nghia 1& (e, + a, ) = e, + o, va
(B+B,)a=pfo+pfo.m

Nhu vay pham tru cac khéng gian 16i dia phwong la pham trt cdng tinh.

1.4.3 Pham tru cac khéng gian 16i dia phwong la pham tru tién aben

Muén chirng té pham tru cac khdng gian |6i dia phwong £ |a pham tru tién aben ta phai
chi ramdi ciu xa trong £ déu co hat nhan va déi hat nhan. Diéu nay duoc khang dinh
b&i ménh dé 1.4.3.1 va 1.4.3.2 dwogc trinh bay sau day:

Ménh dé 1.4.3.1
Pham tru cac khéng gian [6i dia phuong la pham tru ¢ hat nhan.
Chtrng minh:

Lay bét ki cdu xa f:A— B. DoK = f™(0) la khéng gian con clia A nén theo

ménh dé 1.4.1.3, K tré thanh khong gian 16i dia phwong voéi tdpd cdm sinh 7 va co
cdu xa nhing i : K — A. Dé nhan thdy fi=0 vai la don xa. Ta & chirng minh i 1a

hat nhan clia f. That vay, gid st cocduxa u: X - A seocho fu=0.
Xa&y dengdnhxa:  y:X —> K:ix > u(x)

Vi moi xe X ,tacod fu(x)=0, suyrau(x)e f *(0)=K nén céch xay dung
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y trén lahop Ii. Mau la anh xa tuyén tinh nén » ciing 1a anh xa tuyén tinh. Dé kiém tra
iy =u. Taldy mot 1an can bat ki V trong K, do topb trén K 1atépb cdm sinh nén ton
tai mot 1an can V, trong A sao cho V =V, n K. Vi énh xa u lién tuc nén u‘l(Vl) la mot

l&n can trong X. Mat khac vi iy =u nén:
ut (V) =71 (M) =7 (VWnK)=y"(V)

Suy ra (V) lamdt 1an can trong X dan dén y lién tuc; tirc 1a » lamot cau xa.
Vay tacd hat nhan ciaflai, hay Kerf =i:K > A =

Ménh dé 1.4.3.2

Néu g don xa thi Kerf = Kergf .

Ménh dé 1.4.3.3

Pham tru cac khéng gian 16i dia phwong la pham tru cé doéi hat nhan.

Chtng minh:

L&y bét ki cdu xa f:A— B. Do f(A) lakhong gian con va% (A) la khong

gian thwong cta B, vi thé theo ménh dé 1.4.1.3 thi % (A) la khéng gian 16i dia

phrong véi topd 77 va co ciu xa thuwong 7 : B—>%(A), dé nhan ra rang
f

(A)
zf=0. Ta s chitng minh 7 la d6i hat nhan cia f. That vay, gid st co ciu xa

u:B— X saocho uf =0.

Taxay duwng anh xa: 7/:% (A)_) X b u(b)
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Néu c6 b =h, thi b b, e f(A), do d6 ton tai phan t& ae A sao cho f(a)=b -b,;
vay u(b)—u(b,)=uf (a)=0 kéo theo u(l)=u(b,). Vay cach xay dungy nhu trén
lahop li. Mau laanh xa tuyén tinh nén » la anh xa tuyén tinh. Theo cach xay dwng »

thi ta dugc u=yr.

L&y mdt 1an can bat ki V trong X do uliéntuc nén u™ (V) lalan can trong B;

theo céch xdy dung topd throng tacé 7(u™(V)) lalan cantrong % (A) Hon nira
7z(u_l (V)) =z (V)=»"(V) (do ztodn xa).

Vay y (V) lalan cantrong % (A) nén y lién tuc tai diém gdc; do do ciing lién
tuc; trcla ¥ lamot cdu xa. Vataco doi hat nhan cllacduxa f la 7, hay

. B
COka-ﬂ.B—)%(A).-

T d6 ta c6 pham tru cac khong gian 16i dia phuong la pham tru tién aben. Do dé

nG mang cac tinh chat clia mot pham tru tién aben sau:
Ménh dé 1.4.3.4

Chocauxa o : A— B. Khi dé ta c6:
i) Coker(Kera):(%em,ﬁ) va Ker (Cokerar) =(Ima,i).
ii) @ don xa < Kera =0« Coker(Kera)=(A1,).

iii) o toan xa Cokera =0« Ker(Cokera)=(B,1;).
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Hé qua 1.4.35

Moi cau xa a:A—>B  déu duoc phan tich nhu
sau: o : A—>7 )—)B trong d6 i 1a don xa, 7 |atoan xa va «
la song xa.

Trong pham tru cac khong gian 16i dia phrong, song xa %_1(0)—“>a(A) co

thé khong la dang xa.

Trudc khi két thac phan nay ta & chirng minh pham tri cac khéng gian 16i dia
phuong la pham trt c6 anh. DE tir d6 ta dwa ra khai niém day khép cling mot sb tinh
chat lién quan phuc vu cho viéc xay dwng ham t&r mé rong sau nay.

Ménh dé 1.4.3.6

Pham tru cac khéng gian [6i dia phwong la phamtru co anh.,

Ching minh:

L&y bt ki cAuxa f:A— B.Xay dung hai dnhxa: f:A— f(A):am f(a)va
i:f(A)>B:yr>y. Dé kiém tra f , i la c&c anh xa tuyén tinh va f =i.f, dong
thoi f latodn anh, i la don énh.

Sau day ta s& xay dung topdtrén f (A) décacanhxa f , i liéntuc. Goi g 1a co
¥ 1an can cla A thda cac didu kién ciaménh dé 1.3.3.2. Khi d6 vi f latoan anh nén
theo ménh dé 1.3.1.2taco f(/8)={T(U)|U e A} théa cac dieu kién C1 - C3 clia

ménh dé 1.3.3.2 nén la co s& lan can clia mot t6pd |6i dia phwong 7 trén f (A) .Ta

cling dé thdy anh ciiamot 1an can bat ki qua f déulalan cantrong f (A).
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Cho G lamdt 1an can bét ki trong f (A). Vi f () laco sélancantrong f (A)
nén ton tai mdt 1an can U e S sao cho ?(U )= G nén ta duoc  lien tuc.

Hon nita, ldy bat ki 1an canV trong B, nht anh xa f liéntucnén (V) lamot
lan cantrong A. Theo tréntaco f =i.f dandén f (V) =T_1i‘l(v) . Vi anh ctia mét
lan can bat ki qua f déulalancantrong f (A); ma f toan anh nén tacod
i*(V)= T (V) lamot 1an can trong f (A). Vay dnhxa i lién tuc. Ta dd chiing
minh duoc f , i 1an luot 1atoan xa va don xa.

Néu f c6 sy phan tich nhv sau: f : A—— X —— B, trong d6 u la don xa.

Xéy dengdnhxa: y: f(A)> X1y v(x) véi f(x)=y, xeA.

V6i mdi y thude f (A), tontai xe A saocho y= f (x)=uv(x). Néuco
X, X, € A sa0 cho y =uv(x)=uv(Xx,) thi dotinh don anh cliau ta duoc
v(x)=V(x,). Diéu ndy cé nghta la c&ch xa&y dung » nhu trén la hop Ii. Tacling dé
kiém tra dugc rang anh xa » laanh xa tuyén tinh nho tinh tuyén tinh ctia u; dong thoi
kiém traduwoc i =uy. Tk détasuyra uv=f =i f =uy f ; dotinh don anh cllauta
chirng minh dwoc v=yf .
Tachrng minh » laanh xa lién tuc. That vay, véi bat ki lan can U clia X, vi anh xa v
liéntuc nén v*(U) 1amot 1an cantrong A. Ma v=yf nén le’l(u )=v*'(U);
nghia la le’l(u ) lamot 1an can trong A. Vi anh ciamdt 1an can bit ki qua f déula
lancantrong f(A); ma f toananhnéntaco y*(U)=T.f »*(U) lamotIan can

trong f(A).Técla y ladnhxaliéntucvavi thé né cling lacdu xa. Vay anh clafla
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Imf =i: f(A)— B.Theo dé pham trt c&c khéng gian 16i dia phuong la pham trui cé
anh. m

Vatanhic lai ménh dé lién quan dén anh cliamdt ciu xa nhu sau:

Ménh dé 1.4.3.7

Chocauxa f :A— B .Khidénéuf ladonxathi Imf = f.
Pinh nghia 1.4.3.8
Trong pham tru £, mdt day cau xa lién tiép:
W A s A A e S A5 (112)
duoc goi laday khép néu hat nhan moi ciu xa laanh clia cdu xa ding tredc, téc 1

Kerf..,=Imf, Vi.
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Chuong Il

XAY DUNG HAM TU EXT TRONG
PHAM TRU CAC KHONG GIAN LOI
DIA PHUONG

O chwong trudc ta datrinh bay cach xay dung ham tir mé rong Ext” trong pham tru
cac md dun bang phép giai xa anh. D& xay dwng ham ti¢ Ext" trong pham tri cac
khong gian |6i dia phwong theo mdt cach twong tw, ta can mot s khai niém sau. D6 la
khai niém vé khdng gian tépd thuan nhat, khai niém toan t& chinh quy, vat xa anh

twong doi,..., va mot sd kha niém veé phirc va dong diéu trong pham tru £.

§1. PHUC VA BDONG PIEU

2.1.1 Pham tru céc phtrc

binh nghta 2.1.1.1

Mot phirc hop day chuyén céc khong gian 16i dia phuong laho {X,d,}gom
cac khong gian 16i dia phwong X, vacéc énh xa tuyéntinhliéntuc o, : X, —> X, ,,
duoc cho theo tét ca cac sd nguyén n, hon nita 0,,.0,,,, = 0.

Nhuw vay, phirc hop X 1a mot day vo tan vé hai dau:

Xt X X X« (21)

n+1

trong do tich hai anh xa tuyén tinh lién tuc néi tiép nhau bang O.
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binh nghia 2.1.1.2
Cho X ={X,.,d,} va X'={X/,d,}1acéc phirc. Mot bién d6i day chuyén
f: X — X' laho cac dnh xa tuyén tinh liéntuc { f : X, — X[} saocho 0, f, = f, .0,

ddi voi moi n. Biéu kién sau cung twong duong voi diéu kién biéu do (2.2) giao hoan:

X X ¢ X ot X,

n-1° n+1

fn—l ‘L fn ‘L fn+l ‘L (22)

X' oee X O X Ta X

n n+l )

Dé thdy rang tich hai bién déi day chuy&n la mot bién ddi day chuyén vatich cac
bién doi day chuyén cd tinh chat két hop.

DE y thém rang, v6i mdi phirc X ={X,,8,}, ho c&c &nh xa tuyén tinh lién tuc
1, = {1><n X, > Xn} |lamot bién d6i day chuyén cdtinhchat 1,.f = f vag.l, =g
néu cactich 1,.f , g.1, la x&c dinh. Tl nhitng diéu trén ta thdy 1&p tat cd céc phtic 1ap
thanh mot pham trii véi céc ciu xa la céc bién doi day chuyén.
2.1.2 DBongluan day chuyén

binh nghta 2.1.2.1

Cho céc bién doi day chuyén f, g: X — X' tir phitc X ={X,,8,} t6i phirc

i
n+1

X"={X;,0,}.Ho c&c &nh xa tuyéntinhliéntuc s={s,: X, > X {_, duocgoila
mot dong luan day chuyén gitra hai bién doi day chuyén f,g sao cho:
0.8, +S,..0,=f, —qg, doi véi moin.
Khidotaviét: s: f =g.
Pinhli2.1.2.2

Néu s: f = g la mot dong luan day chuyén gitra cac bién doi day chuyén
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f,g: X > X" vas:f'=g ladongluan day chuyén gitra cac bién doi day chuyén
f',g": X"— X", thi ho cacanhxatuyéntinhliéntuc fs+sg: ff = g'g la dong
luan day chuyén gira ff, g'g: X —> X".

Chirng minh:

Theo dinh i 1.1.2.2 vado tich hai anh xa tuyén tinh lién tuc la mo6t anh xa tuyén
tinh lién tuc, tdng hai anh xa tuyén tinh lién tuc [a mdt anh xa tuyén tinh lién tuc dan
dén khéng dinh trén la dang dan.

CO thé thdy rang quan hé dong luan day chuyén gitta cac bién déi day chuyén tir
phtrc X t¢i phirc X'lamét quan hé tvong duong.

Pinh nghia 2.1.2.3

Cho X, X'lacéc phtrc, bién doi day chuyén f : X — X'duwoc goi lamédt tvong
duwong day chuyén néu ton tai bién déi day chuyén h: X’ — X va céc dong luan day
chuyén s:hf =1, vat: fh=1,..

Hai phiic X va X' macé mot twong duong day chuyén gitaching f : X — X'
thi dwoc goi lahai phirc twong dwong dong luan voi nhau vataviét: X = X'.

Hién nhién rang, quan hé tvong dwong dong ludn gitra cac phirc 1a mot quan hé
tvong dwong. N6 thuc hién s phan hoach [6p céc phirc thanh 16p cac bd phan, moi bd
phan gdm nhirng phtic tvong dwong dong luan.

2.1.3 Dobi dong diéu

Chophtic X ={X,,d,} céckhdng gian 16i dia phwong va G la mdt khong gian
16i dia phuong. Ta xay dwng nhém aben Hom( X,,,G) macéc phan t& cliand la céc
anh xa tuyéntinhliéntuc f : X, — G; 8 duoc goi la cac dbi day chuyén n - chiéu cia
phirc X. BG6i bd clia anh xa tuyén tinh lién tuc f do la d6i day chuyén (n + 1) — chiéu:

8"(f)=(-1)"" f0,,:X,., >G

Dé thdy 6".0"" =0 nén day
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o> Hom(X, ,,G)—Z— Hom(X,,G)—Z—Hom(X,,,,G) - ... (2.3)

la phirc hop cac nhdm aben, dugc goi la Hom(X,G); hon nita theo nhw thong 1& moi
mot nhém s& duoc viét theo chi s trén: Hom"(X,G) = Hom( X,,,G) . Néu phirc X 1a
duong theo chi s duéi thi phirc Hom(X,G) la dwong theo chi s5 trén.

binh nghta 2.1.3.1
Pong diéu cliaphttc Hom( X,G)duwoc goi laddi dong diéu clia phic X véi hé sb

trong G. D6 la ho cac nhom aben dwgc danh s6 theo chi sb trén:

H"(X,G)=H"(Hom(X,G)) = Ker%Hom(x c) @

-y
Céac phan tlr ciia Kers" duwgc goi ladoi chu trinh n — chiéu, con céac phan tir clia
SHom(X,_,,G) duoc goi laddi bo n — chiéu. Nhw vdy mét déi chu trinh n — chiéu la
mdt dong clu h: X, -» G sao cho ho =0.
Moi bién do6i day chuyén f : X — X' cam sinh bién doi day chuyén
Hom( f,1): Hom( X',G) — Hom(X,G) mavéi mdi sd nguyén n ta co:
Hom"( f,1): Hom(X',G) - Hom(X,G):a - af,.
Dé y thém rang, bién d6i day chuyén Hom( f,1) s& cdm sinh, véi mdi ne Z,
dongcau f :H"(X',G)—> H"(X,G) m&
f*(c+o6'Hom(X,,,G))=cf +sHom(X,,,G) hay f’(clsc)=cls(cf) (2.5).
Hon nira, vai bét ki phirc X thi moi dong cdu h: G — G’ cam sinh bién déi day
chuyén Hom(1,h): Hom(X,G) - Hom( X,G') mavéi moi S8 nguyén n ta co:
Hom"(1,h): Hom(X,G) —» Hom(X,G'):a - ha .
Tuong ty, bién d6i day chuyén Hom(1,h) s& cdm sinh, v6i mdi ne Z , dong cau

h:H"(X,G)— H"(X,G') ma
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h (c+sHom(X,,,G))=hc+5Hom(X,,,G') hay h(clsc) =cls(hc) (2.6).

oy

Vivay Hom(X,G) va H"(X,G) lacéc song ham ttr, hiép bién theo G vaphan
bién theo X.

Ménh dé 2.1.3.2

Néu s: f = g la dong luan thi bang cach dat t"* = (—1)'”15;1 ta c6 dong luan
t:f =g.

Chirng minh:

Theo gia thiét ménh dé, ton tai s: f ~ g lamot dong luan day chuyén gilta hai
bién d6i day chuyén f,g: X — X'. Khidétaco o s, +s,,0,=f —g,. Tac dong
Hom(-,G) vao dang thirc trén ta duoc:

n+l

S0natOnsa = fo =0, = (-1)" 86" +(-1)' "5, = f, - g,

pitt"=(-1)"s,, thiho t= {t”}nez la dong luan day chuyén gitra cac bién doi
day chuyén f*,g" : Hom(X',G) - Hom(X,G),tic t: f ~g .

Ménh dé 2.1.3.3

Néu X, X' la hai phirc twvong dwong dong luan thi cac phirc nhém aben

Hom(X,G), Hom(X',G)ciing tvong dwong dong luan.

Ching minh:

Giast X ~ X' thi khi d6 c6 cac bién d6i day chuygn f: X — X'va g: X' — X
va c4c dong luan day chuyén s: gf =1, vat: fg =1, . Duoi sy tAc dong clia ham tir
phan bién Hom(—,G) thi céc bién ddi day chuyén f, g cdm sinh cac bién doi day
chuyén f*:Hom(X',G) — Hom(X,G) va g : Hom(X,G) — Hom(X',G); vatheo

ménh d& 2.1.3.2 ta c6 cac dong luan day chuyén u:(gf ) =~ (1) vat:(fg) = (L) .
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Do Hom(-,G) laham ti phan bién néntaco (1, ) =Lom(x.0); (1) =1

Hom(X',G) *
(of ) =f'g; (fg)* =g f . Nhu vady Hom(X,G)~ Hom(X',G).

Ménh dé 2.1.3.4

Néu X, X' 1a hai phtrc tvong duong dong luan thi véi mdi ne Z ta cd dang cau
nhém gitta cac nhém ddi dong dieu: H"(X,G)=H"(X",G).

Chirng minh:

Theo gid thiét X, X' lahai phtrc tvong dwong dong luan thi theo ménh dé 2.1.3.3
Hom( X,G), Hom(X',G)ciing tvong dwong dong ludn. Nén theo ménh dé 1.1.3.3 voi
mdi ne Z ta ¢ dang cdu nhdm gitra cac nhom d6i dong didu: H"(X,G)= H"(X',G).

§2. KHONG GIAN THUAN NHAT VA TOAN TU

CHINH QUY

2.2.1 Khong gian t6pd thuan nhat

binh nghta 2.2.1.1

Mot tap hop X khéc rong, trong do c6 dinh mot diém goi la diém gdc va ki hiéu
la 0, dwoc goi lamdt khoéng gian thuan nhat néu cé mot phép nhan ngoai tir truong so
thirc IR véo X nhw sau: Rx X — X :(r,x) > rx théa:

V&i moi xe X vamoi O thucr, staco:
1)  O0x=0
i) (r.s)x=r()
i)  Ix=x.

Theo dinh nghia trén thi khong gian vecto la mot khong gian thuan nhat.
Trén khéng gian thuan nhéat X ta dinh nghia mot quan hé ~ nhu sau:

V&i moi x, %, € X thi x ~X, neucdsd r =0 sao cho X =rX,.
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Ménh dé 2.2.1.2
Quan hé ~ la mdt quan hé twong dwong.
Chirng minh:
e Tinhphanxa: Tacd x=1x= X~ X.
e Tinh d6i xitng: Néu x, ~ X, thi c6 0 r =0 sao cho x, =rx,.
Khi do: x, =r'x =X, ~ X, .
e Tinhbac cau: Néu x, ~ X, va X, ~ X, thi co cac S0 r,s# 0 sao cho X, =X,
va X, = SX;. Suy ra X, =rsx, = X, ~ X;. Vay ~lamot quan hé tvong duong. =
Khi d6 quan hé ~ thuc hién mot s phan |6p trén khong gian thuan nhat X. Nhan
thdy mdi mot 16p x, ki hiéu 1a x c6 dang sau:

x={yeX/y~xj={yeX/IreR :y=rx{=R'x va0={0}.

V6i mbi 16p X khéc 16p 0, tachon mot dai diénlag. Vay X =| JR'g[ JO va

ied
R'e "R'e; =@ néui= j.Tagoi (g) _, laco sd thudn nhét cla X. Vatheo cach
chirng minh trén thi moi khéng gian thuan nhat déu cé mét co s& thuan nhat. Ta cling

cothé viét X =( JReg vavei mdi i e J tagoi tap hop Re lamdt duong thang di qua

icd
diém goc 0. Tlr d6 ta c6 thé hinh dung khong gian thuan nhat X gdbm mot ho cac duong
thang dong quy tai diém géc. Tacling goi hai diém g va (-1)g =-Ag voi 1#0 |a
hai diém doi x(rng qua diém goc.

Binh nghia 2.2.1.3

Cho X vaY lahai khong gian thuan nhat. Mot anh xa f : X — Y duwoc goi laanh
xa thuén nhét néu véi moi sb thyc r vavéi moi xe X thi f(rx)=rf (x).

R0 rang anh xa thuan nhat la xac dinh néu xac dinh duoc anh clia co s& thuan nhét.
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Hién nhién rang theo dinh ngha 2.2.1.3 anh xa tuyén tinh |a anh xa thuan nhét. Ta dé
kiém tra dwoc hop thanh cliahai anh xa thuan nhat la anh xa thuan nhat.

binh nghia 2.2.1.4

Tap hop con A clia mdt khéng gian thuan nhat X dwoc goi la can néu véi moi x

thudc A thi taco Ax e A khi [4|<1. N6 dwoc goi lahit néu: véi moi xe X thi c6
A>0 saocho: xe uA voi moi u thoa|u|> 2. R0 rang giao cliamét 5 hiru han
nhi*rng tap hop hit 1atap hop hat. Nhe vay néu A lamét tap hop chira0 thi An—A |a
mot tap can.

Pinh nghia 2.2.1.5
Néu cé mot tap hop ¢/ khéng rong nhitng tap hop con chira diém gbc O clia

khong gian thuan nhat X thda céc tinh chat sau:

TLNEuU e# ,V ew ,thitbntai W e Z v6i WcU NV ;

T2:Néu U e# thi aU e & v6i moi o #0;

T3: M0i U e 7 déulahdt vacan.

thi khi d6 X dwgc goi lakhodng gian tépb thuan nhat, tap hgp ¢ nhv vay dugc goi la

co s& lan can can cla diém goc trong X, vaki hiéula ¢, . Tap hop U clia @, goi la

mot [an can can clia goc trong X hay don gidn chi goi lalan can trong X.

Mot anh xa thuan nhat f : X — Y tlr khong gian top6 thuan nhat X dén khéng
gian topd thuan nhét Y dwoc goi la anh xa thuan nhét lién tuc néu véi moi 1an can
V e, thitdntai motlancan U e &/, saocho f(U)cV.

Nhu vay theo dinh nghta 2.2.1.5 trén thi khdng gian tdpd thuan nhat chwa han |a
mot khéng gian tdpd nhung mot khdng gian vecto topd la mot khéng gian tépd thuan

nhat. D& y rang anh xa thuan nhét lién tuc cling khdng c6 nghta lalién tuc tai diém gdc.
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Nhwng anh xa tuyén tinh lién tuc 1a &nh xa thuan nhét lién tuc va dé thdy tich cac anh
xa thuan nhat lién tuc la mot anh xa thuan nhat lién tuc.

TU day khi xét khong gian 16i dia phwong X thi ki hiéu ¢/, lachi co sé [an can
trong X théa cac diéu kién C1 - C3 ciaménh dé 1.3.3.2; do d6 ¢, cling thda cac diéu
kién
clia dinh nghiia 2.2.1.5 nén X cuing véi ¢/, 1am thanh khdng gian tépd thuan nhét.

Ménh dé 2.2.1.6

Moi dudng thang di qua diém gbc lubn cét tat c& cac 1an can V cia khong gian
t6p0 thuan nhat X.

Ching minh:

Trong khong gian t6pd thuén nhét X, tagoi (g ), la co s thuan nhét claX .
Nhw vay véi mdi i e J thi tacd mot dudng thang Re . Goi V 1amot 1an can bt ki
thudc ¢, . Theo diéu kién T3 clia dinh nghfa 2.2.1.5 thi V 1atdp can va hat. Nén voi

mbi ieJ c6 A>0sa0cho: g €4V VoI moi u thoa |u|>A.
bat A={1>0]|1e eV}vadat p(g)=inf A. Khi dé cé cac truong hop sau:

e Néu p(g)=0 thi Vchiratron duong thang Re .

e cla duong thang Re .

e Néu p(g)eAthitapV chiratap hop { L

1 }
p(e) p(e)

1 1
e Néu p(e)zAvap(e)=0thitdp V chiratip hc_rp[ ; jq clua
(@) (@) -p(e) p(e)
duong thang Re .

Do d6 V cit moi duong thdng di qua goc. m
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TU day, tagoi V, =V nRe lavét ciaV dé lai trén duong thing Re . Nhu vay V
|atép tat cd cac vét V..
2.2.2 Toan tr chinh quy
Binh nghia 2.2.2.1
Cho X, Y lahai khéng gian |16i dia phwong. Ta goi anh xa tuyén tinh lién tuc
f : X =Y lamét toan tir chinh quy néu c6 anh xa thuan nhét liéntuc f':Y — X sao
cho fff = f (2.7).
T day khi ndi toan tir chinh quy f thi ki hiéu f' lachi anh xa thuan nhat théa (2.7).
Vidu 2222
V6i X, Y laha khéng gian 16i dia phvong, tacé 1, : X > X va0: X »>Y lacéc
toan tir chinh quy.
Ménh dé 2.2.2.3
Chotoantt chinhquy f:X —Y, khido:
i) Néuf donanh thi ff =1,
i) Néuf toan &nhthi ff'=1,
Chirng minh:
i) Giastf ladon anh. Khi d6 véi moi xe Xtaco: fff(x)=f(x); maf la don éanh
nén ff(x)=x.Suyra ff =1,.
ii) Gia sl f 1atoan anh. Khi d6é véi moi yeY, tdntai xe X saocho y= f(x). Taco:
ff'(y)=fff (x)=f(x)=y.Suyra ff'=1,.=
Ménh dé 2.2.2.4
Cho X, Y la cac khong gian 16i dia phvong. Néu anh xa tuyéntinh h: X - Y la
anh xa thuan nhat lién tuc thi h lién tuc.

Chtrng minh:
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Vi h [aanh xa tuyén tinh nén ta chi can chirng minh h lién tuc tai diém géc. That
vay, 18y V 1a mdt [&n can béat ki trén Y. Khi d6 do 7/, 1a co s& |&n can clia gbc nén ton
tai V' e ¢/, sao cho V' <V . Theo dinh nghia &nh xa thuén nhét thi c6 U’ € ¢/, sao cho
h(U')cV'cV; day la diéu can phai chiing minh. =

Ménh dé 2.2.2.5

Cho B la khéng gian 16i dia phuvong va A la khdng gian con clia B. Khi d6 anh xa
nhing lién tuc i : A— B latoan tir chinh qui.

Ching minh:

Goi (g)._, la co st thuan nhét clia A, ta c6 thé b6 sung thém céc (g )., dé duoc
co s¢ thuan nhat clia B. Khi d6 voi moi ieJ, dati'(g)=g; voi moiieJ’, dat
i'(e)=0. Do d&xé&c dinh duoc anh clia co sé thudn nhat nén ta xac dinh duoc anh xa
thuan nhat i': B — A. V6i moi xe A thi i(X)=X€ A néntontai i eJ vacod so thuc
r saocho i(x)=rg,tact: ii'i(x)=ii'(rg)=i(re)=re =i(x).Vayiii=i.

Tachtng minh i": B— A laanh xa thuan nhat lién tuc, nghia la ldy bat ki lan can
clagdc V e, taphai chtng minh ton tai 1an can cliagéc U € &, seocho i'(U) V.
Théat vay, do tépb trén A la tépd cam sinh nén c6 mot lan can U trén B sao cho
V=UnAvalan can U’ e thdaU’ U . Ma v6i moi xeU\A thi i'(x)=0eV
néntacd i'(U)cV suyrai'(U')ci’'(U)cV. Day la diéu phai chitng minh. Ngoai ra,
doi don anh nén theo ménh dé 2.2.2.3taconcd i'i=1, .m

Ménh dé 2.2.2.6

Néu f : A— B lamdt toan tir chinh quy, f c6 dang phan tich qua anh la:

f:A—"5f(A—>B (29
thi f vai lacactoan ti chinh quy, hon nita f latoananh vai la don anh.

Chtrng minh:
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That vay, theo ménh d& 1.4.3.6 f co sy phan tich quaanh nhu (2.8), f latoan xa
vai ladon xa. Khi dé ta ddt anhxa g = f'i: f (A) > A thi g laanh xa thuan nhat lién
tuc. V&i moi ae A, taco:
fgf(a)=(Ffif)(a)=(Tf'f)@)="T[ff(a)]=f[ff(a)]=f(a)="T(a)
Theo d6 f Iamdt toan t& chinh quy. Hon niva, ddtdnhxa j=f f':B— f (A) thij la

anh xa thuan nhat lién tuc. Khi d6 véi mdi y e f (A), ludntdntai ae A sao cho

y=f(a). Tace: iji(y)=| (i) 'i|(y)= ff'(y)= [ f (a)]= F (a) = y=i(y).
Vay i latoan tir chinh quy. m

Ménh dé 2.2.2.7

Cho cac anh xa tuyéntinh liéntuc f:A—»> B, g:B—>C vad=gf : A—>C. Néu
f [atoan tir chinh quy va f toan anh thi Imo =Imgf =Img.

Chtrng minh:

Theo ménh dé 1.4.3.6, 0 =gf va gdugc viét dudi dang phan tich quaanh lan
lvot |&

o0=gf :A—>X,—1>C nghlala o =gf = jo

g:B—25>X,—»C nghiala g =ig

Taco anhclia gf 1a don anh tuyéntinhliéntuc Imgf =(j: of (A) > C) vaanh
clia g la don anh tuyéntinhliéntuc Img :(i :9(B) —>C) ,trong do i, j lacéc anh
xa nhdng, liéntuc. Vi f latoan anh nén theo nghta tap hop thi gf (A)=g(B)=X;
nhwng c6 thé trén X lan lwot trang bi hai topd khac nhau nén chiing khac nhau. Bé
khong nham lan ta s goi khong gian 16i dia phwong of (A) & X, topd trén d6 la 77 ;

khong gian 16i dia phuong g(B) la X,, topo trén dé 1a 7.
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Vay 0=gf =igf néntheo tinh phd dung clia Imé thi c6 cduxa : X, — X, sa0
cho iy = j. Nhw vay, v6i moi ye X, =df (A),tacod y=j(y)=ir(y)=r(y); ticla
ylamot cdu xa nhing tlr X, dén X, ; dan dén y lamot song xa. Vi thé véi moi tap mé
Ge7,thi G=y7(G)e7;; moi tdp m& trong X, déulamd trong X;.

Mat khéc, do f toan anh nén voi moi phan ttr b e B, ton tai phan ttr a< A sao

chob=f(a);néucé a,a,eAsaochob="f(a)="(a,), tasuyra

of (a)=of (,)= j0(a) = j3(a,) = 3(a) =d(a,) € X,
Khi d6 anh xa h: B — X, :b—a(a), trong d6 b= f (a), la dwoc xay dung hop I1.
Tir & 1aanh xa tuyén tinh nén h 1aanh xa tuyén tinh. Theo cach xay dwng h thi dé
kimtra hf =0 (2.9). Tanhananhxa f' vao bén phai déng thic (2.9) , nho tinh toan
anh vachinh quy ciaf nén theo ménh dé 2.2.2.3tacé: h=hff'=of'. Biéu nay cho

thdy h la anh xa thuan nhét lién tuc nén theo ménh dé 2.2.2.4 tac6 h laanh xa lién tuc

trén B.

Tacd gf =0=jo= jhf maf todnxanén g= jh. Theo tinh phd dung clia Img,
tacocduxa u: X, —» X, saocho i = ju . D& kiémtra dugc x laénh xa nhing tir X,
dén X,; dan dén xlamot song xa. Vi thé véi moi tapmé Ge 7, thi G=u(G)e7,;
moi tp m& trong X, déulamé trong X, . Nhu vay hai topd 77, 7, labang nhau, tir d6
hai khéng gian X,, X, labang nhau; dan dén hai cduxa Img=(i: X, »C),

Imgf =(j:X,—>C) cling bdng nhau. Vay Imgf =Img .=
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§3. VAT XA ANH TUONG DOI, VAT TU DO TUONG
poI

2.3.1 Vat xa anh tuong doi

binh nghia 2.3.1.1

Trong pham tru £, khdng gian 16i dia phuvong P dwgc goi la vat xa anh néu véi
moi toanxa o : X — Y, mdi cduxa f : P— Y thi ton tai mdt ciuxag: P — X sao
cho f =o9p.

binh nghia 2.3.1.2

Trong pham tru £, khong gian 16i dia phwong P duoc goi lavat xa anh twong doi
néu v&i moi toan xa chinhquy o: X — Y, mbi cduxa f : P —Y thi ton tai mot ciu xa
p:P—> X saocho f =op.

Vidu 2.3.1.3

Ban sao cac vanh hé tir la vat xa anh twong doi.

Chirng minh:
That vay, ldy bat ky toan xa chinh quy o: X -»Y vabat ki cdu xa f :Re— Y.

Khi d6, dat ¢ =o' f thi ¢ laanh xa thuan nhét lién tuc tr Re dén X. Ma Re lakhbng
gian mot chiéu nén ¢ co6 thé coi nhu la anh xa tuyén tinh tir Re dén X nén theo ménh
dé 2.2.2.4tacod ¢ laanh xa tuyéntinh liéntuc. Tacd ¢ =o'f , do o latoan xa chinh
quy nén theo ménh dé 2.2.2.3tacé: op=(ococ’)f =1, f = .
Vay Relavat xa anh twong déi. m

Vidu 2.3.1.4

Tong truc tiép ban sao cac trwvong hé ti R la vat xa anh twong doi.

Chtrng minh:



- 46 -

Tachi can chirtng minh Re, @ Re, lavat xa anh twong doi.

That vay, ldy bét ky toan xa chinh quy o : X — Y vabat ki cu xa
f:Re®Re, »>Y. Khidotacocaccluxa f,=fi,:Reg >Y va f,=fi,:Re, 5> Y
nén theo vi du 2.3.1.3 chiing cdm sinh c&c dong cdu ¢, : Rg — X va ¢, :Re, > X sao0
cho op, = f, va op, = f,. Theo tinh chét cliatong tryc tiép thi ton tai dong cdu ¢ sao
cho ¢, = ¢i, va ¢, = ¢i,. Suy ra
¢ =o(im, +i,7,) = (ol 7, +(¢i,) 7, = o, + @11,
= op =(op,) 1, +(op,)n, = fx + f,7, = fi + fim, = f (i +im,) =T
Biéu nay c6 nghia Ia Re @ Re, lavat xa anh twong doi. m
2.3.2 Vat tw do twong doéi sinh béi mot khéng gian tépd thuan nhat

Binh nghia 2.3.2.1

Cho X lamét khdng gian t6pd thuan nhat. Khéng gian 16i dia phuvong dwoc goi la
vat ty do twong d6i sinh bdi X , ki hiéu L(X), néu cé anh xa nhing thuén nhét lién
tuc j, : X = L(X) cotinh chat ph6 dung déi v6i moi &nh xa thuén nhét lién tuc
f : X =Y, trong do Y lakhong gian I6i dia phrong; nghia 1a mbi anh xa thuan nhét
lientuc f : X =Y (voi Ylakhong gian 16i dia phwong) déu cd thé mé rong téi mot
anh xa duy nhat tuyéntinhliéntuc ¢:L(X)—>Y saocho f =¢.j, .

Ménh dé 2.3.2.2

Moi khong gian t6p6 thuan nhat X déu cé vat tu do twong doi sinh bdi no.

Chtng minh:

L&y mot khong gian topod thuan nhét X bt ki vagoi ()., 1a co st thuan nhét

clia X. Khi d6 ta xay dung khong gian vecto L( X ) = @PRe vavéi moi ie J, tacd

ied

ji :Re > L(X)=@Re laanh xa nhing thit i . Taxay ding anh xa nhing thuan nhét

ied
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jx 1 X > L(X), mavéi mbi i eJ thi j, (g)=j(1e) nén L(X) dwoc dinh nghta
nhu trén 12 mdt khdng gian vecto ¢6 co ¢ 1a (4 (€)). -

V6i mbi l1an can V e 7, thi theo ménh dé 2.2.1.6 moi dudng thang Re , voi i e J,

déu dé lai vét V, trén lan can V. Khi do ta goi U labao 16i tuyét doi cla U ix(V).va

ied
2 latap hop tat ca cac U duoc xay dwng theo cach ndy. Vay vai moi U e 2 thi tn tai

V e ¢, seo cho U labao 16i tuyét ddi ctia | ] j, (V). Vatasé chitng minh 2 nay lam
ied

thanh co sé 1an can cia mot topd 16i dia phuong trén L(X) nghia la chiing minh
0 thoa céc tinh chat C1 — C3 ciaménh dé 1.3.3.2.
e VGi mbi U €2, taphai chitng minh U latap hit:

Theo céch x8y dung 2 thi co V € ¢/, sao cho U labao 16i tuyét déi cla

Uix(V)- Vayvéi mdi yeL(X) do (j.(g))_, lacosdcliaL(X) néntdn tai cic s

ied

foonl, #0 sB0ChO Y=, j (8 )+..+ 1, jx (8, ). RErang c&c phantit rg,,....1; g |a
thudc vé khong gian topd thuan nhat X . Vi V [atap hat trong X nén véi mdi s nguyén
j, 1< j<n,tdntai c&c s6 duong o, mavei moi 6 u,|u|> ¢ thir g €V . Dt

a:max{aij |jeZ,1< | Sn} thir,e eaV,voimoij;nénr e caV, vi moij. Suy

rar, jx(ei )e jx(aV ) vGi moi j dan dén:

rJX( ) el Jix(av (UJX jcau voi moi 0 nguyénj, 1< j<n.

ied ied
MaU latap tuyét doi 16i nén oU ciing tuyét déi 16i, suy ra:
—y— (rlljx(q ))+ +1(r ix(e, ))eaU::»yenaU.

Vay U latap hdt nén suy ra 2 thda C3.
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e  Chirng minh » théaC1 nghia lanéuco U*,U*e 2 tachiting minh cd U* € © sao
choU®cu'nu?.
Theo céach x8y dung 2 thi cd V', V? e &, sao cho U*,U? Ian lvgt 1a bao tuyét déi 10i
ctia | jx (Vi) valJix (V%) Theo dinh nghiia 2.2.1.5 thi c6 V° e , sao cho

ied ied
Vic VInV? suyraVe < Vi N2, voi moi i e J. Dan dén U*® labao tuyét dGi I0i
cﬂanX(V3i), U®e 2. Laybatki phantlr yeU?, khi do co cac phan ti

ied

rix(8)t ix (8, ) eUix(V3) vacae s 4, d D

ied j=1

y=4, (1 (8))+-+4 (r,1x(8,))-

MaVv?® < Vi nVv2 nénr j, (Ql)’---’ﬁnjx (q) deu thuoc vao| J jy (V) va

ied

&j‘gl,saocho

Uix (V%) honnitau* ~U* latap tuyét ddi 15i nén:

ied

y:/Ll(riljx(ql))+...+ﬂ,ln(rinjx(qn))eulmuz,nghTa lau®cu*nu?Z.

e Chirng minh 2 thdaC2, nghia lanéucd U € 2 vamoi sd a # 0 tasé chirng
minh aU € 2 .

Theo céch xéy dung 2 thi cd V e ¢/, saocho U labao tuyét doi 16i cla U ix (M,

ied

Matheo T2 clia dinh nghiia 2.2.1.5 thi aV e 7, , dé thdy vét (aV). =V, nén

jx[(av)i] ajy (V;). Goi Wlabao tuyét ddi 16i ciia | Ja j, (V). Vi:

ied

Uajx( anX )l

ied ied
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Taco U latap tuyét doi 16i thi U latuyét déi 16i, W latap tuyét doi 16i nhd nhat chira
U“Jx nen W c aU . Mét khéc, 1ay bat ki phantlr ye aU , tontai xeU sao cho

ied
y =ax. Khi d6 c6 cic phanti 1, jy (g, )1, jx( ) Uix (V) vacaess 4.4 ,
ied

n

2.

j=1

/1]‘<1 sao cho X = (r Ixle ))+..+4 (r ixl& ));suy

)
ray=ax=A4 (ar ixle ) A (ar Ixle ) Macac
\/I

ar, jx (&) -at, ix (8, ) € Jaix (V). trong d6 Wlabao tuyét i 16i clia | Jajy (),

ied ied

nén: y=05x=/111(ocriljX (ql))+...+ A (“ﬁn ix (e, )) eW.

SuyraaU cW.Vay aU =W nénthudc vao 2 . Nhu vay ta chirng minh dugc 2 théa
C2.

Nén > lam thanh co s¢ ciamot topd 16i dia phuong 77, trén L(X).Xét anh xa
nhing j, : X — L(X), tachitng minh j, 1&&nh xa thuan nhat lién tuc. That vay, lay

bét ki [&n can U € 2, khi d6 c6 V e &7, sao cho U labao tuyét dbi 16i clia ij (V

ied
V6i mdi xeV , vi (g)_, laco st thudn nhdt cliaX néntontai i e J vasd r, sao cho

x=re, diéu nay c6 nghia la x thubc vao vét V,; suy ra:

jx(x):rijx eJx UJX V|

icJ
Vay j,(V)cU . biéunay chiingtd j, |aanh xa thuan nhét lién tuc.

Sau déy ta phai chitng minh L(X) duoc xay ding nhu trén la vét ty do tvong doi
sinh b&i khéng gian t6pd thuan nhat X, nghia lavéi bat ki mot khong gian 16i dia
phuong Y vabat ki anh xa thuan nhét liéntuc f : X —» Y, taphai chirng minh ton tai

cauxa ¢ lam biéu do (2.14) sau giao hoan:
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X —ls L (X)
di (2.14)
Y

Vi co s¢ thuan nhat (Q)ieJ ciaXlaco s cia L(X) nénvéi moi i e J, ta dat
o(ix(8))= f(g).Biétduoc anh clia co s& nén ta xac dinh dugc duy nhat anh xa
tuyéntinh p:L(X)—>Y.Déyring pj, = f .

Ta st chirng minh ¢ laliéntuc tai géc. That vay, ldy bat ki [an can tuyét doi
16i H e ¢, vi flaanh xa thuan nhat liéntucnéncélancan V e, saocho f (V)< H .

Tagoi U labao tuyét d6i 16i ciia | ] j (V) vachirng minh (U )< H . V6i mbi

ied
yeU thicocacphantir rj, (g ),...5 ix (8, )eJix (V) vacacsd 4,... 4,
ied

n

2.

=1

&j‘gl,saocho: y:/lll(riljx(ql))+...+/1ln(rinjx(qn)).
Taco 1.6 ,...T, § thudc véo céc vét V; cliaV nén ciing thudc véo V. Nhu vay voi moi

S5 nguyénj, 1< j <n, taco (o(rij ix(e )): f(r,g ) f(V)<H. MaH tuyét i Ioi

nen:

o(y)=41(re)+-+41(re )eH

Vay p(U)c H nén ¢ lalién tuc tai goc, do vay no cling lién tuc.
T6m lai ta dé ching minh duoc L(X) lavat ty do twong déi sinh béi khong gian t6po

thuan nhat X.
Hon nita, vat tv do twong doi sinh bdi X la duy nhat theo nghia, néu F lavat tu do

twong ddi thit hai sinh boi X thi F va L( X) dang xa voi nhau. That vay, F [avat tv do
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tong doi sinh bdi X cung voi &nh xa nhiing thuan nhét liéntuc j: X — F ¢6 tinh phd
dung d6i véi anh xa thuan nhat liéntuc j, : L(X)— X ; ngha lacé duy nhét &nh xa
tuyéntinhliéntuc ¢: F — L(X) sao cho ¢j = j, (2.15).

Nguoc lai tacling cé duy nhét &nh xa tuyén tinh liéntuc v : L(X) — F sao cho

viyx =] (2.16).
TU (2.15) va(2.16) tasuyrawej = | mawe: F — F laanh xa tuyén tinh lién tuc.
Hon nita, 1..j = j nén theo tinh pho dung cliaj ddi véi anh xa thuan nhat lién tuc
j : X = F thi chi c6 duy nhat mot anh xa tuyén tinh tir F dén F 1am cho biéu do (2.17)
giao hoan:
X—>F
di (2.17)
F

Dovay yp =1.. Tuong tv gy =1, . Vay F va L(X) dang xa vi nhau. Do dé c6

duy nhat mét vat tv do twong doéi sinh bdi X vand nhan co s¢ thuan nhat clia X lam co
& . Tacling ki hiéu co sé 1an canclia L(X) la 2, ma », la » dugc xay ding nhu
trén. m

Trwéc khi két thic phan nay ta dua ra mot két quad ma con duoc goi la “tinh du
nhiéu clla cac vat tv do twong ddi” lam co s& cho viéc xay dung phép giai tv do tuvong
doi sau nay:

Ménh dé 2.3.2.3

Mai khdng gian 16i dia phuong X dang xa véi khdng gian thuong clia mot vat tu
do twong doi nao do.

Chirng minh:

Xét vat ty do trong d6i L(X) sinhbéi X va 2 laco st lancancla L(X) théa

cac diéu kién claménh dé 1.3.3.2. Do tinh pho dung clia anh xa thuan nhat lién tuc
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jx : X > L(X) ddi v6i &nh xa tuyén tinh lién tuc 1, : X — X nén ton tai &nh xa tuyén
tinhliéntuc p:L(X)— X saocho pj, =1, (2.18). Dé kiémtra j la don anh va pla

toan anh. T (2.18) suy ra p latoan tir chinh quy tir L(X) dén X. Theo hé qua 1.4.3.5, p
c6 thé duoc phan tich nhw sau:

p:L(X)L)L()%l(O)—p>X (2.19)
trong d6 p: L()%‘l(o)% X x> p(x).Tacd p=pr,viplatoan anhnén p la

toan anh; suy ra p latoan xa. Topd trén L()%_l (0) la topd thuwong dwoc xay dung

trong ménh dé 1.4.1.3.

XéténhxaE:XAL()%_l(O):XHjx(x),doE.Tach(fngminhEIién
L(X) A
tuc tai goc. Lay bat ki lan can 7[(U) trong p’l(O) ,Voi U e O, ,do j, ladnhxa

thuan nhét liéntuc nénco V e &7, dé j, (V)cU . Suyra j, (V)=7[ |, (V)]c 7 (V).
Vay j, liéntuctai goc. Gior tasé chirng minh j, 1&anh xa tuyén tinh. Thét vay voi
moi X,y e X vamoi b «, 3, do (2.18) tacé:
Piy (ax+ BY) =1, (ax+ pBy)=ax+ py=1 (ax)+1,(BYy)

= piy (ax)+ pix (BY) = p[ ix (aX)+ iy (BY)]
= jx (ax+BY)—| ix (@x)+ jx (BY)]€ p7*(0)
= (ax+ BY) = x (ax+ BY) =[ ix (aX)+ ix (BY)]= ix (aX)+ ix (BY)

Vay j, laanhxatuyéntinhlién tuc.
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Ngoai ra, véi mbi xe X tacod BE(X)=B(J'X(X))= p(ix (X)) =1 (x). Vay

— = L(X - . .
Pix =1. Vavsi mdi ye (%1(0) taco j, p(y)=ix (P(¥))= ixP(y). Hon

ntta: p(y—jxp(Y))=p(¥)-pixp(Y)=p(Y)-1 p(Y)=0.

Suyra y—jyp(y)e p*(0) hay y=j.p(y). Vay KfJ:Jl(x/

p(0)

Nhu thé ta d& chirng minh dwoc X dang xa véi L(%_l(o) .

Vi du vé céac vat xa anh twong déi, ta co:
Ménh dé 2.3.2.4
Vat tv do twong d6i cia mot khong gian thuan nhat |a vat xa anh twong doi.

Chtrng minh:
Goi L(X) lavat ty do tvong déi sinh bdi khong gian topd thuan nhét X, goi

(8),., 1a co sd thuan nhat clia X néncé (jy (e))  lacosd clia L(X).
Taching minh L(X) lavat xa anh twong déi. That vay, |dy bat ky toan xa chinh

quy o: A— B vabéatkiciduxa f:L(X)— B.

Pat g =o' fj: X —x> L (X)——>B—2— A thi glaanh xa thuan nhat lién tuc.
Nén theo tinh ph6 dung ciiadnh xa j, : X — L(X)ddi v6i &nh xa thuan nhét lién tuc g
thi ton tai anh xa tuyén tinh liéntuc ¢: L(X)— A saocho ¢j, =g. Suyra
0i, =g=0'fj,; dan dén opj, =oo'fj, = fi, (do o latoanxa). Vi opj, = fj, nén
op(ix(8))=0vix(g)=fix(§)=f(ix(g)) voi moi ieJ. Nhanthdy op va f la
hai &hh xa tuyén tinh ¢ anh bang nhau trén co s& nén bang nhau. Vay o = f , do d6

L(X) lavat xa anh trong ddi.
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T két qua cia ménh dé 2.3.2.4 vatlr “tinh du nhiéu clia I&p cac vat tv do tuong
doi”, ta suy ra “tinh dd nhiéu cta I&p cac vat xa anh twong doi”.

Sau cuing ta trinh bay hé quéa vé méi lién hé gitra khéng gian 16i dia phuong voi
ddy khép ngan “dic biét” sau:

Ménh dé 2.3.2.5

MOi khong gian 16i dia phuong X cadm sinh mdt day khép ngan:

0>Y—5L(X)—=>X->0

trong d6 i vaz con la céc toan ti chinh quy.

Chitrng minh:

Theo ménh dé 2.3.2.3, khdng gian 18i dia phuong X dang xa voi L()%_l(o) va

c6 toan xa chinh quy p:L(X)— X. Khi dé tacé hat nhanctap, i:p™(0)— L(X)
la don xa nén theo ménh dé 2.2.2.5tacé i lachinh quy. Mat khac, do i la don xa nén
theo ménh dé 1.4.3.7tac6 Imi =i. T d6 Imi =i = Kerp. Nhu vay ta cé day khép
ngansau: 0— p*(0)——>L(X)—>X - 0.
Pay la diéu can phai chirng minh. m

Ménh dé 2.3.2.6

Trong pham trti cac khéng gian 16i dia phwong, cho biéu dd giao hoan:

A
td (2.20)
X—25Y-£L57

trong d6 dong dudi la khop, «,f la cac toan tir chinh quy va A la vat xa anh twong

doi. Hon nira A f =0. Khi d6 ton tai cdu xa g: A— X sao cho biéu do giao hoan;
nghia la ag = f
Chtrng minh:
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Gia sr o co sy phantich quadnhla o: X—5>a(X)—i>Y. Do dong duéi
trong biéu do (2.10) lakhép nén i:a(X)—Y lahat nhan cia £; dan dén
a(X)=47(0). Matheo gid thiét ff =0 néntasuyra f(A)c B7(0)=a(X).

Do vay taxay dung duoc dnh xa tuyéntinh 0: A— a(X):am f(a).

Nhan thdy f c6 thé phan tich dud¢i dang f : A—»a(X)—>Y, f =id (2.21).

Theo bo dé 2.2.2.6 ta c6 don xa i latodn t& chinh quy vatheo ménh dé 2.2.2.3 ton tai

anh xa thuan nhat lién tuc i’ seo cho i'i =1 . Tl dang thirc (2.21), suy ra

(X)
i'f =i'io =0 chothdy o laanh xa thuan nhét lién tuc nén theo ménh dé 2.2.2.4 taco o
lién tuc. Khi do ta cd biéu do (2.22) céc anh xa tuyén tinh lién tuc sau:
A
ol (222
X —a—>a(X)
Ma o latoan anh tuyén tinh lién tuc, chinh quy (theo ménh d&é 2.2.2.6) va A lavat xa
anh twong doi nén do tinh pho dung clia vat xa anh twong doi, ton tai ciuxa g: A— X
sao cho biéu dd (2.11) giao hodn, nghta 1a g =0 dan dén ag=iag=ido= f , va day
la diéu can phai chirng minh. m
Ménh dé 2.3.2.7

Trong pham trti cac khéng gian 16i dia phwong, cho biéu d6 (2.23) giao hoan:

Xl 51 N A Ji N .
t gy (223
X, —%25Y, L 57,

trong do6 dong trén khép, dong duéi [a khop voi cac «,, S, latoan tir chinh quy, X la
vat xa &nh tuong doi. Khi d6 ton tai anh xa tuyén tinh lién tuc h: X, — X,lam cho

biéu do (2.23) giao hoan.
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Ching minh:

Do biéu d (2.12) giao hodn vahai dong khép nén B,fa, = g(Bie,)=9.0=0. Vi
dong duéi trong biéu do (2.12) lakhép, céc «,, 3, 1acéc toan tl chinh quy, X, lavat
xa &nh twong déi nén theo ménh dé 2.3.2.6 ton tai cdu xa h: X, - X, sao cho

a,h= fea,. Vado la diéu tacan phai chitng minh. m

84. XAY DUNG HAM TU EXT TRONG PHAM TRU
CAC KHONG GIAN LOI BIA PHUONG

2.4.1 Phép giai xa &nh tuong doi

Binh nghia 2.4.1.1

Cho A lamét khdng gian 16i dia phwong tly v, tagoi phép gidi xa anh twong doi
ctia A lamét day khop cac vat xa anh tuong d6i va cac toan tir chinh quy:

e X, =X . o X, > X, > A>0 (2.24)

NGi riéng, néu X, lavat tv do twong ddi ( t.u. vat xa &nh twong ddi) véi moi
n>0 thi (2.24) dwvgc goi la mot phép giai tv do tvong dbi (t.u. phép giai xa anh tvong
doi) ciakhdng gian 16i dia phwong A.

Tir “tinh d0 nhiéu cla |&p cac vat tv do twong d6i”, ta co dinh Ii sau s& khéng
dinh s ton tai clia phép gidi xa anh twong doi.

Pinhli24.1.2

Moi khong gian 16i dia phuong A déu c6 mot phép gii tv do twong doi.

Chitng minh:

Theo ménh dé 2.3.2.5 ta biét rang véi moi khong gian 16i dia phuong A thi ton tai
day khép ngan chinh quy sau:

0 X,—2>L,—2>5A->0
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v@i don xa ¢, toan xa £, lacéc toan tir chinh quy; trong d6 L,lavat ty do twong doi.

Lai vi X, lakhdng gian I6i dia phrong nén ta ciing c6 day khdp ngan :

0o X, —a5L 45X, -0
trong do6 L, 1avat tv do twong ddi va don xa ¢, toan xa £, 1a céc toan tir chinh quy.

Nhw vay bang phép quy nap toan hoc ta thu dwoc cac day khép ngan:

0> X —%s| —fsX -0
véi moi sd nguyén n>0, & dd L. lavat ty do twong dbi va don xa «,, toanxa g, la
cac toan tir chinh quy. Bay gi¢ talap day
Wl s o) L > >A>0 (225

n+1

trong do L, la céc vat tv do tuvong dbi duoc x&y dwng nhu trén, con:

B, khin=0
a, B, ki n>1

a:

Dé chirng minh (2.25) la phép giai tw do trong ddi clia A ta phai chirng minh né la day
khép vacac 0 lacéac toan tir chinh quy.

VGi moi n>0,taco a,, 3, lacac toan tir chinh quy nén co cac anh xa thuan nhét
liéntuc a,, B, saocho o, =1, va B 5 =1, . Dodovoi anh xa thuan nhat lién
tuc 0, =¢, ,B,:L, > L,,,tacd &nh xathuan nhdtliéntuc g« ,:L, , > L, ma
o.frar 10, =y (BN eaan ) By = o, 1B, . Vay céc 0 lacée toan tir chinh quy.

Do «, la don xa, chinh quy vag, latoan xa , chinh quy v&i moi n>0 nén theo
ménh dé 2.2.2.7 vaménh dé 1.4.3.2 taco:

Imo,,,, =Im(a,B,..)=Imea, = Ker 8, = Ker («,,3,) = Kero,
tecla Imo,,, = Kerd, véi moi n>0. B0 la diéu can phai chitng minh. m

Theo dinh i 2.4.1.2 ta da chirng minh dwgc sy ton tai phép giai xa anh twong déi cia

khong gian |6i dia phwong A. Sau day ching ta sé chirng té tinh duy nhat clia phép giai
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xa anh tvong ddi, theo nghia hai phép giai xa anh tuvong doi bat ki clia cung mot khdng
gian |6i dia phuvong A déu twvong dwong dong luan. Ta c6 dvoc diéu nay nhé cac ménh
dé sau:

Ménh dé 2.4.1.3

Cho h: A— B lamft anh xa tuyén tinh lién tuc clia khéng gian 16i dia phvong A

vao khong gian 16i dia phvong B bat ki va

o X, =X I o X > X, > A0
la mot phép gidi xa anh twong doi bat ki cia A,

oY, =2y . Y, >Y,>B->0

la mot phép giai xa anh twong doi bat ki clia B.
Khi d6, ton tai cac anh xa tuyéntinhliéntuc f : X, —Y, , n>0 sao cho biéu dd (2.26)
la giao hoan:
> X, 2o X s X, > X, >A>0
U N td L,y nd (2.26)

oY, 25y 5. 5Y,>Y,> B0

Céac anhxatuyéntinhliéntuc f , n>0 vah lap thanh phép bién d6i day chuyén
X Y.

Chtng minh:
Vi X,lavat xa anh tvong doi va 0': Y, — B [amot toan xa, chinh quy nén theo tinh
phd dung cliavat xa anh tuvong doi, ton tai anh xa tuyéntinh liéntuc f,: X, > Y, sao
cho biéu d6 sau day la giao hoan:

X,—2>A—-0
o ¥ hi

Pl

Y,—B—>0

tirc 12 9, = ho.
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Gia str voi moi 0< m< n daxay dung dwgc cac anh xa tuyén tinh lién tuc

f.:X,, =Y, sa cho biéu do sau day giao hoan:

0
Xm Xm—l

i 4 R
Y, —2Y,
trongdo f ,=h, Yvm>0, m<n.
X ét biéu d6 giao hoan (2.27) sau:
X —25X —25X ,

oy 1,4 (227
Y 25V 7Y

n 7 Th-1 n-2

trong d6 do hai dong lakhép véi cac anh xa 9,0" 1a cac toan tir chinh quy va cac khdng
gian |6i dia phwong trén (2.27) la vat xa &nh tvong d6i nén theo ménh dé 2.3.2.7 ton tai
anh xa tuyéntinhliéntuc f : X —'Y, sao cho biéu do (2.27) lagiao hoan. m

Nhu thé, ta da hoan thanh phép xay dung cac cau xa clia phép bién doi day
chuyén tir X dén Y. Hon thé nita, chiing ta con c6 két qua sau:

Ménh dé 2.4.1.4

Cho X, Y lacac phép gidi xa anh twong ddi ctia cac khéng gian [6i dia phuong
A, B nhu trong ménh dé 2.1.4va f ={f,, h|n>0}, g={g,, h|n>0} lacac phép
bién doi day chuyén X — Y. Khi dé f dongluanvéi g.

Chirng minh:

Taphdi xay dung c&c cdu xa: k,: X, —Y,,, sa0 cho:

ok, +k, _,0=f, —g, voi moin.

Truéchéttadat k , =0: A>Y,.
Gid st n>0va ta da dung duoc cac anh xa tuyén tinh liéntuc k. : X — Y., v&i moi

0<m<nsaocho: ok, +k, ,0="f -0,
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X ét bidu db (2.28):
Xn

i (2.28)

Y, —$oY Y,

nel
trong d6 j laénh xatuyéntinhliéntuc: j=f —g, -k ,0.
Khi do ta co:
0nj =0,f,-0,9, -0k, 0,
=0, f,-0,9,—(f1—9ns—K,,0,.4)0,
=0, f,— 0,9, — (.0, — 9,10, —K,0,:0,)
=0, f,~3,9, (3, f,—,9,-0)=0
Do dong du¢i cua (2.28) lakhop voi cac anh xa ¢ lacéc toan t chinh quy, X, lavat
xa anh tvong déi nén theo ménh dé 2.3.2.6 ton tai anh xa tuyén tinh lién tuc
k :X,—>Y,saocho ok =j=f -9, -k _,0.Suyradk, +k ,0=f —g,. Ménhdé
daduwgc chirng minh. m
T hai ménh deé trén ta thu dwoc dinh Ii sau:
Pinh1i 2.4.1.5
Hai phép gidi xa anh twong doi bat ki ctia cung mot khdng gian [6i dia phvong A

déu twong dwong dong luan.

Ching minh:
Giasr X:.X, ,—2 X —2 X  —>.>X —>X,>A>0

h /. !
va XXy

b y X! B 3 X 5. > X > X >A>0

lahai phép gidi xa &nh tuvong doi bat ki clia cuing mot khdng gian 16i dia phwong A.
Khi d6 ton tai phép bién doi day chuyén:
f={f:X,—> X/ |n>-1

g=1{g,: X,—> X, |n>-1}
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trong d6 f,, g, lacduxal,.
Khi d6 theo ménh dé 2.4.1.4tac6é gf dong luan vai ti dong cdu dong nhat cia X, fg
dong luan véi tu dong cau dong nhat clia X'. Vay X va X'twong duong dong luan véi
nhau.m
Vay vai moi khéng gian 18i dia phuong A ta d& chitng minh duoc ludn ton tai duy nhét
theo nghia tvong dwong dong luan phép gidi xa anh twong doi cia A. Sau day ta sé
trinh bay cach xay dung ham tr Ext" bang phép giai xa anh tvong déi trong pham tru
cac khong gian 16i dia phuong.
2.4.2 Xay dung ham tir mé rong Ext"

binh nghia 2.4.2.1

Cho A vaB lacéc khong gian |6i dia phuong va

o X =X 2 X, > X, > A0

laphép gidi xa anh twong déi cua A.

Xét ddy: Hom(X,B):...—» Hom(X,,B)—>—Hom(X,,,,B) > ...

Khi d6 voi mbi s6 nguyén duong n, d6i dong digu H" (Hom( X, B)) goi latich
mé& réng n — chiéu clia cac khong gian 16i dia phuvong A va B da cho va dugc ki hiéu la
Ext"(AB).

Vi n=1, tadung ki hiéu Ext( A, B) vagoi nd latich mé rong ctia cac khong
gian 16i dia phuong A vaB. Ngoai ra, taciing dinh nghfa Ext°( A,B) = Hom(A,B).

Theo ménh d& 2.4.1.5 va dinh Ii 2.1.3.4 tachirng minh dugc rang cac nhom déi
dong digu H"(Hom( X, B)) khong phu thudc vao cach chon phép giéi xa anh tuong
doi ctiakhong gian 16i dia phvong A. Nghia lanéu X' cling la phép gidi xa anh clia A
thitacé: H"(Hom(X,B))=H"(Hom(X’,B)).

Do dé dinh nghia tich mé rong nhuw trén 1a hop Ii.
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Binh nghia 2.4.2.2

Cho A lamoét khong gian 16i dia phwong c6 dinh, ham tir Ext" (A, —) laham ti tir
pham tru cac khéng gian 16i dia phurong dén pham tru cac nhém aben dwoc xay dung
bang cach cho tuong ng:

e MOi khong gian 16i dia phuong B voi mot nhém Ext" (A, B).

e MOi anh xa tuyén tinh lién tuc « : B — B’ véi mdt dong ciu

a. 1 Ext"(A B) - Ext"(A B') ma a.(clsc) =cls(ac) véi mbi clsce Ext"(AB).

Ménh dé 2.4.2.3
Hamtt Ext"(A,—) l[ahamtl hiép bién, tic 1a n6 thoa hai tinh chat:
) (L) :lExt”(A,B)
i) (a2'a1)* = (0!2)* (al)* .
Chtrng minh:
V6i moi clsce Ext" (A B) thi (1), (clsc) = dls(1,c) = clsc nénsuy ra (1;). =1 0 -

Cho céc anh xa tuyén tinh lién tuc B—2—» B, —*=2—>B,.

Khi d6 véi moi clsce Ext" (A, B) thi:
(a,@,). (clsc) = dls(a,.2,€) = (a,).| cds(a,.€) | =(a,), (), (clsc).
Do dé ham tlr EXt”(A,—) laham t& hiép bién.m
binh nghia 2.4.2.4
Cho B lakhéng gian 16i dia phuong c6 dinh, ham ti Ext" (—, B) laham tl tir

pham tru cac khéng gian 16i dia phurong dén pham tru cac nhém aben dwoc xay dung

bang cach cho tuong ng:
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e MOi khong gian 16i dia phuong A véi mdt nhém Ext" (A, B).

e MO0i anh xa tuyéntinh liéntuc y : A - A v6i mdt dong cdu

7 1Ext"(AB)— Ext"(A,B) may (clsc)=cls(cy) voi moi clsce Ext"(A B).
Ménh dé 2.4.2.5

Hamtl Ext"(—,B) lahamtl phan bién, tirc [& n6 théa mén hai tinh chat:

iii) (1A)* :1Ext”(A,B)

V) (7/1-7/2)* = (7/2)* (7/1)* :
Chtrng minh:

V6i mdi clsce Ext"(A,B) thi (1,) (clsc)=cls(c.1,) =clsc nénsuy ra (1), =1 onn) -

Cho céc anh xa tuyéntinh liéntuc A, —2>A —2>5A.

Khi d6 véi moi clsc e Ext"(A,B) thi:

(7072) (dsc)=cls(cr7,)=(7,) [ds(cr)]=(7.) () (dsc).

Do d6 ham ti Ext"(—,B) laham t& phan bién.a
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KET LUAN

Sau khi nghién ctru pham tru cac khong gian [6i dia phwong cho viéc xay dwng ham
tlr Ext, ching t6i da thu dwgc mot sb két qua sau day:
1. Pham tru cac khong gian [6i dia phwong la pham tru tién aben va chi ra dwgc pham
tru cac khong gian 16i dia phwong khong cé tinh aben.

2. Néu A lakhong gian con ciia B ma B la khong gian 16i dia phuong thi 1an lwvot ¢
t6pd cdm sinh trén A vatépb 7‘8/ dé Ava % tré thanh khong gian 16i dia phwong.
A

3. Kiém chirng dwoc pham trii cac khong gian |6i dia phuong la pham tra tién aben.

4. Ngoai raciing cho thay pham tru cac khong gian 16i dia phvong la pham tru c6 anh
nén dua ra duwoc khéi niém day khép trong no.

5. Bua ra cac kha niém khong gian thuan nhat, anh xa thuan nhat, khéng gian tépo
thuan nhét, toan tt chinh quy.

6. Dua ra khai niém vat xa anh tuong déi, vat tv do twong déi sinh bdi khéng gian
thuan nhat X. Qua d6 ta xay dung vat tu do tvong d6i sinh bdi khdng gian thuan nhat X;
cling chirng minh dwoc vat tv do tvong doi la vat xa dnh twong doi.

7. Sau cuing ta chirng minh dwgc “tinh dd nhiéu chalép cac vat tv do tuong déi”, tir dé

cling cho thay “tinh du nhiéu ctalép cac vat xa anh twong doi”.
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