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 MỞ ĐẦU 

 

1. Lý do chọn đề tài 

 Định lí số nguyên tố là định lí hay và khá nổi tiếng. Việc chứng minh định lí này đã bộc lộ mối liên hệ  

khá thú vị giữa sự phân bố số nguyên tố và giải tích phức. Đóng vai trò quan trọng trong mối quan hệ này là 

hàm zeta của Riemann. 

 Sử dụng công cụ giải tích phức và hàm zeta làm cho chứng minh của định lí đơn giản hơn  rất nhiều so 

với những chứng minh trước đó. Hơn nữa, trong quá trình tìm tòi chứng minh các nhà toán học đã tìm thấy 

mối liên hệ giữa sự  phân bố số nguyên tố với giả định nổi tiếng của Riemann, đó là tất cả các không điểm 

không tầm thường của hàm zeta đều nằm trên đường thẳng Rez = 1
2

. Giả định này cho đến nay vẫn chưa được 

chứng minh. 

 Do đó, để có thể tìm hiểu sâu hơn về giả định của Riemann thì cần xem lại các tính chất  của hàm zeta 

của Riemann và định lí số nguyên tố. 

2. Mục đích nghiên cứu 

 Luận văn trình bày các tính chất của hàm zeta và chứng minh định lí số nguyên tố. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

 Đối tượng nghiên cứu là hàm zeta của Riemann và định lí số nguyên tố. 

Phạm vi nghiên cứu gồm thác triển của hàm zeta, không điểm của hàm zeta, giá trị của hàm zeta tại 

những điểm nguyên, quan hệ giữa hàm  zeta và chuỗi hàm Dirichlet và chứng minh định lí số nguyên tố. 

4. Ý nghĩa khoa học, thức tiễn 

 Hệ thống lại các tính chất  của hàm zeta và định lí số nguyên tố. Trên cơ sở đó, tìm tòi, phát hiện cái 

mới. 

 Vì khả năng và  thời gian có hạn nên luận văn còn nhiều thiếu sót. Kính mong sự góp ý của quý thầy cô 

và bạn đọc. 

 



 

CHƯƠNG 1: KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

1.1. Hàm số học 

Định nghĩa 1.1.1. Ta gọi hàm số học là các hàm số xác định trên *
 . 

Định nghĩa 1.1.2. Hàm xσ  là hàm số học xác định bởi 

   
( ) *, , .x

x
d n

n d x dσ = ∈ ∈∑    

  Đặc biệt nếu ( )d n  là số ước của n  thì ( ) ( )0 1
d n

d n nσ= =∑ . 
  

 

Hàm Euler ϕ  là hàm số học được xác định như sau ( )1 1ϕ =  và ( )aϕ  là số các số tự nhiên nhỏ hơn a, 

nguyên tố cùng nhau với a nếu a > 1. 

 Hàm Mobius µ  là hàm số học xác định bởi ( ) ( ) ( )1 1, 1 rnµ µ= = −  nếu n là tích của r số nguyên tố phân 

biệt và ( ) 0nµ =  trong các trường hợp còn lại. 

 Định nghĩa 1.1.3. Hàm số học f  gọi là có tính chất nhân nếu f  không đồng nhất bằng 0 và mọi 

( )*, , , 1a b a b∈ =  đều có ( ) ( ) ( )f ab f a f b= . 

  Định lí 1.1.1( Định lí cơ bản của số học). 

 Mọi số nguyên dương lớn hơn 1 đều biểu diễn được một cách duy nhất dưới dạng tích các số nguyên 

tố, trong đó các thừa số nguyên tố được viết  theo thứ tự không giảm. 

Để thuận tiện, ta thường nhóm các thừa số nguyên tố bằng nhau thành một luỹ thừa của nó. Cách biểu 

diễn số nguyên như vậy ta  gọi là phân tích tiêu chuẩn:   k
kpppn ααα ...21

21=  trong đó pR1R<pR2R<……<pRkR là số 

nguyên tố và *
1 2, ,..., kα α α ∈ . 

Định lí 1.1.2. Các hàm , ,xσ ϕ µ  là hàm có tính chất nhân. 

  Kí hiệu P  là tập các số nguyên tố. 

Định lí 1.1.3. Nếu f  là hàm có tính chất nhân thì có chuỗi hàm Dirichlet 

( ) ( ) ( )
1 0

.
k

z kz
n kp P

f pf n
F z

n p

∞ ∞

= =∈

= =∑ ∑∏
 

1.2. Chuỗi hàm phức 

Định nghĩa 1.2.1. Cho dãy hàm { }nf  xác định trên Ω⊂  . Tổng hình thức 

 1 2
1

... k
k

f f f
∞

=

+ + =∑
     

(1.2.1) 



 

được gọi là một chuỗi hàm trên Ω . 

Đặt 
1

n

n k
k

S f
=

=∑  ta được một hàm xác định trên Ω , gọi là tổng riêng thứ n và dãy{ }nS  gọi là dãy tổng riêng 

thứ n của chuỗi (1.2.1). 

Chuỗi (1.2.1) gọi là hội tụ trên  Ω  nếu dãy { }nS hội tụ đến một hàm f hữu hạn trên Ω .   Khi đó f được 

gọi là tổng của chuỗi và viết 
1

k
k

f f
∞

=

=∑ .  

Chuỗi không hội tụ gọi là chuỗi phân kì. 

Chuỗi (1.2.1) gọi là hội tụ đều trên Ω  đến một hàm f nếu dãy { }nS hội tụ đều đến hàm f. 

Giả sử chuỗi (1.2.1)  hội tụ và f là tổng của nó. Với mỗi n∈ , đặt ( ) ( ) ( )n nr z f z S z= − ( )
1

k
k n

f z
∞

= +

= ∑
 

ta được dãy hàm { }nr trên Ω , gọi là dãy các phần dư của (1.2.1). 

        Ta cĩ:  

Chuỗi (1.2.1) hội tụ trên Ω  khi v chỉ khi dãy { }nr  hội tụ đến 0 trên Ω . 

Chuỗi (1.2.1) hội tụ đều trên Ω  khi v chỉ khi dãy { }nr  hội tụ đều đến 0 trên Ω . 

        Như vậy, chuỗi (1.2.1) hội tụ trên Ω  khi v chỉ khi 

( )( )0, , : .nz N n N r zε ε∀ > ∀ ∈Ω ∃ ∀ > ⇒ <  

Chuỗi (1.2.1) hội tụ đều trên Ω  khi v chỉ khi 

( )( )0, : , .nN n N z r zε ε∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈Ω⇒ <  

Chuỗi (1.2.1) được gọi là hội tụ tuyệt đối nếu chuỗi  

1
k

k
f

∞

=
∑

       
(1.2.2)  

hội tụ. 

Nếu chuỗi (1.2.2) hội tụ thì chuỗi (1.2.1) hội tụ. 

Định lí 1.2.1 ( Tiêu chuẩn Cauchy). 



 

Chuỗi (1.2.1) hội tụ đều trên Ω  khi và chỉ khi  

 ( ) ( )( )10, : , , ... .n mN n m n N z f z f zε ε+∀ > ∃ ∀ ∀ > > ∀ ∈Ω⇒ + + <  

Định lí 1.2.2 (Dấu hiệu Weierstrass). 

Nếu chuỗi dương 
1

n
n

a
∞

=
∑  hội tụ và các số hạng của chuỗi (1.2.1) thoả mãn  

 ( ) 0 0, , ,n nf z a z n n n≤ ∀ ∈Ω ∀ >  là số nguyên dương nào đó 

thì chuỗi (1.2.1) hội tụ đều trên Ω . 

1.3. Một số tính chất của tích phân hm biến phức 

Định lí 1.3.1. Cho f,g là hai hàm liên tục trên đường cong γ ;a,b là các hằng số phức. Khi đó 

( ) ( )( ) ( ) ( )af z bg z dz a f z dz b g z dz
γ γ γ

+ = +∫ ∫ ∫  . 

Định lí 1.3.2. Cho [ ]: ,a bγ →  là một đường cong. Kí hiệu γ
P

-
P là đường cong γ  với chiều ngược lại. Với mọi 

hàm f liên tục trên γ  ta có ( ) ( )f z dz f z dz
γ γ −

= −∫ ∫  . 

Định lí 1.3.3. Cho các đường cong [ ]1 : ,a bγ → , [ ]2 : ,b cγ →  sao cho 1 2( ) ( )b bγ γ= . Khi đó tổng của 1γ  và 2γ  

là đường cong 1 2γ γ γ= +  xác định bởi ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]1 2, , ; , ,t t t a b t t t b cγ γ γ γ= ∈ = ∈ . Với mọi f liên tục trên γ  ta 

có  

   ( ) ( ) ( )
1 2

.f z dz f z dz f z dz
γ γ γ

= +∫ ∫ ∫  

Định lí 1.3.4. Với mọi hàm f liên tục trên đường cong γ  ta có  

( ) ( ) ( )sup
z

f z dz f z dz f z l
γγ γ ∈

≤ ≤∫ ∫ ,  

trong đó ( )f z dz
γ
∫  hiểu là tích phân đường loại 1 trên γ , l là độ dài của γ . 

Định lí 1.3.5. Cho { }nf  là dãy các hàm liên tục trên miền D và có tổng là f. Khi đó với mọi đường cong trơn 

từng khúc Dγ ⊂  đều có    

     ( ) ( ) ( )
1 1

n n
n n

f z dz f z dz f z dz
γ γ γ

∞ ∞

= =

= =∑ ∑∫ ∫ ∫ .                  



 

Định lí 1.3.6 ( Định lí Cauchy cho miền đơn liên). 

 Nếu ( )w f z=  là hàm chỉnh hình trên miền đơn liên D thì với mọi chu tuyến trơn từng khúc γ  nằm 

trong D, ta có ( ) 0f z dz
γ

=∫ . 

 Định lí 1.3.7. Giả sử  D là một miền đơn liên và bị chặn với D∂  là một chu tuyến trơn từng khúc. Khi đó nếu 

f là hàm chỉnh hình trên D và liên tục trên  D D D= ∪∂  thì ( ) 0
D

f z dz
∂

=∫ . 

Định lí 1.3.8 ( Định lí Cauchy cho miền đa liên). 

Nếu D là một miền n – liên bị chặn, f là hàm chỉnh hình trên D, liên tục trên D  thì ( ) 0
D

f z dz
∂

=∫  . 

Định lí 1.3.9 ( Công thức tích phân Cauchy). 

Giả sử hàm f chỉnh hình trên miền D và 0z D∈ . Khi đó với mọi chu tuyến D Dγγ ⊂ ⊂ , ta có công thức 

Cauchy 

  ( ) ( )
0

0

1
2

f
f z d

i zγ

η
η

π η+
=

−∫ . 

Nếu thêm vào đó f liên tục trên D D D= ∪∂  với D∂  là một chu tuyến thì với mọi z D∈  ta có 

( ) ( )1
2 D

f
f z d

i z
η

η
π η∂

=
−∫ . 

Định nghĩa 1.3.1. Giả sử Γ  là đường cong đơn, trơn từng khúc và f là hàm liên tục trên Γ . Với mọi \z∈ Γ  

có ( ) ( )f
z
η

ϕ η
η

=
−

 là một hàm liên tục trên Γ .  

Đặt ( ) ( )1
2

f
F z d

i z
η

η
π ηΓ

=
−∫        (1.3.1) 

ta được một hàm xác định trên  \Γ . 

Hàm F(z) gọi là tích phân loại Cauchy. 

 

Định lí 1.3.10 (Cơng thức tích phn loại Cauchy). 

Giả sử Γ  là đường cong đơn, trơn từng khúc và f là hàm liên tục trên  Γ . Khi đó hàm F xác định bởi 

công thức (1.3.1) là hàm chỉnh hình trên \D = Γ . Hơn nữa trong miền D,F có đạo hàm mọi cấp, chúng được 

tính theo công thức  

   ( ) ( ) ( )
( ) 1

! .
2

n
n

fnF z d
i z

η
η

π η +
Γ

=
−∫     (1.3.2) 

Định lí 1.3.11. Giả  sử hàm f chỉnh hình trong miền D. Khi đó f có đạo hàm mọi cấp và các đạo hàm đó cũng 

là những hàm chỉnh hình trong miền D. Các đạo hàm của f tại điểm z được biểu diễn bởi công thức 

( ) ( ) ( )
( ) 1

! , 1, 2,...
2

n
n

fnf z d n
i zγ

η
η

π η += =
−∫  trong đó γ  là một chu tuyến tuỳ ý bao quanh z sao cho D Dγ ⊂ . 



 

Định li 1.3.12.Giả sử {a, b}⊂  và ϕ  là hàm biến phức liên tục trên không gian tích [ ],a bΩ× , với mỗi 

[ ],t a b∈ , hàm ( , )z z tϕ→  chỉnh hình trên Ω  . Hàm F xác định trên Ω  được cho bởi công thức 

( ) ( , ) ,  
b

a

F z z t dt zϕ= ∈Ω∫ . Khi đó F chỉnh hình trên Ω  và 

 ' ( ) ( , ) ,  
b

a

F z z t dt z
z
ϕ∂

= ∈Ω
∂∫ . 

Định nghĩa 1.3.2. Giả sử { }nf  là dãy các hàm liên tục trên miền D. Ta nói { }nf  hội tụ đều trên mọi tập  

compact (trong D) tới hàm f nếu với mọi tập compact K D⊂ , với mọi 0ε > , có ( ),N N K ε=  sao cho 

( ) ( )nf z f z ε− <  với mọi ,z K n N∈ > . 

Định lí 1.3.13 (Định lí Weierstrass).  

 Nếu fRnR chỉnh hình trên D với mọi n và { }nf  hội tụ đều trên mọi  tập compact  

(trong D) tới hàm  f  thì  f  chỉnh hình trên D. 

Định nghĩa 1.3.3. Giả sử Ω  là tập mở trong   và ( )A Ω  là không gian vectơ các hàm chỉnh hình trên Ω . 

 Họ hàm ( )F A⊂ Ω  được gọi là bị chặn đều trên các tập compact nếu 

   { }sup ( ) : ,f z z K f F∈ ∈ < ∞  với mọi tập compact K ⊂ Ω . 

 Họ hàm ( )F A⊂ Ω  gọi là đồng liên tục tại 0z ∈Ω  nếu với mọi 0ε >  tồn tại 0δ >  sao cho với mọi 

z∈Ω  thỏa 0z z δ− <  thì 0( ) ( ) ,f z f z ε− <  với mọi f F∈ . 

Họ hàm ( )F A⊂ Ω  được gọi là đồng liên tục trên các tập compact nếu với mọi tập compact ,K ⊂ Ω  với 

mọi 0,ε >  tồn tại ( , )Kδ δ ε=  sao cho  

                   '( ) ( ) ,f z f z ε− <  với mọi ',z z K∈ m 'z z δ− < .  

Bổ đề 1.3.1. Mọi họ ( )F A⊂ Ω  bị chặn đều trên các tập con compact của Ω  thì đồng liên tục tại mọi điểm 

thuộc Ω . 

Bổ đề 1.3.2. Giả sử F là tập đồng liên tục của ( )C Ω , nghĩa là mọi f F∈  đều liên tục trên Ω  và F đồng liên 

tục tại mọi điểm của Ω , dy { }nf F⊂  sao cho nf  hội tụ từng điểm đến f trên Ω . Khi đó f liên tục trên Ω  và 

nf f→  đều trên các tập con compact của Ω .  

 Tổng quát hơn, nếu nf  hội tụ từng điểm đến f trên tập con trù mật của Ω  thì nf f→  đều trên các tập 

con compact của Ω . 

Định lí 1.3.14 ( Định lí  Montel). 

Cho ( )F A⊂ Ω  bị chặn đều trên các tập compact. Khi đó mỗi dãy { }nf F⊂  đều có dãy con hội tụ đều 

trên các tập con compact của Ω . 

Định lí 1.3.15 ( Định lí Vitali). 



 

Cho { }nf  là dãy bị chặn trong ( )A Ω , Ω  l tập mở lin thông. Nếu dy { }nf  hội tụ điểm trên S ⊂ Ω   với S l 

một tập con có điểm tụ của Ω   thì { }nf  hội tụ đều  

trên cc tập con compact của Ω  đến một hàm ( )f A∈ Ω . 

1.4. Chuỗi và thặng dư  

Định lí 1.4.1(Định li Taylor). 

Nếu hàm f chỉnh hình trên 0( , )B z R thì
0

( ) ( )n
n n

n
f z c z z

∞

=

= −∑   với mọi 0( , ),z B z R∈ trong đó các hệ số nc  là 

duy nhất được xác định bởi công thức                                                                      

            0

1
0

1 ( ) , 0,1...,
2 ( )n n

z z r

fc d n
i z

η η
π η +

− =

= =
−∫ với 0 .r R< <  

Định li 1.4.2 (Định li duy nhất). 

Giả sử f và g là các hàm chỉnh hình trên miền D, ( ) ( )n nf z g z=  trên một dãy điểm khác nhau { }nz D⊂  

và lim .nz a D= ∈ Khi đó ( ) ( ),f z g z= với mọi .z D∈  

Định nghĩa 1.4.1. Chuỗi hàm có dạng 0( )k
k

k
c z z

+∞

=−∞

−∑   được gọi là chuỗi Laurent theo lũy thừa của 0( )z z−  hay 

chuỗi Laurent tại 0.z  

Định lí1.4.3. Nếu hàm f(z) chỉnh hình trong hình vành khăn 00 r z z R≤ < − < < +∞  thì f(z) được biểu diễn duy 

nhất dưới dạng 

                        0( ) ( ) .k
k

k
f z c z z

+∞

=−∞

= −∑     (1.4.1) 

Các hệ số của chuỗi (1.4.1) được xác định bởi công thức 

                        1
0

1 ( ) , 0, 1, 2,...,
2 ( )n n

fc d n
i z

ργ

η η
π η += = ± ±

−∫   

trong đó ργ  là đường tròn bất kì 0 , .z z r Rρ ρ− = < <  

Định nghĩa 1.4.2. Giả sử hàm f chỉnh hình trong hình vành khăn 00 z z r< − < . Khi đó chỉ có thể xảy ra một 

trong ba khả năng sau: 

i) Tồn tại 
0

lim ( )
z z

f z a
→

= ∈ , khi đó 0z  gọi là điểm thường. 

ii) Tồn tại 
0

lim ( )
z z

f z
→

= ∞ , khi đó 0z  gọi là cực điểm của hàm f. 

iii) Không tồn tại 
0

lim ( )
z z

f z
→

, khi đó 0z  gọi là điểm bất thường cốt yếu của hàm f. 

Ta xét khai triển Laurent của hàm f(z) trong hình vành khăn 00 z z r< − <  

    0( ) ( )n
n

n
f z c z z

+∞

=−∞

= −∑      (1.4.2) 



 

trong đó 1
0

1 ( ) , 0, , 2,...,
2 ( )n n

fc d n
i z

ργ

η η
π η += = ± ±

−∫  

ργ  là đường tròn 0 ;0 .z z rρ ρ− = < <  

Định li 1.4.4. Nếu tồn tại 
0

lim ( )
z z

f z a
→

= ∈  thì f có thể thác triển chỉnh hình tới 0z . 

Định lí 1.4.5. i) Điểm 0z  là cực điểm của hàm f(z) trên 00 z z r< − <  nếu và chỉ nếu trong khai triển (1.4.2) 

tồn tại một số 0m >  sao cho 0mc− ≠  và 0,kc = với mọi k m< − .Số nguyên 0m >  gọi là bậc của cực điểm 0z . 

ii) Điểm 0z  là điểm bất thường cốt yếu nếu và chỉ nếu trong khai triển (1.4.2) tồn tại vô số 0k >  sao cho 

0kc− ≠ . 

Định nghĩa 1.4.3. Giả sử f là hàm chỉnh hình trên hình tròn thủng 00 z z r< − < . Thặng dư của hàm f tại 0z , kí 

hiệu res [ ]0,f z , được xác định bởi  

res[ ]0
1, ( )

2
f z f z dz

i γπ
= ∫ ,  

với γ  là đường tròn 0 ;0z z rρ ρ− = < < . 

 

Định lí 1.4.6. Giả sử hàm f có khai triển Laurent tại lân cận điểm 0z  là  

0( ) ( )n
n

n
f z c z z

+∞

=−∞

= −∑ .  

Khi đó  res[ ]0 1, .f z c−=  

Định lí 1.4.7. Nếu 0z  là cực điểm đơn của hàm f thì  

res [ ]
0

0 0, lim( ) ( ).
z z

f z z z f z
→

= −  

Định lí 1.4.8. Nếu ( ) ( )
( )
z

f z
z

ϕ
ψ

=  trong đó ( ) ( )0 00, 0z zϕ ψ≠ =  và ( )0 0zψ ′ ≠  thì ( ) ( )
( )

0
0

0

,
z

res f z z
z

ϕ
ψ

=   ′
. 

Định lí 1.4.9 ( Định lí cơ bản về thặng dư). 

Giả sử f là hàm chỉnh hình trong miền D trừ một số hữu hạn điểm zR1R, zR2 R,…,zRn Rnằm trong D. Khi đó với 

mọi chu tuyến γ  trong D sao cho { }1 2, ,..., nz z z D Dγ⊂ ⊂  đều có 

( ) ( )
1

2 , .
n

k
k

f d i res f z z
γ

η η π
=

=   ∑∫
 

 



 

1.5. Tích vô hạn  

Định nghĩa 1.5.1. Giả sử { }nu  là dãy số phức và 
1

(1 ).
n

n k
k

p u
=

= +∏  Nếu tồn tại 
→∞

= nn
p lim p  thì ta viết 

( )
1

1 n
n

p u .
∞

=

= +∏  Các số np  gọi là tích riêng của tích vô hạn.          

Sau này ta sẽ nói tích vô hạn  ( )
1

1 n
n

p u
∞

=

= +∏  hội tụ nếu dãy { }np  hội tụ. 

Bổ đề 1.5.1. Nếu 1 2 nu ,u ,...,u  là các số phức và đặt  

N N
*

N n N n
n 1 n 1

p (1 u ),p (1 u )
= =

= + = +∏ ∏  

thì      

 ( )* *
N 1 2 N N Np exp u u ... u , p 1 p 1.≤ + + + − ≤ −                                         

Định lí 1.5.1. Giả sử { }nu  là dãy các hàm bị chặn trên tập S sao cho chuỗi n
n 1

u (s)
∞

=
∑  hội tụ đều trên S. Khi 

đó tích  

n
n 1

f (s) (1 u (s))
∞

=

= +∏                 

hội tụ đều trên S và 0f (s ) 0=  với 0s  nào đó thuộc S khi và chỉ khi tồn tại n để n 01 u (s ) 0.+ =  

Ngoài ra nếu 1 2{n ,n ,...}  là một hoán vị nào đó của {1,2,...} thì  

kn
k 1

f (s) (1 u (s)).
∞

=

= +∏
    

        

Định lí 1.5.2. Cho 1 2f , f ,... là dãy các hàm chỉnh hình trong Ω . Nếu n
n 1

f 1
∞

=

−∑  hội tụ đều trên các tập con 

compact của Ω  thì n
n 1

f
∞

=
∏  hội tụ đến hàm f thuộc A( )Ω . Hơn nữa 0f (z ) 0=  với 0z  nào đó thuộc Ω  khi và 

chỉ khi n 0f (z ) 0=  với n nào đó. 

1.6. Hàm gamma 

Để thuận lợi cho việc tìm hiểu một số tính chất của hàm gamma sau này, trước hết ta đi chứng minh bổ 

đề sau. 

Bổ đề 1.6.1. i) ( )
1

1
z
k

k

zG z e
k

∞ −

=

 = + 
 

∏  chỉnh hình trên   và ( ) 0G z =  tại z = -1, -2,… 

ii) 
2

2 2
1

sin 1 .
k

zz z
k π

∞

=

 
= − 

 
∏  



 

iii) 
1

1 1 1cot .
n

z
z z n z nπ π

∞

=

 = + + + − 
∑  

Chứng minh. 

i ) Lấy K  là tập compact bất kì, z K∈ và k đủ lớn ta có 

         og 1 og 1 og
z z
k kz zL e L L e

k k
− −    + = + +    

    
 

      
2 31 1 ...

2 3
z z
k k

   = + +   
   

  

      
2

2

z zg
k k

 =  
 

  

ở đây ( ) 1
2

g w →  khi  0.w→  

Vì K  bị chặn nên tồn tại M > 0 sao cho 

2og 1 ,
z
kz ML e

k k
−  + ≤  

  
 với mọi 0,z K k k∈ ≥  nào đó  

Suy ra 
1

og 1
z
k

k

zL e
k

∞ −

=

  +  
  

∑  hội tụ đều trên K. Từ đó 

   
11

1 exp og 1
z z
k k

kk

z ze L e
k k

∞ ∞− −

==

      + = +     
      

∑∏   

hội tụ đều trên K. 

Do K  là tập con compact bất kì nên theo định lí Weierstrass ta suy ra G(z) chỉnh hình trên .  

Theo định lí 1.5.2  ta có G(z)=0 chỉ tại những điểm z=-1, -2,… 

Vì các vế trong ii) là các hàm chỉnh hình, trong iii) là các hàm phân hình nên áp dụng  định lí duy nhất 

ta chỉ cần chứng minh ii) và iii) đúng với z = x là số thực là đủ. 

ii) Ta có   
3 5

sin ...
3! 5!
x xx x= − + +  

Đặt 
2 4sin( ) 1 ...

3! 5!
x x xP x

x
= = − + +  Vì 

0

sinlim 1
x

x
x→

=  nên sin 0x
x

=  khi và chỉ khi x nπ=  với 1, 2,...n = ± ±  

và  P(x)  là đa thức bậc vô cùng nên ta có 

      
sin ( ) (0)(1 ) 1 1 1 ...

2 2
x x x x xP x P

x π π π π
   = = − + − +   
   

 
2

2 2
1

1 .
n

x
n π

∞

=

 
= − 

 
∏  



 

Vậy 
2

2 2
1

sin 1
n

xx x
n π

∞

=

 
= − 

 
∏ . 

iii) Do  
2

2 2
1

sin 1
n

xx x
n π

∞

=

 
= − 

 
∏   suy ra  

2

2 2
1

ln sin ln ln 1 .
n

xx x
n π

∞

=

 
= + − 

 
∑  

Lấy đạo hàm hai vế ta được 

     2
1 2 2

2 2

cos 1 2 .
sin

1n

x x
x x xn

n
π

π

∞

=

= −
 
− 

 

∑  

 Suy ra  

1

1 1 1cot
n

x
x x n x nπ π

∞

=

 = + + + − 
∑ .      

Tiếp theo ta định nghĩa hàm gamma.  

Định nghĩa 1.6.1. Hàm gamma Γ  là hàm được xác định bởi 

( ) 1

0

,Re 0.t zz e t dt z
+∞

− −Γ = >∫  

Từ định nghĩa trên, ta suy ra một số tính chất của hàm Γ  như sau. 

Định lí 1.6.1. Hàm Γ  chỉnh hình trên miền  Rez > 0. 

Chứng minh. 

 Đặt 1

0

( ) .
k

t z
kf z e t dt− −= ∫  Theo định lí 1.3.12, ta thấy fRkR chỉnh hình trên Rez > 0. 

Mặt khác 

  ( ) ( )1 1

0 0

, 0.
k

t x t x
kf x iy e t dt x e t dt x

+∞
− − − −+ ≤ ≤ Γ = >∫ ∫  

và ta đã biết ( )xΓ  hội tụ. Từ đó suy ra { }kf  hội tụ tuyệt đối và { }kf  bị chặn trên các tập con compact của Rez 

> 0. Theo định lí 1.3.15(định lí Vitali), suy ra { }kf  hội tụ đều trên các tập con compact của Rez > 0 đến hàm 

Γ  và do đó Γ  chỉnh hình trên Rez > 0.       

Định lí 1.6.2.    ( ) ( )1 , Re 0.z z z zΓ + = Γ >  

Chứng minh.  

 Ta có 

         ( ) ( )
0 0

1 t z z tz e t dt t d e
+∞ +∞

− −Γ + = = −∫ ∫  



 

       1

0
0

z t t zt e z e t dt
+∞

+∞− − −= + ∫  

       ( ).z z= Γ       

Đặc biệt ( )
0

1 1te dt
+∞

−Γ = =∫ . Từ đó dễ dàng suy ra công thức 

 ( )1 !n nΓ + =  với *n∈ . 

Định lí 1.6.3. Hàm Γ có thể thác triển đến một hàm phân hình trên toàn mặt phẳng phức và nó có các cực 

điểm đơn tại z=0, -1, -2,…. 

Chứng minh. 

 Với m là số nguyên dương, áp dụng định lí 1.6.2 ta có 

  ( ) ( ) ( )1 ...( 1) .z m z m z z zΓ + = + − + Γ  

Từ đó suy ra    

( ) ( )
( ) ( )

.
1 ... 1

z m
z

z z z m
Γ +

Γ =
+ + −  

Ta thấy vế phải là hàm phân hình trên Rez > -m, có các cực điểm đơn là 0, -1, 

 -2,…,-m+1. Vì vậy ( )zΓ   có thể thác triển phân hình đến miền Rez > -m. 

Cho m →+∞ , ta thu được kết quả Γ  có thể thác triển phân hình trên toàn mặt phẳng phức và có các 

cực điểm đơn là 0, -1, -2,…   

Định lí 1.6.4.   ( ) 1

1 1 ,
z

z k

k

zze e z
z k

γ
∞ −

=

 = + ∈ Γ  
∏   ,trong đó γ  là hằng số Euler,  tức γ   là giới hạn của  dãy 

     

1 11 ... ln .
2n n

n
γ = + + + −

 

Từ đó suy ra ( )zΓ  không có không điểm. 

Chứng minh. 

Trước hết ta định nghĩa 

    ( ) 1 *

0

1 , Re 0, .
nn

z
n

tz t dt z n
n

−  Γ = − > ∈ 
 ∫ 

 

Vì 1
n

tt e
n

− − ≤ 
 

 suy ra 1 11 , Re
n

z x ttt t e x z
n

− − − − ≤ = 
 

 

và 1 11
n

z z ttt t e
n

− − − − → 
 

 khi n →∞ . Mặt khác ( )1

0

x tt e dt x
+∞

− − = Γ∫  hội tụ, do đó theo định lí Lebesgue về hội tụ 

chặn ta có 



 

     ( ) ( )lim .n z zΓ = Γ   

Đổi biến ts
n

=   trong biểu thức định nghĩa  ( )n zΓ  ta được 

   ( ) ( )
1

1 *

0

1 ,Re 0, .nz z
n z n s s ds s n−Γ = − > ∈∫ 

 
Vì vậy  

( ) ( )
11 1

1
1

0 0

1
1

z z
z s sz s s ds

z z

+
−  

Γ = − = − + 
∫ ( )

1 1 1 .
1 1z z z z

= − =
+ +

 

Sử dụng tích phân từng phần ta lại có 

   
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

0 0

1 1
z

n nz z z
n

nz n s s ds s d s
z

−Γ = − = −∫ ∫
 

    
( ) ( )

1 11
1

0 0

1 1
z z

n nz zn ns d s s s ds
z z

+
−= − − = −∫ ∫

 

    
( )

1

1
1. 1 .

1

z

n
n z

n z

+

−
 = Γ + −   

Lăp lại bước này n-1 lần  và sử dụng 1Γ ta được 

   
( ) ( ) ( ) ( )1

! 1
1 ... 2

z

n
n nz z n

z z z n
Γ = Γ + −

+ + −  

    ( ) ( )
! .

1 ...

zn n
z z z n

=
+ +  

Từ đó suy ra 

    ( ) ( )1 1 1 1 ... 1
2z

n

z zz z
z n n

   = + + +   Γ      

     1

1 .n

z
z k

k

zze e
k

γ
∞ −

=

 = + 
 

∏
 

Cho n →+∞  ta được 

    ( ) 1

1 1 ,Re 0.
z

z k

k

zze e z
z k

γ
∞ −

=

 = + > Γ  
∏

 

Do 
1

( ) 1
z
k

k

zG z e
k

∞ −

=

 = + 
 

∏  chỉnh hình trên   và 
( )
1
zΓ

là hàm chỉnh hình nên áp dụng định lí duy nhất ta 

suy ra đẳng thức trên đúng trên  .     

Định lí 1.6.5.   ( ) ( )1 ,
sin

z z z
z

π
π

Γ Γ − = ∈ . 



 

Chứng minh. 

Từ bổ đề 1.6.1.ii) ta suy ra   
2

2
1

sin 1
k

zz z
k

π π
∞

=

 
= − 

 
∏ . 

Do đó 

( ) ( )sin z zG z G zπ π= − . 

Mặt khác  

   ( ) ( ) ( ) ( )21 sin .z zz G z G z
z z

π
π

= − − = −
Γ Γ −  

Ta lại có ( ) ( )1 z z zΓ − = − Γ −  nên thay vào biểu  thức  trên ta được 

     ( ) ( )
1 sin .

1
z

z z
π
π

=
Γ Γ −  

Vì vậy ( ) ( )1 ,
sin

z z z
z

π
π

Γ Γ − = ∈ .     



 

CHƯƠNG 2: HÀM  ZETA CỦA RIEMANN 

 

2.1. Hàm zeta  

Định nghĩa 2.1.1. Hàm zeta của Riemann  là hàm được xác định bởi 

    ( )
1

1
z

n
z

n
ς

∞

=

=∑     ,         (2.1.1)  

trong đó nP

z
P = eP

zlnn
P. 

Nhận xét: 

Đặt z = x+iy, ta có nP
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Ta thấy chuỗi (2.1.2) hội tụ trên Rez > 1 nên chuỗi (2.1.1) hội tụ tuyệt đối trên Rez > 1. Mặt khác với 

δ >0, ta có Re 1

1 1 1 ,z zn n n δ+= ≤ với mọi *,n∈  mọi { }: Re 1z z z δ∈ ≥ + . 

Do chuỗi 1
1

1
n n δ

∞

+
=
∑  hôi tụ nên theo định lí 1.2.2 (dấu hiệu Weierstrass), chuỗi (2.1.1) hội tụ đều trên 

{ }: Re 1 .z z δ≥ +     

2.2. Thác triển của hm zeta 

Định lí 2.2.1 (Công thức tích Euler).  

Kí hiệu P là tập hợp tất cả các số nguyên tố.  Với Rez > 1, hàm ( )zς  được xác định bởi 
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gọi là công thức tích Euler. 

Công thức trên còn có thể viết dưới dạng ( )
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1
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z
p

ς
∞

−
=

 
=  − 
∏  với pR1R, pR2R, pR3R…  là dãy các số nguyên tố 

2, 3, 5… 

Chứng minh. 

Với số nguyên tố p và Rez > 1, ta có 
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1 1 1 11 ... ...
1 z z z kzp p p p− = + + + + +
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nên  chuỗi này hội tụ tuyệt đối trên Rez > 1. 

Do đó với q là số nguyên tố nào đó thì tích  1
1 z

p q p−
≤

 
 − 

∏  cũng hội tụ tuyệt đối trên Rez >1. 



 

Khai triển tích  1
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 trong đó n là tích luỹ thừa các 

số nguyên tố nhỏ hơn hoặc bằng q.  (2.2.1) 

Mặt khác, theo định lí cơ bản của số học, mọi số tự nhiên n mà n ≤q đều có thể phân tích thành tích luỹ 

thừa các số nguyên tố nhỏ hơn hoặc bằng q. Do đó với mọi n q≤ , ta có 1
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 đều là phần tử của tổng trong 
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Định lí 2.2.2. Hàm ς  chỉnh hình trên Rez > 1. 

Chứng minh. 
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Ta thấy fRnR chỉnh hình trên Rez > 1 với mọi n và { }nf  hội tụ đều trên mọi tập compact trong Rez > 1 đến 

hàmς . Do đó, theo định lí 1.3.13 ( định lí Weierstrass), suy ra ς  là hàm chỉnh hình trên Rez > 1.     

Định lí 2.2.3 (Thc triển chỉnh hình của hm zeta). 
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 có thể thc triển chỉnh hình tới nửa mặt phẳng phải Rez  0.>  Từ đó suy ra hàm ς  có 

thể thc triển chỉnh hình tới { }: Re 0, 1z z z> ≠ , hơn nữa z=1 là cực điểm đơn của ς  và [ ],1 1res ς = . 

Chứng minh. 

 Trước hết, ta chứng minh cơng thức sau gọi l cơng thức tổng từng phần. 
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Ap dụng công thức tổng từng phần (2.2.2) với aRnR=n, bRnR= 1
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Mặt khác 
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Với Rez > 1, do  Rez>1 thì 1
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 nn cho k →∞  ta được 
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Vì vậy với Rez > 1, ta có 
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Kết hợp với (2.2.3) ta được 
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Ta thấy dãy ( ) Re 1
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compact của Rez > 0 tới hàm f và f chỉnh hình trên Rez > 0. Ta có 

 ( ) [ ]( ) 1

1

.zf z t t t dt
∞

− −= −∫  
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Thế vào (2.2.6) ta được 
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Điều này chứng tỏ z = 1 là cực điểm đơn của ς  và [ ],1 1res ς = .     

Định lí 2.2.4. Hàm ς  được biểu diễn dưới dạng tích phân như sau 
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trong đó  Γ  là hàm gamma, 
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Theo định lí 1.3.12,  ta thấy ( ) 1
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Từ đó suy ra   
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Nhận xét: 

     Do ( )zφ  là hàm nguyên, ( )1 zΓ −  là hàm phân hình chỉ có các cực điểm đơn tại z = 1,2,3,…. và ( )zς  

chỉnh hình trên Rez > 1, có cực điểm đơn tại z = 1 nên ta có định lí sau 

Định lí 2.2.5. Hàm ς  có thể thác triển  phân hình trên toàn mặt phẳng và z = 1 là cực điểm đơn duy nhất của 

nó. 

Định lí 2.2.6. Hàm ς
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2.3.Không điểm của hàm zeta  

Định lí 2.3.1.  Hàm ς  không có không điểm trên Rez > 1. 

Chứng minh. 
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hội tụ đều trên Rez >1.  Mặt khác, theo công thức tích Euler ta có 
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Theo định lí 2.3.1, hàm ς  không có không điểm trên Rez > 1. Nhưng sau khi thc triển hàm ς , định lí  
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không điểm trong một lân cận của Rez ≥1. 

 



 

Chứng minh. 
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1 1 1 1

1 13Re 4Renx nx iny
j j

j n j n
p p

n n

∞ ∞ ∞ ∞
− − −

= = = =

= +∑∑ ∑∑ 2

1 1

1Re nx i ny
j

j n
p

n

∞ ∞
− −

= =

+ ∑∑  

( )2

1 1

1 Re 3 4 .nx iny i ny
j j j

j n
p p p

n

∞ ∞
− − −

= =

= + +∑∑  

Vì ln jiny piny
jp e−− =  và 2 ln2 ji ny pi ny

jp e−− =   nên  

( )2Re 3 4 3 4cos cos 2iny i ny
j jp p θ θ− −+ + = + +  (với ln jny pθ = − ) 

                          23 4cos 2cos 1θ θ= + + −  

                          ( )22 1 cos 0θ= + ≥ . 

Suy ra ( )ln 0h x ≥  v ( ) ( ) ( ) ( )3 4 2 1.h x x x iy x i yς ς ς= + + ≥  Và từ đó suy ra   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

3 11 2 .
1 1 1

h x x iy
x x x i y

x x x
ς

ς ς
+

= − + ≥
− − −

 

Giả sử ( )1 0iyς + = , ta có 

( ) ( )
1

lim 1 1
x

x xς
+→

− =  (do z = 1 là cực điểm đơn củaς  v [ ],1 1res ς =  ); 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
lim lim 1 .

1 1x x

x iy x iy iy
iy

x x
ς ς ς

ς
+ +→ →

+ + − +
′= = +

− −
 

Do đó 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

3 4

1
lim 1 2 1 1 2 .

1x

x iy
x x x i y iy i y

x
ς

ς ς ς ς
+→

+
′− + = + +

−
 

Trong khi đó 
1

1lim
1x x+→
= ∞

−
 (mâu thuẫn). Vậy ( )1 0.iyς + ≠  

 Vì y≠ 0 tuỳ ý nên ta suy ra ( ) 0zς ≠  trên Rez = 1. Hơn nữa, cũng do  

( ) ( )
1

lim 1 1
z

z zς
→

− =  nên theo định lí 1.4.4, ( ) ( )1z zς−  cĩ thể thc triển chỉnh hình  tại  z = 1. Từ đó ( ) ( )1z zς−  

chỉnh hình trên Rez > 0. Mặt khác do ( ) ( )1 0z zς− ≠  trên       Rez ≥1 nên ( ) ( )1 0z zς− ≠  trên một lân cận nào 

đó của Rez ≥1.     



 

Định lí 2.3.3. Hàm ( )zς  thỏa mãn phương trình hàm 

   ( ) ( ) ( )12 sin 1 1 .
2

z z zz z zπς π ς−  = Γ − − 
 

 

Chứng minh. 

 Để chứng minh tính chất này ta phải cải biến đường cong γ  dùng trong định nghĩa hàm ( )zφ  trong 

định lí 2.2.4. 

 Cố định số thực âm z. Lấy nγ  là đường cong đi từ +∞  theo bờ trên của đường rạch đến n, rồi vòng qua 

điểm s = 0 theo chiều ngược chiều quay kim đồng hồ bằng một hình chữ nhật có các đỉnh là 12
2

n n iπ ± ± + 
 

 , 

trở lại n và theo bờ dưới của đường rạch đến +∞ . 

    
     Hình 2. 

      

 

 

Ta định nghĩa 

    ( ) ( ) 1
1 .

2 1
n

z

n s

s
z ds

i eγ

φ
π

−−
=

−∫  

Dễ dàng chứng minh được 11
2

se − >  trên các cạnh của hình chữ nhật. Do đó suy ra  

( ) 1
12

1

z
z

s

z
n

e

−
−−

<
−

 trên các cạnh của hình chữ nhật. Suy ra tích phân lấy trên hình chữ nhật bị chặn bởi .zCn  Vì z 

< 0 nên 0zCn →  khi n →∞ . Do đó 

  ( ) 0n zφ →  khi n →∞  ( do ( ) ( )1 1

0
1 1

z zn

s s
n

s s
ds ds

e e

− −+∞

+∞

− −
+ =

− −∫ ∫ ). 

Ta thấy  
'

n nγ γ γ

− =∫ ∫ ∫  với '
nγ  là đường cong đóng đi từ n theo bờ dưới đường rạch đến ε  rồi đi vòng 

qua s = 0 cùng chiều kim đồng hồ theo đường tròn bán kính ε  rồi đến ε . Đi theo bờ trên đến n. Sau đó đi 

ngược chiều kim đồng hồ theo hình chữ nhật về lại n. 



 

Mặt khác ta thấy trong 
n

Dγ ′  chỉ chứa các cực điểm đơn 2 ,0s k i k nπ= ± < ≤ . Thặng dư của hàm dưới  dấu 

tích phân bằng 

( ) 1

2

z

s

s k i

s
e

π

−

=±

− ( ) ( )11 1 22 .
i zz zk e
π

π
± −− −=  

Theo định lí 1.4.9 ( định lí  cơ bản về thặng dư), ta có 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11 12 2

1

1 2
2 1

n

z nz i z iz z
n s

k

s
z z ds e e k

i e

π π

γ

φ φ π
π

−
− − −− −

=′

−  
− = = + −  

∑∫  

Thay 
( ) ( ) ( )

1 1
2 2 2cos 1 2sin

2 2
z i z i ze e z

π π π π− − −    + = − =      
 và cho .n →∞  Vì ( ) 0n zφ →  nên từ đẳng thức trên ta có 

    ( ) ( )12 sin 1 .
2

z z zz zπφ π ς−  − = − 
 

 

Sau khi thác triển phân hình,  (2.2.7) vẫn đúng với z < 0 nên kết hợp với (2.2.7) ta được 

   ( ) ( ) ( )12 sin 1 1
2

z z zz z zπς π ς−  = Γ − − 
 

 với z < 0. 

Vì cả hai vế đều là hàm phân hình nên phương trình hàm trên cũng đúng với 

 mọi z.    

 

Nhận xét: 

 Phương trình hàm trên cho ta biết thông tin về các không điểm của hàm zeta. 

Như đã biết hàm ( )zς  không có không điểm trên Rez > 1 và hàm ( )zΓ  không có không điểm. Cho nên 

từ phương trình hàm trên ta suy ra không điểm của ( )zς  trên Rez < 0 chính là không điểm của sin
2
zπ 

 
 

. Đó 

là các không điểm đơn tại 2, 4, 6,...z = − − − gọi là không điểm tầm thường. Còn những không điểm còn lại chỉ 

tập trung trên dải 0 Re 1z≤ < , gọi là không điểm không tầm thường. Riemann đã đưa ra giả định rằng tất cả 

không điểm không tầm thường đều nằm trên đường Rez = 1
2

. 

2.4. Giá trị của hàm zeta tại những điểm nguyên 

Định nghĩa 2.4.1. Các số Bernoulli BRnR là các  số thỏa mãn biểu thức 

     
0

.
1 !

n
n

z
n

B zz
e n

∞

=

=
− ∑  

Từ định nghĩa trên ta suy ra các kết quả sau. 

Định lí 2.4.1. BR0R=1 và 
1

0
0

n
k
n k

k
C B

−

=

=∑  với 2.n ≥  

Chứng minh. 



 

 Từ 
01 !

n
n

z
n

B zz
e n

∞

=

=
− ∑    suy ra 

              ( )
0

1
!

n
z n

n

B zz e
n

∞

=

= − ∑
 1 0! !

nm
n

m n

B zz
m n

∞ ∞

= =

=∑ ∑  

      ( )
1

0
2 0

1 .
! !

n
nk

n k

BB z z
n k k

∞ −

= =

= +
−∑∑  

Đồng nhất hai vế ta được 

     BR0R=1 

và   

( )
1

0
0

! !

n
k

k

B
k n k

−

=

=
−∑  với 2n ≥ . 

Suy ra   
( )

1

0

! 0
! !

n
k

k

n B
k n k

−

=

=
−∑ , tức là 

1

0
0

n
k
n k

k
C B

−

=

=∑  với 2n ≥ .    

Từ hệ thức này ta có thể tính 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1, , 0, , 0, ,...
2 6 30 42

B B B B B B= − = = = − = =    

Định lí 2.4.2.  Các số 2 1 0kB + =  với k lớn hơn hoặc bằng 1. 

Chứng minh. 

 Ta có    

 
01 !

n
n

z
n

B zz
e n

∞

=

=
− ∑  

     
1

.
2 !

n
n

n

B zz
n≠

= − +∑  

Từ đó suy ra  

11 2 !

n
n

z
n

B zz z
e n≠

+ =
− ∑  

 hay 

1

1 .
1 !

nz
n

z
n

B zez
e n≠

+
=

− ∑  

Thay z bởi –z ta thấy vế trái không thay đổi. Do đó vế phải cũng vậy. Từ đó 

                                   2 1 0kB + =  với 1k ≥ .      

 

Định lí 2.4.3. Với n là số nguyên dương, ta có 



 

    ( ) ( ) ( )
( )

2
1

2

2
2 1

2 2 !

n
n

nn B
n

π
ς −= −     (2.4.1) 

và 

 ( ) 21 2
2

nBn
n

ς − = −
     

(2.4.2) 

trong đó 2nB  là các số Bernoulli. 

Chứng minh. 

Để chứng minh các công thức trên ta sử dụng khai triển Laurent của cotz. 

Ta có 

       coscot
sin

zz z z
z

=  
iz iz

iz iz

e eiz
e e

−

−

+
=

−

2

2

1
1

iz

iz

eiz
e

+
=

−
 

     
2

2
1iz

iziz
e

= +
−

( )
0

2
!

n
n

n

B iz
iz

n

∞

=

= +∑  

     

( )
( )

1 2
2 2

1

1 2
1

2 !

n n
n n

n

B
z

n

−∞

=

−
= −∑ (do 0 1 2 1

11, , 0
2 kB B B += = − =  với 1k ≥ ).(2.4.3) 

Mặt khác theo bổ đề 1.6.1.iii), cotz còn được phân tích dưới dạng  

   1

1 1 1cot
n

z
z z n z nπ π

∞

=

 = + + + − 
∑  

   
1

1 1 1 1

1 1n z zz n
n n

π
π π

∞

=

 
 

= + − 
 + −
 

∑  

   ( )
1 0 0

1 1 1
k k

k

n k k

z z
z n n nπ π π

∞ ∞ ∞

= = =

    = + − −         
∑ ∑ ∑   với z π<  

   
2 1

1 1

1 12 .
j

n j

z
z n nπ π

−∞ ∞

= =

 = −  
 

∑ ∑  

Thay đổi thứ tự lấy tổng, ta được 

     
2 1

2 2
1 1

1 1cot 2
j

j j
j n

zz
z nπ

−∞ ∞

= =

= − ∑ ∑  

    ( )
2 1

2
1

1 2 2 .
j

j
j

z j
z

ς
π

−∞

=

= − ∑  

Suy ra 

 ( )
2

2
1

cot 1 2 2
n

n
n

zz z nς
π

∞

=

= − ∑ với .z π<     (2.4.4) 

Từ (2.4.3) và (2.4.4),  ta có 



 

ln
( )

0

p
n


Λ = 



( )
( ) ( )

1 2 2
2 2

2
1 1

1 2
cot 1 1 2 2 .

2 !

n n n
n n

n
n n

B zz z z n
n

ς
π

−∞ ∞

= =

−
= − = −∑ ∑  

Bằng cách so sánh hệ số của 2nz  ta được 

( ) ( ) ( )
( )

1 2
2 *1 2

2 ,
2 2 !

n n
nB

n n
n
π

ς
−−

= ∈ . 

Vậy (2.4.1) được chứng minh. 

Mặt khác, theo định lí 2.3.3, ta có 

( ) ( ) ( )12 sin 1 1 .
2

z z zz z zπς π ς−  = Γ − − 
 

 

Thay 1 2z n= −  với  *n∈  ta được 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2
1 2 2 sin 2 2 .

2
n n n

n n n
π

ς π ς− − − 
− = Γ 

 
 

Do ( ) ( )2 2 1 !n nΓ = −  ( ) ( )1 2
,sin cos 1

2
nn

n
π

π
− 

= = − 
 

 

nên ta được 

         ( ) ( ) ( ) ( )1 2
21 2 2 1 2

1 2 2 ( 1) 2 1 !
2(2 )!

n n
nn n n B

n n
n
π

ς π
−

− − −
− = − −

 
 

    ( )2 1 21
2

n nB
n

−= −  

2 ,
2

nB
n

= −  với n∈ *.  

Vậy ta có  (2.4.2).  

2.5. Quan hệ giữa hàm zeta và chuỗi hàm Dirichlet 

 
Định nghĩa 2.5.1.  Hm Λ  v ψ  là các hàm được định nghĩa như sau 
        nếu n = pP

m
P với p là số nguyên tố và m là số nguyên dương 

 
   trường hợp ngược lại 
               

              ( ) ( ), 0.
n x

x n xψ
≤

= Λ ≥∑  

Nhận xt: 

ψ  còn được viết dưới dạng 

    ( ) ( ) lnp
p x

x m x pψ
≤

=∑  

trong đó mRpR(x) là số nguyên lớn nhất thoả ( )pm xp x≤ . 



 

Ta thấy 

                  ( )pm xp x≤  

    ( ) ln lnpm x p x⇔ ≤  

    ( ) ln .
lnp

xm x
p

⇔ ≤  

Vì vậy ( ) ln
lnp

xm x
p

 
=  
 

 trong đó [ ].  là hàm phần nguyên. 

Do đó ψ  còn có thể được viết dưới dạng 

    ( ) ln ln .
lnp x

xx p
p

ψ
≤

 
=  

 
∑  

Định lí 2.5.1.    ( )
( )

( )
1

,Re 1.z
n

z n
z

z n
ς
ς

∞

=

′ Λ
− = >∑               (2.5.1) 

     ( )
( ) ( ) 1

1

zz
z t t dt

z
ς

ψ
ς

∞
− −′

− = ∫  .                                       (2.5.2) 

Chứng minh. 

 Nếu Rez > 1 thì theo công thức tích Euler ta có 

    ( ) ( ) 1
1 .z

p

z pς
−−= −∏  

Suy ra 

   ( )
( )2

ln 1
11

z

zzp q p

p pz
qp

ς
−

−−
≠

 − ′ =
 −− 

∑ ∏    (p,q dùng để chỉ các số nguyên tố) 

           ( )
( )

( )2
ln 1

1

z
z

zp

p pz p
p

ς
−

−

−

−
= −

−
∑  

                                ( ) ln .
1

z

z
p

p pz
p

ς
−

−= −
−∑  

Từ đó 

  ( )
( )

ln
1

z

z
p

z p p
z p

ς
ς

−

−

′
− =

−∑  

     
1

lnnz

p n
p p

∞
−

=

=∑∑  

( ở đây ta sử dụng 
0

1 1
1 z nz

np p

∞

−
=

=
− ∑  ). 

Do chuỗi trên hội tụ tuyệt đối trên Rez > 1 nên ta có thể viết 

( )
1 ( , ), 1

ln ln
znz n

p n p n n
p p p p

∞ −−

= ≥

=∑∑ ∑     



 

lnz

k
k p−=∑  (ở đây  k = pP

n
P). 

Như vậy ta có 

   ( )
( ) ( )

1
.z

k

z
k k

z
ς
ς

∞
−

=

′
− = Λ∑  

Vậy  (2.5.1) được chứng minh . 

 

 Ta lại cĩ  

   ( )
( ) ( )

1

z

k

z
k k

z
ς
ς

∞
−

=

′
− = Λ∑   

( ) ( )( )
1

1 .z

k
k k kψ ψ

∞
−

=

= − −∑       (2.5.3) 

Sử dụng công thức tổng từng phần (2.2.2) với ( )1,z
k ka k b kψ−

+= =  và ( )1 0 0b ψ= =  ta được 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1 1
M M

z zz z

k k
k k k M M k k kψ ψ ψ ψ− −− −

= =

− − = + + − +∑ ∑
       

(2.5.4) 

Mặt khác do  

( ) ( ) ln ln
n x n x

x n x x xψ
≤ ≤

= Λ ≤ ≤∑ ∑  

nên với Rez > 1, ta có 

 ( )( )
( )Re

ln1 .
1

z
z

M MM M
M

ψ −+ ≤
+

 

Do đó ( )( )1 0zM Mψ −+ →  khi .M →∞  

Hơn nữa, ta còn có thể viết 

 ( ) ( )( ) ( )
1

1

1 1
1

kM M
zz z

k k k

k k k k z t dtψ ψ
+

−− − −

= =

− + =∑ ∑ ∫  

       ( )
1

1

1

kM
z

k k

z t t dtψ
+

− −

=

=∑ ∫  (do ψ  là hằng sô trên [ ], 1k k + ) 

       ( ) 1

1

.
M

zz t t dtψ − −= ∫      (2.5.5) 

Cho M →∞ , töø (2.5.3), (2.5.4) và (2.5.5), ta suy ra 

( )
( ) ( ) 1

1

,Re 1zz
z t t dt z

z
ς

ψ
ς

∞
− −′

− = >∫ . 

 Vậy (2.5.2) được chứng minh.     

Định lí 2.5.2.  ( )
( )

( )
1

1
, Re 2,z

n

z n
z

z n
ς ϕ
ς

∞

=

−
= >∑  trong đó ϕ  là hàm Euler. 

Chứng minh. 



 

Như đã biết ϕ  là hàm có tính chất nhân nên theo định lí 1.1.3, ta có 

   ( ) ( )
1 0

k

z kz
n kp P

pn
n p

ϕϕ∞ ∞

= =∈

=∑ ∑∏  

       ( )1

1

1
1

k

kz
kp P

p p
p

−∞

=∈

 −
= + 

 
∑∏  

(do ( ) ( ) ( )11 1, 1k kp p pϕ ϕ −= = −  với 1k ≥ ). 

Ta thấy 

  ( ) ( )
1 1

1 1

1
1

k k

kz kz
k k

p p pp
p p

− −∞ ∞

= =

−
= −∑ ∑  ( )1

1

1 kz
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p p
p

∞
−

=

−
= ∑  
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1

1
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z

z

p p
p p

−

−

−
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−
 (do Rez > 2 nên 1 1zp − <  ) 

    ( ) 11
1

z

z

pp
p

−

−= −
−

 1 .z

p
p p
−

=
−

 

nên 

( )1

1

1 11 1
k

kz z
k

p p p
p p p

−∞

=

− −
+ = +

−∑  1z

z

p
p p

−
=

−
 

         1

1 .
1

z

z

p
p

−

−

−
=

−
 

Từ đó 

        

( ) ( )1

1 1

1
1

k

z kz
n kp P

n p p
n p

ϕ −∞ ∞

= =∈

 −
= + 

 
∑ ∑∏  

       1

1
1

z

z
p P

p
p

−

−
∈

−
=

−∏  
1

1
1

1
1

z
p P

z
p P

p

p

−
∈

−
∈

−
=

−

∏

∏
 

       ( )
( )

1z
z

ς
ς

−
=  (theo công thức tích Euler).     

Định lí 2.5.3.  
( )

( )
1

1 ,Re 1z
n

n
z

z n
µ

ς

∞

=

= >∑  , trong đó µ  là hàm Mobius. 

Chứng minh. 

Do µ  là hàm có tính chất nhân nên theo định lí 1.1.3, ta có 

                  ( ) ( )
1 0

k

z kz
n kp P

pn
n p

µµ∞ ∞

= =∈

=∑ ∑∏  ( )1 z

p P

p−

∈

= −∏  

    
1

1
1 z

p P p

−

−
∈

 
=  − 
∏  



 

    
( )
1
zς

=  (theo công thức tích Euler, định lí 2.2.1). 

Tương tự ta cũng có 

               ( ) ( )
1 0

k

z kz
n kp P

pn
n p

µµ∞ ∞

= =∈

=∑ ∑∏  ( )1 z

p P

p−

∈

= +∏  

     
21

1

z

z
p P

p
p

−

−
∈

−
=

−∏  
2

1
1

1
1

z
p P

z
p P

p

p

−
∈

−
∈

−
=

−

∏

∏
 

     ( )
( )

.
2
z
z

ς
ς

=  

Vậy ( )
( )

( )
1

,Re 1
2 z

n

nz
z

z n
µς

ς

∞

=

= >∑ .     

Định lí 2.5.4.     ( ) ( ) ( )
1

, Re 1,Re 1x
z

n

n
z z x z z x

n
σ

ς ς
∞

=

− = > > +∑  

trong đó xσ  là hàm trong định nghĩa 1.1.2. 

Chứng minh. 

Trước hết ta có kết quả đơn giản sau 

   
0 0 0

k k k
k k k

k k k
a x b x c x

∞ ∞ ∞

= = =

   =  
  
∑ ∑ ∑  

trong đó 
0

, 0,1, 2,...
k

k i k i
i

c a b k−
=

= =∑  Do đó cho 1, k
k ka b b= =  ta được 

   ( )
0 0 0

1 ... .k k k k k

k k k
x b x b b x

∞ ∞ ∞

= = =

   = + + +  
  
∑ ∑ ∑  

Bây giờ ta chứng minh định lí. Do xσ là hàm có tính chất nhân nên theo định lí 1.1.3, ta có 

   ( ) ( )
1 0

.
k

xx
z kz

n kp P

pn
n p

σσ∞ ∞

= =∈

=∑ ∑∏  

Ta thấy 

            
( ) ( )

0 0
1 ...

k
x x kx kz

kz
k k

p
p p p

p
σ∞ ∞

−

= =

= + + +∑ ∑  

     ( ) ( ) ( )
0 0

k k kz x z

k k
p p p

∞ ∞
− −

= =

   =       
∑ ∑ ( cho b = pP

x
P, x = pP

-z
P) 

     1 1 .
1 1z x zp p− −=
− −

 

Suy ra 



 

            ( ) ( )
1 0

k
xx

z kz
n kp P

pn
n p

σσ∞ ∞

= =∈

=∑ ∑∏  
( )( )

1
1 1z x z

p P p p− −
∈

=
− −∏  

         1 1
1 1z x z

p P p Pp p− −
∈ ∈

=
− −∏ ∏  

         ( ) ( )z z xς ς= − .     

Nhận xét:  

Từ tính chất trên ta suy ra 

     ( ) ( )2

1
.z

n

d n
z

n
ς

∞

=

=∑  

     ( ) ( ) ( )
1

1 .z
n

n
z z

n
σ

ς ς
∞

=

= −∑  

Định lí 2.5.5.   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 2

a b
z

n

n n z z a z b z a b
n z a b

σ σ ς ς ς ς
ς

∞

=

− − − −
=

− −∑  

với Re 1,Re 1,z z a> > +  Re 1,Re 1z b z a b> + > + + .          

Chứng minh. 

Trước hết, ta xét 

                ( ) ( )
1 1

1 1
p q

n m
p q

n m
ς ς

∞ ∞

= =

   =       
∑ ∑  

      
, 1

1 .p q
m n n m

∞

=

= ∑  

Gọi l = (m,n) là ước số chung lớn nhất của m và n. Khi đó p q p q p qn m l u v+=   với  ( ), 1u v = .  Do đó, ta có 

thể viết 

  ( ) ( )
, 1

1
p q

m n
p q

n m
ς ς

∞

=

= ∑  
( )1 , 1

1
p q p q

l m n l n m

∞

+
= =

=∑ ∑  

        
( )1 , 1

1 1
p q p q

l m nl n m

∞

+
= =

=∑ ∑   
( )1 , 1

1 1
p q p q

l m nl n m

∞

+
= =

  =       
∑ ∑  

         ( )
( ), 1

1 .p q
m n

p q
n m

ς
=

= + ∑  

Đặt ( )
( ),

1,d p q
m n d

f p q
n m=

= ∑ .  Khi đó  

( ) ( )1
1, , .d p qf p q f p q

d +=  

Mặt khác, theo trên ta suy ra 

     ( ) ( ) ( )
( )1 , .
p q

f p q
p q

ς ς
ς

=
+

 



 

Vì vậy  

( ) ( ) ( )
( )

, .d p q

p q
f p q

d p q
ς ς

ς+=
+

   (2.5.6) 

Tiếp theo, ta có ( )
x

x
x x

d n d n

nn d
d

σ = =∑ ∑ (do d là ước của n thì n
d

 cũng là ước của n ). Vì vậy          

        ( ) ( )
1 21 1 1 2

1 a b
a b

z z a b
n n d n d n

n n n n
n n d d

σ σ∞ ∞

= =

   
=    

      
∑ ∑ ∑ ∑  

      
1 21 1 2

1 a b

z a b
n d n d n

n n
n d d

∞

=

=∑ ∑ ∑  

      
1 21 1 2

1 1 1 .z a b a b
n d n d nn d d

∞

− −
=

=∑ ∑ ∑  

Do 1 2,d n d n  nên bội chung nhỏ nhất của dR1R và dR2R là [ ]1 2,d d  cũng là ước của n nên [ ]1 2,n d d m=  với m 

nguyên dương. Kết hợp với việc sắp xếp lại tổng trên, ta được 

            ( ) ( )
1 21 1 1 2

1 1 1a b
z z a b a b

n n d n d n

n n
n n d d

σ σ∞ ∞

− −
= =

=∑ ∑ ∑ ∑  
[ ]1 2 1 21 1 ,1 2

1 1 1
a b z a b

d d d d nd d n

∞ ∞

− −
= =

= ∑ ∑ ∑  

      
[ ]( )1 21 1 11 2 1 2

1 1 1
,

z a ba b
d d md d d d m

∞ ∞ ∞

− −
= = =

= ∑ ∑ ∑  

    
[ ]1 21 1 11 2 1 2

1 1 1
, z a ba z a bb

d d md md d d

∞ ∞ ∞

− − − −
= = =

= ∑ ∑ ∑  

       
[ ]

( )
1 21 11 2 1 2

1 1
, z a ba b

d d
z a b

d d d d
ς

∞ ∞

− −
= =

= − −∑ ∑  

       ( )
[ ]1 21 11 2 1 2

1 1
, z a ba b

d d
z a b

d d d d
ς

∞ ∞

− −
= =

= − − ∑ ∑  

       ( ) ( )
1 2

1 2

1 11 2 1 2

,1
z a b

a b z a b z a b
d d

d d
z a b

d d d d
ς

− −∞ ∞

− − − −
= =

= − − ∑ ∑ (do ( )[ ]1 2 1 2 1 2, ,d d d d d d= )
 

        ( ) ( )
1 2

1 2

1 11 2

,1
z a b

z b z a
d d

d d
z a b

d d
ς

− −∞ ∞

− −
= =

= − − ∑ ∑  

        ( )
1 21 11 2

1 z a b

z b z a
d d

dz a b
d d

ς
− −∞ ∞

− −
= =

= − − ∑ ∑  ( với d = (dR1R,dR2R) ) 

         ( )
( )1 21 , 1 2

z a b

z b z a
d d d d

dz a b
d d

ς
− −∞

− −
= =

= − − ∑ ∑  

         ( )
( )1 21 , 1 2

1z a b
z b z a

d d d d
z a b d

d d
ς

∞
− −

− −
= =

= − − ∑ ∑  

         ( ) ( )
1

, .z a b
d

d
z a b d f z b z aς

∞
− −

=

= − − − −∑  



 

Theo (2.5.6), ta có  

( ) ( ) ( )
( )2,
2d z a b

z b z a
f z b z a

d z a b
ς ς

ς− −

− −
− − =

− −
 

nên ta được 

                   ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,a b z a b
dz

n d

n n
z a b d f z b z a

n
σ σ

ς
∞ ∞

− −

= =

= − − − −∑ ∑  

     ( ) ( ) ( )
( )2

1 2
z a b

z a b
d

z b z a
z a b d

d z a b
ς ς

ς
ς

∞
− −

− −
=

− −
= − −

− −∑  

     ( ) ( ) ( )
( ) 1

1
2 z

d

z a z b z a b
z a b d

ς ς ς
ς

∞

=

− − − −
=

− − ∑  

     ( ) ( ) ( ) ( )
( )

.
2

z z a z b z a b
z a b

ς ς ς ς
ς
− − − −

=
− −


  

Nhận xét: 

Cho a = b = 0, ta được 

( )( ) ( )
( )

2 4

1
.

2z
n

d n z
n z

ς
ς

∞

=

=∑  

Cho a = b, ta được 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 2

1

2
.

2
a

z
n

n z z a z a
n z a

σ ς ς ς
ς

∞

=

− −
=

−∑



 

CHƯƠNG 3: ĐỊNH LÍ SỐ NGUYÊN TỐ 
 

3.1.Giới thiệu định lí số nguyên tố 

Định lí số nguyên tố được phát biểu như sau. 

Định lí số nguyên tố. Nếu ( )xπ  là số các số nguyên tố nhỏ hơn hoặc bằng x thì  

    ( )1lim ln 1.
x

x x xπ−

→+∞
=  

 Đây là định lí khá nổi tiếng. Việc phát hiện và chứng minh nó là cả một quá trình làm việc lâu dài của 

các thế hệ các nhà toán học. 

 Có lẽ kết quả được biết đầu tiên là ( )lim .
x

xπ
→+∞

= +∞  Hay nói cách khác, tập các số nguyên tố là vô hạn. 

Điều này được phát hiện bởi Euclide. Đến năm 1737, Euler đã đưa ra một kết quả tổng quát hơn, đó là chuỗi 

các nghịch đảo của các số nguyên tố 

    1 1 1 1 1 ...
2 3 5 7 11
+ + + + +  

là chuỗi phân kì. 

 Đến cuối thế kỉ 18, nhiều nhà toán học nổi tiếng trong đó có Gauss và Legendre đã đưa ra những  

phỏng đoán tương đương với định lí trên. Gần 100 năm sau, vào năm 1896, sau rất nhiều cố gắng của các nhà 

toán học, định lí số nguyên tố cuối cùng cũng được chứng minh một cách độc lập bởi Hadamard và de la 

Vallée Poussin. Nhưng những chứng minh của họ là rất khó. Lúc bấy giờ, các nhà toán học không thấy có mối 

liên hệ giữa giải tích phức và sự phân bố các số nguyên tố. Cho đến năm 1949, P.Erdos và A.Sellberg đã tìm 

ra cách chứng minh “sơ cấp” của định lí số nguyên tố dựa vào công cụ giải tích phức. 

 Năm 1980, D.J.Newman đã công bố một chứng minh mới của định lí số nguyên tố. Chứng minh này 

vẫn sử dụng  giải tích phức. Tuy nhiên, nó đơn giản hơn đáng kể. 

 Trong luận văn này, định lí số nguyên tố được chứng minh dựa theo cách tiếp  

cận của D.J.Newman. Cũng như hầu hết các chứng minh khác, ta phải chứng minh hai phần căn bản: 

 Thứ nhất, chỉ ra hàm zeta không có không điểm trên Rez = 1. 

 Thứ hai, chỉ ra liên hệ giữa hàm zeta và sự phân bố số nguyên tố trong “ định lí Tauberian”. 

3.2. Dạng tương đương của định lí số nguyên tố 

Định lí 3.2.1. Định lí số nguyên tố là đúng, nghĩa là  

( )1lim ln 1
x

x x xπ−

→+∞
=   

khi v chỉ khi  ( )lim 1
x

x
x

ψ
→+∞

=  trong đó ψ  là hàm trong định nghĩa 2.5.1. 

Chứng minh. 

Ta viết lại hàm ψ  



 

   ( ) ln lnln ln
ln lnp x p x

x xx p p
p p

ψ
≤ ≤

 
= ≤ 

 
∑ ∑   

      ( )ln 1 ln
p x

x x xπ
≤

= =∑ .       (3.2.1) 

Mặt khác, với 1 < y < x, ta có 

   ( ) ( ) ( ) ln1
lny p x y p x

px y y
y

π π π
< ≤ < ≤

= + ≤ +∑ ∑
 

1 ln
ln y p x

y p
y < ≤

< + ∑
 

1 ( ).
ln

y x
y
ψ≤ +         (3.2.2) 

Lấy 
( )2 .
ln

xy
x

=  Với x e≥ , dễ dàng chứng minh được  

21
(ln )

xy x
x

< = <  

Thay 2(ln )
xy
x

= vào (3.2.2) ta được  

    2

1( ) ( ).
(ln ) ln 2ln ln

xx x
x x x

π ψ≤ +
−

 

Từ đó suy ra   

ln 1 ln ( )( ) .
ln ln 2ln ln

x x xx
x x x x x

ψπ ≤ +
−     (3.2.3)

 

Theo (3.2.1) và (3.2.3) ta có 

          ( ) ( ) ln 1 ln ( ) .
ln ln 2ln ln

x x x x x
x x x x x x

ψ π ψ
≤ ≤ +

−        
(3.2.4) 

Ta thấy 1lim 0
lnx x→+∞

=  ,    lnlim 1.
ln ln lnx

x
x x→+∞

=
−

 Do đó nếu    ( )lim 1
x

x
x

ψ
→+∞

=  thì từ (3.2.4), suy ra 

    ( ) ln1 lim 1.
x

x x
x

π
→+∞

≤ ≤  

Vì vậy     

( ) lnlim 1.
x

x x
x

π
→+∞

=  

Ngược lại, nếu ( ) lnlim 1
x

xx
x

π
→+∞

=  thì cũng từ (3.2.4) ta suy ra 

    ( ) ( )lim 1 lim .
x x

x x
x x

ψ ψ
→+∞ →+∞

≤ ≤  

Từ đó 

( )lim 1.
x

x
x

ψ
→+∞

=  

Vì vậy  



 

( ) ( )1 1lim ln 1 lim 1.
x x

x x x x xπ ψ− −

→+∞ →+∞
= ⇔ =    

Định lí 3.2.2. Tồn tại số C > 0 sao cho ( ) ,x Cxψ ≤ với mọi 0x > . 

 Nói cách khác ( ) ( ).x O xψ =  

Chứng minh. 

 Ta viết lại 

 ( ) ln ln , 0.
lnp x

xx p x
p

ψ
≤

 
= > 

 
∑  

Cố định x > 0 và gọi m là số nguyên thoả 12 2m mx +< ≤ . Khi đó 

( ) ( ) ( ) ( )2 2m mx xψ ψ ψ ψ= + −  ( ) ( ) ( )12 2 2m m mψ ψ ψ+≤ + −  

          
1

1

2 2 2

ln 2 ln 2ln ln
ln lnm m m

m m

p p

p p
p p+

+

≤ < ≤

   
= +   

   
∑ ∑   (do

1ln 2 ln 2
ln ln

m m

p p

+   
=   

   
). (3.2.5) 

Với mọi số nguyên dương n v nguyên tố p thoả 2n p n< ≤ , ta có p là ước của ( ) ( ) 22 ! ! ! n
nn n n C=  mà p 

không là ước của n! nên p là ước của 2
n
nC  . Do đó 

 ( )2 2
2

2

1 1 2nn n
n

n p n

p C
< ≤

≤ < + =∏  2

2

ln ln 2 n

n p n

p
< ≤

⇒ <∏  

     
2

ln 2 ln 2.
n p n

p n
< ≤

⇒ <∑  

Vì vậy 

    
1

1

1 12 2 2

ln ln 2 ln 2 2 ln 2
m k k

m m
k m

k kp p

p p
−

+

= =≤ < ≤

 
= < <  

 
∑ ∑ ∑ ∑  

 và       

 
1

1

2 2

ln 2 ln 2.
m m

m

p

p
+

+

< ≤

<∑  

Mặt khác, ta thấy 

    ln 1
ln

x
p

 
> 

     

ln 2
ln

x
p

⇔ ≥
  

2x p⇔ ≥  x p⇔ ≥  

và     

    ( )ln lnln ln ln .
ln lnp x p x

x xp p x x
p p

π
≤ ≤

 
≤ = 

 
∑ ∑  

Do đó nếu 12 2m mx +< ≤  thì theo (3.2.5) ta có 

( )
1

1

2 2 2

ln 2 ln 2ln ln
ln lnm m m

m m

p p

x p p
p p

ψ
+

+

≤ < ≤

   
≤ +   

   
∑ ∑  



 

               

 
12 22 2 2

ln 2 ln 2ln ln ln
ln ln m mm m m

m m

pp p

p p p
p p +< ≤≤ < ≤

   
= + +   

   
∑ ∑ ∑

 
(do 

 
1ln 2 1

ln

m

p

+ 
= 

 
 với 12 2m mp +< ≤ )

 

    
12 2 2

ln ln ln ln
ln m m mp x p p

x p p p
p +≤ ≤ < ≤

 
≤ + + 

 
∑ ∑ ∑  

( ) 1ln 2 ln 2mx xπ +≤ + + 12 ln 2m+  

( ) 2ln 2 ln 2mx xπ += +  

( ) ln 4 ln 2x x xπ< +
 

ln 4 ln 2x x x≤ +  

ln 4 ln 2 .x x
x

 = + 
 

 

Vì lnlim 0
x

x
x→∞
=  nên ta được 

( ) ( )x O xψ = .    

3.3. Định lí Tauberian 

Định lí 3.3.1 (Định lí Tauberian). Cho F là hàm bị chặn và trơn từng khúc trên [ )0; .+∞  Khi đó biến đổi 

Laplace của nó là 

     ( ) ( )
0

ztG z F t e dt
+∞

−= ∫  

tồn tại và chỉnh hình trên miền Rez > 0. Nếu  G có thc triển chỉnh hình tới một lân cận của Rez = 0 thì 

( )
0

F t dt
+∞

∫  tồn tại và bằng G(0). 

Chứng minh. 

Chứng minh G tồn tại và chỉnh hình trên Rez > 0. 

Theo định lí 1.3.12, ta có ( ) ( )
0

k
zt

kg z F t e dt−= ∫  chỉnh hình trên   với *.k∈  

Mặt khác với { }: Re 0z z z∈ > , ta có 

   Re

0 0 0

( ) ( )
Re

k k
zt zt zt MF t e dt F t e dt M e dt

z

+∞
− − −≤ ≤ =∫ ∫ ∫   (3.3.1) 

( M thoả ( ) ,F t M≤ với mọi [ )0;t∈ +∞ ). 

Theo (3.3.1), dãy ( ) Re

0

k
zt

kh z M e dt−= ∫  hội tụ đến 
Re
M

z
.  



 

Suy ra ( ) ( )
0

k
zt

kf z F t e dt−= ∫  hội tụ điểm trên Rez > 0. Từ đó, ta được ( )
0

( )
k

zt
kg k F t e dt−= ∫  hội tụ điểm 

trên Rez > 0.  

Cũng theo (3.3.1), gRkR bị chặn đều trên mỗi tập con compact của Rez > 0. Do đó theo định lí 1.3.15 ( 

định lí Vitali), { }kg  hội tụ đều trên mỗi tập con compact của Rez > 0 đến hàm G và G chỉnh hình trên Rez > 0. 

Vậy  ( ) ( )
0

ztG z F t e dt
+∞

−= ∫  tồn tại và chỉnh hình trên Rez > 0. 

Tiếp theo ta sẽ chứng minh
 

( )
0

F t dt
+∞

∫  tồn tại và ( ) ( )
0

0 .F t dt G
+∞

=∫  

Vì F bị chặn trên [ )0;+∞  nên không mất tính tổng quát ta có thể giả sử  

( ) 1,F t ≤ với mọi [ )0; .t∈ +∞  

 

Với 0λ >  ta định nghĩa 

     ( ) ( )
0

.ztG z F t e dt
λ

λ
−= ∫  

Theo định lí 1.3.12, Gλ  chỉnh hình trên .  Điều phải chứng minh tương đương với 

 ( ) ( )lim 0 0G Gλλ→+∞
=  

 nghĩa là ( )
0

F t dt
+∞

∫  tồn tại và hội tụ đến G(0). 

Bây giờ ta sẽ đi đánh giá  ( ) ( )0 0 .G Gλ −  

Do G chỉnh hình trên một tập mở chứa Rez ≥0 nên với mỗi R > 0, tồn tại  ( ) 0Rδ >  đủ nhỏ sao cho G 

chỉnh hình trên và trong đường cong đóng Rγ  trong đó Rγ  được  giới hạn bởi 

  { : Re ,
2 2

iz z θ π πϕ θ ϕ= − − ≤ ≤ +  v ( ){ }: Rez z Rδ=  với ( )arcsin .
R

R
δ

ϕ =  

 

 
       

Hình 3. 

 



 

Kí hiệu Rγ
+  là phần đường cong của Rγ  nằm trong Rez > 0 và Rγ

−  là phần đường cong của Rγ  nằm trong 

Rez  < 0. 

Theo công thức tích phân Cauchy ta có 

    ( ) ( )1(0) (0) .
2

R

G z G z
G G dz

i z
λ

λ
γπ

−
− = ∫  

Đặt ( ) ( ) ( )( ) ,z zG z G z e G z G z eλ λ
λ λ′ ′= = . Ta có 

  (0) (0) (0) (0)G G G Gλ λ′ ′− = −
 

( ) ( )1
2

R

G z G z dz
i z

λ

γπ
′ ′−

= ∫
 

                     ( ) ( )1
2

R

zG z G z e dz
i z

λλ

γπ
−

= ∫
 

            
) 2

( ) ( )1 1 ( ( ) ( )
2 2

R R

z zG z G z ze dz G z G z e dz
i z i R

λ λλ
λ

γ γπ π
−

= + −∫ ∫
 

             2

1 1( ( ) ( ))
2

R

z zG z G z e dz
i z R

λ
λ

γπ
 = − + 
 ∫   (3.3.2) 

( do ( ) ( )( ) 2 0).
R

z zG z G z e dz
R

λ
λ

γ

− =∫
 

Ch ý rằng  z R=  thì 22 2 2

1 2Re .z z z z
z R R Rz
+ = + =  Vì vậy với  Rz γ +∈  ta có 

  ( )( ) Re
2 2

1 2Re( ) ( ) ( )z zz zG z G z e G z G z e
z R R

λ λ
λ λ

 − + ≤ − 
 

 

     ( ) Re
2

2Rezt z zF t e dt e
R

λ

λ

+∞
−= ∫  

     Re Re
2

2 Re( ) zt z zF t e dt e
R

λ

λ

+∞
− 

≤  
 
∫  

     Re Re
2

2 Rezt z ze dt e
R

λ

λ

+∞
− 

≤  
 
∫  

     Re Re
2 2

1 Re 22 .
Re

z z ze e
z R R

λ λ−= =  

Từ đó suy ra 

   ( ) 2

1 1( ) ( )
2

R

z zG z G z e dz
i z R

λ
λ

γπ +

 − + 
 ∫  

   ( ) 2

1 1( ) ( )
2

R

z zG z G z e dz
z R

λ
λ

γπ +

 ≤ − + 
 ∫  (áp dụng định lí 1.3.4) 

   2 2

1 2 1 2 1 .
2 2

R

dz R
R R Rγ

π
π π+

≤ = =∫     (3.3.3) 



 

Bây giờ ta đánh giá tích phân (3.3.2) trên .Rγ
−   

Sử dụng bất đẳng thức tam giác ta có 

       ( ) 2

1 1( ) ( )
2

R

z zG z G z e dz
i z R

λ
λ

γπ −

 − + 
 ∫  

    2 2

1 1 1 1( ) ( )
2 2

R R

z zz zG z e dz G z e dz
i z R i z R

λ λ
λ

γ γπ π− −

   ≤ + + +   
   ∫ ∫  

    ( ) ( )1 2I R I R= +  

với  ( )1 2

1 1( ) ,
2

R

z zI R G z e dz
i z R

λ

γπ −

 = + 
 ∫   ( )2 2

1 1( ) .
2

R

z zI R G z e dz
i z R

λ
λ

γπ −

 = + 
 ∫

 
Trước tiên ta xét IR2R(R). Do ( )G zλ  chỉnh hình trên   nên ta có thể thay  

đường cong lấy tích phân bằng nửa đường tròn từ –iR đến iR nằm trong nửa mặt phẳng trái. Với z thuộc nửa 

đường tròn này, z iR≠ ±  ta có 

    ( ) ( )2 2
0

1 2Rez zt tz zG z e F t e dt e
z R R

λ
λ λ

λ
−  + =   

   
∫  

    Re Re
2

0

2 Rezt z z
e dt e

R

λ
λ− 

≤  
 
∫  

    ( )Re Re
2

2 Re1 1
Re

z z z
e e

z R
λ λ−= − −  

    ( )Re
2

2 Re1 1
Re

z z
e

z R
λ= −  

    2

2
R

≤  (do Re 1zeλ < ). 

 Ta thấy bất đẳng thức trên vẫn đúng với Rez = 0 (cho z iy→ ). Do đó lại áp dụng định lí 1.3.4, ta có 

    ( )2 2

1 2 1 .
2

I R R
R R

π
π

≤ =    (3.3.4) 

 Cuối cùng ta đi đánh giá ( )1 .I R  Trước hết ta có nhận xét như sau:  

 Nếu Rz γ∈  thì 

   2 2 2 2

2 Re Re Re1 z z zz
z R R R R
+ = = +  

              
( )
1 1
R Rδ

≤ +  (do chọn ( )R Rδ <  và Re z R≤ ). 

Như vậy với Rz γ −∈ , ta luôn có 
( )2

1 1 1 .z
z R R Rδ
+ ≤ +  

 Tiếp theo, do G chỉnh hình trên Rγ
−  nên tồn tại M(R) > 0 sao cho  



 

     ( ) ( ) ,G z M R≤ với mọi .Rz γ −∈  

Chọn 1δ  sao cho 10 δ δ< <  và ta tách tích phân IR1R(R) thành tổng hai tích phân sau 

                 

 
Re Re1 1

1 2 2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) .
2 2

R R
z z

z z

z z

z zI R G z e G z e dz
i z R i z R

δ δ

λ λ

γ γπ π− −

<− ≥−
∈ ∈

   = + + +   
   ∫ ∫  

 Ta thấy 

                
( )

1

Re 1

2

1 1 1 1 1( ) ( )
2 2

R
z

z

z

zG z e dz M R e R
i z R R R

δ

λδλ

γ

π
π π δ−

<−

−

∈

  + ≤ +       
∫  

  

          ( ) ( )
1

1 1 1 .
2

RM R e
R R

λδ

δ
− 

= +  
 

 

 Và 

   ( )
Re 1

1
2

1 1 1 1 1( ) 2 arcsin
2 2 ( )

R
z

z

z

zG z e dz M R R
i z R R R R

δ

λ

γ

δ
π π δ−

≥−
∈

  + ≤ +  
   

∫  

(do Re 1zeλ ≤  và 1arcsinR
R
δ  là độ dài cung). 

 Do đó 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1 1 1 1 1 2 arcsin
2 2

I R RM R e M R R
R R R R R

λδ δ
δ π δ

−   
≤ + + +      

   
 

 Lấy 0ε >  tuỳ ý, chọn 4R
ε

= . Cố định ( )Rδ  sao cho ( )0 R Rδ< <  thoả G chỉnh hình trên và trong 

đường cong Rγ . Theo (3.3.3) và (3.3.4), với mọi 0λ >  ta có 

   ( ) ( )( ) 2

1 1 1 ;
2 4

R

z zG z G z e dz
i z R R

λ
λ

γ

ε
π +

 − + ≤ = 
 ∫  

   ( ) 2

1 1 1 .
2 4

R

z zG z e dz
i z R R

λ
λ

γ

ε
π −

 + ≤ = 
 ∫   

 Bây giờ ta chọn 1δ  sao cho ( )10 Rδ δ< <  và thoả mãn 

    

   ( ) ( )
11 1 1 2 arcsin .

2 4
M R R

R R R
δ ε

π δ
 

+ <  
   

Khi đó 



 

   ( ) ( )
1

1 1 1
2 4

RM R e
R R

λδ ε
δ

− 
+ <  

 
 với λ  đủ lớn 0( )λ λ≥ .  

Vì vậy  

     ( )0 (0)G Gλ ε− <   với mọi 0.λ λ≥      

Định lí 3.3.2. Cho f là hàm trơn từng khúc, không âm, không giảm trên[ )1;+∞  sao cho f(x) = O(x). Khi đó 

biến đổi Mellin của nó là 

     ( ) ( ) 1

1

zg z z f x x dx
+∞

− −= ∫  

tồn tại và chỉnh hình trên miền Rez > 1. Nếu với số c∈  nào đó ( )
1

cg z
z

−
−

 có thc triển chỉnh hình tới một 

lân cận của  Rez = 1 thì  

     ( )lim .
x

f x
c

x→+∞
=  

Chứng minh. 

 Ta định nghĩa hàm F trên [ )0;+∞  như sau 

     ( )( ) .t tF t e f e c−= −  

Do f  trơn từng khúc trên [ )1;+∞ nên F trơn từng khúc trên [ )0; .+∞  Do f không giảm và ( ) ( )t tf e O e=  nên eP

-

t
Pf(eP

t
P) bị chặn trên [ )0;+∞ . Suy ra F bị chặn trên [ )0; .+∞  

 Ta thấy hàm F thoả mãn giả thiết của định lí Tauberian nên biến đổi Laplace của nó là 

     ( ) ( )( )
0

t t ztG z e f e c e dt
+∞

− −= −∫  

tồn tại và chỉnh hình trên Rez > 0. 

            Đặt tx e= , ta được 

  ( ) ( )
1

1 z dxG z f x c x
x x

+∞
− = − 

 ∫  ( ) 2 1

1 1

z zf x x dx c x dx
+∞ +∞

− − − −= −∫ ∫  

           ( ) ( ) 2

1

1 1
1

z cz f x x dx
z z

+∞
− − 

= + − +  
∫  ( 1)

1
g z c

z z
+

= −
+

 

            ( )1 1 .
1

cg z c
z z

 = + − − +  
 

 Do G tồn tại và chỉnh hình trên Rez > 0 nên g tồn tại và chỉnh hình trên  

Rez > 1. 

 Mặt khác do ( )
1

cg z
z

−
−

 có thể thc triển chỉnh hình đến lân cận của Rez = 1 nên ( )1 cg z
z

+ −  có thể thc 

triển chỉnh hình tới một lân cận của Rez = 0. Do đó G có thể thc triển chỉnh hình tới một lân cận của Rez = 0. 



 

 Cũng theo định lí Tauberian ( )
0

F t dt
+∞

∫  tồn tại và hội tụ đến G(0) hay ( )( )
0

t te f e c dt
+∞

− −∫  tồn tại. Đổi biến 

tx e=  ta suy ra ( )
1

f x dxc
x x

+∞  
− 

 
∫  tồn tại. 

 Sử dụng giả thiết f không giảm, ta sẽ chứng minh ( )f x
c

x
→  khi x →+∞ . Thật vậy lấy 0ε > , giả sử có 

0 0x >  sao cho ( )0

0

2 .
f x

c
x

ε− ≥
  

Ta cĩ
 

     ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2f x f x x c x cε ε≥ ≥ + ≥ +  với 0 0
2 .cx x x

c
ε
ε

+
≤ ≤

+
 

Suy ra 

( )f x
c

x
ε− ≥   ( ) 1f x

c
x x x

ε 
⇒ − ≥ 

 
 

( )0 0

0 0

2 2

2ln .

c cx x
c c

x x

f x dx cc dx
x x x c

ε ε
ε ε ε εε

ε

+ +
+ +  +

⇒ − ≥ =  + 
∫ ∫  

Do ( )
1

f x dxc
x x

+∞  
− 

 
∫  hội tụ nn  

( )2

1

0
x

x

f x dxc
x x

 
− → 

 
∫  khi xR1R, xR2R →+∞

R
  R. 

Từ đó với xR0R đủ R Rlớn, ( )0

0

2

2ln

c x
c

x

f x dx cc
x x c

ε
ε εε

ε

+
+   +

− <  + 
∫  (mâu thuẫn). Vì vậy với xR0R đủ lớn ta có  

( )0

0

2 .
f x

c
x

ε− <     (3.3.5) 

Tương tự, ta giả sử có xR0R > 0 sao cho ( )0

0

2 .
f x

c
x

ε− ≤ −  Khi đó 

   ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2f x f x x c x cε ε≤ ≤ − ≤ − với 0 0
2 .c x x x

c
ε
ε

−
≤ ≤

−
 

Suy ra  

          
( )f x

c
x

ε− ≤ −  ( ) 1f x
c

x x x
ε 

⇒ − ≤ − 
 

 

( )0 0

0 0
2 2

ln .
2

x x

c cx x
c c

f x dx cc dx
x x x cε ε

ε ε

ε εε
ε− −

− −

  −
⇒ − ≤ − = −  − 

∫ ∫  

Nhưng với xR0R đủ lớn ta có 

( )0

0
2

ln
2

x

c x
c

f x dx cc
x x cε

ε

εε
ε−

−

  −
− > −  − 

∫  (mâu thuẫn). 



 

Vậy với xR0R đủ lớn ta có  

( )0

0

2 .
f x

c
x

ε− > −     (3.3.6) 

Từ (3.3.5) và (3.3.6) ta suy ra 

     ( ) 2
f x

c
x

ε− <   với x đủ lớn.  

Hay 

( )lim
x

f x
c

x→+∞
= .       

3.4. Chứng minh định lí số nguyên tố 

Ta nhớ lại hàm ψ  trong định nghĩa 2.5.1 

     ln( ) ln .
lnp x

xx p
p

ψ
≤

 
=  

 
∑  

Rõ ràng ψ  là hàm không âm, trơn từng khúc, không giảm trên [ )1;+∞ . Hơn nữa theo định lí 3.2.2, ta cĩ 

 ( )( ) .x O xψ =  

Do đó theo định lí 3.3.2, thay f ψ=  ta có biến đổi Mellin 

     ( ) ( ) 1

1

zg z z x x dxψ
+∞

− −= ∫  

tồn tại và chỉnh hình trên miền Rez > 1. 

Mặt khác, theo định lí 2.5.1, ta có  

( )
( )

( ) .
z

g z
z

ς
ς
′

= −  

Nhưng do ( ) 0zς ≠  trên Rez = 1 (theo định lí 2.3.2) và e ,1 1r s ς
ς
′ 

= − 
   

(theo định lí 2.2.6) nên tồn tại r > 0 để 

( )
( )

z
z

ς
ς
′  có khai triển Laurent như sau 

( )
( ) 0

1 ( 1)
1

n
n

n

z
c z

z z
ς
ς

∞

=

′ −
= + −

− ∑  với 0 1 .z r< − <  

  Từ đó suy ra 

( )
( ) 0

1 ( 1)
1

n
n

n

z
c z

z z
ς
ς

∞

=

′
+ = −

− ∑  với 0 1 .z r< − <  



 

Do đó ( )
( )

1
1

z
z z

ς
ς
′

+
−

 có thể thc triển chỉnh hình tới z =1 nên ( )
( )

1
1

z
z z

ς
ς
′

+
−

 cũng có thể thc triển chỉnh hình tới 

một lân cận của Rez =1. Vì  thế 1( )
1

g z
z

−
−

 cũng có một thc triển chỉnh hình đến một lân cận của Rez =1. Nên 

theo định lí 3.3.2, ta có  

 

( )lim 1.
x

x
x

ψ
→+∞

=  

Vì vậy theo định lí 3.2.1, ta cĩ 
 

( )1lim ln 1.
x

x x xπ−

→+∞
=  

Định lí số nguyên tố được chứng minh.     



 

KẾT LUẬN 

 

 

Trong luận văn này, chúng tôi đã trình bày các tính chất của hàm zeta và chứng minh định lí số nguyên 

tố dựa theo cách tiếp cận của D.J.Newman. 

 Trong quá trình thực hiện luận văn, tôi nhận thấy mình hiểu những kiến thức đã học một cách sâu sắc 

hơn, đặc biệt là bộ môn giải tích phức. Tôi hy vọng sẽ tìm hiểu sâu hơn về đề tài cũng như về bộ môn này. 
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