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MO DAU

1. Ly do chon d@ tai

Dinh i s6 nguyén t6 1a dinh 1i hay va kha ndi tiéng. Viéc chimg minh dinh 1i nay da boc 1 mbi lién hé
kha tha vi giita sy phan bb s6 nguyén t6 va giai tich phirc. Péng vai trd quan trong trong moi quan hé nay la
ham zeta ctia Riemann.

Sur dung cong cu gidi tich phirc va ham zeta 1am cho chting minh cua dinh li don gian hon rat nhiéu so
v6i nhimg chimg minh trude d6. Hon nita, trong qué trinh tim toi ching minh cac nha toan hoc da tim thay
mdi lién hé gilta sy phan bd sé nguyén t6 voi gia dinh ndi tiéng cuia Riemann, d6 14 tat ca cac khong diém

A A \ 5 \ A M A \ < 1 s 9 . \ A X
khong tam thuong cia ham zeta déu nam trén duong thang Rez = 5 Gia dinh nay cho dén nay van chua dugc
chung minh.

Do d6, dé c6 thé tim hiéu sau hon vé gia dinh cta Riemann thi cin xem lai cac tinh chat cua ham zeta
ctia Riemann va dinh 1i s6 nguyén t9.

2. Muc dich nghién ctru

Luan vin trinh bay céc tinh chit ciia ham zeta va chirng minh dinh 1i s6 nguyén td.

3. Péi twong va pham vi nghién ciu

Déi tuong nghién ctru 1a ham zeta ciia Riemann va dinh li s6 nguyén to.

Pham vi nghién ctu gém thac trién ctia ham zeta, khong diém cua ham zeta, gia tri ciia ham zeta tai
nhiing diém nguyén, quan hé giita ham zeta va chudi ham Dirichlet va chimg minh dinh li s6 nguyén t6.
4. Y nghia khoa hoc, thic tién

H¢ thong lai cac tinh chat ctua ham zeta va dinh i s6 nguyén t6. Trén co s do, tim toi, phat hién cai

Vi kha nang va thoi gian c6 han nén luan vin con nhiéu thiéu sot. Kinh mong sy gop ¥ cta quy thay co

va ban doc.



CHUONG 1: KIEN THUC CHUAN BI

1.1. Ham so hegc

Pinh nghia 1.1.1. Ta goi ham s hoc 1 cac ham s xac dinh trén N,

Pinh nghia 1.1.2. Him o, 14 ham sb hoc xac dinh boi
Jx(n)=ZdX,XeR,d eN".

dn

bic biét néu d(n) 1asé wéc cua n thi d(n)=0c,(n)=> 1.

ah

Ham Euler ¢ 1a ham sb hoc duoc x4c dinh nhu sau ¢(1)=1 va ¢(a) 1a s6 cac so tu nhién nhé hon a,
nguyén té ciing nhau véi a néu a > 1.

Ham Mobius x 1a ham s6 hoc xac dinh bdi 4(1)=1,#(n)=(~1)" néu n la tich cua r s6 nguyén té phan
biét va x(n)=0 trong cac truong hop con lai.
Pinh nghia 1.1.3. Ham s6 hoc f goi 1a c6 tinh chat nhan néu f khong ddng nhat bang 0 va moi
a,beN’,(ab)=1déuco f(ab)=f(a)f(b).

Pinh Ii 1.1.1( Pinh li co ban caa sé hoc).

Moi s6 nguyén dweong I6n hon 1 déu biéu dién dwge mét cach duy nhdt dwdi dang tich cac sé nguyén
16, trong dé cdc thira s6 nguyén té dwoc viét theo thir tw khéng gidm.

Pé thuén tién, ta thuong nhom céc thira sé nguyén t6 bang nhau thanh mét luy thira cia né. Cach biéu
dién s6 nguyén nhu vay ta goi 1a phan tich tiéu chuan: n=p,“p,”..p,“ trong d6 pi;<ps<...... <px la sb
nguyén td va a, oy, eN.

Pinh i 1.1.2. Cac ham o, ¢, 1 1a ham c6 tinh chat nhan.

Ki hiéu P 1a tap céc sb nguyén to.

Pinh 1i 1.1.3. Néu f 1a ham c6 tinh chdt nhan thi c6 chudi ham Dirichlet

F0-3 10 s )
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1.2. Chudi ham phiic

Pinh nghia 1.2.1. Cho ddy ham {f,} x4c dinh trén Q c C. Tong hinh thirc

faf4.=3 1, (1.2.1)
k=1



duoc goi 1a mot chudi ham trén Q.

bit S, =) f, ta dugc mdt ham x4c dinh trén Q, goi 1a tong riéng thir n va dy {S,} goi la ddy tong riéng

k=1

tht n cua chudi (1.2.1).

Chudi (1.2.1) goi 1a hoi ty trén Q néu ddy {S,} hoi tu dén mot ham f hitu han trén Q. Khi d6 f dugc

goi 1a tong ctia chudi va viet f =>"f, .
k=1

Chudi khong hoi tu goi 1a chudi phan ki.

Chudi (1.2.1) goi 1a héi tu déu trén Q dén mot ham fnéu day {S,} hoi tu déu dén ham f.
Gid sir chudi (1.2.1) hoi ty va f1a tong cua nd. Véi mdi neN, dat r,(z)=f(z)-S,(z) = > f,(2)

ta dugc ddy ham {r,} trén Q, goi la ddy céc phan du cta (1.2.1).
Ta ci:
Chudi (1.2.1) hoi tu trén Q khi v chi khi day {r,} hoi tu dén 0 trén Q.

Chudi (1.2.1) héi tu déu trén Q khi v chi khi ddy {r,} hoi tu déu dén 0 trén Q.
Nhu vay, chudi (1.2.1) hoi tu trén Q khi v chi khi

rn(z)|<g).

(Vg>O,VZEQ,EIN vn>N=

Chudi (1.2.1) hoi tu déu trén Q khi v chi khi

(V5>0,3N vn>N,VzeQ=

r, (Z)| < 5).

Chudi (1.2.1) duoc goi 1a hoi tu tuyét dbi néu chudi
S| (1.2.2)
k=1

hoi ty.
Néu chudi (1.2.2) hoi tu thi chudi (1.2.1) hoi tu.

Pinh li 1.2.1 ( Tiéu chuian Cauchy).



Chudi (1.2.1) héi tu déu trén Q khi va chi khi

(v5>0,3N vn,vym>n>N,Vze Q=

fra(Z)+..+ fm(z)| <g).

Pinh li 1.2.2 (D4u hiéu Weierstrass).

Néu chuoi dwong > a, hoi tu va cic s6 hang cia chudi (1.2.1) thod mén

n=1

f (z)| <a ,VzeQ,vn>n,n, ld sé nguyén diong nao do

thi chudi (1.2.1) héi tu déu trén Q.

1.3. Mét s tinh chat caa tich phan hm bién phirc

Pinh i 1.3.1. Cho fg la hai ham lién tuc trén dwong cong y;ab la cic hang sé phirc. Khi dé

I(af (z)+bg(z))dz =aj i (z)dz+bJ'g(z)dz :

v

Pinh li 1.3.2. Cho y:[a,b] > C la mét duong cong. Ki hiéu y la dwong cong y voi chiéu nguwoc lai. Vi moi

ham f'lién tuc trén y ta co jf(z)dz:—j f(z)dz .
4 I

Pinh li 1.3.3. Cho cdc duong cong y,:[a,b]— C,y,:[b,c]— C sao cho y,(b) = y,(b). Khi d6 tong ciia y, va y,
la dwong cong y=y,+y, xdc dinh boi y(t)=y,(t),te[a,b];y(t)=y,(t).te[b,c]. V&i moi f lién tuc trén y ta

co

If(z)dz :j f (z)dz+.|. f(z)dz.

4 n 72

Pinh li 1.3.4. V61 moi ham f'lién tuc trén duong cong y ta co

If(z)dz

< []f(2)|/dz] <sup]f (2)|1,

ey

trong do j |f(2)||dz| hiéu la tich phan dwong logi 1 trén y, [ la dp dai ciia y.
Y

Pinh li 1.3.5. Cho {f } la day cdc ham lién tuc trén mién D va cé tong la f. Khi dé véi moi duong cong tron

tirng khiic y =D déu ¢é



Pinh li 1.3.6 ( Pinh li Cauchy cho mién don li¢n).

Néu w= f(z) la ham chinh hinh trén mién don lién D thi véi moi chu tuyén tron timg khiic y nam

trong D, ta c6 If (z)dz=0.
V4

Pinh li 1.3.7. Gia sir D la mét mién don lién va bi chan véi 6D la mét chu tuyén tron timg khiic. Khi dé néu

fla ham chinh hinh trén D va lién tuc trén D=DuaD thi J f(z)dz=0.

oD
Pinh li 1.3.8 ( Pinh li Cauchy cho mién da lién).

Néu D la mgt mién n — lién bi chan, f 1 ham chinh hinh trén D, lién tuc trén D thi | (z)dz=0 .
oD

Pinh li 1.3.9 ( Cong thire tich phan Cauchy).
Gid sir ham f chinh hinh trén mién D va 2, € D. Khi do voi moi chu tuyén y D, c D, ta co cong thic

Cauchy

Néu thém vao do f'lién tuc trén D=DwaD véi oD la mét chu tuyén thi véi moi 7D tacod

f(2)= o [ LWy

oz
Dinh nghia 1.3.1. Gid st T 1a duong cong don, tron tung khtic va f 1a ham lién tuc trén I'. Véimoi ze C\T

fln)

co o(n)= . 14 mot ham lién tyc trén T,
77_
. 1 f(n)
bat F(z)=—|—~2d 1.3.1
¢ (Z) 27Z'i'1[77—2 7 ( )

ta duoc mot ham xac dinh trén C\T.

Ham F(z) goi la tich phan loai Cauchy.

Pinh li 1.3.10 (Cong thirc tich phn loai Cauchy).
Gia sw U la duong cong don, tron tung khiic va fla ham lién tuc trén T . Khi do ham F xdc dinh boi
cong thire (1.3.1) la ham chinh hinh trén D = C\T . Hon nita trong mién D,F c6 dao ham moi cdp, ching dwoc

tinh theo cong thirc

F"(z)= 22; l(nf—(j))"” d7. (1.3.2)

Pinh li 1.3.11. Gid sir ham f chinh hinh trong mién D. Khi d6 f ¢é dao ham moi cdp va cdc dao ham dé ciing

la nhitng ham chinh hinh trong mién D. Céc dao ham cua f tai diém z dwoc biéu dién boi cong thire

£00(2) = ”!I f(n)

= 1= z)"” dn,n=12,... trong do y la mét chu tuyén tuy y bao quanh z sao cho D,cD.



Pinh li 1.3.12.Gia s {a, b}c RVA ¢ la ham bién phitc lién tuc trén khong gian tich Qx[a,b], véi méi

te[a,b], ham z—>¢(z,t) chinh hinh twén Q . Ham F xdc dinh trén Q dugc cho boi cong thirc

b
F(2) = [@(z.t)dt, ze Q. Khi d6 F chinh hinh trén Q va

b
F'(z)=IZ—(Zp(z,t)dt, 7eQ.

Pinh nghia 1.3.2. Gia sir {f } 1a ddy cac ham lién tyc trén mién D. Ta néi {f,} hoi tu déu trén moi tap

compact (trong D) t6i ham f néu véi moi tap compact K <D, véi moi >0, c6 N=N(K,e) sao cho

f.(z)-f (z)|<e voimoi zeK,n>N.
Dinh li 1.3.13 (Dinh li Weierstrass).

Néu f;, chinh hinh trén D véi moi n va {f.} hoi tu déu trén moi tdp compact
(trong D) téi ham f thi f chinh hinh trén D.
Pinh nghia 1.3.3. Gia st Q 1a tdp mo trong C va A(Q) 1a khong gian vecto cac ham chinh hinh trén Q.
Ho ham F < A(Q) duogc goi 1a bi chan déu trén cac tap compact néu

sup{|f(2)|:zeK, f € F} <o v&i moi tip compact K = Q

Ho ham F c A(Q) goi la déng lién tyc tai z,eQ néu véi moi >0 ton tai §>0 sao cho v&i moi

zeQ thoa |7-7,|< 5 thi

f(z)- f(zo)|<g, voimoi f eF.

Ho ham F < A(QQ) duoc goi la d@)ng lién tuc trén cac tdp compact néu v&i moi tap compact K c Q, voi
moie >0, ton tai &5 =5(K, &) sao cho

|f(z)— f(z')|<g, VOimoi z,z e Km |z—z’|<5.
Bo dé 1.3.1. Moi ho F c A(QY) bi chan déu trén cdc tdp con compact cua Q thi d(;ng lién tuc tai moi diém
thuoc Q.
Bo dé 1.3.2. Gid su F la tdp dong lién tuc cia C(Q), nghia la moi f e F déu lién tuc trén Q va F dong lién
tuc tai moi diém cia Q, dy {f,} = F saocho f  hdi ty titng diém dén ftrén Q. Khi dé flién tuc trén Q va
f — f déu trén cdc tdp con compact ciia Q.
Tong qudt hon, néu f. héi tu tung diém dén f trén tdp con trit mdt ciia Q thi f — f déu trén cdc tdp

con compact cua Q.
Dinh li 1.3.14 ( Dinh li Montel).

Cho F c A(Q) bi chdn déu trén cdc tdp compact. Khi d6 méi day {f,} ¢ F déu cé day con héi tu déu
trén cdc tdp con compact cua Q.

Dinh li 1.3.15 ( Dinh li Vitali).



Cho {f,} la day bi chin trong AQ), Q I tdp mé lin thong. Néu dy { 1.} héi tu diém trén S Q V6i S|
mét tdp con c¢é diém ty cia Q thi {f.} hi tu déu

trén cc tdp con compact ciia Q dén mét ham f e A(Q).
1.4. Chudi va thing dw
Dinh li 1.4.1(Dinh li Taylor).
Néu ham f chinh hinh trén B(z,,R)thi f(z) = Y c.(z—z,)" voimoi 7€ B(z,,R), trong do cdac hé so ¢ la
n=0

duy nhat dwoc xdc dinh béi céng thire

1 f(n)
27i |z-z|=r (77 - ZO)

n —dn,n=0,1..,v0i 0<r<R.

Pinh li 1.4.2 (Pinh li duy nhat).
Gid sit f va g la cdc ham chinh hinh trén mién D, f (z,)=09(z,) trén mot day diém khdc nhau {Zn} cD
va limz, =aeD.Khi do f(z)=9(z),vdi moi zeD.

Pinh nghia 1.4.1. Chudi ham c6 dang Z ¢ (z—z,)¢ duoc goi la chudi Laurent theo lfly thira cua (z—-2z,) hay

k=—c0

chudi Laurent tai z,.
Dinh 1i1.4.3. Néu ham f{z) chinh hinh trong hinh vanh khén 0<r <|z—z,|<R<+o0 thi f{z) duoc biéu dién duy

nhdt dwéi dang

+00

f(z)=> c(z-12)" (1.4.2)

k=—w0

Cdc hé s6 cia chudi (1.4.1) dwoc xdc dinh boi cong thirc

n= 1.J f(n) -dn,n=0,+1,£2,...,
27l v (n- Zo)nJr

trong 6y, la dwong tron bat ki |z—1z,|= p,r < p<R.

Dinh nghia 1.4.2. Gia sir ham f chinh hinh trong hinh vanh khan 0<|z-z,|<r. Khi d6 chi c6 thé xdy ra mot
trong ba kha nang sau:

i) Ton tai lim f(z)=aeC, khi d6 z, goi la diém thuong.

ii) Ton tai lim  (z) =0, khi d6 2, goi 4 cuc diém cta ham f.

iii) Khong ton tai lim f(2), khi 6 2, goi la diém bét thuong cot yéu ctia ham f.

Ta xét khai trién Laurent ctia ham f(z) trong hinh vanh khan 0<|z-z,|<r

+00

f(z)=> c,(z-2) (1.4.2)

N=—o0



RI0)
21} (n-2,)

trong d6 ¢, = —dn,n=0,%+2,..,

7, la dudng tron |2—-z,|= p;0< p<r.

Pinh li 1.4.4. Néu ton tai lim f(z)=aeC thi fc6 thé thac trién chinh hinh t6i z,.

Pinh li 1.4.5.i) Diém z, la cuc diém ciia ham f(z) trén 0<|z—z)|<r néu va chi néu trong khai trién (1.4.2)
ton tai mot sé m>0 sao cho c_.#0 vac, =0,vdi moi k<-m S6 nguyén m>0 goi la bdc cua cuc diém Z,.

i) Diéem z, la diém bat thuong cot yéu néu va chi néu trong khai trién (1.4.2) ton tai vé sé6 k>0 sao cho
c,#0.

Pinh nghia 1.4.3. Gia st {12 ham chinh hinh trén hinh tron thung 0<|z—z,|<r. Thang du cua ham ftai z,, ki

hiéu res[ f,z,], duoc xac dinh boi
res[ f,z ]:ijf(z)dz,
° 2z d

voi y 1a dudng tron |z-2z,|=p;0<p<r.

Pinh li 1.4.6. Gia sw ham f co khai trién Laurent tai lan can diém z, la

+00

f(z)=> c,(z—2)".

Khi do res| f,z,]=c.,.
Pinh li 1.4.7. Néu z, la cuc diém don ciia ham f thi

reS[f,zo]=!Ln21(z—zo)f(z).

Pinh li 1.4.8. Néu f(z):M trong do ¢(z,)# 0,y (2,)=0 va y'(z,) =0 thi res[ f(z),z, |=

v (2)
Pinh li 1.4.9 ( Pinh li co bin vé thiing duw).
Gia su f'la ham chinh hinh trong mién D trir mot s6 hitu han diém Z1y Z24+.0,2n nam trong D. Khi do voi
moi chu tuyén y trong D sao cho {z,,2,,...,z,} =D, c D déu c6

[ f(n)dn= Zﬁikzn;res[ f(2).2]

4



1.5. Tich vé han

n—oo

Pinh nghia 1.5.1. Gia s {u,} 13 day s6 phic va p, =]](@+u,). Néu ton tai p=Ilimp, thi ta viét
k=1

p=]J(+u,). Cac s0 p, goi la tich riéng cua tich vo han.

n=1

Sau ndy ta s& noi tich vo han p = ﬁ(1+ u,) hoi tu néu day { pn} hoi tu.

n=1

B6 dé 1.5.1. Néu u,,u,,...,.u_ la cdc so phitc va dat

N N
py =] J@+u,).py = ]@+]u,]
n=1 n=1
thi
Py <exp(Juy|+|u,|+...+]uy|).Jpy —1 < pj 1.

Pinh li 1.5.1. Gid s {u,} la day cdc ham bj chén trén tgp S sao cho chuoi Y |u,(S)| hoi tu déu trén S. Khi

n=1

do tich
f©) =[]+ u, ()

hoi tu déu trén S va f(s,) =0 véi s, nao d@é thuéc S khi va chi khi ton tai n dé 1+u,_(s,) =0.

Ngoai ra néu {n,,n,,..} la mét hodan vi nao dé ciia {1,2,...} thi

ORS § (CATHO)

0

Pinh li 1.5.2. Cho f,,f,,... la ddy cic ham chinh hinh trong Q. Néu Z:|fn —1| héi tu déu trén cdc tip con

n=1

compact cua Q thi an hoi tu dén ham f thue A(Q). Hon nita T(z,)=0 véi z, nao dé thugc Q khi va

n=1

chi khi t.(z,) =0 vdi n nao do.

1.6. Ham gamma

Pé thuan lgi cho viéc tim hiéu mot s6 tinh chat cia ham gamma sau nay, trudc hét ta di chung minh bo
dé sau.
B6 dé 1.6.1. i)G(z):H(1+f)e_k chinh hinh trén C va G(z)=0 tgiz=-1,-2,...
k=1
© ZZ
i sinz=z 1-—— |
i) lk_[[ kzﬂzj

1



Z+n7Z' Z—Nrx

iii) cotz——+2( ! ]

Chirng minh.
i) Lay K 14 tap compact bat ki, z e K va k di Ion ta c6

L og KHEJN} = Log(l+§j+ Loge *
(5] 30
=== +=| =] +...
2\ k 3Lk
z (zj
“12 0k
A 1.
& day g(w)—>§ khi w— 0.

Vi K bi chin nén ton tai M > 0 sao cho
7\ 2
Log||1l+— ek
o3|
0 z 7£_ .
Suyra 2 Log Klee “ | hoi tu déu trén K. Tir d6

lkj(uéje‘i - exp{g Log Kn@ eq}

Do K 14 tap con compact bat ki nén theo dinh Ii Weierstrass ta suy ra G(z) chinh hinh trén C.

s%, V6i moi 2 K,k >k, ndo do

hoi tu déu trén K.

Theo dinh 1i 1.5.2 ta ¢6 G(z)=0 chi tai nhiing diém z=-1, -2,...
Vi céc vé trong ii) 1a cic ham chinh hinh, trong iii) 14 cac ham phéan hinh nén 4p dung dinh li duy nhat

ta chi can ching minh ii) va iii) diing v6i z = x 1a s6 thuc 1a du.

3 X5
||) Ta CO sinx = X_§+ 5'+
. sin X x* X .
bat P(X)=——=1-—+—+... VI
X 31 5l
l 05"”‘ 1 nén 2% _ 0 khi va chi khi x=nz V6i n=+1+2,..
X—> X X

va P(x) la da thirc bac vo cung nén ta co

=ero-ron- oo )08



© 2
Vay sinx:xH(l— Z( Zj.
n=1

n“z

2

i) Do sinx= XH(l— j suy ra

nz?

0 2
] X
Insinx=Inx+ E In(l— o ]

n=1
Lay dao ham hai vé ta dugc

COS X 2 2X
)

sinx x & X2 )
" 22 1—72 5
n’r

Suy ra

cotx——+2[ ! j O

X+n7 | X—nz
Tiép theo ta dinh nghia ham gamma.
Pinh nghia 1.6.1. Hdm gamma I" Ia ham dugc xac dinh boi

z)= je’ttz’ldt,Rez > 0.
0

Tir dinh nghia trén, ta suy ra mot sb tinh chat cua ham ' nhu sau.
Pinh Ii 1.6.1.Ham T chinh hinh trén mién Rez > 0.

Chirng minh.
pat fi(2)= zett”dt- Theo dinh li 1.3.12, ta thay f, chinh hinh trén Rez > 0.
Mat khac
|fk(x+|y J.e’ttx 't <T'(x Ie"tX 'dt, x > 0.
va ta da biét I'(x) hoi tu. Tr d6 suy ra { f,} hoi tu tuyét doi va {f,} bi chan trén cac tap con compact cua Rez

> 0. Theo dinh 1i 1.3.15(dinh Ii Vitali), suy ra {f,} hoi tu déu trén cac tap con compact ciia Rez > 0 dén ham

I' vado do T chinh hinhtrén Rez>0. o

Pinhli 1.6.2. T[(z+1)=2I(z), Rez>0.
Chirng minh.
Taco

T(z+1)= je’ttdt ftzd(e’t)
0



=tre[ 4+ zj e 't*dt
0
0
=I'(z). o
bic biét (1) = j e'dt =1. Tir d6 d& dang suy ra cong thuc
0

I'(n+1)=n! véi neN".
Pinh 1i 1.6.3. Ham I co thé thac trién @én mét ham phan hinh trén toan mat phang phic va né cd cac cuc

diém don tai =0, -1, -2,....

Chirng minh.
Véim 1a sé nguyén duong, ap dung dinh 1i 1.6.2 ta c6
[(z+m)=(z+m-1)..(z+1)zl(2).
Twr do suy ra

N I'(z+m)
r'() z2(z+1)...(z+m-1)

Ta thay vé phai 1a ham phan hinh trén Rez > -m, ¢6 cac cuc diém don 13 0, -1,
-2,...,-m+1. Vi vy '(z) c6 thé thac trién phan hinh dén mién Rez > -m,
Cho m — +o0, ta thu duoc két qua T c6 thé thac trién phan hinh trén toan mit phang phic va cé cac

cuc diém don 13 0, -1, -2,... o

. , 1 7z = z _f , s £ , g , ~
Dinh li 1.6.4. r(z) =€ H 1+E e “.2eC trong d6 7 la hang so Euler, tirc 7 la gidi han ciia day
1

k=

1 1
v, =1l+=+..+——Inn.
2 n

Tir dé suy ra T'(z) khong cé khong diém.

Chirng minh.
Trude hét ta dinh nghia

r, (z):jtz‘l(l—lJ dt,Rez>0,neN".
0

va t*t (1—£j —t* %" khi n— . Mat khac jt“e*tdt =T'(x) hoi ty, do d6 theo dinh Ii Lebesgue vé hoi tu
n 0

t n
Vi (1——} <e™ suy ra <t* e ,X=Rez
n

chan ta co



liml, (z)=0(2).
Péi bién s=% trong biéu thirc dinh nghia T, (2) ta duoc

1

I (z)= nz'[sz’l (1-s)"ds,Res>0,neN".
Vi vay

1 1 1

St dyung tich phan timg phan ta lai c¢6

r,(z)= nz_(l[sZl (1-s)"ds =n7j(1—s)"d (s*)

:—n?jszd (1-s)" = - Isz(l—s)"lds
0 0
z+1
n 1
:(_n—lj I (z)

Liap lai budc nay n-1 1an va sir dung T, ta dugc

Fa(2)= z(z+1).r.].(nz-+n—2)

I (z+n-1)

- 2(z +1)...-(z+n)'

Twr do suy ra

Cho n— +w ta duoc

1 “a 2)
= — 7”7 1+— |e ¥,Rez>0.
r(z) H( kj

L

I'(z)

Do G(z) =ﬁ(1+éje_k chinh hinh trén C va la ham chinh hinh nén &p dung dinh i duy nhat ta
k=1

suy ra dang thuc trén ding trén C. o

Pinh 1i 1.6.5. I'(z)I'(1-z)= ,2eC.

sinrzz



Chirng minh.
Tur bo @é 1.6.1.ii) tasuy ra

© 2
sinzz= HZH[I—Z—ZJ .
] k

Do do
sinrz=72G(2)G(-2).
Mat khac
1 5 zsinzz
= = 7°G(2)G(-2)=- .
Forg - LeEet)=——

Ta lai 6 T'(1-z)=-zI'(-z) nén thay vao biéu thic trén ta duoc

1 =sin7zz
r(z)rl-z) =

Vivay I'(z)T'(1-2)= ,zeC. o

sinrzz



CHUONG 2: HAM ZETA CUA RIEMANN

2.1. Ham zeta

Dinh nghia 2.1.1. Ham zeta cua Riemann 1a ham dugc x4c dinh boi
-1
G(Z)=ZF : (2.1.1)
n=1

trong d6 n” = e”™,

Nhéan xét:

Pit z = x+y, ta ¢6 n’ = n*™Y = n*. nY. Suy ra |n?|=n* =n",
Do d6 ¢ (z)=3 |4 =32 2.1.2)
0 Og(z)_;F_;nRez. .

Ta thiy chudi (2.1.2) hoi tu trén Rez > 1 nén chudi (2.1.1) hoi tu tuyét d6i trén Rez > 1. Mit khac véi

5>0,taco iz :%g%,véi moi neN’, moi ze{z:Rez>1+4}.
n’l n n
Do chudi > 11+ — hoi tu nén theo dinh 1i 1.2.2 (dau hiéu Weierstrass), chudi (2.1.1) hoi tu déu trén
n-1 N

{z:Rez>1+6]}.

2.2. Thac trién caa hm zeta

Pinh li 2.2.1 (Cong thirc tich Euler).

Ki hiéu P la tdp hop tdt cd cdc s6 nguyén to. Véi Rez > 1, ham ¢(z) duoc xdc dinh boi

goi la cong thure tich Euler.

Cong thuc trén con co thé viét dudi dang s(z)= H[ ] VOi p1, P2, P3... 1a ddy cac sb nguyén to

i=1

1-p”
2,3,5...
Chirng minh.

Véi s6 nguyén té p va Rez > 1, ta c6

1 1 1

=l+—+—+..+
z 2z

1-p~* p* p p

+..

kz

nén chudi nay hoi ty tuyét dbi trén Rez > 1.

Do d6 véi q 1a s6 nguyén t6 nao do thi tich H[l 1 — j cling hoi ty tuyét ddi trén Rez >1.
p<q -Pp



Khai trién tich H[

\ A ” ~ A J 1 I N 7 ~ \ ’
j thanh tong cua nhirng s6 hang c6 dang — trong do6 n 1a tich luy thwra cac
n
p=<q

P
sd nguyén t6 nho hon hoic bang q. (2.2.1)

Mt khac, theo dinh 1i co ban cta sb hoc, moi s6 tu nhién n ma n< q déu co thé phan tich thanh tich luy
\ ’ A A A 5 - N J 7. . z 1 A \ A 5 5 A
thira cic sO nguyén t6 nho hon hodc bang q. Do d6 véi moi n<q, ta c0 — déu la phan tir cia tong trong
n

(2.2.1). Suy ra

1 =1
z)- - —|= .
0 Ml S M| Sl 2
Do trén Rez > 1, chudi Z— hoi tu nén lim Z —=0. Vivay

4= n=q+1

ngu

Pinh li 2.2.2. Ham ¢ chinh hinh trén Rez > 1.

‘L'L';H(

p=q

Chirng minh.
« 51
Dat fn (Z) = Z_Z
o K
Ta théy f, chinh hinh trén Rez > 1 v&i1 moi n va { fn} hoi tu déu trén moi tap compact trong Rez > 1 dén
ham < . Do do, theo dinh 1i 1.3.13 ( dinh li Weierstrass), suy ra ¢ la ham chinh hinh trén Rez> 1. ©

Pinh li 2.2.3 (The trién chinh hinh clia hm zeta).
Ham g(z)—i1 6 thé the trién chinh hinh t6i niva mdt phang phai Rez > 0. Tir d6 suy ra ham ¢ €O
Z —

thé the trién chinh hinh t6i {2:Rez >0,z %1}, hon nita z=1 la cwc diém don ciia ¢ va res[g,1]=1.
Chirng minh.
Trude hét, ta chimg minh cong thirc sau goi I cong thirc tong timg phan.
Cho {a,}va {b,}1a hai ddy s phtrc. D4t Ab, =b, , —b, . Khi d6
Z akAb =8y, s+1 - arbr _Zbk+lAak' (222)
k=r

That vay

b )+ .+a (bs+l s)

r+l

VT=> aAb, =a (b
k=r

=-ab +b ,(a —a,,)+..+b(a,,—a)+ahb, , —a. b, +a.b

S+1s+1 S+17s+1

=a

S+1

bs+l - arbr - Z bk+1Aak =VP.
k=r

Ap dung cong thirc tong timg phan (2.2.2) véi a,=n, bn:% ta co



k-1 1 1 1 k-1 1
n —— =1
Z‘ {(n+1)Z nZ] k™ a1 (n+1)

Suy ra

k-1 k-1
ey Y
n=1(n+l) k n=1 (n+1) n

Mat khac

n+1

1 1 it —7-1 -z-1
nL 2y —F}:—nzjt dt=—z [ [t]t"dt
n+ n n

trong d6 [t] 12 phan nguyn cua t. Do d6, ta co
g p

= kzll 2| [t]dt.

1

VéiRez > 1, do Rez>1 thi II(im%:O nn cho k - o ta duoc

o(2)= zT[t]tZ‘ldt.

(2.2.3)
Vi vay véi Rez > 1, ta ¢
zjt.t—z—ldt = zjt‘zdt = zIlim [tdt
1 1 X—0
z . ( 1 J
=——lim| —-
1-27 = X
=% _1+ 1 (dovoiRez> 1, thi lim—— =0).
z-1 z-1 x>0 XZ
Két hop véi (2.2.3) ta duoc
1 . .
7)———=1+z|([t]-t)t*"dt v&i Rez> 1. 2.2.4
(2 =2 ([ (229

C6 dinh k > 1, dat o(z.t)=([t]-t)t"". Ta thiy ¢(z,t) lién tuc trén Cx[Lk] v moi véi te[Lk], ¢(z,t)

k
chinh hinh trén C. Do d6, theo dinh 1i 1.3.12, ta ¢6 [¢(z,t)dt=
1

o —

([t]-t)t**dt chinh hinh trén C. Hon nira,
néu Rez > 0 thi

‘I([t]_t)t_z—ldt < |([t]_t)t—z—1

P C— X

k ®© 1
dt < [t R Ddt < [t R dt=——  (2.2.5)
Jl. -!. Rez



k
Ta thay day h, ( _[t Rerlgt hoi tu diém t6i % Suy ra ddy g,(z)= H([t]—t)t‘z‘l

1

do f,(z)= ([t]—t)t‘z‘ldt hoi tu diém trén Rez > 0. Mit khéc ciing theo (2.2.5) day fi(z) bi chin déu trén mdi

_e— i~

tap con compact ctia Rez > 0 nén theo dinh 1i 1.3.15 (dinh 1i Vitali), ta c6 dy { fk} hoi tu déu trén mdi tap con

compact cia Rez > 0 t6i ham f va f chinh hinh trén Rez > 0. Ta c6

f(2)= ][] -t)r

'—"—;8

Vi vay 1+ zj([t] —~t)t"dt ciling 1a ham chinh hinh trén Rez > 0.
1

Két hop v6i (2.2.4) ta suy ra (2) _Ll c6 thé the trién chinh hinh t6i
Z —

Rez > 0.
Tu (2.2.4) tasuyra

0

g(z):ﬁ+1+z (It]-t)t**dt  véi Rez> 1.
1

Ma ﬁ+l+ z ([t]—t)t‘z‘ldt chinh hinh trén {z:Rez>0,z=1} néntasuy ra ¢(z) c¢ thé the trién chinh

1

hinh t6i {z:Rez >0,z #1}.

Vi vay, ta c6 thé coi

0

g(z):ﬁ+1+z ([t]-t)t*"dt voi ze{z:Rez>0,2=1}. (2.2.6)
1

Mait khac do 1+ zT([t]—t)t‘z‘ldt chinh hinh trén Rez > 0 nén vdi r > 0 sao cho B(Lr)c{z:Rez>0} ta
1
c6 khai trién Taylor
1+zj “1dt_Zc z-1)" voi zeB(Lr).
Thé vao (2.2.6) ta dugc
g(z):ﬁ+§cn(z_1)" véi zeB(1Lr)\{1).

Diéu nay chitng to z = 1 1a cuc diém don ciia ¢ va res[¢,1]=1. o

Pinh li 2.2.4. Ham ¢ duwoc biéu dién dwéi dang tich phan nhie sau

s(z)= —1“5” Z)I = 5] ds,Rez >1 (2.2.7)



trong do T la ham gamma,
(_S)z—l _ e(z—l)Log(—s), seC\ {0}’

y la chu tuyén dwoce xdy dung nhw sau: Rach mét dwong theo chiéu dwong cua truc thuc. y la duwong di tir
t+oo theo bor trén ciia dwong rach dén ¢, vong theo dwong tron tam s = 0, ban kinh ¢ réi tice di theo bo dudi
ciia dwong rach dén +o.

Chirng minh.

h
\i/

Hinh 1.

Ta thay (=s)** chinh hinh theo bién s va tham sb z. Xét ham

o0 ==

2ziY e° -1
e
Ta c6 thé biéu dién
& (z-1)(Inx—ix) -5 z-1 +o _(z-1)(Inx+ix)
Le L ) ds + L e dx

=— X +— _
27i} et -1 2mi g, e -1 27i Y €' -1

=&

:i in(2-1) _ q-iz(z-1) T d 1 (_S)Zild 228
27ri(e ° )gex—leﬂi 1 (2.28)

sj=¢

_ z-1 400 7.1
Theo dinh 1i 1.3.12, ta thay I %s chinh hinh trén C vado f—lds hoi tu
e —

[sl=¢

, +00 z-1
tuy¢t doi nén theo dinh 1i 1.3.15 ( dinh 1i Vitali), ta co J')S(—lds chinh hinh trén C. Do vay, ¢(z) chinh hinh
e —_

trén C.
Bay gio ta di danh gia ¢(z). Trudc hét, ta gia st Rez > 1.

. S A , . . ,
Do lim——=1, suy ra > <C, trén |S|=8 V61 & du nho.
s—0 @° —1 es _
Tur d6 suy ra
(_5)271 -2 Re[(z—z)Log(—s)] Re(z-2)In]s| Rez-2
——<C,|(-s) "|=Ce =Ce =Ce™"
e’ -1

trén |s|=e.

Vi vay



z-1
| 1 '[ (_SS) ds SngReZ_ZZngchez_l—)O khi & —0.
|27rl e € -1 2r

Do d6 cho £ — 0 trong (2.2.8) ta duoc

1 . . 0 Xz’l

_ = (ain(z-) _ 4-iz(z-Y)
¢(Z)_2ﬂ.i(e € ).([mdx
i +00 z-1
__sin(x2) [ 2—ax. (2.2.9)
T ge-1

1 e o
- _67X:Ze nén

n=1

Mat khac

T—de)iz_ll x— (Ze ”Xj “1dx

Il
NgE

J.e“Xx”dxj (do ie‘“* hoi tu déu)
0 n=1

>
||
[N

I
s

>
Il
[N

iz j ett”dt} (dat t = nx)
n 0

—r@)y

=n

=T'(z)s(z),Rez>1.

Thay vao (2.2.9) va sir dung I'(z)I'(1-z)= (theo dinh 1i 1.6.5), ta dugc

sin(rz)

R R

P s (1-z)

Twr do suy ra

g(z):—F(l—z)¢(z):—r(21;iz)j(_ss)zl ds,Rez>1. O

e —

e
Nhéan xét:

Do ¢(z) la ham nguyén, T'(1-z) la ham phan hinh chi c6 c4c cuc diém don tai z = 1,2,3,.... va ¢(2)
chinh hinh trén Rez > 1, ¢6 cuc diém don tai z = 1 nén ta c6 dinh 1i sau
Pinh li 2.2.5. HAM ¢ ¢4 thé théc trién phan hinh trén toan mdt phang va z = 1 la cwc diém don duy nhdt cia
no.
Pinh li 2.2.6. Ham s co cuc diém don taiz =1 va res[g—,l} =-1.

S S

Chirng minh.

Do z =1 1a cuc diém don cta ¢ nén ta co



g(z):(z—l)_1 9(z) vei g(1)=0.

Do g chinh hinh nén ton tai r > 0 sao cho g(z) #0,voi moizeB(Lr).

¢'(2)=—(2-1)"g(2)+(z-1) " ¢'(2).
Do dé ta co

f2)_ 1 9

voi O<|z-1<r.
(o) 71 g O

! !

Diéu nay chimg t6 z = 1 1a cyc diém don cia S var es[g—,l} =-1. o
S S

2.3.Khéng diém caa ham zeta
Pinh li 2.3.1. Ham ¢ khdng cé khéng diém trén Rez > 1.

Chirng minh.

Véi Rez >1 , xét chudi Z

n=1

© 1 N ,
=Y — Deétha
pn ‘ z r? _1| g

n=1

p, 2Nn+1vn.
= p,f* 2(n +1)Rez Rez 1.

— p Rez _12 nRez.

n

Do d6
21 < Ri s Rl vneN .
pn _1| pn - n

Vi chudi >’ iez hoi tu déu trén Rez>1, suyra chudi

n=1 N

o0

2=

n=1

0

2

iR

p; —1)

hoi tu déu trén Rez >1. Mit khac, theo cong thirc tich Euler ta co

«-T1 =5

n=1 1_ pn

I 172 #0 voimoi neN", nntheo dinh li 1.5.2, tasuy ra ¢(z)#0,véi moi ze{z:Rez>1}. o
— Py

Theo dinh 1i 2.3.1, ham ¢ khong c6 khong diém trén Rez > 1. Nhung sau khi thc trién ham ¢, dinh li

Tur do, do

sau day khang dinh ham¢ ciing khong c6 khong diém trén dudng thang Rez = 1.
Pinh li 2.3.2. Ham ¢ khéng cé khéong diém trén Rez = 1. Vi vdy, ham (z-1)g(z) chinh hinh va khong c6

khéng diém trong mét lan cdn ciia Rez >1.



Chirng minh.
C6 dinh s6 thuc y =0 va xét ham
h(x)=¢*(X)s* (x+iy)g(x+i2y) véi xeR vax > 1.

Theo cong thirc tich Euler, néu Rez > 1 thi ta ¢6

Infs (2)] ==X Inft- p;’
j=L

= —Rei Log (1— pj‘z)= Rezoo:io:i p," (¢ day ta st dung khai trién
j=1

j=1 n=1

~Log (1-w)= > W véi |w<1). Do do

n=1

In|h(x)|=3In|g (x)|+4In|s (x+iy)[+In|g (x+2iy)

S UDMETRELY 3p ELELFES 3) IR

j=1 n—l j=1 n—l j=1 n—l

- - 1 nx n —i2n
=Zznpj‘ Re(3+4pJ Y+, ”)

j=1 n=1

Vl p_my mylnpJ Va p_|2ny e —i2nyln p; nén
Re(3+4p;™ + p;*™)=3+4cosf+cos20 (véi &=-nylnp,)
=3+4c0s0+2cos’ -1

= 2(1+cos€)2 >0.

Suy ra Injn(x)| =0 v |n(x)|=|¢* (x)|[s* (x+iy)|[s (x+i2y)[=1. Va tir d6 suy ra
h(x
| 1)| |( 1)¢(x) w |g x+|2y)| L—l

Gia sir ¢(1+iy)=0, taco

I|m| (x=1)g(x )| 1 (doz=11lacyc diém don cliag v res[g,1]=1);

x—1*

Iimg(x+|y)="mg(x+|y)— (1+|y) (1),
x—1" Xx—-1 x—1* X—-1
Do d6
X+i _ .
!er (x-1)¢(x) —(x 4 e (x+i2y) =|¢" @ +iy)[' [ (1 +i2y)|-

Trong khi do6 lim— = oo (mau thudn). Vay ¢(1+iy)=0.

x-1" X =1

Viy=0 tuy y nén ta suy ra ¢(z)=0 trén Rez = 1. Hon nita, ciing do
lim(z-1)¢(z)=1 nén theo dinh 1i 1.4.4, (z-1)¢(z) ci the the trién chinh hinh tai z = 1. Tr d6 (z-1)¢(2)

chinh hinh trén Rez > 0. Mt khac do (z-1)g(z)#0 trén Rez >1 nén (z-1)¢(z)#0 trén mot lan can nao

d6 cua Rez >1.



Pinh 1i 2.3.3. Ham ¢(z) théa man phwong trinh ham

o(2)= ZZﬂZ‘lsin[%z)F(l—z)g(l—z).
Chirng minh.
Pé chimg minh tinh chit nay ta phai cai bién duong cong y dung trong dinh nghia ham ¢(z) trong
dinh 1i 2.2.4.

C6 dinh s thyc 4m z. Ly y, 1a duong cong di tir +oo theo b trén cia dudng rach dén n, réi vong qua
diém s = 0 theo chiéu nguoc chiéu quay kim dong hd bang mot hinh chir nhat c6 cac dinh 14 +n i(Zn +%J 7,
tro lai n va theo bo dudi ctia dudng rach dén +oo.

2a(n + 1)i

27ni

\l/

Hinh 2.
Ta dinh nghia
1 (_S)Z—l
- [ 4
#(2) 27 5 e’ -1 °

Dé dang chirng minh dugc

1 ., SR ~ 1A ,
e’ —1| > 5 trén cac canh cua hinh chit nhat. Do d6 suy ra

<2n** trén céc canh cta hinh chir nhat. Suy ra tich phin léy trén hinh chir nhat bi chdn béi Cn*. Vi z

<0 nén Cn* >0 khi n—> . Do do

z-1

¢,(z) >0 khi n— oo (do j‘(_s)z_lds;f(:zl ds=0).

e’ -1

+00

Ta thay j - j = I V6i . 1a duong cong dong di tir n theo bd dudi duong rach dén ¢ rdi di vong
R S

qua s = 0 cung chiéu kim dong ho theo duong tron ban kinh ¢ rdi dén ¢. Di theo bo trén dén n. Sau d6 di

nguoc chiéu kim dong hd theo hinh chir nhat vé lai n.



Mit khac ta thiy trong [_)ya chi chira cac cuc diém don s =+k27i,0 <k <n. Thang du cia ham dudi dau

tich phan bang

(9

eS

= (27) ke

s=tk27zi

Theo dinh 1i 1.4.9 ( dinh li co ban vé thiang du), ta c6

2ri ” e’ -1

¥
)iz
)i

Thay e 2 e 2 _ocos {(z —1)%} = 2sin (%Zj va cho n— . Vi ¢,(z) — 0 nén tir ddng thirc trén ta c6

—¢(z)=2"7""sin (%ng(l— z).
Sau khi thac trién phan hinh, (2.2.7) van dtng vdi z < 0 nén két hop véi (2.2.7) ta dugc
g(z):ZZnZ‘lsin(%sz(l—z)g(l—z) v6i 2 <0,

Vi ca hai vé déu 1a ham phan hinh nén phuong trinh ham trén ciing ding voi

moi z. O

Nhan xét:
Phuong trinh ham trén cho ta biét thong tin vé cac khong diém cua ham zeta.
Nhu da biét ham ¢ (z) khong c6 khong diém trén Rez > 1 va ham ['(z) khong c6 khong diém. Cho nén

tir phuong trinh ham trén ta suy ra khong diém cta ¢(z) trén Rez < 0 chinh 1a khong diém cta sin (%Zj bo

1a cac khong diém don tai z =-2,—4,-6,...goi 1a khong diém tdm thuong. Con nhitng khong diém con lai chi
tap trung trén dai 0<Rez<1, goi 1a khong diém khong tdm thuong. Riemann di dua ra gia dinh rang tat ca

n . % A A \ AL X A \ 1
khong diém khong tdm thuong déu nam trén dudong Rez = 5

2.4. Gia tri cia ham zeta tai nhirng diém nguyén
Pinh nghia 2.4.1. Cac s6 Bernoulli B, 1a cac sb thoa man biéu thire

Z = B,z"
ez—l_Z nt

n=0

Tir dinh nghia trén ta suy ra cac két qua sau.

n-1
Pinh li 2.4.1. Bo=1va ) C<B, =0 v6i n>2.

k=0

Chirng minh.



B():l
va
n-1
zizo voin>2.
= k!(n—k)!
< n'B 5
Suyra » ———=0,tucla
Y& =Ky
n-1
D CB, =0 v6i n>2.
k=0
Ay F A s 1 1 1
Tt h¢ thuc nay ta co thé tinh Bl:—E,B2 :E,Bszo, B, :—%,B5 =0,B,=—

Pinh li 2.4.2. Cdc s6 B, ,, =0 V&i k I6m hon hodc bang 1.

Chirng minh.

Taco
z _ian”
e’-1 % n!
z B z"
= ——+4 n
2 ; n!
Twr do suy ra
4 z B z"
+—= .
e'-1 2 ; n!
hay
e’ +1 B z"
z =) —
e’ -1 ; n!

Thay z boi —z ta thay vé trai khong thay d6i. Do d6 vé phai ciing vay. Tir 6

B,.,=0Voi k>1. O

Pinh li 2.4.3. Véi n la s6 nguyén duwong, ta cé



(2.4.1)

va

c(1-2n)=— 22n (2.4.2)

trong d6 B, la cdc s6 Bernoulli.
Chirng minh.

Dé chiing minh cac cong thurc trén ta sir dung khai trién Laurent cia cotz.

Taco
cosz . e+e® . e’4]
ZCOtZ:Z_— =1z iz iz =1z 2iz
sinz e’ —e e -1
2z . &B,(2z)
=iz+— =iz+
ele _ ; n!
= (-1)"' 2B ,
=1—Z()—2”22” (doB,=1,B, = —1, B,.., =0 voi k>1).(2.4.3)
—~ (2n)! 2

Mit khac theo bo dé 1.6.1.iii), cotz con dugc phan tich dudi dang

1 & 1 1
cotz:—+2[ + j
z

~\z+nr z-nx

:%+ii > (-1 (LJK _i(im véi |2 < 7

k=o\ N7

Thay dbi thir tu 13y tong, ta duoc
0 2j-1 » 1

1 Z
cotz = __ZZ—szF

z = T ha

Suy ra

2n

zcotz =1- Ziz—mg(Zn)Véi 2| <. (2.4.4)
n=1 7T

T (2.4.3) va (2.4.4), tacod



22ﬂB ZZn
zcotz=1- z Mg =1- ZZWg 2n).

n=1

Bang céch so sanh h¢ sb cua z>" ta duoc

()" (22)"Byy
2(2n)! ,neN .

g(2n)=

Vay (2.4.1) dugc chung minh.
Mat khac, theo dinh 1i 2.3.3, ta c6

g(z)=22ﬂz‘1sin(%zjl“(1 z)s(1-2).
Thay z=1-2n vdi neN’ ta dugc

¢(1-2n)=2""7z""sin [@jr(zn)g(zn).

Do I'(2n)=(2n-1)! ,sin {@} =cosnz =(-1)"

nén ta duoc

1-2n _-2n n -1 2 n B,,
¢(1-2n)=2"""727"(-1) (2n—1)!( )252:))!

1B
—(—1)*"* 5
0 =

B y e *
=——2 v4ineN.
2n

Vay taco (2.4.2).o

2.5. Quan hé giira ham zeta va chudi ham Dirichlet

Dinh nghia 2.5.1. Hm A v y la cdc ham dugc dinh nghia nhu sau
In p néun =p" v6i p 12 s6 nguyén t6 va m 1a s6 nguyén duong
A(n) =

0 truong hop nguoc lai

= A(n),x=0.

n<x

Nhéan xt:

w con dugc viet dudi dang

)=>.m (x)Inp

p=x

trong d6 mp(x) 1a s6 nguyén 16n nhét thoa p™™ <x.



Ta thay

pmp(x) <X
< m (x)Inp<inx

In X
<.
<:>mp(x)_Inp

Vivay m (x)= [:g—ﬂ trong d6 [.] 1a ham phan nguyén.

Do d6 y con c6 thé dugc viét dudi dang

pinh1i251. S A gy
5(2)

Chirng minh.

Néu Rez > 1 thi theo cong thirc tich Euler ta co

s(2)=T1@-r")"

p

Suy ra

Tur do

( & day ta st dung

1- piz no P

Do chudi trén héi tu tuyét ddi trén Rez > 1 nén ta c6 thé viét

> ptinp= Y (p") Inp

p n=1 (p,n),n>1

(2.5.1)

(2.5.2)



=>k*Inp (6 day k=p").
k

Nhu vay ta co

() &, .
g(z)_;k A(k).

Vay (2.5.1) dugc chung minh .

Ta lai ci

s(z) =
:gkz (v (K)=w (k-1)). (2.5.3)
Str dung cong thire tong timg phan (2.2.2) véi a, =k b, = (k) va b, =y (0)=0 ta dugc
ék‘z(y/(k)—y/(k—l))zw(M)(M+1)Z+éyx(k)(k‘z—(k+1)z) (2.5.4)
Mat khac do

w(x)=> A(n)<D Inx<xInx

n<x n<x

nén voi Rez > 1, ta ¢o

MInM

b (M)(M+1)” M

<

Do d6 y(M)(M +1) * -0 khi M — .

Hon nifa, ta con c6 thé viét
M _ -z
kzw(k)(k ~(k+1)")=

M k+1
1 k=

w(k)z [t dt

1 k

k+1 .

2 [ y(t)t*"dt (do y 1a hang s6 trén [k k+1])

k

Il
Mz

=~
1
2N

=z |y (t)t7dt. (2.5.5)

R —

Cho M — oo, tir (2.5.3), (2.5.4) va (2.5.5), ta suy ra

@ = zjz//(t)t’z’ldt, Rez>1.
1

¢(2)

Vay (2.5.2) dugc chung minh. o

Pinh 1i 2.5.2. g(Z(—)l) =S go(zn),Rez>2, trong do ¢ la ham Euler.
glz n1 N

Chirng minh.



Nhu d3 biét ¢ 1a ham c¢ tinh chit nhan nén theo dinh 1i 1.1.3, ta ¢6

na N peP k0 P
© pkl(p_l):|
= 1+
peP|: ; pkz
(do p(1)=1¢(p*)=p**(p-1) vdi k 21).
Ta thay
© k-1 _1 0 k-1 _1 0
SPAPT_(p S PE_PLS g
k=1 p k1 P P =
p_l pl_z A 1-z
R (do Rez > 2 nén |p™*|<1)
P’ p-1
= p_l -7 = z '
( )1_ pl p _ p
nén
. k-1 _ _ z_
1+Zp (E 1):1+ FZ) LI pZ L
= p p’-p p -p
= 1_ p_z
1_ pl—z
Tu @6
" Y
S ey Y]
N peP k=1 p
1
=H 1-p° — PeP 1-p*™
pEPl_ pl_Z 1
pePl_ p_Z
:% (theo cong thire tich Euler). o
¢(z
Pinh li 2.5.3. ( ):iﬂ Zn),Rez >1, trong do u la ham Mobius.
c(z) < n

Chirng minh.

Do u 1a ham c6 tinh chit nhan nén theo dinh 1i 1.1.3, ta c6

SO s )

kz
nt N peP k=0 p peP

:{£11—22}4




—— 1 (theo cong thic tich Euler, dinh 1i 2.2.1).

¢(2)

Tuong tu ta cling co

= |u(n o {( p*
SOl s sy
n-1 peP k=0 P peP
1
_rl-p” _el-pr
peP 1- p—z 1
peP 1- p—ZZ

Pinh li 2.5.4. g(z)g(z—x):igx—(n), Rez>1,Rez>x+1

n=1 ’
trong do o, la ham trong dinh nghia 1.1.2.
Chirng minh.

Trudc hét ta co két qua don gian sau

(iakxk j(ibkxkj = ickxk
k=0 k=0 k=0

K

trongddé ¢, =>ab_;,k=012,.. Dodo6cho a =1b =b" ta dugc

i=0

(gxkj(gbkxkj=k§:(1+b+...+bk)xk.

Bay gio ta chimg minh dinh li. Do o, 1 ham c6 tinh chat nhan nén theo dinh 1i 1.1.3, ta c6

s o5 A7)

kz
n peP k=0 P

Ta thay

|20 ) (o) Jconob=ptx=p
:1—1p-2 1—1)*‘2

Suy ra



Nhéan xét:

Tt tinh cht trén ta suy ra

s
Q
=
I

g(z)g(z—l).

Dinh i 2.5.5. i"a(”r)]fb(”):g(Z)G(Z—ga()zs'z(:zg)(z—a—b)

voi Rez>1 Rez>a+1 Rez>b+1, Rez>a+b+1.
Chirng minh.

Trude hét, ta xét

Goi | = (m,n) 1a wdc s6 chung 16n nhat cia m va n. Khi d6 n’m? =1""%u®v® véi (u,v)=1. Do do, ta c6

thé viét

I=1 (m n)fln m* 1= m.n)= n’m¢
1
—g(p+Q)(mn)_lnpmq
bat f,(p,a)= >, pl - Khido
(m,n)=d n'm
1
fd(p’q):dp+q fl(p’q)'

Mat khac, theo trén ta suy ra



Vi vay
¢(p)s(a)
f(p,g)=—222"" 2.5.6
4(p.Q) 7% (p ) (2.5.6)
Tiép theo, ta c6 o, (n)=> d* = zn—x(do d 12 u6c cua n thi % ciing 1a udc cuan ). Vi vay
d|n djn
a b

3 (”)fob (n) _ ii{z;‘_ﬁ}{zg‘_ﬁ}

z
n=1 n n=t N dyjn dy|n

o 1 na nb
I NN

n=1 n* dyjn dy|n
DI DI
n=1 nz—a—b dyjn dla dy|n ds
Do d,|n,d,|n nén boi chung nhé nhét cua d; va d 1a [d;,d,] cling 1a uéc ciian nén n=[d,,d,]m véim

nguyén duong. Két hop vai viée sip xép lai tong trén, ta dugc

pellall g iyl 33y

n=1 n n= N dn Y1 dyjn d,=1 dp=1 Y2 [d;.d, ] n

diE2d2[d,,d, ]
© l ® d ,d z—-a-b
:g(z_a_b)z_az g lz—a—zb) z-a-b (do (dl’dZ)[dl’dZ]:dld2)
d=1 dl d,=1 dzdl d2
» 1 © d ,d z—-a-b
:g(z_a_b)zdzbz( ldf)a
d=14Y1 dy=1 2

0 d z-a-b

=g(2—a—b)idz—1-bZF (v6id=(dy,dy))

dy=1 d,=1

© dz—a—b
=¢(z-a-b)>, > g
d=1(dy,dy)=d Y1 2

142 )=

< 1
Zg(z_a_b)zdkaib Z z-byz-a
d=1 d1 dz

(d1vd2):d

o0

:g(z_a—b)Zdz‘a‘b fy(z—b,z-a).

d=1



Theo (2.5.6), ta co

fy(z—b,z—a)= ¢(z-b)g(z-2a)

d***¢(2z-a-b)

nén ta dugc

UL IS, TR

n=1 n

Zabzdzabgzb)( )

d**Ps(2z-a-b)

c(z-a)g(z-b)c(z—a-b) & 1
=* s(2z-a-b) dzd_

¢(2)s(z-a)s(z-b)s(z—a-b)

) . O

s(2z-a-h)

Nhén xét:




CHUONG 3: PINH Li SO NGUYEN TO

3.1.Gigi thiéu dinh Ii sé6 nguyén to
Pinh Ii s6 nguyén té duoc phét biéu nhu sau.
Pinh Ii s6 nguyén t6. Néu z(x) 1a sé cac sé nguyén t6 nhé hon hodc bang x thi

lim x'7z(x)Inx=1.

X—>+00
Pay la dinh 1i kha néi tiéng. Viéc phat hién va chitng minh né 1a ca mot qué trinh 1am viéc 1au dai caa
cac thé hé cac nha toan hoc.

C6 & két qua duoc bict dau tién I lim 7 (x) = +o. Hay noi cach khac, tap cac sb nguyén to 1a vo han.

Piéu nay duoc phat hién boi Euclide. Bén nam 1737, Euler da dua ra mot két qua tong quat hon, d6 1a chudi
cac nghich dao cua cac s6 nguyén td

1111 1
i
2 3 5 7 1

la chudi phan ki.

Pén cudi thé ki 18, nhiéu nha toan hoc ndi tiéng trong d6 c6 Gauss va Legendre di dua ra nhitng
phong doan tuong dwong véi dinh li trén. Gan 100 nam sau, vao nam 1896, sau rat nhiéu cé gang cua cac nha
toan hoc, dinh Ii s6 nguyén té cudi ciing ciing duoc chirng minh mot cach doc 1ap boi Hadamard va de la
Vallée Poussin. Nhung nhitng chirng minh cuaa ho 1a rat kho. Lac bay gio, cac nha toan hoc khong thay c6 méi
lién hé gitra giai tich phac va su phan b cac sé nguyén té. Cho dén nam 1949, P.Erdos va A.Sellberg di tim
ra cach chimg minh “so cap” cua dinh Ii s nguyén té dwa vao cong cu giai tich phuc.

Niam 1980, D.J.Newman di cong bd mot chizng minh méi cua dinh 1i s6 nguyén t6. Chitng minh nay
van sir dung giai tich phtrc. Tuy nhién, né don gian hon dang ké.

Trong luan vian nay, dinh Ii s6 nguyén té dugc chirng minh dya theo cach tiép
can caa D.J.Newman. Ciing nhu hau hét cac chirng minh khéc, ta phai chitng minh hai phan cin ban:

Thir nhat, chi ra ham zeta khong c6 khong diém trén Rez = 1.

Thi hai, chi ra lién hé gitta ham zeta va su phan b s nguyén té trong “ dinh Ii Tauberian”.

3.2. Dang twong dwong ciia dinh Ii s6 nguyén t6
Pinh li 3.2.1. Pinh Ii 56 nguyén té la diing, nghia la

lim x7'7z(x)Inx=1

X—>+00

khi v chi khi lim v(x) =1 trong do w la ham trong dinh nghia 2.5.1.

X400 X
Chirng minh.

Ta viét lai ham y



v (x)= Z['”X}'npi'n—xlnp

p<x In p p<x n p
=Inx) 1=Inxz(x). (3.2.1)
p<x
Mat khac, voi 1 <y <x, tacod
Inp
z(X)=xm(y)+ 1<rz(y)+ — <y+— Inp
( ) ( ) y<zpsx ( ) y<p<x Iny Inyy<zp<>(
<y px). (3.2.2)
Iny
£ X
Lay y= >
(Inx
X
l<y=—"—<x
AT
Thay y=——vio (3.2.2) ta dugc
(Inx
X 1
X) < X).
7 (Inx)2+lnx—2lnlnxl//( )
T do suy ra
H(X)Inxs 1 N In x z,y(x).
X Inx Inx—-2Inlnx X (3.2.3)
Theo (3.2.1) va (3.2.3) tacd
l//(X)Sﬂ'(X)ll’]XS 1 N In x w(x). (3.2.4)
X X Inx Inx-2Inlnx x

Tathdy lim——=0, lim—"%  _1 Dodénéu tim Y% _1 thi tir (3.2.4), suy ra

x—+0 [N X x->+o [n X =1InIn X X—+0 X

1< "mm

X—>+00 X

<1

Vi vay

lim 7z(x)In x

X—>+00 X

=1

X—>+00

Neuoc lai, néu lim 7 (x Inx =1 thi cling tir (3.2.4) tasuy ra
g X

tim Y %) 1 ¢ jim ()

D X400 Y
Tir dé

im Y %)

T

Vi vay



lim x 7z (x)Inx=1< lim X7y (x)=1. o

Pinh i 3.2.2. T6n tai s6 C > 0 sao cho y (x) < Cx,Véi moi x>0.
NGi cach khéc y (x)=0(x).
Chirng minh.

Ta viét lai

w(x):Z[m—X}ln p,x>0.

= Inp
C6 dinh x > 0 va goi m 14 s6 nguyén thoa 2" < x < 2™ . Khi d6

P 0=p (2w () (27) <w(27) e (2) - ()

zz{'”zm}mm 3 {'”Zm”}mp (do{":nzﬂ{'”zm}). (3.2.5)

bz Inp o Spzamt Inp Inp

Véi moi s6 nguyén duong n v nguyén t6 p thod n< p<2n, tacd p 1a uée cua (2n)!(n)!=n!C;, map

khong 1a udc cua n! nén p 1a udc cua CJ, . Do d6

[T p<Ch<(@+1)"=2"" =1In [T p<h2”

n<p<2n n<p<2n

= > Inp<2nin2

n<p<2n
Vi vay
m m
dDInp=>1| > Inp|<).2In2<2™In2
p<2™ k=1\ 2*t<p<oX k=1
va
Inp<2™tin2.
2m<pS2m+l

Mat khac, ta th?iy

Inx >1 <:>In—X22 ox=p? odxzp
Inp Inp

va

Z[In—x}ln p< Iln—:)ln pzn(\/;)lnx.

st Inp p<vx IN

Do d6 néu 2™ < x < 2™ thi theo (3.2.5) ta c6

In2" In2™*
w(X)< Inp+ { }In
( ) 5;;‘{ In Y } 2m<2§;m“ In p




_Z{'”zm}lnm > Pln—zm}lnm > Inp (do

py2™ In p J2" < p<am np ML peomi

m+1
{InZ }:1 voi 2" < p<2™)
Inp

< {m—x}lnp+2mp+ > Inp
ZLInp p<a” 2" <p<a™?

(Vx)Inx+2"In2+2" In2

<7r(\/;)lnx+4xln2 <JxInx+4xIn2

:(I%(+4In2Jx.

T

&)In X+2™21n2

Vi lim—= =0 nén ta dugc
w(x)=0(x). o

3.3. Pinh li Tauberian
Dinh li 3.3.1 (Pinh li Tauberian). Cho F la ham bi chin va tron timg khiic trén [0;+). Khi d6 bién doi

Laplace cua no la
G(z)= [ F(t)e™dt
0
ton tai va chinh hinh trén mién Rez > 0. Néu G c6 the trién chinh hinh t6i mét lan cén ciia Rez = 0 thi

[ F(t)dt t0n tai va bang G(0).
0

Chirng minh.

Ching minh G ton tai va chinh hinh trén Rez > 0.

Kk
Theo dinh 1i 1.3.12, ta c0 g, (z)= j F(t)edt chinh hinh trén C vé6i ke N,
0

Mat khac voi ze{z:Rez >0}, taco

+o0

M
dt<M | e *%dt=—— 3.3.1
Ie Rez ( )

0

k
j F(t)e dt
0

<[IF@®[fe™

( M thoa |F (t)| <M,voimoi te [0;+oo)).

k

Theo (3.3.1), day h, (z)=M [e™dt hoi tu dén %.
0



Suy ra fk(z)=j|F(t)eZ‘

0

k
dt hoi tu diém trén Rez > 0. Tir do, ta duge g, (k)= j F(t)e “dt hoi ty diém
0

trén Rez > 0.

Ciing theo (3.3.1), g bi chin déu trén mdi tap con compact ctia Rez > 0. Do d6 theo dinh 1i 1.3.15 (

dinh li Vitali), {gk} hoi tu déu trén mdi tdp con compact cua Rez > 0 dén ham G va G chinh hinh trén Rez > 0.

+00

Vay G(z)= j F(t)e™dt ton tai va chinh hinh trén Rez > 0.

0

Tiép theo ta s& chimg minh j F(t)dt ton tai va _[ F(t)dt=G(0).
0

0

Vi F bi chédn trén [0;+0) nén khong mat tinh téng quat ta c6 thé gia st

|F (1) <1,v6i moi te[0;+x).

Véi 4 >0 ta dinh nghia

A
G, (z)=[F(te"dt
0
Theo dinh 1i 1.3.12, G, chinh hinh trén C. Diéu phai chimg minh twong dwong véi
lim G, (0)=G(0)

A—>+0

nghia 13 [ F(t)dt ton tai va hoi tu dén G(0).

0
Bay gio ta s€ di danh gia |Gi (0)-G (0)|
Do G chinh hinh trén mét tdp md chira Rez >0 nén véi mdi R > 0, ton tai & ( R)>0 du nho sao cho G

chinh hinh trén va trong dudng cong dong y, trong do y, dugc gidi han boi

{z:z:Re‘Q,—gp—%£0£¢+% Vv {z:Rez:5(R)} vGi go:arcsin@.

Hinh 3.



Ki hiéu y; 1a phan duong cong clia y, nam trong Rez >0 va y; la phan dudong cong ciia y, nam trong
Rez <O0.
Theo cong thirc tich phan Cauchy ta c6

6(2)-G,(2),

1
G(0)-G,(0) = Zﬁi;[ . 3
bat G'(z) =G(z)e",G;(z)=G,(z)e*. Taco
G(0)-G,(0)=G'(0)~G.(0) = j C(2)-C.@)g,
2ri Z

7R

_ IG(Z) G, (2)yirg,
27 Z

G G o2
—ij (Z)Z :(2) 2+ —— j(G(z) G, (2))e"

=_J'(G(z) G (z))e“( +R—de (3.3.2)

(do J‘(G(z)—Gl(z))e“%dz:O).

7R

Ch ¥ rang |z|:Rth‘|1+i:i : 2Rez . Vivay v6i zey: taco
z

R R R

‘(G(z)—G,L(z))e*Z (%Jréj

o 2Rez
< |G(Z)—GA(Z)|elR —

+o0

= I F(t)e"dtle

A

re; 2ReZ
2

< j:O|F(t)|e—Reztdt]eﬂ.Rez ZESZ
y)

< J e—Reztdt}elRez ZRSZ
7 R

— 1 e—lRezeiRezzRezz — 22.
Rez R R

Tu do suy ra

1 1 z
= j (G(z)-G,(2))e’ (; ?jdz

7R

1
g—ﬂj

7R

|dz| (4p dung dinh 1i 1.3.4)

Az 1 A
(6()-G,(@))e (;+?j

< R2 j |dz TR=—. (3.3.3)



Bay gio ta danh gid tich phan (3.3.2) trén y,.

St dung bat dang thirc tam giac ta co

1 L1z
z—my{(e(z)—eﬂ(z))e (;+Fjdz

IN

—+

1 1 z
— | G.(z e“ —+—ldz
27z'i-[ ) (z sz

7R

1 L1z
2—721}:[G(Z)e (;ﬁ-?jdz
=[1.(R)|+[1 (R)

- 1 2(1  z 1 2(1, 2z
VO1 Il(R)—Z—m}:[G(Z)e (;4'?)(12, IZ(R)_Z_ﬂ'i}:[G/I(Z)e (;'F?}dz

Trudc tién ta xét I,(R). Do G, (z) chinh hinh trén C nén ta co thé thay
duong cong ldy tich phan bang nira duong tron tir —iR dén iR nam trong nira mat phang trai. Vi z thudc nira

duong tron nay, z # +iR ta co

1z
G,(z)e’ (;+?)

A
U F (t)e“dtje‘“t 2 RS z
5 R

A
< (J‘e—Reztdt] eﬂRez 2||:S Z|
0

Z_L(e—ARez_l)elRez

2|Rez|
Rez 2

R

1 .\ 2|Rez]|
“Reg )

2 ez
<5 (doe™ <),

Ta théiy bat déng thire trén van ding véi Rez = 0 (cho z — iy). Do d6 lai 4p dung dinh 1i 1.3.4, ta co

1 2 1

Cudi cung ta di danh gia |I1 ( R)| Trudc hét ta c6 nhan xét nhu sau:

Néu z ey, thi

1 z| 2|Rezl |Rez| |ReZ]
_ | = = —+
z R® R® R® R®
<t 1 (do chon 5(R) <R va |Rez|<R).
5(R) R '
Nhu vay véi z € 5, ta ludbn co £+? < 5(1R)+%'

Tiép theo, do G chinh hinh trén y; nén ton tai M(R) > 0 sao cho



|G(z)|s M (R), véi moi z € yg.

Chon &, sa0 cho 0< 8, <& Vva ta tach tich phan I;(R) thanh tong hai tich phan sau

Az z 1z z
I(R)_— j G(2)e ( R—J —jy G(2)e [ = ]dz.

Z€rR

Rez<-8 Rez2-8
Ta thay
1 11
L1 e@e[ el d < L M(R)ea 2 |2R
27 (2)e (z+R j 2= o, MRe L&(R)+RJE
Rez<-d
_1 1 1
2 )(5(R)+Rj
Va

i_ G(z)e’“(l ]dz _—M(R)(L+ij2Rarcsmi
) z R? 2 S5(R) R R

(do e*®* <1 va Rarcsin% la d6 dai cung).

Do @6

L(R)[< 1R'V'( )(ﬁ lje_wl+i|\/l(R)[g(lR)+%]2Rarcsin%

Lay >0 tuy ¥, chon R _4 6 dinh &(R) sao cho 0<&(R)<R thoa G chinh hinh trén va trong
P

duong cong y,. Theo (3.3.3) va (3.3.4), v&i moi 4 >0 tacod

1 2 1 ¢
2_7Z-i (C;(Z)—G}L(Z))e/1 (—"f‘—zjdz Sﬁzz,
L (G, (2)¢" (l+i2jdz <i-Z
27rl z R R 4

Khi do



1R (R)[ﬁJF%JeM <% voi A dulén (1> 4)).

Vi vay

G(0)-G,(0)| <& voimoi >4, o
Pinh 1i 3.3.2. Cho f'la ham tron ting khiic, khong am, khong giam trén[1;+o) sao cho f{x) = O(x). Khi d6
bién doi Mellin ciia nd la

400

9(z)= zI f (x)x**dx

1
2 . , \ A LA £ . A \ , C , .z , \ re oA
ton tai va chinh hinh trén mién Rez > 1. Néu voi so ceR nao do ¢ (Z)——1 co the trien chinh hinh toi mot
Z —_

lan can cua Rez =1 thi

lim M

X—o+0 X

=C.
Chirng minh.
Ta dinh nghia ham F trén [0;+0) nhu sau
Ft)=e"f(e')-c.
Do f tron timg khic trén [1;+c0) nén F tron timg khuc trén [0;+%0). Do f'khong giam va f (e')=0(e') nén e
'f(e") bi chan trén [0;+00) . Suy ra F bi chan trén [0;+o0).

Ta thiy ham F thoa min gia thiét ctia dinh li Tauberian nén bién d6i Laplace cua n6 1a

+00

G(z)= ! (e"f (et)—c)e’“dt

tdn tai va chinh hinh trén Rez > 0.

Dit x=¢', ta duoc
+o0 1 dx oo .
G = = f — i f —Z—zd _ —Z—ld
(2) I( (x) CJX . f (x)x**dx c‘!‘x X

:L{(ZH)I f(x)x—z—zdx}_ﬁ _9@+D ¢

1 z z+1 2

—L(g(z+l)—§—c].

741
Do G t6n tai va chinh hinh trén Rez > 0 nén g ton tai va chinh hinh trén

Rez > 1.
Mat khac do g(z) —Ll c6 thé the trién chinh hinh dén 14n c4n cua Rez =1 nén g (z+1) _L 6 thé the
7— z

trién chinh hinh t&i mot 14n can ctua Rez = 0. Do d6 G ¢6 thé the trién chinh hinh t6i mét 1an can cua Rez = 0.



Ciing theo dinh 1i Tauberian _[ t)dt ton tai va hoi tu dén G(0) hay I (e f

x=¢€' tasuyra j [M—cj% tdn tai.
1L X X

Sur dung gia thiét f khong giam, ta s& chimg minh

f(®)

f
X, >0 sao cho M—czz(s.

XO
Ta ci
f(X)=f(%)=x(c+2e)>x(c+e) voi x03x£xocc+28.
+e
Suy ra
f(X)_C>g :{f(x)—cjlzf
X X X X
ﬂxo c+25
N J- (f(x) ]dx> J- —d _,inS*t2e
" X X C+e

Do j m—c %héitunn f f(x) dX—>O Khi X1, Xo — +o0 .
AR X AR X

Cc+2¢

c)dt tdn tai. D6i bién

—> ¢ khi x — +o0. That vy lay & >0, gia st ¢6

NP . 1, e f(x dx cC+2 ~ x v A ;. " 1 ,
Tu d6 voi xg da 16m, I [L— cj— <eln=2E (mau thuan). Vi vay véi xq du 16n ta co

" X X Ct+e
.
%) oo (3.3.5)
X0

o f(x o
Tuong tu, ta gia su cd xo > 0 sao cho M—cS—Zg. Khi d6
XO

&
Xg S X< X,

f(x)<f(%)<x(c—2¢)<x(c—¢)voi P

Suy ra

Nhung véi xq du 16n ta co




Vay voi xo da 1on ta co

) oo o (3.3.6)
XO

Tir (3.3.5) va (3.3.6) ta suy ra

M—c <2¢ voi x du 16n.
X
Hay
lim m:c. O
X—>+00 X

3.4. Chitng minh dinh i s6 nguyén to

Ta nho lai ham y trong dinh nghia 2.5.1
In x
X)=)> |—|Inp.
v (x) Z;Ln p} p

RO rang y 1a ham khong am, tron timg khiic, khong gidm trén [1;+e0). Hon nita theo dinh 1i 3.2.2, ta ci

w(x) =0(x).

Do d6 theo dinh 1i 3.3.2, thay f =y ta c6 bién d6i Mellin

+00

9(z)=z I w (X)X dx

1
tdn tai va chinh hinh trén mién Rez > 1.
Mat khac, theo dinh 1i 2.5.1, ta co
¢'(2)
5(2)

Nhung do ¢(z)#0 trén Rez = 1 (theo dinh 1i 2.3.2) va res[i,l
s

9(2) =~

} =—1 (theo dinh 1i 2.2.6) nén ton tai r > 0 dé

g(( )) 6 khai trién Laurent nhu sau
c(z

<'(2) =_—11+icn(z—1)“ voi 0<|z-1]<r.

Tu do suy ra

gg((zz)) %:2} (z-1)" v6i O<|z-1<r.



. ¢'(z r A -2 s . ‘s A "(z ~ r A -2 s . ‘s
Do d6 thi c6 the the trién chinh hinh t61 z =1 nén M +i cling c6 the thc trién chinh hinh to1

s(z) z-1 s(z) z-1
mot 14n cén cua Rez =1. Vi thé g(z) _Ll cling ¢c6 mot the trién chinh hinh dén mét 1an c4n cia Rez =1. Nén
Z —_

theo dinh 1i 3.3.2, ta co

lim m =1.

X—>+00 X

Vi vay theo dinh 1i 3.2.1, ta ci

lim x7'7z(x)Inx=1.

X—>+00

Dinh 1i s6 nguyén t6 dugc chimg minh. o
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Trong luan vin ndy, chung t6i d4 trinh bay cac tinh chét ciia ham zeta va chimg minh dinh 1i s6 nguyén
t6 dua theo cach tiép can ciia D.J.Newman.
Trong qué trinh thuc hién luan van, toi nhan thdy minh hiéu nhiing kién thirc da hoc mot cach siu sic

hon, dac biét 1a bd mon gidi tich phirc. Toi hy vong s tim hi€u sdu hon vé d¢ tai cling nhu vé bo mon nay.
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