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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét nita nhém 13 mot phan tuong déi tré clia toan hoc.
Nhu mot huéng tach biét clia dai sd véi muc tiéu riéng clia no,
viéc xac dinh r6 cac bai toan va phuong phap nghién cttu cia ly
thuyét nita nhém duge hinh thanh khodng cach day 70 nam. Mot
trong cac dong co chinh déi véi sy ton tai mot 1y thuyét toan
hoc nao d6 1a nhitng vi du tha vi va tu nhién. Déi vé6i ly thuyét
ntta nhém, sy Ira chon 16 rang nhat cho nhitng vi du nhu thé 1a
nita nhém cac phép bién ddi. Nhidu phép bién déi khac nhau cia
nhitng tap khac nhau xuat hién 6 moi liic moi nadi trong toan hoc.
Do hgp thanh thong thudng ciia phép bién ddi co tinh két hop,
mdi tap cac phép bién déi dong ddi véi phép hgp thanh va tao
thanh mot nita nhém. Trong sb tat ci cac nita nhém cac phép bién
ddi, ntta nhom cac phép bién ddi day dia Tx = {ala: X — X}
ctia tap X 1a quan trong nhat. Mot ddi tugng phd dung tuong tiu
trong ly thuyét nita nhom 1a nhém déi xitng Sx gom tat ci cic
phép bién déi song anh clia X.

Khi nghién citu vé 1y thuyét nita nhém, né sé gitp ching ta tim
hiéu dugc thong tin can thiét vé cac tinh chat ctia nhitng nhom
chita trong nita nhém dé. Ngay nay, 1y thuyét nita nhém cé vai tro
quan trong trong viéc nghién ctu mot s6 nganh khoa hoc co ban
nhu: toan hoc, vat ly,... Pic biét, n6 duge ting dung rong rai trong
linh vigc cong nghé thong tin nhu: Iy thuyét ngon ngit, Automata,
Iy thuyét diéu khién, trf tué nhan tao. Cong trinh dau tien vé ly
thuyét nita nhom 13 bai bao ctia Dickson vao nam 1905, tit d6 dén

nay c6 rat nhiéu cong trinh nghién citu vé 1y thuyét nita nhom



va ing dung ctia né, da thu hat dude nhiéu két qua c6 y nghia
16n. Déc bigt, nhitng két qua gan day cta J. M. Howie(1995); P.
M. Higgins, J. M. Howie(2004); P. M. Higgins, J. M. Howie, N.
Ruskuc, J. D. Matchell(1998-2003); Martin J. Evans, Youngmi
Kim(2004); P. M. Higgins, J. M. Howie, N. Ruskuc(2006)...

Xuét phéat tit nhu cau phat trién cta ly thuyét nita nhom va
nhitng ng dung clia n6, ching t6i quyét dinh chon dé tai véi tén:
Hang ctia na nhém cdic phép bién doi day dd dé tién hanh
nghién ciu.
2. Muc dich nghién citu

Nhim tao mot tai lieu tham khdo tét cho nhitng ai bat dau
tim hiéu vé Ly thuyét nita nhom va dua ra duge mot sb6 vi du
minh hoa dic sic nham gép phan lam phong phu thém cac két
qua trong linh vic nay.
3. Dbi tuong va pham vi nghién ciu
Trong luan van nay ching t6i trinh bay hang ctia nita nhém cac
phép bién déi day du ctia Tx thong qua hang tuong doi ctia Tx
modulo Sy, Fx,Ox.
4. Phuong phap nghién ciu

- Thu thap cac bai bao khoa hoc ciia cac tac gid nghién ciu
lien quan dén Ly thuyét nita nhéom va Hang ciia nita nhoém céc
phép bién doi day di.

- Tham gia cic budi seminar hing tuan dé trao ddi cac két
qua dang nghién citu.
5. Y nghia khoa hoc thuc tién cta dé tai:

Xay dyng dugc mot tai lisu tham khao bo ich cho nhing ai
mudén nghién cttu vé hang cia nita nhém néi chung va hang cia

nita nhém cac phép bién ddi day du noi rieng.



6. Cau tric luan vian

Toan bo nodi dung ctia luan vin duge chia lam ba chuong:

Chwong 1. Ntta nhém phép bién ddi day du

Chiing toi trinh bay cic kién thiic co s sé ding cho cac chuong
sau, nhu 13 khai niém nita nhém, cac quan hé Green va moi quan
hé nita nhom cac phép bién déi day di va cac quan hé Green.

Chuong 2. Hang tuong doi ctia nita nhém Ty modulo Sy va
Ex

Chiing t6i trinh bay tong quan cac két qua vé hang tuong déi
clia nita nhom céc phép bién déi day di Tx modulo Sy (nhém
déi xtng trén X) va modulo Ex (nita nhém céc anh xa lity déng).
Tt d6 tim cach dic trung cip phan tit sinh ctia Tx modulo Sx
va Ex trong truong hop X vo han.

Chuong 3. Hang tuong ddi ctia nita nhém Tx modulo Ox

Danh riéng cho viéc nghién cttu vé hang tuong déi ciia nira
nhém céc phép bién déi day di Ty modulo Ox (nita nhém cac
anh xa bdo toan thi ty tréen X) khi X 1a tap sip thi ty tuyén
tinh dém dugc hodc tap sap thi tu tot.



Chuong 1
NUA NHOM PHEP BIEN bOI DAY DU

1.1 Mot sb6 kién thiic co sd vé nita nhém

1.1.1 Mot sbé dinh nghia
Dinh nghia 1.1.1. Cho S la mot tap khéc rong va

o: x5 —=S5
(1.1)
(z,y) — o(x,y) =z 0y.

14 mot phép toan hai ngoi trén S. Cap (S, o) duge goi 1a mot nia
nhém néu phép toan o c6 tinh chat két hop. Nghia 1a véi moi
z,y,2z€ Sthizo(yoz)=(roy)oz.

Dé cho thuan tién ta viét zy thay cho z oy va goi la tich ciia

x va y trong S.

Cha y 1.1.2. Véiz € S : 2" = ga---x; z' = x; 22 =
n
z.x; "t = 2"z vdi moi s6 nguyén duong n.

Vi du 1.1.3.

1) (N, 4); (Z,+); (Q,+); (R,+); (C,+) la cac ntta nhom(ddi véi
phép nhan cling vay).

2) Xét ma tran tam giac trén véi he s6 nguyen, S={ ({ 1) |n>1
} thi S 1a nita nhém véi phép nhan ma tran thong thuong.

3) Cho tap gom 3 phan tt S={ a,b,c }va dinh nghia tich trong

bang sau:



Khi d6 S 1a mot nita nhém hitu han.

dé 1.1.4. Mot nita nhém S ¢6 nhiéu nhat mot phan ti don

(@)Y

B

V.

Dinh nghia 1.1.5. Cho nita nhém S va mot tap con khac rong
A C 8. Cap (A,0) dugc goi la nita nhém con cia S néu né6 déng
v6i phép nhan, nghia la v6i moi z,y € A : x.y € A, ki hieu A < S.

Chu y 1.1.6. Mot nita nhom con bao gio cing st dung phép todn
ctia na nhom me cia né.Do dé néu A la nita nhom con cia S

thi chdc chdn phép todn cia A la két hop.

Vi du 1.1.7. Xét nita nhom cong S = (Q,+) thi (N, +) 1a nira
nhoém con ctia S nhung nita nhéom (N, .) thi khong phai vi phép

toan "." khong la phép toan cta S.

Bo dé 1.1.8. Néu A;,i € I la ho khdc rong cdc nia nhém con
cia S va (A; Z0 thh (A; la mot nita nhém con cia S.
icl iel

Dinh nghia 1.1.9. Cho mot tap con khac rong X C S, khi
dé6 giao clia tat ci cac nita nhom con A ctia S chita X, ki hiéu
[(X]s = {A|X C A, A < S} duge goi la nita nhom con sinh bdi
X, con viét 1a (X). Nita nhém con (X) 1a tap hgp tat ca cac phan
tit clia S dudce biéu dién nhu tich hitu han cic phan ti cia X.
Néu (X) = S thi ta n6i X 1a tdp sinh cia S.



Khi X ¢6 mot phan ti, [X] = {z} thi ta viét {z}g thay vi
[{z}]s. Tong quat hon, néu X = {x1,2,...} 1a vo han hogc hitu
han thi ta viét [, z9,...]s thay cho X = [{z1,22,...}]s.

Ménh dé 1.1.10. Cho X # (), X C S, khi do,
oo
(X]g = |J X" = {2122 .. xpln > 1,2, € X}.
n=1

Vi du 1.1.11. Xét nita nhém nhan S = Z2*? cac ma tran vuong

cap 2 he s6 nguyen va cho M = ( 9 }) ta co:

-1 0 0 —1
M? = M.M = : M3 = M?M = ;
0 -1 1 0

10 0 1
M4 = M3.M = . MP = MAM = .
0 1 10

Vay [M]s = {I, M, M? M3} 1a ntta nhém con hitu han ctia S.

Dinh nghia 1.1.12. Cho S 13 mot nita nhém, phan tit e € S
dugc goi 1a liy dang néu e.e = e. Goi Ex la tap cac phan ti liy

ding ctia nita nhém S.

Véi e, f € Ex, dit e < f khi va chi khi ef = fe = e. Khi d6
quan hé "<" 14 mot thd tw bo phan trén Ex. Néu S chita phan
ti 0 thi 0 <e véimoie € Ex.

Dinh nghia 1.1.13. Ntta nhém S dugce goi 1a chinh quy néu véi

moi a € S, ton tai x € S sao cho ara = a.

Dinh nghia 1.1.14. Nita nhéom S dugc goi 1a nita nhém nghich
ddo néu véi mdi x € X, ton tai duy nhat 2’ € X sao cho za'z =z
va 2'zr’ = 2’/. Khi d6 2’ dudgc goi 1a nghich ddo clia z va ngugc

lai.



Ménh dé 1.1.15. Mot nia nhém la mot nida nhém nghich ddo
khi va chi khi né la chinh quy va cdc phan ti liy dang giao hodn

vdi nhau.

DPinh nghia 1.1.16. Cho 51,52 1a cdc nita nhém. Mot anh xa

81 — Sy dude goi 1a mot dong ciu néu

o(x.y) = e(x)p(y) v6i moi x,y € 5.
Mot dong cau ma don anh (toan anh, song anh) duge goi la don

cau (toan cau, dang cau).

1.1.2 Quan hé Green trong nita nhém

DPinh nghia 1.1.17. Ching ta dinh nghia quan hé £ trén nia
nhém S béi

aLb néu va chi néu a = b hodc (Iz,y € S)a = xb,b = ya.

Chiing ta ciing c¢6 thé dinh nghia don gian béi S* = S U {1} nhu

sau:
aLb néu va chi néu (3z,y € SY)a = xb,b = ya;

diéu nay c6 nghia la alb < S'a = S'b.
Tuong tu,

aRb néu va chi néu (Ju,v € SH)a = bu,b = av;
diéu nay c6 nghia l1a aRb < aS' = bS!; va

aJb néu va chi néu (Ju,v,z,y € S)a = xby, b = uav;



diéu nay c6 nghia la aJb < S'aS' = S1bS*.

Ki hieu H = LN R. Khi d6 dé dang ¢6 duge L, R, T, H la
nhitng quan hé tuong duong; trong dé £ 1a tuong dang phai con
R la tuong déng trai, tiic 1a néu aLb va ¢ € S thi acLbc, néu aRb
va ¢ € S thi caReb. Ngoai ra, ching ta c6 quan hé D sau trén S:

aDb néu va chi néu (3¢ € S)aLle va ¢Rb.

diéu nay c6 nghia 1a D = L o R. Ta ciing ¢c6 D la mot quan he
tuong duong (Menh dé(1.1.19)).
Nam quan hé tuong duong trén dudc goi la cac quan hé Green

va ta c6 so do Hasse biéu dién duéi dang sau:

J

D
L R
H
Ta ki hiéu céc 16p tuwong duong tuong ting chia x bdi L, R va J:

L, = {ylzLy}; R.={ylzRy}; J. = {ylaTy}.

Vi du 1.1.18. Xét nita nhém S duge dinh nghia bdi bang sau.

Khi d6 S'a = {a,b,c}; S'b = {a,b}; S'c = {c}; aS* = {a,b,c};
bS! = {a,b,c};cSt = {b,c}. Do d6 aRb ding. Céac 16p tuong
duong tuong tng véi L la:



L, ={a}; Ly,={b}; L.={c}.
va tuong tng véi R la:
R, ={a,b} = Ry; R.={c}.

Meénh dé 1.1.19.
1) Cdc quan hé L va R la giao hodn, nghia loa LoR =R oL
2) D la quan hé tuong duong.

Ntta nhém S duge goi 1a tuan hoan néu moi nita nhém con ctlia
S sinh bdi mot phan tit; nghia 14 v6i mdi a € S ton tai m,r > 0

sao cho a™T" = ¢. Moi nhém hitu han 14 tuan hoan.

Ménh dé 1.1.20. Néu S la nita nhém tuan hoan (ddc biét, néu
S la hiw han) tht J = D.

1.2 Nita nhém phép bién déi day dua va cac
quan hé Green
1.2.1 Mot sé6 dinh nghia

Dinh nghia 1.2.1. Cho X 1a mot tap hgp. Mot phép bién doi
cia X 14 mot anh xa tit X vao X. Dac biet, X = {z1,...,2,}
la tap hitu han, mot phép bién ddi ctia X c6 thé biéu dién dusi

r1 X9 X3 ... Ip
o =
ki ko ks ... ky

dang bang:

v6i moi k; € X.
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Dinh nghia 1.2.2. Cho X la mot tap hogp, ta ki hieu Tx = {a:
X — X}. Khi d6 Tx 14 mot nita nhém v6i phép toan hgp thanh
anh xa goi 1a nia nhom phép bién doi day di trén X.

Vidu 1.2.3. Cho X = {1,2,3}. Ta c¢6 3% = 27 4nh xa trong T,
mot anh xa a : X — X duge dinh nghia béi a(l) = 2,a(2) =
3,a(3) = 3 c6 thé dugc bicu dién thuan tién theo hai cach khac

1 2 3 o 8
nhau: a= , hoic1 — 2 — 3.
2 3 3

Cho
1 2 3
ﬂ_<112>

va S = [a, f]7y la ntta nhém con ctia T'x duge sinh béi a va 5. Khi

1 2 3 1 2 3 1 2 3
dé6 ta co: o2 = , 5% = , Ba = )
3 3 3 1 1 1 1 2 2

1 2 3 1 2 3
af = , fa? = = a?f3. Ta c6 thé kiém tra
& (2 2 3) b (2 2 2) &

khong c6 phan tit khac trong nita nhém dé va do d6 S ¢6 7 phan
ta S = {Ck, 67 062, /627 CK,B, ﬁav /8042}'

Cha y 1.2.4. Néu X = {1,2,...n} la mot tap hiu han thi ta viét
T, thay cho T¥x,, .

Dinh nghia 1.2.5. Véi o € T, ta ki hiéu anh cta né béi
Ima = {za:z e X}.

D06 16n cta anh |Ima| duge goi 1a hang ctia o va ki hiéu béi rank(«)
Vi du 1.2.6. Cho

12 3 45
o =
3 1.1 15

thi Ima = {1, 3,5} suy ra rank(a) = 3.
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1.2.2 Mot s6 tinh chat
Meénh dé 1.2.7. T), chita n™ phan ti.
Vidu 1.2.8.

Meénh dé 1.2.9. Cho a € T,,. Khi dé cic diéu kién sau la tuong
duong

(i). « la toan dnh,

(i). a la don dnh,

(iii). « la song danh.

Ménh dé 1.2.10. Cho S la mot nita nhém, khi dé ton tai mot
tap X wdi tinh chat S nhiing dugc trong Tx .

Meénh dé 1.2.11. Nia nhom Tx la chinh quy.

Cha y 1.2.12. Phat biéu Tx la chinh quy vdi moi tap X la tuong
duong vdi Tién dé Chon.

Dinh 1y 1.2.13. (Quan hé Green’s trén Tx).
Vi cac phan tit o, € Tx,

(i) aLB néu va chi néu Ima = Imf3;

(ii) aRB néu va chi néu kera = kerf3;

(iii) aDB néu va chi néu |Imal = [Imp|;

(iv) J =D.
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Chuong 2

HANG TUGNG DOI CUA NUA NHOM
Tx MODULO Sx VA Ey

Cho S la mot nita nhém. Hang ciia S ki hiéu la rank(S) duge

dinh nghia la s6 phan ti cuc tiéu ciia mot tap sinh S, tic 1a

rank(S) = min{|A|, (A) = S}.

2.1 Mot vai khai niem mé& dau

Dinh nghia 2.1.1. Cho S 1a mot nita nhém, A la mot tap con
bat ki ctia S. Mot tap B C S sao cho (AU B) = S duge goi la
tap sinh ctia S modulo A. Hang tuong ddi ciia S modulo A, ki
hiéu rank(S : A), 1 lyc lugng cyc tiéu ctia mot tap sinh modulo
A, tiic 1a

rank(S : A) =min{|B|: BC S,(AUB) = S}.
Tt dinh nghia ta c6 ngay:

rank(S : 0) = rank(S); rank(S: A) = rank(S : (4));
rank(S:S5)=0; rank(S:A)=0«< (A)=S.

Luu ¥ ring néu G la mot nhom va N 14 mot nhom con chuan tac
cia G thi rank(G : N)= rank(G/N).
Ki hiéu ham dau
1 néuz >0,

sg(z) =
0 néuzxz=0.
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Ménh dé 2.1.2. (Ménh dé 1.2 [9]).Cho X (|X| > 3) la mot tap
hituw han, A la mot tap con bat ki cia Tx va J la tap cic dnh za
¢6 dnh vdi do lon | X| — 1.
Khi do
rank(Tx : A) = rank(Sx : Sx N A) + 1 — sg(|J N A]).
Ddc biét,
rank(Tx : Sx) =1, rank(Tx : Ex) =2,
rank(Tx : Sx U Ex) = 0.

Truong hop nita nhom phép bién déi day di vo han la hoi
khac. Tt [9] c¢6 thé thay ring tap Sx U Ex khong sinh ra Tx. Tuy
nhién, né dude chitng minh réng toén tai hai 4nh xa u, v sao cho
(Sx, Ex,p,v) =Tx. Ngoai ra Sx UEx U{u} va Sx U Ex U{v}
khong sinh ra Tx. Do dé

rank(TX :Sx U Ex) = 2.

Dinh nghia 2.1.3. Ta goi mot luc lugng (ban ) & 1a suy bién

néu ton tai cac tap Y va Z,(y € Y') sao cho
Y[ <k [Z)]<k(yeY),

nhung
| U Zy| = k.
yey
Mot Iite Iuong duge goi 14 chinh quy néu n6é khong suy bién.
Dinh nghia 2.1.4. Ta goi s6 khuyét (defect) ctia o € Tx 1a do
16n ctia phan bu clia 4nh ctia o va ki hieu bdi d(a) = | X \Ima/|.
Hién nhién ta c6 d(a) = 0 néu va chi néu « 1a toan anh.
Do dich chuyén (Shiff) cia o € Ty duge dinh nghia 1a do 16n
ctia tap hop céc phan tit dich chuyén bdi 4nh xa nay:
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S(a) = {z € X|za # x}|.

Xét quan hé tuong duong trén X, kera = {(z,y) € X x X :
ra = ya}. Goi T, 1a mot tap cac dai biéu ctia 16p tuong duong
cia quan hé nay; tuc la, T, 1a mot tap sao cho moi 16p tuong
duong C ctia kera déu ¢6 [CNT,| = 1. (Doi khi ta con goi T, nhu
mot duong hoanh (transversal) ctia kerar). Khi d6 do co (collapse)

cia a duge dinh nghia la
c(a) = [X\Tq|.
Dé thay ring

@)=Y (ya~'| - 1),

yElma

va 56 Iiie lugng khong phu thudce vao T,.
Ta dinh nghia chi s6 co rit vo han 1a s6 cac 16p cia kerar c6

do 16n X, ngoai ra néu ta cho
K(a)={x € X : |za™l| = |X]|},

thi chi so0 co rut vo han 1a

Fx = (Ex) = {id} U{a € Tx|S(a) < Ng,d(cr) > 0}
U{a € Tx|S(a) = d(a) = c(a) > No}.
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2.2 Vé hang twong déi ciia Ty modulo Sy

2.2.1 Hang twong dbi ctia Tx modulo Sy

B6 dé 2.2.1. (B6 de 2.1[9]). Cho «, 8 € Tx la hai dnh wa bat ki.
(i) d(ap) < d(a) + d(B).
(i) Néu | X| la mot luc lugng chinh quy thi k(af) < k(a) + k(3).

B6 dé 2.2.2. (B6 deé 3.1[9]). Cho X la mot tdp vo han va cho
p € Tx la mot dnh za bat ki. Khi dé(Sx,u) # Tx. Ddc biét
rank(Tx : Sx) > 1.

Ménh dé 2.2.3. (Ménh dé 3.2[9]). Cho X la tdp vo han va Jy la
J-16p cao nhat cia T, bao gom tat cd cdc dnh za c6 hang bing
| X|. Khi dé (J1) = Tx va vi vay rank(Tx : J1) = 0.

(O day, J; = {a € Tx : |[Ima| = |X|}).

Dinh 1y 2.2.4. (Dinh 1y 3.3[9]). Cho X la mot tap vo han, u € Tx
la mot don dnh c6 so khuyét bing X va v € Tx la mot toan dnh
c6 chi s6 co rit vo han bing |X|. Khi dé (Sx,u,v) = Tx. Dic
biet rank(Tx : Sx) = 2.

2.2.2 Cap phan ti¥ sinh ctia Tx modulo S

Dinh nghia 2.2.5. Ta goi mot cap cac anh xa u, v 1a cap phan
tif sinh ctia Tx modulo Sx néu (Sx,u,v) = Tx.

Dinh ly 2.2.6. (Dinh 1y 4.1[9]). Cho X la tap vo han cé luc lugng
chinh quy va cho p,v € Tx. Khi dé tap Sx U {p,v} sinh ra Tx
néu va chi néu mot trong hai dnh zaq, ch(fng han, w la mot don
dnh cé so6 khuyét bang | X| va anh xa con lai la mot toan dnh cé

chi s6 chi s6 co it vo han bing | X|.
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Vi du sau day chitng t6 ring trong dinh Iy trén ta khong thé
bé di diéu kién

Vi du 2.2.7. Cho k 1a mot Iyce lugng suy bién. Diéu d6 nghia I
ton tai cac tap Y va Z,,y € Y, sao cho

Y| <k, |Zy]<k(yeY),

|UZy|:k-

yey

Goi A 1a mot tap chi s6 ¢6 lue luong k. Vi mdi A € A va mdi
y €Y goi Zy, 1a mot tap c6 luc lugng |Z,|. Tiép theo, dinh nghia

P={(MNy,z): A€\, yeY, zeZ,}
RQ=AXY,
X =PUQUA.

Khi do = |Q| = |X| =k. Cho7 : A — P la mot song anh.
Dinh nghia v € T'x béi

Ay, zv=(\y) (YeY,AeMzeZy,),
()‘73/)1/:)‘ ()\EA,yGY),
Av=Xv (A€A).

Khi d6 v 1a mot toan anh. Cac khéi cia kera la {A\} x {y} x
Zyy: AN} xY va {A}, 6day A € A,y € Y. Mdi mot trong cac khoi
d6 c6 luc lugng nhé hon | X| va do d6 k(v) = 0.

Xét anh xa v2. Tu

w2 =l = (A x Y)rt = ({A) x {y} x 2y,
yey
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suy ra

W2 =" [Zsyl =k véi moi A € A
yey

Do |A| =k ta c6
k(1) = k = |X].

Nhu mot binh phuong ctia mot toan anh, 2 ciing la mot toan
anh. Vi thé, theo Dinh 1y (2.2.4) ta c6 (Sx, i, %) = T véi bat ki
mot don anh p 6 s6 khuyét bang | X | va do d6 (Sx, p,v) = Tx.

2.3 Vé hang tuong dbi cia Tx modulo Ex

2.3.1 Hang tuwong dbi ctia Tx modulo Ex

Dinh ly 2.3.1. (Dinh 1y 5.1[9]).Cho X la madt tap vo han, u la
mot don dnh cé s6 khuyét bang | X| va v la anh za md rong bat ki
ctia p=t. Khi dé, (Ex, u,v) = Tx va rank(Tx : Ex) = 2.

Nhu duge dé cap trong Phan 2.1, hang tuong ddi c6 tinh chat

rank(S : A) = rank(S : (A)).

Hé qua 2.3.2. rank(Tx : Fx) = 2.

2.3.2 Cap phan ti¥ sinh ctia Tx modulo Ex

Dinh ly 2.3.3. (Dinh ly 6.1[9]).Cho X la tap vé han va cho u,v
la hai anh za bat ki. Khi dé ta ¢ (Ex,u,v) = Tx néu va chi néu
mot trong cdac dnh za nay la mot don dnh cé s6 khuyét bang | X |

va dnh za con lai la mot toan dnh vdi do co bang | X|.
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B6 dé 2.3.4. Mot trong hai dnh za p va v la don dnh thuc su,

anh za con lai la toan anh thuc su.

Khong mat tinh tong quat, ta gid st x4 1A mot don anh va v

la mot toan anh.

()%

d

(@)Y

BS d& 2.3.5. d(u) = |X|.

()%

d

(@)Y

B 2.3.6. c(v) = | X|

B6 dé 2.3.7. Ton tai dnh za o € (Ex) sao cho o anh xa Y song

anh len T, .

2.3.3 Hang tuwong d6i dém dugc, khong dém dudc
Dau tién ta c6 mot dinh 1y rat quan trong

Dinh ly 2.3.8. (Bo dé 5.13[13], Bb dé Sierpinski). Cho X la mot
tap vo han. Khi dé mot tap con dém dudc S bat ki cia Tx dudc

chita trong mot nita nhém con sinh bdi 2 phan ti cia Ty.

Heé qua 2.3.9. (He qua 5.14[13]). Hang tuong doi ciia Tx modulo
mot tap con S cia Tx hodc khong dém dugc hodc nhiéu nhat la
2, ¢ day X la vo han.

Ménh dé 2.3.10. (Ménh dé 5.19[13]). Cho S C Tx bat ki vdi
X la tap vo han. Néu ton tai Y, Z C X vdi |X| = |Y| = |Z| va
vdi moi song dnh 3:Y — Z, ton tai a € S sao cho aly = 3 thh
rank(Tx : Sx) < 2.



19
Chuong 3

HANG TUONG DOI CUA NUA NHOM
Ty MODULO Oy
Cho X 1a mot tap dugc sap thi tu bdi quan he <. Mot anh
xa a € Tx dudc goi 1a bao toan thit ty néu Vi,j € X,i < j kéo

theo ia < ja. Tap hgp moi anh xa bao toan that tu trén X tao

thanh mot nita nhém con ctia Tx, ky hiéu 1a Ox.

3.1 Dbi véi tap sap thi tu tuyén tinh dém
dugc
Truée hét khi cho X = N 1a mot tap s tu nhién, ta c6 duge
két qué:
Ménh dé 3.1.1. (Dinh ly 5.21[13]). rank(Ty : Oy) = 1.

Cha y 3.1.2. Nia nhém con gom tat cd cac dnh xa bdo toan
thit tw Oy khong thod man diéu kién trong Meénh dé (2.3.10).
Diéu nay cé thé duge thay bing cach luu § riang vdi bat ki'Y, Z C
N, Y] = |Z| = IN| ¢6 duy nhat mot song dnh bdo toan thi tu tiw
Y dén Z.

Ménh dé 3.1.3. (Ménh dé 5.23[13]). Néu S la mot tap con ciia
Tx c¢6 hang tuong doi dém dugc thi tap cia cdc han ché:

S ={alr:ae€SNJ,T la mot duong hoanh cia ker(a)}

co cung luc luong nhu Tx .
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Vi du 3.1.4. Cho X 1a mot tap vo han dém duge va cho Y, Z 1a
hai tap roi nhau sao cho X =Y U Z va | X| =|Y]| = |Z]. Goi S la

ntta nhém con cta Tx:
S={aeTx:alz=1z,YaCY,|Ya|la hitu han},

& day 1 la 4nh xa dong nhat. Khi d6 S C J va [S|=2%0 = R =
Tx|.

Dinh 1y 3.1.5. (Dinh 1y 2.1[14]). Cho X la tdp duogc sdp thi tu
tuyén tinh dém dugc. Khi dé hang tuong doi cia Tx modulo Ox
la 1.

Dinh nghia 3.1.6. Véi X 13 mot tap sap thit tu tuyén tinh vo
han dém dugc c¢6 dinh va z,y € X,z < y ta dinh nghia

[z,yl={zeX 2 <z<y}; (r,y)={zeX:x<z<y},

(yl={zeX:z<z<y}; [z,yy={zeX:z<z<y}
Ta goi cac tap nay la cac doan, khoang, dugc phan dinh béi z va
y. Chii y (z,y) c6 thé réng.

Mot phan tit d € X dudc goi 1a rdi rac néu ton tai z,y € X,
v6i d € (z,y) sao cho (z,d) = (d,y) = 0.

Ta goi mot phan ti r € X 14 ¢o ldp phdi néu véi moi v € X
sao cho z < r ta c6 (z,r) # () nhung ton tai y € X véi y > r sao
cho (y,r) = 0. Luu § rang néu r la co 1ap phai thi |(z,7)] = |X]|
v6i moi x < r. Phan tit ¢o lap trai duge dinh nghia tuong ti. Luu
v rang néu X c6 mot phan tit nhé nhat hodc 16n nhat thi phan
tit d6 khong la co lap phai hodc trai hodc rdi rac. Dé hoan chinh
cac dinh nghia trén ta bo sung nhu sau: néu zg € X la phan ti
nhé nhéat cia X va ton tai y € X : y > g va (zg,y) = 0 thi ta

goi xg la roi rac, trong trudong hgp khac ta goi zg 1a ¢o lap trai.
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Tuwong ti néu X c6 phan tit 16n nhat thi hodc né 1a roi rac hoac
¢o 1ap phaéi.

Cubi cuing, mot phan tit ¢ € X (khong la phan t 16n nhat
hodc nhé nhét ctia X) duge goi 1a diém gidi han néu (z,t) # 0 va
(t,y) # 0 v6i moi y >t va moi x < t.

Bay git 1a mot day cac bd dé dan dén chitng minh Dinh 1y (3.1.5).

Bo6 dé 3.1.7. (Bd dé 6.2[13]). Cho X la mot tap duoc sdp thit
tw tuyén tinh dém dudc chita toan bo cdc diém 9101 han va cho
A : X — N la ham bat ki. Khi dé ton tai Y C X vdi |Y]| =
| X\Y| = | X| va mot song anh bdao toan thi tv « : X — X\Y thod
man xaX > zA(r € X).

B6 dé 3.1.8. (B4 dé 6.3[13]). Cho X la tap sdp thit tu tuyén tinh
dém dugc. Khi dé ton tai Y C X vdi |[Y] = |X\Y| va mot song
anh bdo toan thi tu o : X — X sao cho | X\Y|=|X|=[Y|.

B6 dé 3.1.9. (B4 dé 2.4[14]). Cho Y la mot tap sdp thit tu tuyén
tinh dém duoc. Khi dé ton tai Z C'Y sao cho Z = 77 hodc
=7,

B6 dé 3.1.10. (B4 dé 2.5.[14]). Cho X la tdp vo han sdp thit tu
tuyén tinh dém dugc. Cho Z C X sao cho Z = 7% hodc Z = 7.~
va o Z — Z la dnh za bdo toan thi tw. Khi dé ton tai f € Ox

sao cho Blz = a.

3.2 Do6i v6i tap sap thit tu tot

Trong phan nay ching t6i md rong két qua ctia phan trude

dén cac tap sap thit tu tot c6 lye luong bat ki. Nhic lai rang mot
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tap dugc sap thi tu (X, <) 1a thi ty t6t néu moi tap con khéc
rong ctia X déu c6 phan tit nhé nhat.

V6i bat ki z € X ta goi tap s(z) = {y € X : y < x} 1a doan
dau ctia z va ta dinh nghia dogn cudi ctia z 1a tap t(z) = {y €
X:y>ax}.

Meénh dé 3.2.1. Moi tap con ciia mot tap sdp that tu tot X hodc

dang cau vdi X hodc dang cau vdi doan dau ciua X.

Ménh dé 3.2.2. (BS dé 2.2[12]). Khong mot tap sdap thi tu tot

N 2 A 4 X ? - s
nao dang cau vdi doan dau cua chinh né.

B6 dé 3.2.3. (B dé 6.10[13]). Cho X la mot tap vo han bat ki
va ky hiéu Q la tap sap thit tu tot nhé nhat cé lic lugng bang | X|.
Khi dé rank(Tq : Oq) = 1.

Dinh 1y 3.2.4. (Dinh ly 3.9[13]). Cho X la tap sap thi tu tot bat
ki. Khi do rank(Tx : Ox) = 1.

Bo dé 3.2.5. (B4 dé 4.10[14]).Cho X la mot tap vo han sdp thit
tu tuyén tinh sao cho ton tai mot tap con’ Y C X,|Y| = |X| va ¢
do bat ki dnh xa bdo toan thi tu td Y — Y ¢6 thé md rong dén
mot anh xa bao toan thi tu tw X — X. Khi do rank(Ty : Oy) < 2
kéo theo rank(Tx : Ox) < 2.

Hé qua 3.2.6. (He qua 4.11[14]). Néu X la mot tap sap thit tu
tuyén tinh bat ki, sao cho ton tai mot tdp con sdp thi tot Y C X,
voi |Y| = |X|, thi rank(Tx : Ox) < 2.

Vi du 3.2.7. (Vi du 4.12[14]). Hang tuong ddi ctia Tg modulo
Or 14 khong dém dugc.
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KET LUAN

1. Nhitng két qua dat dudc trong luan vian

Qua mot thoi gian tim hiéu, tiép can va nghién ctu vé hang
ctia nita nhém céc phép bién déi day di, luan van da hoan thanh
va dat duge muc tiéu nghién citu ctia dé tai véi nhitng két qua cu
thé sau:

- Khéo sat cac tinh chat vé hang tuong doi clia nita nhom cac
phép bién déi day dia Tx modulo Sy va Ex, tit d6 tim cach dac
trung cac cip phan ti sinh ctia chiing trong truong hop X 1a tap

vo han va | X| 14 mot luc lugng chinh quy va khong chinh quy.

- Khao sat hang tuong doi ciia nita nhém Ty modulo Oy
trong trudng hop X 1a tap sap thit tu tuyén tinh dém duge hoac
mot tap sap thi tu tot.

- Chitng minh chi tiét mot s6 két qua vé hang tuwong déi clia
Ty déi véi Sx, Ex v Ox: Menh dé 1.1.15, Ménh dé 1.1.19, Dinh
Iy 1.2.13, Dinh 1y 2.2.4, Vi du 2.2.7, Dinh 1y 2.3.1, B6 dé 2.3.5,
B6 dé 3.1.7, Bé dé 3.1.8.

2. Nhitng van dé can nghién cttu va thuc hién

Tt nhitng két qua c6 dude trong [14], truc tiép 1a Bo dé 4.10
va Hé qua 4.11, cac tac giad da dua ra hai van deé:

- Néu rank(Tx : Ox) < 2 v6i mot tap sap thi ty tuyén tinh
X thi ton tai Y C X sao cho | X|=|Y| va Y hogc Y (tap Y véi
thit tuy ngugce lai) con ding khong khi X 1a tap sip thi ty tot?

- C6 ton tai mot tap sap thi tu tuyén tinh vo han X sao cho
rank(Tx : Ox) = 2 hay khong?

Hai van dé trén van con la bai toan mé, viec di tim 161 giai

van dang dudc tiép tuc. Day ciing chinh 13 van dé quan trong doi
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v6i ching t6i va nhitng ai quan tam dén viéc nghién citu vé hang

tuong ddi ctia nita nhém cac phép bién déi day di.



