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LỜI CẢM ƠN 
 

 

Luận văn này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn khoa học của 

PGS. TS. Lê Anh Vũ. Tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới thầy, vì thầy 

đã tạo cơ hội cho tôi làm quen với –lý thuyết, một lĩnh vực hiện đại của 

Toán học. Trong quá trình nghiên cứu, thầy đã trang bị cho tôi nhiều kiến 

thức, tài liệu, đã tận tình hướng dẫn về cả chuyên môn lẫn phương pháp 

nghiên cứu, giúp cho tôi hoàn thành được đề tài; 

K

Tôi chân thành cảm ơn quý thầy trong tổ Hình học, khoa Toán–Tin 

Trường Đại học Sư phạm TP. Hồ Chí Minh đã giúp đỡ tôi nâng cao trình 

độ chuyên môn và phương pháp học tập trong suốt quá trình học Cao học; 

Chân thành cảm ơn Ban giám hiệu, phòng Tổ chức hành chính, 

phòng Khoa học Công nghệ và Sau đại học, phòng Kế hoạch–Tài chính 

Trường Đại học Sư phạm TP. Hồ Chí Minh đã tạo điều kiện thuận lợi cho 

tôi trong quá trình học tập cũng như khi làm luận văn; 

Cuối cùng, xin chân thành cảm ơn sự động viên của các quý đồng 

nghiệp, bạn bè, gia đình và các anh chị trong các buổi xêmina đã có những 

góp ý xác đáng, giúp cho tôi hoàn chỉnh luận văn này. 

Xin chân thành cảm ơn! 
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Chương 1 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 
 

 

Chương này trình bày một cách sơ lược về các khái niệm chuẩn bị cần thiết 

có liên quan. Vì khối lượng kiến thức chuẩn bị tương đối lớn và do khuôn khổ luận 

văn có hạn nên chúng tôi chỉ trình bày những khái niệm cơ bản và cần thiết nhất. 

Độc giả nào quan tâm đến các khái niệm, tính chất khác hoặc phần chứng minh có 

thể tham khảo thêm trong các tài liệu [1], [2], [3], [4], [6], [7], [14], [15], [16], 

[17], [20], [24], [25]. 

 

1.1.  Sơ lược về phạm trù và hàm tử 

1.1.1.  Phạm trù 

Một phạm trù P  bao gồm một lớp  các đối tượng nào đó, gọi là các vật, 

sao cho với mỗi cặp vật 

P

, PX Y ∈  có tập hợp ( )Hom ,X Y  các cấu xạ :f X Y→  từ 

X  tới ; đồng thời, với mỗi cấu xạ Y ( )Hom ,f X Y∈  và , ta xác định 

được hợp thành 

(Hom ,g Y∈ )Z

( )Ho∈ m ,g f X ZD  của f  và , sao cho các tiên đề sau thỏa mãn : g

1. Nếu X X ′≠  và Y Y ′≠  thì ( )Hom ,X Y  và ( )Hom ,X Y′ ′  rời nhau; 

2. Phép hợp thành thỏa mãn luật kết hợp; tức là, với mọi bộ ba các cấu xạ 

( ) ( ) ( ) ( ), , Hom , Hom , Hom ,f g h X Y Y Z Z U∈ × ×  thì ( ) ( )h g f h g f=D D D D . 

3. Với mọi PX ∈ , tồn tại cấu xạ đồng nhất  sao cho với 

mọi 

(1 Hom ,X X X∈ )

( )Hom ,f X Y∈  và ( )Hom ,g Z∈ X  thì 1Xf f=D  và 1 . X g g=D

Ví dụ : 

+ Phạm trù tập hợp Se  : vật là tập hợp, cấu xạ là ánh xạ và phép hợp thành 

chính là phép hợp thành thông thường các ánh xạ. 

t

+ Phạm trù các nhóm Abel Ab  : vật là nhóm Abel, cấu xạ là đồng cấu 

nhóm và phép hợp thành là phép hợp các ánh xạ. 
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1.1.2.  Đơn xạ, toàn xạ, đẳng xạ 

Cho phạm trù P  và cấu xạ ( )Hom ,f X Y∈  trong P . Ta gọi : 

• f  là đơn xạ nếu với mọi cặp cấu xạ ( ), Hom ,g h Z X∈  mà f g f h=D D  thì 

 (tính giản ước trái). g h=

• f  là toàn xạ nếu với mọi cặp cấu xạ ( ), Hom ,g h Y Z∈  mà  thì 

 (tính giản ước phải). 

g f h f=D D

g h=

• f  là đẳng xạ nếu tồn tại cấu xạ  sao cho  và :g Y X→ 1Yf g =D 1Xg f =D . 

Khi đó, hai vật ,X Y  được gọi là đẳng cấu với nhau. 

Ví dụ : trong phạm trù , đơn xạ, toàn xạ, đẳng xạ tương ứng là đơn ánh, 

toàn ánh và song ánh; còn trong phạm trù Ab , đơn xạ, toàn xạ, đẳng xạ tương ứng 

là đơn cấu, toàn cấu và đẳng cấu. 

Set

Chú ý : một cấu xạ vừa là đơn xạ vừa là toàn xạ được gọi là song xạ. Rõ ràng 

rằng, đẳng xạ là song xạ nhưng chiều ngược lại không đúng. Một phạm trù mà  

trong đó, song xạ là đẳng xạ được gọi là phạm trù cân bằng. 

1.1.3.  Vật phổ dụng của phạm trù 

Cho phạm trù P . 

• Vật X ∈P  được gọi là vật đầu của P  nếu với mọi vật Y  thì tập hợp 

 chỉ có một phần tử. 

∈P

(Hom ,X Y )

• Vật Y ∈P  được gọi là vật cuối của P  nếu với mọi vật X ∈P  thì tập hợp 

 chỉ có một phần tử. (Hom ,X Y )

• Một vật vừa là vật đầu vừa là vật cuối gọi là vật không, ký hiệu là . 0

Ví dụ : trong phạm trù , vật đầu là Set ∅ , vật cuối là tập hợp đơn điểm { }∗ ; 

do đó, phạm trù  không có vật không. Ngược lại, trong phạm trù , vật đầu 

và vật cuối (từ đó là vật không) là nhóm tầm thường chỉ gồm phần tử đơn vị. 

Set Ab

Nhận xét : nếu một phạm trù có nhiều vật đầu thì các vật đầu đó đẳng cấu với 

nhau. Ta cũng có khẳng định tương tự đối với các vật cuối. Các vật đầu và vật cuối 

của một phạm trù được gọi chung là vật phổ dụng. 
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1.1.4.  Hàm tử 

Cho các phạm trù . Một hàm tử  từ P  đến  là một quy tắc 

cho tương ứng mỗi vật 

,P Q :P QF → Q

PX ∈  với một vật ( )F X ∈Q  và mỗi cấu xạ :f X Y→  

trong P  với một cấu xạ ( ) ( ) ( ):F f F X F Y→  trong  thỏa mãn hai tiên đề sau : Q

1. Với mọi vật PX ∈  thì ( ) ( )1 1X F XF = . 

2. Với mỗi cặp cấu xạ ( ) ( ) ( ), Hom , Hom ,f g X Y Y∈ × Z  trong P  thì  

( ) ( ) ( )F g f F g F f=D D  

Ví dụ : 

+ Hàm tử đồng nhất 1 :  giữ bất động mọi vật và mọi cấu xạ. P P P→

+ Hàm tử quên (hay hàm tử xóa)  biến mỗi nhóm Abel thành 

tập hợp nền của nhóm Abel đó (“quên” đi cấu trúc nhóm) và biến mỗi đồng cấu 

nhóm thành chính đồng cấu ấy nhưng chỉ xem như là ánh xạ tập hợp. 

For : Ab Set→

1.1.5.  Đối hàm tử 

Cho các phạm trù . Một đối hàm tử  từ P  đến  là một quy 

tắc cho tương ứng mỗi vật 

,P Q :P QF → Q

PX ∈  với một vật ( )F X ∈Q  và mỗi cấu xạ :f X Y→  

trong P  với một cấu xạ ( ) ( ) ( ):F f F Y F X→  trong  thỏa mãn hai tiên đề sau : Q

1. Với mọi vật PX ∈  thì ( ) ( )1 1X F XF = . 

2. Với mỗi cặp cấu xạ ( ) ( ) ( ), Hom , Hom ,f g X Y Y∈ × Z  trong P  thì  

( ) ( ) ( )F g f F f F g=D D  

Ví dụ : cố định vật A  trong phạm trù P . Ta kiểm tra được quy tắc 

 là một đối hàm tử xác định như sau : ( )Hom , :P SeA⋅ → t

+ Mỗi vật PX ∈  tương ứng với tập hợp ( )Hom , SetX A ∈ . 

+ Mỗi cấu xạ : X Yα →  trong P  tương ứng với ánh xạ : 

( ) ( ) ( )Hom , : Hom , Hom ,A Y A X A
f f

α
α

→

6 D
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1.1.6.  Giới hạn quy nạp trong một phạm trù 

1.1.6.1.  Giới hạn quy nạp của hàm tử 

Cho hàm tử . Vật :P QF → A∈Q  cùng với họ cấu xạ ( ){ }:X X
F X Aα

∈
→

P
 

được gọi là giới hạn quy nạp của hàm tử F  nếu thỏa mãn hai điều kiện sau : 

1. Với mọi cấu xạ :f X Y→  trong P  thì . ( )X Y F fα α= D

2. Nếu có vật B∈Q  cùng với họ cấu xạ ( ){ }:X X
F X Bβ

∈
→

P
 thỏa mãn 

điều kiện  thì tồn tại cấu xạ ( )1 : A Bγ →  sao cho X Xβ γ α= D  với mọi X ∈P . 

 

 

 

 

 
 

1.1.6.2.  Hệ quy nạp 

Cho I  là tập hợp sắp thứ tự. Ta nói I  có lọc phải nếu với mọi , tồn tại 

 mà . Bây giờ, giả sử P  là một phạm trù và 

,i j I∈

k I∈ ,i j k≤ I  là tập hợp có lọc phải. 

Họ vật { }i i I
X

∈
 cùng với họ cấu xạ { }

, ,
:ij i j i j I i j

f X X
∈ ≤

→  được gọi là hệ quy nạp trong 

 nếu thỏa mãn hai điều kiện sau : P

1. 1 ,
iii Xf i I= ∀ ∈ ; 

2. Với mọi  thì i j k< < ik jk ijf f f= D ; tức là biểu đồ sau giao hoán : 

 

 

 

 

1.1.6.3.  Giới hạn quy nạp 

Cho hệ quy nạp { }
,

;i ij i j I
X f

∈
 trong phạm trù P . Ta xem I  là một phạm trù 

xác định như sau : 

iX  

kX  

jX  ijf  

ikf  
jkf  

( )F X  

( )F Y  

B 
Xα  

( )F f  Yβ  

A 
γ

 

 

Xβ

Yα
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• Vật là các phần tử i I∈ ; 

• ( ) ( ){ }, ,
Hom ,

,

i j i j
i j

j i

⎧ ≤⎪= ⎨
∅ <⎪⎩

. 

Xét hàm tử  định bởi : :F I →P

( ) ( ), , , ,i ijF i X F i j f i j I= = ∀ ∈  

gọi X ∈P  là giới hạn quy nạp của hàm tử F . Khi đó, ta cũng gọi X ∈P  là giới 

hạn quy nạp của hệ { }
,

;i ij i j I
X f

∈
, ký hiệu là lim

i I
iX X

∈
⎯⎯⎯→

=  hay đơn giản là lim iX X
→

= . 

1.1.6.4.  Ví dụ 

Lấy  là tập hợp các số tự nhiên. Trong phạm trù , xét hệ quy nạp I = ` Set

{ }
,

;i ij i j
X f

∈`
, ở đó :ij i jf X X→  là đơn ánh với mỗi i j≤ . Vì mỗi ijf  là đơn ánh nên 

bằng cách đồng nhất mỗi i ix X∈  với ( )j ij i jx f x X= ∈ , ta có quyền xem như i jX X⊂  

với  và có dãy tăng dần các tập hợp  Khi đó :i ≤ j 0 1A A⊂ ⊂…
0

lim
i

i i
i

X X
∈

∞

⎯⎯⎯→
=

=
`

∪ . 

1.1.7.  Phạm trù các không gian tôpô 

1.1.7.1.  Quan hệ đồng luân 

Cho X  và Y  là các không gian tôpô. 

• Phép đồng luân là một ánh xạ liên tục [ ]: 0,1F X Y× → . Khi đó, với mỗi 

( ) [ ],x t X∈ × 0,1 , ta thường ký hiệu ( ) ( ), tF x t f x=  và đồng nhất { } [ ]0,1t t
F f

∈
= . 

• Cho , :f g X Y→  là các ánh xạ liên tục. Ta bảo f  đồng luân với , ký 

hiệu 

g

f g� , nếu tồn tại phép đồng luân { } [ ]0,1t t
F f

∈
=  sao cho 0f f=  và 1f g= . Rõ 

ràng  là quan hệ tương đương trên tập � ( ),C X Y  các ánh xạ liên tục từ X  tới Y . 

• Ánh xạ liên tục :f X Y→  được gọi là tương đương đồng luân từ X  tới 

, ký hiệu Y :f X Y⎯⎯→� , nếu tồn tại ánh xạ liên tục  sao cho :g Y X→ Yf g idD �  

và . Khi đó, Xg f idD � X  và  được gọi là hai không gian cùng kiểu đồng luân, ký 

hiệu 

Y

X Y� . Dễ thấy rằng, quan hệ cùng kiểu đồng luân cũng là một quan hệ tương 

đương trên phạm trù các không gian tôpô. 
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1.1.7.2.  Không gian co rút được 

Không gian tôpô X  được gọi là co rút được nếu thỏa mãn một trong hai điều 

kiện tương đương sau : 

1. X  cùng kiểu đồng luân với không gian đơn điểm { }∗ ; 

2. Tồn tại 0x X∈  sao cho  đồng luân với ánh xạ hằng Xid
0xc . 

 

1.2.  Đại cương về phân thớ và phân thớ véctơ 

1.2.1.  Phân thớ tầm thường địa phương 

1.2.1.1.  Định nghĩa 

Cho , ,E F B  là các không gian tôpô và :p E → B

)

 là một toàn ánh liên tục. Bộ 

ba  gọi là một phân thớ tầm thường địa phương với thớ mẫu ( , ,E p Bξ = F  nếu 

thỏa mãn điều kiện tầm thường địa phương sau : với mọi x B∈ , tồn tại lân cận mở 

 của U B⊂ x  và một đồng phôi ( )1:U F p Uϕ −× →  sao cho ϕ   đồng phôi theo thớ, 

tức là Up rϕ =D ; ở đó  là phép chiếu tự nhiên lên thành phần đầu. :Ur U F U× →

( )1E p U−⊃  U B⊂  

U F×

ϕ
Ur  

p

 

 

 

 

Ta gọi : 

• : không gian toàn thể và đáy của ,E B ξ  (thường đồng nhất ξ  với E ); 

• ( ),U ϕ : bản đồ địa phương quanh x B∈ ; 

• Với mọi x B∈  thì ( )1p x F− ≈  và gọi là thớ của ξ  tại x . 

1.2.1.2.  Atlas – hàm dán 

Cho phân thớ tầm thường địa phương ( ), ,E p Bξ =  thớ mẫu F . Khi đó, với 

mọi x B∈ , tồn tại bản đồ ( ),x xU ϕ  quanh x . Atlas là một họ bản đồ ( ){ },Uα α α
ϕ=A  

sao cho { }Uα α
 là phủ mở của B . 
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Cho ( ) ( ), , , ,U U A U Uα α β β α βϕ ϕ ∈ ∩ ≠∅ . Đặt : 

( ) ( )

1

:
U U FU U F α βα β

βα β αϕ ϕ ϕ
−

∩ ×∩ ×

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

D  

tức là : 

( ) ( )
( ) ( )1 2

:

                 ,    ,

U U F U U F

x f x f
βα α β α βϕ ∩ × → ∩ ×

6
 

ta gọi βαϕ  là hàm chuyển từ ( ),Uα αϕ  sang ( ),Uβ βϕ  hay hàm dán. Để đơn giản về 

mặt ký hiệu, ta viết 1
βα β αϕ ϕ ϕ−= D . 

1.2.1.3.  Đồng cấu và đẳng cấu 

Cho hai phân thớ tầm thường địa phương ( )1 1 1, ,E p Bξ =  và  

với thớ mẫu lần lượt là 

( )2 2 2, ,E p Bξ =

1F  và 2F . Đồng cấu 1:h 2ξ ξ→  là ánh xạ liên tục  

sao cho . Khi h  là đồng phôi thì  gọi là đẳng cấu, ký hiệu 

1 2:h E E→

1 2p p= Dh h 1 2:h ξ ξ≅⎯⎯→ . 

1.2.2.  G –phân thớ chính 

1.2.2.1.  G –phân thớ 

Cho G  là nhóm tôpô (tức là một nhóm đồng thời là một không gian tôpô sao 

cho ánh xạ ( ) 1,x y xy−6  liên tục) tác động liên tục lên không gian tôpô F  bởi đồng 

cấu nhóm liên tục : 

( )
( )

: Homeo

     

G F

g g

ρ

ρ

→

6
 

ở đó,  là nhóm các phép đồng phôi của ( )Homeo F F  và : 

( )

( )( ) ( )

:
k h

g F F

f g f g f

ρ

ρ

≈⎯⎯→

=6
 

Phân thớ tầm thường địa phương với thớ mẫu F  được gọi là G –phân thớ 

nếu tồn tại atlas ( ){ },Uα α α
ϕ=A  sao cho họ hàm dán βαϕ  tương ứng với atlas này 

được cho bởi họ :U U Gβα α βϕ ∩ →  thỏa mãn hai điều kiện : 

1. ( ) ( ) ( )x x xβα αγ βγϕ ϕ ϕ=D . 
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2. ( ) ( ) 1G Gx Id xααϕ = = . 

tức là : 

( ) ( )
( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )

:

               ,      , ,

U U F U U F

x f x x f x x

βα α β α β

βα βα

ϕ

ρ ϕ ϕ

≈∩ × ⎯⎯→ ∩ ×

=6 f
 

Đặc biệt, khi ( )HomeoG F=  và ( )Homeo Fidρ =  thì mỗi phân thớ tầm thường 

địa phương ( ), ,E p Bξ =  với thớ mẫu F  đều là ( )Homeo F –phân thớ. Như vậy, –

phân thớ là khái niệm mở rộng của phân thớ tầm thường địa phương. 

G

1.2.2.2.  G –phân thớ chính 

Xét  là nhóm tôpô (một nhóm đồng thời là một không gian tôpô sao 

cho ánh xạ 

F G=

( ) 1,x y xy−6  liên tục) và tác động của  lên G F G=  bởi tịnh tiến trái : 

( ):  Homeo
      g

L G F
g L
→

6
 

ở đó : 

( )
:

:
g

g

L F G F G

f L f gf

= → =

=6
 

khi đó, một G –phân thớ với thớ mẫu F  được gọi là một –phân thớ chính. G

1.2.3.  Phân thớ véctơ 

Cho ( ), ,E p Bξ =  là một –phân thớ với thớ mẫu G F . Nếu nF = \  ( nF = ^ ) 

và ( )G Aut F≅  tác động lên F  như các tự đồng cấu tuyến tính thì ξ  được gọi là 

một phân thớ véctơ thực (phức)  chiều. n

Ví dụ.  Cho nM  là một đa tạp khả vi thực  chiều. Với phép chiếu : n

:
n

n n
x

x M

n
x

TM T M M

v T M x

π
∈

= →

∈
G 6

∪ n

)n

 

thì bộ ba  là một phân thớ véctơ thực  chiều; ở đó mỗi thớ ( , ,nTM Mξ π= n ( )1 xπ −  

chính là không gian (véctơ) tiếp xúc  của n
xT M nM  tại x . Phân thớ này gọi là phân 

thớ tiếp xúc trên đa tạp vi phân nM . 
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1.2.4.  Phép toán trên các phân thớ véctơ 

Cho ( )1 1 1, ,E p Bξ =  và ( )2 2 2, ,E p Bξ =  lần lượt là các phân thớ véctơ  chiều 

và  chiều với họ hàm dán tương ứng là 

1n

2n 1
βαϕ  và 2

βαϕ  

• Tổng trực tiếp (tổng Whitney) của 1ξ  và 2ξ , ký hiệu 1 2ξ ξ⊕ , là một phân 

thớ véctơ có họ hàm dán là βαϕ  như sau : 

( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2
1 2

1
1 2

2

: ,

0
0

U U GL n n

x
x x x

x

βα βα βα α β

βα
βα βα

βα

ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

= ⊕ ∩ → +

⎛ ⎞
⊕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
6

lK

 

Dễ thấy rằng, ( )1 2 , ,E p Bξ ξ⊕ = , ở đó : 

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, :BE E E e e E E p e p e= × = ∈ × = . 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2,p e e p e p e B= = ∈  

• Tích tenxơ của 1ξ  và 2ξ , ký hiệu 1 2ξ ξ⊗ , là một phân thớ véctơ có họ hàm 

dán là βαϕ  như sau : 

( )
( ) ( )

1 2
1 2

1 2

: ,U U GL n n

x x x
βα βα βα α β

βα βα

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= ⊗ ∩ →

⊗

lK

6
 

Một số tính chất : 

1. ( ) ( ) ( ) (1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, )ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⊕ ⊕ ≅ ⊕ ⊕ ⊗ ⊗ ≅ ⊗ ⊗ ; 

2. 1 2 2 1 1 2 2, 1ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⊕ ≅ ⊕ ⊗ ≅ ⊗ ; 

3. ( ) ( ) ( )1 2 3 1 3 2 3ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⊕ ⊗ ≅ ⊗ ⊕ ⊗ ; 

4. ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 1 3ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⊗ ⊕ ≅ ⊗ ⊕ ⊗ ; 

5. n X F≅ ×  là phân thớ véctơ  chiều trên n X  : phân thớ tầm thường. 

1.2.5.  Vị nhóm Abel ( )Vect X⎡ ⎤⎣ ⎦  

Ký hiệu ( )Vect X⎡ ⎤⎣ ⎦  là tập các lớp đẳng cấu các phân thớ véctơ phức hữu hạn 

chiều trên X . Trên ( )Vect X⎡⎣ ⎤⎦ , ta định nghĩa phép cộng như sau : 

[ ] [ ] [ ]:ξ η ξ η+ = ⊕  
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dễ thấy rằng : 

1. [ ] [ ] [ ] [ ]ξ η η ξ+ = +  vì ξ η η ξ⊕ ≅ ⊕ ; 

2. [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )ξ η ζ ξ η ζ+ + = + +  vì ( ) ( )ξ η ζ ξ η ζ⊕ ⊕ ≅ ⊕ ⊕ ; 

3. [ ] [ ] [ ]0 0ξ ξ ξ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  vì 0 0ξ ξ ξ⊕ ≅ ⊕ ≅ . 

do đó  là một vị nhóm Abel. ( )( Vect ,X⎡ ⎤ +⎣ ⎦ )
Ví dụ : xét { }X ∗�  (tức là X  co rút được). Khi đó, mọi phân thớ véctơ trên 

X  đều tầm thường. Lúc này, mỗi [ ] ( )Vect Xξ ∈⎡ ⎤⎣ ⎦  đều được đặc trưng bởi số chiều 

của nó, tức là nếu dim dimξ η=  thì ξ η≅ . Do đó ta có đẳng cấu vị nhóm : 

( ) ( )
[ ]

dim : Vect , ,

dim

X

ξ ξ

⎡ ⎤+ → +⎣ ⎦ `

6
 

suy ra . Đặc biệt, khi ( )Vect X ≅⎡ ⎤⎣ ⎦ ` { }X = ∗  ta cũng có { }( )Vect⎡ ⎤∗ ≅⎣ ⎦ ` . 

 

1.3.  Đối xứng hóa và K –nhóm đại số 

1.3.1.  Đối xứng hóa của một vị nhóm Abel 

1.3.1.1.  Định nghĩa 

Cho  là một vị nhóm Abel (nửa nhóm giao hoán có phần tử đơn vị 

nhưng chưa có phần tử đối). Nhóm đối xứng hóa hay nhóm Grothendieck của 

 là cặp 

( ,M +)

)( ,M + ( )( ),S M s  bao gồm nhóm Abel ( )( ),S M +  và đồng cấu vị nhóm 

 thỏa mãn điều kiện phổ dụng sau : với mỗi nhóm Abel G  và đồng 

cấu vị nhóm 

(:s M S M→ )

:f M G→  thì luôn tồn tại và duy nhất đồng cấu nhóm ( ):f S M G→�  

sao cho f s f=� D . 

M

G  

( )S M  s

f  
f�  
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1.3.1.2.  Cách xây dựng 

Trên vị nhóm tích M M× , ta xét quan hệ tương đương  như sau : ∼

( ) ( )( ) ( ), , :x u y v r M x v r y u r⇔ ∃ ∈ + + = + +∼  

ta ký hiệu tập thương M M×
∼  là ( )S M ; ở đó, lớp tương đương của cặp ( ),x u  ký 

hiệu là ( )k,m n . Phép toán trên ( )S M  được di truyền lại từ phép toán trên M , tức là : 

( )k ( )k ( )k, , : ,x u y v x y u v+ = + +  

ta kiểm tra được ( )( ),S M +  là một nhóm Abel với phần tử trung hòa là ( )k,x x  và 

phần tử đối của ( )k,x u  là . Với đồng cấu vị nhóm chính tắc : (k,u x)

( ) [ ] ( )k ( )k ( ): ,0 ,x M s x x x x r r S M∈ = = = + ∈6  

thì cặp  chính là nhóm Grothendieck của ( )( ,S M s) ( ),M + . 

1.3.1.3.  Mô tả 

Với mỗi ,x y M∈ , vì ( ) 0 0x y x y 0+ + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∼  nên : 

( ) ( ) ( )k ( )k ( )k ( )k ( )k ( )k, ,0 , ,0 ,0 , ,0 ,0x y y x x y y x x y x y+ ⇔ + = ⇔ =∼ −  

Như vậy ( ) [ ] [ ]{ }: ,S M x y x y M= − ∈ , ở đó : 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( ):x y u v r M x v r y u r− = − ⇔ ∃ ∈ + + = + +  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]x y u v x u y− + − = + − + v  

( ) ( )k0 , ,S M x x x= ∈M  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]x y y− − = − x  

1.3.1.4.  Các ví dụ kinh điển 

+ Xét vị nhóm Abel ( ),+` . Khi đó ( ) ( ),S = +` ] . Vì phép cộng trong  

thỏa mãn luật giản ước nên lúc này 

`

:s i= →` ]  chính là phép nhúng. 

+ Xét vị nhóm Abel ( )*,⋅] . Khi đó ( ) ( )* *,S = ⋅] _ . Vì phép nhân trong  

thỏa mãn luật giản ước nên  cũng là phép nhúng. 

*]

*:s i= →] _*
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+ Một ví dụ ít tầm thường hơn là với vị nhóm Abel ( ), ⋅]  thì ( ) { },S ⋅ =] 1  là 

nhóm tầm thường. Thật vậy, với mọi ,x y∈] , tồn tại 0r = ∈]  mà . .0 . .0x y y y= ; tức 

là ( ) (, , )x y y y∼  suy ra ( )k ( )k
( ),, , 1Sx y y y ⋅= = ] . 

1.3.2.  K –nhóm đại số 

1.3.2.1.  Môđun và môđun xạ ảnh 

• Cho R  là vành có đơn vị ký hiệu là 1. Nhóm Abel  được gọi là 

môđun trái trên 

( ,M +)

R  hay R –môđun trái nếu trên M  đã xác định thêm một ánh xạ : 

( )
:

,
R M M

r x rx
⋅ × →

6
 

gọi là phép nhân với hệ tử từ R , sao cho các tiên đề sau thỏa mãn : 

1. ; ( )r x y rx ry+ = +

2. ( )r s x rx sx+ = + ; 

3. ( ) (rs x r sx= ) ; 

4. 1x x= . 

với mọi ,x y M∈  và mọi ,r s R∈ . Phần tử có dạng 1 1 n nr x r x+ +…  với 1, , nr r R∈…  và 

1, , nx x M∈…  được gọi là tổ hợp tuyến tính của 1, , nx x…  với hệ tử trong R . Tương 

tự, ta cũng có khái niệm R –môđun phải. Khi vành R  giao hoán thì R –môđun trái 

và R –môđun phải trùng nhau và gọi chung là R –môđun. 

• Cho R –môđun M  và S M∅ ≠ ⊂ . Ta nói  là hệ sinh của S M  nếu mỗi 

phần tử của M  đều biểu diễn được thành tổ hợp tuyến tính của các phần tử trong 

. Đặc biệt, khi sự biểu diễn của mọi phần tử của S M  qua  đều duy nhất thì  

được gọi là cơ sở của 

S S

M . 

• R –môđun M  được gọi là môđun tự do nếu M  là môđun { }0  hoặc nếu 

{ }0M ≠  thì phải có cơ sở khác rỗng. Khi { }0M = , ta hiểu cơ sở của nó là . ∅

• R –môđun M  được gọi là môđun xạ ảnh nếu nó là hạng tử trực tiếp của 

một R –môđun tự do. Môđun tự do là môđun xạ ảnh. Ngược lại, mỗi môđun xạ ảnh 

trên vành chính đều là môđun tự do. 
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1.3.2.2.  Định nghĩa ( )0K R  

Cho R  là vành có đơn vị. Đặt ( )RP  là tập các lớp đẳng cấu các R –môđun 

xạ ảnh hữu hạn sinh (tức là các R –môđun có hệ sinh hữu hạn). Trên ( )RP  ta xét 

phép toán : 

[ ] [ ] [ ]:M N M N+ = ⊕  

từ các tính chất của , ta có ⊕ ( )( ),R +P  là một vị nhóm Abel. Ta định nghĩa : 

( ) ( )( )0 ,K R S R= +P  

1.3.2.3.  Các ví dụ kinh điển 

+ Lấy R = ] . Vì  là vành chính nên mọi –môđun xạ ảnh ] ] M  đều tự do 

và có cơ sở. Ký hiệu rank M  là số phần tử trong một cơ sở của M . Ta có đẳng cấu : 

( )
[ ]

rank :

rankM M

≅⎯⎯→] `

6

P
 

do đó ( ) ( )( ) ( ) ( )0 , ,K S S= + ≅ + =] ] ` ]P ,+ . 

+ Lấy R = \ . Vì \  là trường nên các R –môđun xạ ảnh M  chính là các 

không gian véctơ thực. Tương tự ta cũng có Ta có đẳng cấu : 

( )
[ ]

dim :

dimM M

≅⎯⎯→\ `

6

P
 

do đó . ( )0K ≅\ ]

 

1.4.  Sơ lược về K –lý thuyết tôpô 

1.4.1.  Nhóm 0K  và hàm tử 0K  

1.4.1.1.  Trường hợp X  compắc, Hausdorff 

Cho X  là không gian tôpô compắc, Hausdorff. Ta xây dựng nhóm ( )0K X  từ 

vị nhóm Abel ( )( )Vect ,X +⎡ ⎤⎣ ⎦  bằng cách định nghĩa : 

( ) ( )( )0 : Vect ,K X S X= +⎡ ⎤⎣ ⎦  

Mô tả : 
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• Cách 1 : 

( ) [ ] [ ] ( ){ }0 : , VectK X Xξ η ξ η= − ∈  

ở đó : 

[ ] [ ]( ) ( )( )Vect :n X nξ η ξ η= ⇔ ∃ ∈ ⊕ ≅ ⊕ n  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]:ξ η ξ η ξ ξ η η′ ′ ′− + − = ⊕ − ⊕ ′  

• Cách 2 : 

( ) [ ] [ ] ( ){ }0 : Vect ,K X n X nξ ξ= − ∈ ∈`  

ở đó : 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( ):n n p n p nξ η ξ η− = − ⇔ ∃ ∈ ⊕ + ≅ ⊕ +` p  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]:n n nξ η ξ η m⎡ ⎤− + − = ⊕ − +⎣ ⎦  

Ta kiểm tra được 0K  là một đối hàm tử từ phạm trù các không gian tôpô 

compắc, Hausdorff vào phạm trù các nhóm Abel xác định như sau : 

• Mỗi không gian tôpô compắc, Hausdorff X  tương ứng với một nhóm 

Abel ( )0K X ; 

• Mỗi ánh xạ liên tục :f X Y→  tương ứng với một đồng cấu nhóm 

( ) ( ) ( )0 * 0 0:
k h

K f f K Y K X= →  xác định bởi [ ] [ ]( ) ( ) [ ]* *f n fξ ξ⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ n . 

Đặc biệt, xét không gian chấm điểm ( )0,X x X∈ . Khi đó, phép nhúng 

{ }0:i x X→  cảm sinh một đồng cấu chiều như sau : 

( ) { }( )
[ ] [ ]

* 0 0
0dim :

dim

k h

i K X K x

n nξ ξ

= → =

− −

]

6
 

ta định nghĩa : 

( ) [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }*Ker : dim dim : dimK X i n nξ η ξ η ξ ξ= = − = = − =�  

Ví dụ : 

{ }( ) { }( )( ) ( )0 Vect , ,K S S∗ = ∗ + ≅ + =` ]  
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1.4.1.2.  Trường hợp X  compắc địa phương, Hausdorff 

Lấy compắc hóa một điểm { }X X+ = ∪ ∞  của X  (xem [7]). Xét không gian 

chấm điểm . Khi đó ta định nghĩa : ( ,X + ∞)

( ) ( ) ( )0 : ,K X K X K X+ += = ∞� �  

1.4.1.3.  Nhóm  ( )0 ,K X Y

Cho các không gian tôpô X  và Y . Ta định nghĩa : X⊂

( ) ( ) ( ) ( )0 0, : , , :K X Y K X Y K X K X= ∅� 0=  

1.4.2.  Các nhóm  ( )1K X

1.4.2.1.  Treo của một không gian tôpô 

Cho không gian tôpô X . Treo của X  là không gian : 

:SX C X C X+ −= ∪  

ở đó : 

[ ]
{ }

0,1: 1
XC X X

+ ∪= ×  

[ ]
{ }

1,0: 1
XC X X

+ ∪ −= × −  

1.4.2.2.  Các nhóm 1K  

Cho các không gian tôpô X  và Y . Ta định nghĩa : X⊂

( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 1: , , XK X K SX K X Y K S Y= = �  

1.4.3.  Dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần của K –lý thuyết tôpô 

Cho không gian tôpô X  và Y . Khi đó, tồn tại các đồng cấu nối X⊂ 0 1,δ δ  

tạo thành dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần như sau : 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 ,K Y K X K X Y←⎯⎯ ←⎯⎯

( ) ( ) ( )0 0,K X Y K X K Y⎯⎯→ ⎯⎯→

1

0

δ  0δ  
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1.5.  Đại số Banach 

1.5.1.  Đại số 

Cho trường F  và F –không gian véctơ . Ta bảo  là một đại số (kết 

hợp) trên 

A A

F  hay F –đại số nếu trên  trang bị thêm một phép nhân : A

( )
:

,x y xy
× →i

6
A A A

 

sao cho hai điều kiện sau thỏa mãn : 

1. Phép nhân trong  là một A F –dạng song tuyến tính; tức là, với mọi 

, Fα β ∈  và mọi  thì : , ,x y z∈A

( ) ( ) ( ), , ,x y z x z y zα β α β+ = +  

( ) ( ) ( ), , ,x y z x y x zα β α β+ = +  

2. Với mọi Fα ∈  và mọi ,x y∈A  thì ( ) ( ) ( )xy x y x yα α α= = . 

Giả sử B  là không gian véctơ con của F –đại số . Ta gọi : A

•  là đại số con của , ký hiệu B A B A≤ , nếu  với mọi ab∈B ,a b∈B  

(B  đóng đối với phép nhân). 

•  là iđêan của , ký hiệu , nếu B A B A� B A≤  và  với mọi 

 và . Khi đó, ta định nghĩa được đại số thương 

ab∈B

a∈A b∈B { }:a a= + ∈A B B A  

với phép nhân xác định bởi ( )( )1 2 1 2:a a a a+ + = +B B B  với mọi . 1 2,a a ∈A

1.5.2.  Đại số Banach 

^ –đại số A  được gọi là một đại số Banach nếu trên A  trang bị thêm một 

chuẩn i  sao cho ( ,A i )  là không gian Banach và .ab a b≤  với mọi ,a b A∈ . 

Các ví dụ kinh điển : 

+ ( ,^ i )  là đại số Banach với chuẩn i  là môđun của số phức. 

+ Cho X  là không gian tôpô compắc, Hausdorff. Ký hiệu  là tập các 

ánh xạ liên tục trên 

( )C X

X  nhận giá trị phức. Trên ( )C X  ta xét chuẩn : 

( ) ( )max ,
x X

f f f x f C
∞ ∈

= = ∈ X  
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khi đó ( )( ,C X
∞
i )  là một đại số Banach có đơn vị là hàm hằng . ( ) 1f x ≡

+ Cho X  là không gian tôpô compắc địa phương, Hausdorff. Ký hiệu 

 là tập các ánh xạ ( )0C X ( )f C X∈  mà triệt tiêu tại vô cùng; ở đó f  triệt tiêu tại vô 

cùng nếu với mọi 0ε >  thì ( ){ }:x X f x ε∈ ≥  là tập compắc trong X . Khi đó, 

 cùng với chuẩn ( )0C X
∞
i  lập thành một đại số Banach không có đơn vị. 

Chú ý :  

+ Ta hiểu số chiều của đại số Banach là số chiều của không gian véctơ. 

+ Khi một đại số Banach có đơn vị , ta luôn có thể giả sử e 1e = . Nếu A  

không có đơn vị, ta đặt  với chuẩn A A+ = ⊕^ ( ), :a z a z= + . Khi đó A+  trở thành 

đại số Banach có đơn vị ( )0,1e = . Ta bảo A+  là đại số Banach nhận được từ A  bằng 

cách thêm vào phần tử đơn vị hay A+  là đơn vị hóa của A . 

1.5.3.  Nón và treo 

1.5.3.1.  Định nghĩa 

Giả sử A  là một đại số Banach giao hoán. 

• Tập  các ánh xạ liên tục từ CA [ ]0,1  vào A  sao cho  lập thành 

một đại số Banach và gọi là nón của 

( )0f = 0

A . 

• Tập  các ánh xạ liên tục từ SA [ ]0,1  vào A  sao cho  lập 

thành một đại số Banach và gọi là treo của 

( ) ( )0 1f f= = 0

A . Dễ thấy rằng,  là một iđêan đóng 

trong CA . Ta có thể xem : 

SA

+  là đại số các hàm liên tục từ  vào (0 ,SA C A≅ \ ) \ A  triệt tiêu tại vô cùng; 

+  là đại số các ánh xạ liên tục từ ( )SA + [ ]0,1  vào A+  sao cho ( ) ( )0 1f f= . 

1.5.3.2.  Mệnh đề 

Cho A  là một đại số Banach giao hoán. Khi đó : 

• Nón CA  là không gian co rút được. 

• Nếu I  là không gian iđêan tối đại của A  thì I×\  là không gian iđêan tối 

đại của  và  là không gian iđêan tối đại của (SA SI + )SA + . 
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1.6.  Ánh xạ mũ và lũy đẳng 

1.6.1.  Ánh xạ mũ 

1.6.1.1.  Định nghĩa 

Cho A  là đại số Banach có đơn vị là 1. Ký hiệu { }1 : ,A a A b A ab− 1= ∈ ∃ ∈ =  

là nhóm các phần tử khả nghịch của A . Với mỗi a A∈ , rõ ràng 1

0 !

n
a

n

ae A
n

∞
−

=

= ∈∑  với 

nghịch đảo là ae− . Dễ thấy rằng, nếu  và  giao hoán với nhau, tức a b ab ba= , thì 

. Đặc biệt hơn, nếu a b a be e+ = e A  giao hoán thì ta có đồng cấu, gọi là ánh xạ mũ, như 

sau : 

( ) ( )1

2

exp : , ,
ia

A A

a e π

−+ → i

6
 

khi đó, { }2Ker exp : 1iaa A e π= ∈ =  và { }2Imexp :iae a Aπ= ∈  lần lượt là nhóm con 

chuẩn tắc của A  và nhóm con của 1A− . 

1.6.1.2.  Ký hiệu 

Với mỗi đại số Banach A  có đơn vị, ta ký hiệu ( ) { }2: 1iaQ A a A e π= ∈ =  và 

( )exp A  là nhóm con của 1A−  sinh bởi các phần tử có dạng  với , tức là : ae a A∈

( ) { } { }1 2
1exp : : , ,naa aa

nA e a A e e e a a= ∈ = ∈… … A  

đặc biệt, nếu A  giao hoán thì ( ) { }exp :aA e a A= ∈ . 

1.6.1.3.  Mệnh đề 

Thành phần liên thông của đơn vị trong 1A−  là tập mở liên thông đường và 

bằng với ( )exp A . 

1.6.2.  Lũy đẳng 

1.6.2.1.  Định nghĩa 

Phần tử p A∈  được gọi là lũy đẳng nếu 2p p= . Nếu  lũy đẳng thì : p

( ) ( ) ( )2 2

1

2
1 1 1 1

!

n
ip i

n

i
e p e p

n
π ππ∞

=

⎛ ⎞
= + = + − = ⇒ ∈⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ p Q A  
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1.6.2.2.  Mệnh đề 

a) Nếu  là tập các lũy đẳng giao hoán thì  với mọi 

. 

1, , kp … p

p

( )
1

k

i i
i

n p Q A
=

∈∑

1, , kn n ∈… ]

b) Nếu  thì a  có biểu diễn duy nhất dưới dạng , ở đó 

mỗi 

( )a Q A∈ j
j

a j
∞

=−∞

= ∑

jp  là lũy đẳng,  với 0j kp p = j k≠  và 1jp =∑ . 

1.6.2.3.  Định nghĩa 

Một hệ các lũy đẳng { }jp  mà 0j kp p =  với j k≠  và  được gọi là 

một phân hoạch của đơn vị trong 

1jp =∑
A . Với ( )a Q A∈ , biểu diễn duy nhất ja j= p∑  

với { }jp  là một phân hoạch của đơn vị, được gọi là phân tích phổ của . a

1.6.3.  Mệnh đề (Phép nâng phần tử khả nghịch) (xem [20, tr.144]) 

Cho  là các đại số Banach có đơn vị (không nhất thiết giao hoán) và 

. Khi đó,  khi và chỉ khi với mỗi toàn cấu 

,A B

1a A−∈ ( )expa∈ A : B Aϕ → ,  là ảnh của 

một phần tử khả nghịch trong 

a

B . 
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Chương 2 

K–LÝ THUYẾT CỦA ĐẠI SỐ BANACH 
 

 

Chương này là nội dung chính của luận văn. Chúng tôi sẽ trình bày cụ thể về 

những vấn đề cơ bản nhất của K –lý thuyết của đại số Banach. Trong chương này, 

chúng tôi tham khảo nhiều tài liệu nhưng về cơ bản, chúng tôi chủ yếu theo [20] và 

[24]. Độc giả muốn tìm hiểu xa hơn có thể tham khảo thêm các tài liệu [6], [12], 

[15], [16], [18], [25]. Trong đó, [18] là một tài liệu nhập môn (tương đối dễ) để 

tiếp cận về *C –đại số và K –lý thuyết của chúng, còn [12] là một tài liệu bao trùm 

về các vấn đề hiện đại nhất của K –lý thuyết. 

 

2.1.  Nhóm 1K  và hàm tử 1K  

Trong mục này, ta sẽ xây dựng nhóm ( )1K A  bằng cách phân tích nhóm con 

sinh bởi ảnh của ánh xạ mũ ( ) ( )exp : Mat GLn nA A→ . 

Ký hiệu : 

• ( ) ( ){ } ( )( )0GL : Im exp : Mat GL ,a
n n nA e a A A= = ∈ ⋅�  là thành phần liên thông 

đường của ma trận đơn vị. Nhóm thương ( ) ( )0GL GLn nA A  ký hiệu là ( )Ln A . 

• Với mỗi ma trận ( )Matna A∈  và ( )Matkb A∈  ta ký hiệu a b⊕  là ma trận : 

( )
0

Mat
0 n k

a
A

b +

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Bây giờ, ta thấy ngay rằng, nếu : A Bϕ →  là một đồng cấu thì ϕ  cảm sinh 

một đồng cấu ( ) ( )Mat Matn nA B→  mà ánh xạ ( )GLn A  vào ( )GLn B  và ( )0GLn A  

vào ( )0GLn B . Từ đó, ϕ  cảm sinh một đồng cấu ( ) ( )* : L Ln nA Bϕ → . Nói cách khác, 

( )LnA A6  là một hàm tử từ phạm trù các đại số Banach giao hoán có đơn vị đến 

phạm trù các nhóm. 
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2.1.1.  Các phép toán sơ cấp 

2.1.1.1.  Ma trận sơ cấp và phép toán sơ cấp 

• Vì { }* \ 0=^ ^  là liên thông nên ma trận có dạng : 

*

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . .

,
. . . . .
. . . . .
0 0 . . . 1

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
^

%

 

được nối với ma trận đơn vị bởi một cung trong ( )GLn ^ , do đó thuộc vào ( )0GLn ^ . 

• Ma trận 
0 1
1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 nối với ma trận 
1 0

0 1
−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 bởi cung : 

cos sin
, 0

sin cos 2
t t

t t
t t

π−⎛ ⎞
≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
6  

trong ( )0
2GL ^ . Do đó ( )0

2

0 1
GL

1 0
⎛ ⎞

∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

^ . Tương tự, bất kỳ một ma trận đổi chỗ sơ 

cấp trong ( )GLn ^  thì đều thuộc vào ( )0GLn ^ , ở đó ma trận đổi chỗ sơ cấp tức là 

một ma trận mà tác động của nó lên n^  thì chỉ thay đổi hai tọa độ và cố định các tọa 

độ khác. 

• Một ma trận trượt sơ cấp trong ( )GLn A  là ma trận có dạng n ijI ae+  với 

i j≠ , ở đó a A∈  và ije  là ma trận mà chỉ có phần tử khác không là phần tử ở vị trí 

hàng i  và cột j . Cung : 

, 0 1n ijt I tae t+ ≤ ≤6  

nằm trong ( )GLn A  và nối ma trận này với ma trận đơn vị. Do đó, ma trận trượt sơ 

cấp trong ( )GLn A  thuộc vào ( )0GLn A . Từ lập luận này, ta có : 

2.1.1.2.  Mệnh đề 

Lớp tương đương của một phần tử của ( )GLn A  trong ( )Ln A  không đổi khi : 

• Nhân một dòng (cột) bởi một số khác không; 
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• Đổi chỗ hai dòng (cột); 

• Cộng bội của một dòng (cột) vào dòng (cột) khác. 

và do bất kỳ một ma trận phức nào cũng trở thành ma trận đơn vị thông qua một 

dãy các phép biến đổi sơ cấp ở trên nên ta còn có : 

2.1.1.3.  Hệ quả 

Với mọi n , nhóm ( )Ln ^  là nhóm tầm thường. 

2.1.2.  Nhóm ( )1K A  khi A  có đơn vị 

2.1.2.1.  Xây dựng ( )1K A  

Với mỗi *, ,m n n m∈ <` , ta xét đồng cấu : 

( ) ( ), : GL GL

0
0

n m n m

m n

i A A

a
a

I −

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
 

vì ( )( ) ( )0 0
, GL GLn m n mi A A⊂  nên ,n mi  cảm sinh đồng cấu ( ) ( ), : L Ln m n mj A A→ . Dễ 

dàng kiểm tra được : 

, , , , 0m p n m n pj j j n m p= < < <D  

 tức ( ){ },L ;n n mA j  là một hệ quy nạp. 

Mặc dù ( )Ln A  có thể không Abel nhưng với m  đủ lớn (cụ thể là 2m n≥ ) thì 

ảnh của nó trong ( )Lm A  là Abel. Thật vậy : 

2.1.2.2.  Mệnh đề 

Nếu ( ), GLna b A∈  thì nab I⊕ , nba I⊕ , a b⊕  và b a⊕  là tương đương 

modulo ( )0
2GL n A . 

Chứng minh. 

Với bất kỳ ( ), GLna b A∈ , bằng phép đổi chỗ các dòng và các cột, ta có 

a b b a⊕ ⊕∼ . Do đó : 

( )( ) ( )( )
( )( )
N ( )( )

n n

n n n n n n n n
b I I aa b

ab I a I b I a I I b b a b I a I ba I
⊕ ⊕

⊕

⊕ = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ = ⊕∼ ∼ ∼���	��
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2.1.2.3.  Định nghĩa 

Cho A  là một đại số Banach giao hoán có đơn vị. Ta định nghĩa : 

( ) ( )
( )

{ } { }( ) ( )
( )

{ }

1
1 *

,

1

*

L
: lim L :

: GL ,

L
0

: L ( ), , ,
0

nn
n

n m n

nn

n
m n

n

A
K A A

a j a a A n

A
a

a a A m n n m
I

≥
⎯⎯→

≥

−

⊕
= =

− ∈ ∈

⊕
=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− ∈ ∈ <⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

`

`

        

2.1.2.4.  Hệ quả 

• Từ 2.1.2.2, ta suy ra giới hạn ( )1K A  là nhóm Abel. 

• Từ 2.1.1.2, ta cũng suy ra ( )1 0K =^ . 

2.1.2.5.  Tính chất hàm tử của 1K  

Chú ý rằng, nếu : A Bϕ →  là một đồng cấu đại số thì các ánh xạ cảm sinh 

( ) ( )GL GLn nA B→  giao hoán với mở rộng tầm thường. Do đó, các ánh xạ 

( ) ( )L Ln nA B→  giao hoán với các ánh xạ liên kết của hệ quy nạp và cảm sinh một 

đồng cấu ( ) ( )*
1 1: K A K Bϕ → . Nói cách khác, 1K  là một hàm tử từ phạm trù các đại 

số Banach giao hoán, có đơn vị đến phạm trù các nhóm Abel. 

2.1.3.  Nhóm ( )1K A�  khi A  không có đơn vị 

2.1.3.1.  Xây dựng ( )1K A�  

Bây giờ ta hãy xét phạm trù các đại số Banach không có đơn vị. Ta sẽ thác 

triển 1K  đến một hàm tử 1K�  trong một phạm trù rộng hơn. 

Xét dãy các đồng cấu : 
i AA A A

π ++⎯⎯→ = ⊕ ⎯⎯→ ≅^ ^ ^  

trong đó ( ) ( )0,i z z=  và ( ),a z zπ = . Khi đó, ta có dãy các đồng cấu cảm sinh : 

( ) ( ) ( )* *
1 1 10 0iK K A Kπ+= ⎯⎯→ ⎯⎯→ =^ ^  

do đó : 

( ) ( )1 * 1 * *Ker Ker 0 KerK A Kπ π π+ ≅ ⊕ = ⊕ ≅^  
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và ta định nghĩa : 

( ) ( )1 * 1: KerK A K Aπ += ≅�  

2.1.3.2.  Tính chất hàm tử của 1K�  

Bây giờ một đồng cấu : A Bϕ →  luôn xác định một đồng cấu tự nhiên 

: A Bϕ+ + +→  bởi ( ) ( )a aϕ λ ϕ λ+ + = + . Do đó A A+6  là một hàm tử từ phạm trù 

các đại số Banach giao hoán tới phạm trù các đại số Banach giao hoán có đơn vị. 

Do đó 1K�  là một hàm tử trên phạm trù các đại số Banach giao hoán. 

Tiếp theo ta chứng minh 1K�  là mở rộng của 1K . Giả sử A  có một phần tử 

đơn vị p . Khi đó, trong A+ , p  và 1p −  là các lũy đẳng xác định một sự phân tích 

tổng trực tiếp các đại số A A+ = ⊕^ . Suy ra ( ) ( ) ( )1 1 1K A K A K+ = ⊕ ^  và do 

( )1 0K =^  nên ( ) ( ) ( )1 1 1K A K A K A+= =� . 

2.1.4.  Mệnh đề (Tính khớp yếu của 1K� ) (xem [20, tr.148]) 

Giả sử A  là một đại số Banach giao hoán (không nhất thiết có đơn vị) và I  

là một iđêan đóng của A . Khi đó, dãy khớp iI A A Iπ⎯⎯→ ⎯⎯→  cảm sinh một dãy 

khớp ( ) ( ) ( )* *

1 1 1
iK I K A K A Iπ⎯⎯→ ⎯⎯→� � � . 

Chứng minh.  Ta cần chứng minh * *Im Keri π= . 

• Ta lần lượt mở rộng các đồng cấu i  và π  tới các đồng cấu 

:i i id I I A A+ + += ⊕ = ⊕ → = ⊕^ ^ ^  và ( ):p p id A A I A I++ + += ⊕ → = ⊕^ ^ . Khi 

đó, hợp thành iπ + +D  ánh xạ I +  thành các bội của đơn vị trong A I+ . Vì ( )1 0K =^  

nên hợp thành ( ) ( ) ( ) ( )* * * * 1 1 1 1:i i K I K I K A I K A Iπ π + + + +≅ ≅ → ≅� �D D  chính là đồng 

cấu không. Suy ra * *Im Keri π⊂ . 

• Giả sử *Keru π∈ , tức là ( )1u K A+∈  và ( )* 0uπ = . Vì ( )1u K A+∈  nên : 

( ) ( )0.GL , GLn nu a A a A+ += ∈  

và do ( )* 0uπ =  nên ( ) ( )0GLna A Iπ +∈ ; tức là : 
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( ) ( )1
1, , , Matmcc

m na e e c c A Iπ += ∈… …  

với mỗi { }1, ,k m∈ … , ta chọn nghịch ảnh ( )Matk nb A+∈  của kc . Đặt : 

( )1 GLmb b
nd e e a A− − += ∈…  

thì : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1m mb bb bd e e a e e a a aπ π π π π π
−− −− −= = = =⎡ ⎤⎣ ⎦… …  

tức là d  nằm trong ảnh của I +  trong A+ . Mà : 

( ) ( ) ( ) ( )10 0 0.GL GL .GLmb b
n n nd A e e a A a A− −+ + += =…  

nên ( ) ( )0 0
*.GL .GL Imn nu a A d A i+ += = ∈ . Vì *Keru π∈  là tùy ý nên * *Ker Im iπ ⊂ .  

 

2.2.  Nhóm 0K  và hàm tử 0K  

Trong mục này, ta sử dụng hạt nhân của ánh xạ mũ ( ) ( )exp : Mat GLn nA A→  

để xây dựng nhóm ( )0K A . 

2.2.1.  Xây dựng ( )0K A  

2.2.1.1.  Trường hợp A  có đơn vị 

Cho A  là một đại số Banach giao hoán, có đơn vị ký hiệu là 1. Ta xây dựng 

( )0K A  theo sơ đồ gồm hai bước như sau : 

• Bước 1 : từ A  xây dựng vị nhóm Abel ( )( ),J A + . 

• Bước 2 : xây dựng ( )0K A  từ nhóm Grothendieck ( )( )S J A  của ( )( ),J A + . 

Bước 1   Đặt : 

( ) ( ) ( ){ } ( )2: Mat : Matia
n ij n n nQ A a a A e I Aπ= = ∈ = ⊂  

vì ( )Matn A  không giao hoán nên ( )( ),nQ A +  không là nhóm. Tuy nhiên, với mỗi 

0 n m< <  ta có phép nhúng : 

( ) ( ), :

0
0 0

n m n m

m n

i Q A Q A

a
a

−

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
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và ta có hệ quy nạp { },( );n n mQ A i . Đặt : 

( ) ( ) ( )
*

: lim
n

n n
n

Q A Q A Q A
⎯⎯→

∈

= = ∪̀  

Vì ( )2 2 2i a b ia ibe e eπ π π⊕ = ⊕  nên trên ( )Q A , ta có thể định nghĩa phép toán ⊕  : 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,
0 m n n m

a
a b Q A Q A a Q A b Q A

b +

⎛ ⎞
⊕ = ∈ ⊂ ∈ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

dễ thấy phép ⊕  có tính chất kết hợp. Do đó ( )( ),Q A ⊕  trở thành nửa nhóm. Với 

m n> , ta hiểu mở rộng tầm thường của ( )na Q A∈  là : 

( )0m n ma Q A−⊕ ∈  

tuy nhiên, phép toán ⊕  không giao hoán vì : 

0 0
0 0
a b

a b b a
b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⊕ = ≠ = ⊕⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

do đó trên ( )Q A , ta xét quan hệ ∼  như sau : với mọi ( ) ( ),n ma Q A b Q A∈ ∈  thì : 

( ) ( )~ ,
def

a b a⇔ b coù môû roäng taàm thöôøng ñoàng daïng  

 { }( )*, max , : 0 0p n p mp p m n a b− −⇔ ∃ ∈ ≥ ⊕ ≈ ⊕`  

Nhắc lại rằng, hai ma trận ( ), Matna b A∈  gọi là đồng dạng nếu 1a ubu−=  với 

( )GLnu A∈  nào đó. Ta kiểm tra được ∼  là một quan hệ tương đương trên ( )Q A  

tương thích với phép ⊕ , tức là nếu 1 1~a b  và 2 2~a b  thì 1 2 1 2~a a b b⊕ ⊕ . Vì vậy, ta 

có thể đặt ( ) ( )
~

Q AJ A =  với phép chiếu chính tắc : 

( ) ( )Q A J A
a a

→

�6
 

Trên ( )J A  ta định nghĩa phép cộng như sau : 

k ( ): , ,a b a b a b J A+ = ⊕ ∀ ∈� �� �  

hiển nhiên phép +  kết hợp vì ⊕  kết hợp. Mặt khác, vì a b b a⊕ ⊕∼  nên 
k ka b b a⊕ = ⊕ , tức là a b b a+ = +� �� �  hay phép +  trên ( )J A  giao hoán. Dễ thấy, với mọi 
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*,m n∈`  thì 0n  và 0m  đồng dạng với nhau nên phần tử không của ( )J A  là 

( )*0  n n∈� ` . Vậy, ta đã xây dựng được vị nhóm Abel ( )( ),J A + . 

Bước 2   Vì ( )J A  là vị nhóm Abel nên ta có thể xét nhóm Grothendieck 

( )( )S J A  của nó. Với ( )na Q A∈  ta ký hiệu lớp của a  trong ( )( )S J A  là { }a . Tuy 

nhiên, nếu ( ), na b Q A∈  không giao hoán thì { } { } { }a b a b+ ≠ + . Do đó, ta khắc phục 

nhược điểm này bằng cách định nghĩa : 

( ) ( )( )
{ } { } { } ( )0 : , , , 1n

S J A
K A

a b a b a b Q A ab ba n
=

+ − − ∈ = ≥
 

và với ( )na Q A∈ , lớp của a  trong ( )0K A  ký hiệu là [ ]a . 

Tính chất hàm tử của 0K  :  

Cho ,A B  là hai đại số Banach giao hoán có đơn vị và : A Bϕ →  là một đồng 

cấu đại số Banach. Khi đó ϕ  cảm sinh ra ánh xạ ( ) ( ): Mat Matn nA Bϕ →  xác định 

như sau : 

( )( ) ( )( ):ij ijn n
a aϕ ϕ=  

dễ thấy ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),n nQ A Q B Q A Q Bϕ ϕ⊂ ⊂ , hơn nữa ϕ  cảm sinh đồng cấu nhóm : 

( ) ( )
[ ] [ ]( ) ( )

* 0 0

*

:

:

K A K B

a a a

ϕ

ϕ ϕ

→

= ⎡ ⎤⎣ ⎦6
 

do đó, 0K  là một hàm tử từ phạm trù các đại số Banach giao hoán có đơn vị tới 

phạm trù các nhóm Abel. 

2.2.1.2.  Trường hợp A  không có đơn vị 

Xét dãy các đồng cấu i A A A Aπ+ +⎯⎯→ = ⊕ ⎯⎯→ ≅^ ^ ^ , ở đó ( ) ( )0,i z z=  và 

( ),a z zπ = . Ta được dãy các đồng cấu cảm sinh : 

( ) ( ) ( )* *
0 0 0

iK K A Kπ+≅ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ≅] ^ ^ ]  

vì i idπ = ^D  nên * *i idπ = ]D . Do đó ( ) ( )0 * 0KerK A Kπ+ ≅ ⊕ ^  và ta định nghĩa : 

( )0 *KerK A π=�  
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Với mỗi đồng cấu đại số : A Bϕ →  thì biểu đồ 

 

 

 

giao hoán. Do đó biểu đồ : 

 

 

 

 

giao hoán. Suy ra đồng cấu ( ) ( )* 0 0: K A K Bϕ + +→  ánh xạ ( )0K A�  vào ( )0K B� . Từ đó, 

ta xác định được một hàm tử 0K�  trên phạm trù các đại số Banach giao hoán. 

Bây giờ ta hãy mô tả một đồng cấu từ ( )0K A  vào nhóm G  nào đó. 

2.2.1.3.  Mệnh đề (xem [20, tr.152]) 

Cho nhóm G  và ánh xạ ( )
1

: n
n

Q A Gϕ
≥

→∪  có các tính chất sau : 

a) Nếu ,a b  đồng dạng thì ( ) ( )a bϕ ϕ= . 

b) Nếu b  là mở rộng tầm thường của a  thì ( ) ( )a bϕ ϕ= . 

c) Nếu ,a b  giao hoán thì ( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ = + . 

khi đó, tồn tại một đồng cấu nhóm ( )0: K A Gϕ →�  sao cho [ ]( ) ( )a aϕ ϕ=� . 

Chứng minh. 

Với ( ) ( ),n ma Q A b Q A∈ ∈ , vì 0a⊕  và 0 b⊕  giao hoán trong ( )n mQ A+  và 

( ) ( )0 0a b a b⊕ = ⊕ + ⊕  nên từ ( )c  suy ra ta suy ra ( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ⊕ = + . Điều này 

cùng với ( )a  và ( )b  suy ra ϕ  xác định một đồng cấu từ vị nhóm ( )J A  vào G , từ 

đó, xác định một đồng cấu từ ( )( )S J A  vào G . Bây giờ, từ ( )c  suy ra đồng cấu này 

làm triệt tiêu nhóm con của ( )( )S J A  sinh bởi các phần tử { } { } { }a b a b+ − −  và do 

đó, xác định một đồng cấu ( )0: K A Gϕ →� .  

A+ A A+  

B+ B B+  

^

( )0K A+  

( )0K B+  

( )0K ^  

*
0ϕ  

*
0ϕ  
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2.2.2.  Mô tả ( )0K A  (xem [20, tr.156–158]) 

Bây giờ, ta sẽ đưa ra một sự mô tả ngắn gọn của 0K  và dùng nó để xác định 

thêm một vài tính chất của 0K . 

2.2.2.1.  Ý tưởng mô tả 

Nếu ( )Matnp A∈  là lũy đẳng thì ( )np Q A∈ . Trước hết ta ký hiệu ( )Pn A  là 

tập các lũy đẳng trong ( )Matn A  và xây dựng một nhóm ( )T A  từ ( )
1

Pn
n

A
≥
∪ . 

Bây giờ, ta thấy rằng ( )
1

Pn
n

A
≥
∪  là một tập con của ( )

1
n

n

Q A
≥
∪  đóng dưới phép 

tổng trực tiếp. Do đó ( )
1

Pn
n

A
≥
∪  xác định một nửa nhóm con ( ) ( )U A J A⊂ , tức là 

( )U A  là nửa nhóm (dưới phép tổng trực tiếp) các lớp tương đương của các phần tử 

của ( )
1

Pn
n

A
≥
∪  dưới quan hệ tương đương ∼ , ở đó p q∼  nếu ,p q  các các mở rộng 

tầm thường đồng dạng. Đặt ( )( ) ( )( )0,T A s S U A=  là nhóm Grothendieck của ( )U A . 

Ý tưởng : ta sẽ chỉ ra một đẳng cấu giữa ( )T A  và ( )0K A , và rất tự nhiên, ta 

mô tả ( )0K A  nhờ vào sự mô tả của nhóm Grothendieck ( )( ) ( )S U A T A= . 

Chú ý rằng, mặc dù ( ) ( )U A J A⊂  nhưng chưa chắc là ( ) ( )( )T A S J A⊂ . 

Điều này được khắc phục như sau : 

• Theo định nghĩa ( )0K A , ta có phép chiếu chính tắc ( )( ) ( )0:p S J A K A→ . 

• Ngoài ra, ta còn có phép bao lồng ( ) ( ):i U A J A→  và ( ) ( )( )1 :s J A S J A→  

là ánh xạ chính tắc trong định nghĩa của nhóm Grothendieck ( )( )S J A . 

• Đặt ( ) ( )1 0:i p s i U A K A= →� D D . Khi đó, theo định nghĩa của ( )( )S U A , 

tồn tại và duy nhất đồng cấu ( ) ( )* 0:i T A K A→  làm giao hoán biểu đồ : 

 

 

 

 

( )U A  

( )0K A  

( )( ) ( )S U A T A=  0s  

i�  *i  
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• Cuối cùng, ta chỉ ra ánh xạ ngược *λ  của  *i  (suy ra *i  là một đẳng cấu). 

2.2.2.2.  Xây dựng ánh xạ *λ  

Với mỗi ( )na Q A∈  ta đặt ja jp=∑  là sự phân tích phổ như trong 1.6.2.3. Ta 

xác định một phần tử ( ) ( )a T Aλ ∈  bởi ( ) ( )ja j pλ λ=∑ , ở đó ( )jpλ  là lớp tương 

đương của lũy đẳng jp  trong ( )T A . Khi đó, ánh xạ ( ) ( ): n
n

Q A T Aλ →∪  thỏa mãn 

điều kiện của 2.2.1.3. Thật vậy, có ba điều kiện mà ta cần kiểm tra : 

• Điều kiện ( )a . Giả sử ja jp=∑  đồng dạng với jb jq=∑ . Khi đó, có 

( )GLnu A∈  sao cho : 

1 1
j jjp a ubu juq u− −= = =∑ ∑  

vì sự phân tích phổ là duy nhất nên 1
j jp uq u−=  với mọi j . Từ định nghĩa của ( )T A  

ta suy ra : 

( ) ( ) ( ) ( )j ja j p j q bλ λ λ λ= = =∑ ∑  

• Điều kiện ( )b . Giả sử jb jq=∑  là mở rộng tầm thường của ja jp=∑ . 

Khi đó, với mọi 0j ≠ , jq  là mở rộng tầm thường của jp . Do đó : 

( ) ( ) ( ) ( )j jb j q j p aλ λ λ λ= = =∑ ∑  

• Điều kiện ( )c . Giả sử ja jp=∑  và jb jq=∑  là giao hoán. Khi đó, mỗi 

ip  giao hoán với mỗi jq  và mọi i jp q  đều lũy đẳng. Vì 1i jp q= =∑ ∑  nên : 

( )( ) ( )( )
, ,

,i j i j j i i j
i j i j

a ip q ip q b jq p jp q= = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

do đó : 

( )
,

i j
i j

a b i j p q+ = +∑  

đặt k i j
i j k

r p q
+ =

= ∑  thì ka b kr+ =∑  là sự phân tích phổ của a b+ . Bây giờ, nếu p  và 

q  là các lũy đẳng rời nhau trong ( )nP A , tức 0pq qp= = , thì p q⊕  sẽ đồng dạng với 

một mở rộng tầm thường của p q+ . Thật vậy, ta hãy xét : 
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( )2

1
GL

1 n

p p
u A

p p
−⎛ ⎞

= ∈⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

dễ thấy 1u u− =  và : 

( ) 1 1 0 1 0
0

1 0 0 1 0
p p p q p p p

u p q u p q
p p p p q

− − + −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⊕ = = = ⊕⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

suy ra : 

( ) ( ) ( )k i j i j i ji j ki j k i j k
r p q p q p qλ λ λ λ

+ =
+ = + =

⎛ ⎞
= = ⊕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

mà : 

( ) ( ) ( )i i j i j i jjj j
p p q p q p qλ λ λ λ

⎛ ⎞
= = ⊕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

( ) ( ) ( )j i j i j i jii i

q p q p q p qλ λ λ λ⎛ ⎞= = ⊕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

nên : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

k i j i j i j
i j i j j i

a b k r i j p q i p q j p qλ λ λ λ λ+ = = + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 ( ) ( ) ( ) ( )i j
i j

i p j q a bλ λ λ λ= + = +∑ ∑  

 

Vì ánh xạ ( ) ( ): n
n

Q A T Aλ →∪  thỏa mãn điều kiện của 2.2.1.3 nên λ  xác 

định một đồng cấu ( ) ( )* 0: K A T Aλ → . Và ta có : 

2.2.2.3.  Mệnh đề 

Ánh xạ ( ) ( )* 0:i K A T A→  là một đẳng cấu với ánh xạ ngược là *λ . 

Chứng minh. 

Ta cần chứng minh ( )0* * K Ai idλ =D  và ( )* * T Ai idλ =D . Từ quá trình xây dựng *λ , 

rõ ràng hai đẳng thức trên đúng với các lũy đẳng của ( )0K A  và ( )T A . Vì các lũy 

đẳng sinh ra ( )0K A  và ( )T A  nên hai đẳng thức trên đúng trên các tập sinh của 

( )0K A  và ( )T A . Do đó, chúng cũng đúng trên ( )0K A  và ( )T A .  
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2.2.2.4.  Định lý mô tả ( )0K A  

a) Mỗi phần tử của ( )0K A  có dạng [ ] [ ]p q−  trong đó ( ), n
n

p q Q A∈∪  là các 

lũy đẳng; hơn nữa, với hai lũy đẳng ,p q  thì [ ] [ ] 0p q− =  khi và chỉ khi tồn tại một 

lũy đẳng r  sao cho p r⊕  và q r⊕  có các mở rộng tầm thường đồng dạng. 

b) Mỗi phần tử của ( )0K A  đều có dạng [ ] [ ]np I−  với ( )Pn
n

p A∈∪  và n  

nguyên; hơn nữa, với hai lũy đẳng ,p q  thì [ ] [ ]p q=  trong ( )0K A  khi và chỉ khi 

np I⊕  và nq I⊕  có các mở rộng tầm thường đồng dạng với n  nguyên nào đó. 

Chứng minh. 

a) Theo 2.2.2.3, ta có : 

• ( ) ( )* 0:i K A T A→  là toàn cấu nên mọi phần tử của ( )0K A  đều có dạng 

[ ] [ ]p q− . Điều kiện p r q r⊕ ⊕∼  chính là điều kiện mà p  và q  xác định cùng một 

phần tử trong ( ) ( )( )T A S U A= . 

• ( ) ( )* 0:i K A T A→  là đơn cấu chính là điều kiện [ ] [ ]p q=  trong ( )0K A . 

b) Nếu ( )np Q A∈  là lũy đẳng thì nI p−  cũng lũy đẳng. Thật vậy, với mỗi 

lớp [ ] [ ] ( )0p q K A− ∈  với ( )Pnq A∈  thì : 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]n n n n n np q p q q I q I p I q I p I q I− = − + + − − = + − − = ⊕ − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

vì ( )np I q⊕ −⎡ ⎤⎣ ⎦  là lũy đẳng nên mỗi phần tử của ( )0K A  đều có dạng [ ] [ ]np I−  với 

p  là lũy đẳng và n  nguyên. Tương tự, nếu p r q r⊕ ⊕∼  với ( )Pnr A∈  thì : 

 ( ) ( )n n np I p r I r q r I r q r⊕ ⊕ ⊕ − ⊕ ⊕ − ⊕∼ ∼ ∼  

 

2.2.2.5.  Nhóm ( )0K ^  

Với mỗi đại số A  có đơn vị, ta có đồng cấu vị nhóm : 

( )
[ ]

0:

n

i K A

n I

→`

6
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Theo tính chất phổ dụng của nhóm Grothendieck, i  thác triển được thành 

đồng cấu nhóm ( )0:i K A→� ]  : 

 

 

 

 

Theo 2.2.2.4, đồng cấu này là đơn cấu. Đặc biệt hơn, trong trường hợp một 

chiều A =^  thì ( )0:i K→� ] ^  còn là đẳng cấu. Thật vậy, nếu p  là một ma trận 

vuông cấp n  (phức) lũy đẳng thì p  đồng dạng với một ma trận 0k n kI −⊕  và do đó 

[ ] [ ]kp I= . Theo 2.2.2.4, ta suy ra ( )0:i K A→� ]  là toàn cấu. Vậy ( )0K ≅^ ] . 

2.2.2.6.  Định lý mô tả ( )0K A�  

Phần tử [ ] [ ] ( )0np I K A+− ∈  thuộc vào ( )0K A�  khi và chỉ khi ( )rank p nπ = . 

Chứng minh. 

Vì ( ) ( )* 0 0: K A Kπ + → ^  được cảm sinh bởi : A A Aπ + +→ ≅ ^  nên ảnh của 

[ ] [ ]np I−  chỉ là ( ) [ ]np Iπ −⎡ ⎤⎣ ⎦ . Vì ( )pπ  đồng dạng với 0kI ⊕  với ( )rankk pπ=  nên 

phải có ( )rank p nπ = .  

2.2.3.  Mệnh đề (Tính khớp yếu của 0K� ) (xem [20, tr.158]) 

Giả sử A  là một đại số Banach giao hoán (không nhất thiết có đơn vị) và I  

là một iđêan đóng của A . Khi đó, dãy khớp iI A A Iπ⎯⎯→ ⎯⎯→  cảm sinh một dãy 

khớp ( ) ( ) ( )* *
0 0 0

iK I K A K A Iπ⎯⎯→ ⎯⎯→� � � . 

Chứng minh.  Ta cần chứng minh * *Im Keri π= . 

• Xét dãy khớp : 

( ) ( )i i id idI I A A A I A I A Iπ π+ + += ⊕ = ⊕+ + += ⊕ ⎯⎯⎯→ = ⊕ ⎯⎯⎯⎯→ = = ⊕^ ^ ^  

ta có dãy tương ứng : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0 0 0 0 0

iK I K I K A K A K A I K A Iπ+ ++ + += ⊕ ⎯⎯→ = ⊕ ⎯⎯→ = ⊕� � �^ ^ ^  

`  

( )0K A  

( )S =` ]  s

i i�  
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vì ^  nhúng chính tắc vào A I+  nên iπ + +D  chỉ là đồng cấu I I I+ +→ ≅ ^ . Do đó, 

iπ + +D  cảm sinh cho ta một đồng cấu ( ) ( ) { } ( )* * 0 0 0: 0i K I K Kπ + + + → ≅ ⊕D ^ ^ . Suy ra 

( ) { }* * 00 : 0i K Iπ = →�D . Vậy * *Im Keri π⊂ . 

• Bây giờ, giả sử *Kerc π∈ , tức là ( ) ( )0 0c K A K A+∈ ⊂�  và ( )* 0cπ = . Ta cần 

chứng minh *Imc i∈ , tức là c  là ảnh của một phần tử nào đó trong ( )0K I� . 

Thật vậy, vì ( ) ( )0 0c K A K A+∈ ⊂�  nên theo 2.2.2.3 và 2.2.2.6 thì : 

[ ] [ ] ( ) ( )1 1 1
1

, P , rankk n
n

c p I p A p kπ+

≥

= − ∈ =∪  

hơn nữa, ( ) ( ) [ ]* 1 0kc p Iπ π= − =⎡ ⎤⎣ ⎦  nên tồn tại n∈`  sao cho : 

( )1 n k n k np I I I Iπ +⊕ ⊕ =∼  

do đó nếu ( )
1

, Pn
n

p q A+

≥

∈∪  lần lượt là mở rộng tầm thường của ( )1 np Iπ ⊕  và k nI +  

thì [ ] [ ]c p q= −  với ( ) ( )p qπ π∼  hay : 

( ) ( ) ( )1 , GLmq u p u u A Iπ π − += ∈⎡ ⎤⎣ ⎦  

theo 2.1.2.2, ta có thể giả sử ( )0GLmu A I+∈  và : 

( ) ( ) ( ) ( ) 11 10 0q u u p u uπ π
−− −⊕ = ⊕ ⊕ ⊕⎡ ⎤⎣ ⎦  

vì ( )0
mu GL A I+∈  nên theo 1.6.3, ta có : 

( ) ( )0, GLmu v v Aπ += ∈  

do đó [ ] [ ] [ ]1p q vpv q−⎡ ⎤− = −⎣ ⎦  và ( ) ( ) ( )1 1vpv u p u qπ π π− −= =⎡ ⎤⎣ ⎦ . Chú ý rằng, q  là mở 

rộng tầm thường của k nI +  nên 0k nq I += ⊕  và ( )rank q k nπ = + . Hơn nữa : 

( ) ( )( )21 1 1 2 1 1vpv vpv vpv vp v vpv− − − − −= = =  

nên ( )1 Pmvpv I− +∈ . Từ 2.2.2.6, ta suy ra [ ] [ ] *Imc p q i= − ∈ . Vì *Kerc π∈  là tùy ý 

nên * *Ker Im iπ ⊂ .  

 



49 

2.3.  Liên hệ giữa các nhóm 0K  và 1K  

Trong mục này, ta sẽ xây dựng một mối liên hệ mật thiết giữa 0K  và 1K . Cụ 

thể là, với mỗi iđêan I  của đại số Banach A , ta đã có hai dãy khớp : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
0 0 0 1 1 1,i iK I K A K A I K I K A K A Iπ π⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→� � � � � �  

và bây giờ, ta sẽ tạo ra một đồng cấu, gọi là đồng cấu nối, ( ) ( )1 1 0: K A I K Iδ →� �  nối 

hai dãy khớp trên thành một dãy khớp 6–thành phần. 

2.3.1.  Phương pháp 

Mô tả : một phần tử ( )GLka A I∈  có thể được dùng để liên kết một lũy đẳng 

( )0 Pk nI I +⊕ ∈  thành một lũy đẳng ( )Pnp I +∈ ; rất tự nhiên, lớp của a  được ánh xạ 

thành lớp [ ] [ ]kp I− . Cụ thể, ta sẽ thực hiện hai bước như sau : 

• Bước 1 : xây dựng ( ) ( )1 1 0: K A I K Iδ → �  khi A  có đơn vị; 

• Bước 2 : thác triển 1δ  trong trường hợp A  không có đơn vị. 

2.3.2.  Xây dựng 1δ  

2.3.2.1.  Bước 1 

• Trước tiên, gọi : A A Iπ →  là ánh xạ thương. Với ( )GLka A I∈  và n k>  

nào đó (chẳng hạn 2n k= ), ta có thể chọn ( )GLn kb A I−∈  (chẳng hạn 1b a−= ) sao 

cho ( )0GLna b A I⊕ ∈ . Gọi ( )0GLnu A∈  là nghịch ảnh của ( )0GLna b A I⊕ ∈ . Ta đặt 

0k n kq I −= ⊕  và 1p uqu−= . Khi đó 2q q=  và : 
2 2 1 1p uq u uqu p− −= = =  

suy ra ( )Pnp I +∈ . Mặt khác : 

( ) ( )( )( ) 1 1 10 . . .0 . 0k n k k n k k n kp a b I a b a I a b b Iπ − − −
− − −= ⊕ ⊕ ⊕ = ⊕ = ⊕  

vậy ( )rank p kπ = . Từ 2.2.2.6, ta suy ra [ ] [ ] ( )0kp I K I− ∈ � . 

• Tiếp theo, ta khẳng định rằng, lớp [ ] ( )0p K I +∈  không bị thay đổi bởi việc 

chọn b  và u  mà chỉ phụ thuộc vào lớp của ( )0.GLka A I . Để chứng tỏ điều này, giả 
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sử ( ) ( )0 0.GL .GLk kc A I a A I=  và chọn ( )GLn kd A I−∈ , ( )GLnv A∈  sao cho 

( ) ( )0GLnv c d A Iπ = ⊕ ∈ ; đặt 1
1p vqv−= . Ta cần chứng minh : 

[ ] [ ] ( ) 1 1
1 0p p K I uqu vqv+ − −= ∈ ⇔ ∼  

thật vậy, ta có : 

( ) ( ) ( )1 1 1 0
nc d a b c a d b GL A I− − −⊕ ⊕ = ⊕ ∈  

vì ( )1 0GLkc a A I− ∈  nên ( )1 0GLk nI d b A I−⊕ ∈ , do đó d  và b  có thể được thay thế 

bởi các mở rộng tầm thường kd I⊕  và kb I⊕  mà tương đương với nhau, tức là ta có 

thể giả sử rằng ( )1 0GLn kd b A I−
−∈ . 

Bây giờ ta chọn các nghịch ảnh ( )GLkg A∈  và ( )GLn kh A−∈  tương ứng của 

1c a−  và 1d b− . Đặt ( )GLnw g h A= ⊕ ∈ . Khi đó : 

( ) ( )( )( )1 1 1 1 1
nvwu c d c a d b a b Iπ − − − − −= ⊕ ⊕ ⊕ =  

 ( )1
nvwu GL I− +⇒ ∈  ( )1  

mặt khác : 

( )( )( )1 1 1 1 1 10kp uqu u g h I g h u uw qwu− − − − − −= = ⊕ ⊕ ⊕ =  

suy ra : 

 ( ) ( ) 11 1 1 1 1 1 1 1
1q wu puw p vqv vwu puw v vwu p vwu

−− − − − − − − −= ⇒ = = =  ( )2  

từ ( )1  và ( )2  suy ra 1 1uqu vqv− −∼  nên chúng xác định cùng một lớp trong ( )0K I + . 

Điều đó có nghĩa là [ ] [ ] ( )1 0p p K I += ∈ . Hơn nữa, nếu thay a  bởi mở rộng tầm 

thường ja I⊕  thì khi thay p  bởi jp I⊕  và kI  bởi k jI + , lớp [ ] [ ]kp I−  vẫn không 

thay đổi. 

• Bây giờ, với mỗi ( )GLka A I∈ , ta đặt ( ) [ ] [ ]ka p Iδ = − . Rõ ràng : 

( ) ( ) ( )a b a bδ δ δ⊕ = +  

theo 2.2.1.1, vì n kab I a b−⊕ ⊕∼  nên ( ) ( ) ( )ab a bδ δ δ= + . Từ đó, bằng cách đặt 

[ ]( ) ( )1 a aδ δ=  ta xác định được một đồng cấu ( ) ( )1 1 0: K A I K Iδ → � . 
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2.3.2.2.  Bước 2 

Trong trường hợp A  không có đơn vị, ta có : 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1A I A I K A I K A I K A I+ ++ += ⇒ = =�  

suy ra, đồng cấu ( ) ( )1 1 0: K A I K Iδ →� �  chính là đồng cấu ( ) ( )1 1 0: K A I K Iδ + → �  mà 

ta đã xây dựng ở bước 1. 

2.3.3.  Mệnh đề (xem [20, tr.160]) 

Nếu I  là một iđêan đóng của A  thì dãy sau là khớp : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 * *
1 1 1 0 0 0

i iK I K A K A I K I K A K A Iπ δ π⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→� � � � � �  

Chứng minh.  Ta chỉ cần chứng minh * 1Im Kerπ δ=  và 1 *Im Ker iδ =  là đủ. 

• Tính khớp tại ( )0K I�  : 

+ Với mỗi ( )GLka A I+∈ , theo cách xác định, ta có : 

[ ]( ) [ ] [ ] ( )1 0ka p I K Iδ = − ∈ �  

ở đó 1p uqu−=  với ( )0GLnu A∈  và 0k n kq I −= ⊕ . Khi đó 0k n kp I −⊕∼  trong 

( )Matn A+ . Theo 2.2.2.6, ta suy ra  [ ] [ ] *Kerkp I i− ∈ . Do đó 1 *Im Ker iδ ⊂ . 

+ Nếu [ ] [ ] *Kerkp I i− ∈  thì 0k n kp I −⊕∼ , nghĩa là ( ) 10k n kp u I u−
−= ⊕  với 

( )GLnu A∈  nào đó. Theo 2.2.2.6, [ ] [ ] ( )0kp I K I− ∈ �  nên ( )rank p kπ = . Khi đó : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 . 0 . 0 . . 0k k k kI u I u I u u Iπ π π π

−
⊕ = ⊕ ⇒ ⊕ = ⊕⎡ ⎤⎣ ⎦  

vậy ( )uπ  giao hoán với 0kI ⊕ . Do đó, ( )uπ  phải có dạng : 

( ) ( ) ( ), GL , GLk n ku a b a A I b A Iπ + +
−= ⊕ ∈ ∈  

theo cách xây dựng 1δ  ta suy ra [ ] [ ] [ ]( )1 1Imkp I aδ δ− = ∈ . Do đó * 1Ker Imi δ⊂ . 

• Tính khớp tại ( )1K A I�  : 

+ Giả sử [ ] *Ima π∈ , tức là ( )a vπ=  với ( )GLkv A+∈ . Vì [ ]( )1 aδ  không phụ 

thuộc vào ( )0GLnu A∈  nên ta có thể chọn 1u v v−= ⊕ . Khi đó, [ ]( ) [ ] [ ]1 ka p Iδ = −  với 

( ) 10 0k n k k n kp u I u I−
− −= ⊕ = ⊕ . Suy ra [ ]( )1 0aδ = . Vậy * 1Im Kerπ δ⊂ . 
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+ Giả sử [ ] 1Kera δ∈ , tức là [ ] ( )0a K A I∈ �  và [ ]( ) [ ] [ ]1 0ka p Iδ = − = . Theo 

định nghĩa, ta có 0k n kp q I −= ⊕∼ , nghĩa là 1p vqv−=  với ( )GLnv I +∈ . Mà 1p uqu−=  

nên 1 1q vu quv− −=  hay 1 1uv q quv− −= . Vì 1uv−  giao hoán với q  nên nó phải có dạng : 

( ) ( )1 , GL , GLk n kuv g h g A h A− + +
−= ⊕ ∈ ∈  

lưu ý rằng ( ) nv Iπ =  nên ( ) ( ) ( )1g h uv a bπ π π −⊕ = = ⊕ . Suy ra a  có nghịch ảnh là 

( )GLkg A+∈  hay [ ] *Ima i∈ . Vậy 1 *Ker Imδ π⊂ .  

2.3.4.  Mệnh đề 

Tồn tại đẳng cấu ( ) ( )* 1 0: K A K SAα →� � . 

Chứng minh. 

Ánh xạ ( )1f f6  là một toàn cấu từ CA  vào A  với hạt nhân là SA . Theo 

định lý Noether ta suy ra A CA SA≅ . Áp dụng 2.3.3, ta có dãy khớp : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 0 0 0K SA K CA K A K SA K CA K Aδ→ → ⎯⎯→ → →� � � � � �  

nhưng CA  là co rút được nên ( ) ( )0 1 0K CA K CA= =� � . Từ dãy khớp trên ta rút ra được 

dãy khớp ( ) ( )1
1 00 0K A K SAδ→ ⎯⎯→ →� � . Theo các kết quả cơ bản trong đại số thì dãy 

khớp này đồng nghĩa với 1δ  là đẳng cấu. Đó chính là đẳng cấu *α  cần tìm.  

 

2.4.  Định lý tuần hoàn Bott 

Trong mục này, ta sẽ chứng minh một định lý trung tâm của K –lý thuyết, 

định lý tuần hoàn Bott, trong trường hợp của đại số Banach. Trong cách đặt của ta, 

định lý này nói rằng ( ) ( )2
0 0K S A K A≅� � , ở đó ( )2S A S SA=  là treo thứ hai của A ; và 

một cách tự nhiên, ta cũng có đẳng cấu tương tự ( ) ( )2
1 1K S A K A≅� � . 

2.4.1.  Phương pháp 

Ta chứng minh trực tiếp ( ) ( )2
0 0K S A K A≅� �  bằng cách chỉ ra đẳng cấu 

( ) ( )* 0 1: K A K SAβ →  khi A  có đơn vị và đẳng cấu ( ) ( )* 0 1: K A K SAβ →� �  khi A  

không có đơn vị. Sau đó, áp dụng ánh xạ *α  trong 2.3.4 với A  được thay bởi SA . 
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2.4.2.  Trường hợp A  có đơn vị 

2.4.2.1.  Các khái niệm bổ trợ 

• Với mỗi đại số A  không đơn vị, ta ký hiệu AΩ  là đại số có đơn vị các ánh 

xạ liên tục f  từ khoảng đơn vị [ ]0,1  vào A  sao cho ( ) ( )0 1f f= . Chú ý rằng, khi 

đó SA  là một iđêan trong A+Ω  gồm các ánh xạ với giá trị trong A  và ( )SA +  là đại 

số con của A+Ω  gồm các ánh xạ hằng modulo A . 

• Khi A  có đơn vị, ta sẽ gọi các phần tử của ( )GLn AΩ  là các khuyên. 

2.4.2.2.  Xây dựng *β  

Cho A  có đơn vị. Nếu ( )na Q A∈  thì ánh xạ 2 itat e π6  xác định một khuyên 

trong ( )GLn AΩ  mà ta ký hiệu là ( )aβ . Chú ý rằng : 

• ( ) ( ) ( )a b a bβ β β+ =  nếu ,a b  là giao hoán; 

• ( ) ( )1 1uau u a uβ β− −=  với ( )nu GL A∈ ; 

• ( ) ( )0a a Iβ β⊕ = ⊕ . 

vậy, β  thỏa mãn 2.2.1.3 nên đặt [ ]( ) ( ) ( )* 1a a K Aβ β= ∈ Ω⎡ ⎤⎣ ⎦  với [ ] ( )0a K A∈  thì suy 

ra ( ) ( )* 0 1: K A K Aβ → Ω  là một đồng cấu xác định hợp lý. 

Ta sẽ chứng minh ( ) ( )* 0 1: K A K Aβ → Ω  là một đẳng cấu bằng cách xây dựng 

một nhóm bổ trợ G  sao cho *β  phân tích thành ( ) ( )* *
0 1K A G K Aϕ ψ⎯⎯→ ⎯⎯→ Ω  và 

sau đó chứng minh rằng *ϕ  và *ψ  đều là các đẳng cấu. 

2.4.2.3.  Xây dựng nhóm bổ trợ G  

Nếu ( ) ( )Pn np A Q A∈ ⊂  là một lũy đẳng thì : 

( )( ) ( ) ( )2 2

1

2
1 1 1 1

!

n
itp it

n

it
p t e p e p zp

n
π ππ

β
∞

=

⎛ ⎞
= = + = + − = + −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

ở đó và trở về sau z  ký hiệu là khuyên ( ) 2 itz t e π= . Do đó ( )pβ  là một khuyên 

tuyến tính theo z . Ta gọi khuyên như vậy là khuyên tuyến tính. 

Nhóm G  được xây dựng từ các khuyên tuyến tính như sau : 



54 

• Tổng trực tiếp f g⊕  của hai khuyên tuyến tính ,f g  lại là một khuyên 

tuyến tính nên mở rộng tầm thường của khuyên tuyến tính là tuyến tính. 

• Ta viết f g∼  nếu các khuyên tuyến tính ,f g  có các mở rộng tầm thường 

được nối với nhau bởi một cung bao gồm các khuyên tuyến tính. Lớp tương đương 

của các khuyên tuyến tính dưới quan hệ này lập thành một nửa nhóm Abel với phép 

toán ⊕ . Rất tự nhiên, ta đặt G  là nhóm Grothendieck của nửa nhóm này. 

Bây giờ ta xây dựng các đồng cấu *ϕ  và *ψ  như sau : 

• Phép bao lồng ψ , ánh xạ mà xem một khuyên tuyến tính chỉ như là một 

phần tử của ( )GLn AΩ , cảm sinh một đồng cấu ( )* 1: G K Aψ → Ω . 

• Theo 2.2.1.3, ánh xạ ϕ  biến mỗi lũy đẳng ( )Pnp A∈  thành khuyên tuyến 

tính ( )1 p zp− +  cảm sinh một đồng cấu ( )* 0: K A Gϕ → . 

2.4.2.4.  Bổ đề 

Tồn tại đồng cấu ( )* 0: G K Aλ →  sao cho ( )0* * K AIdλ ϕ =D  và * * * *ψ ψ ϕ λ= D D . 

Chứng minh. 

Giả sử g  là một khuyên tuyến tính. Khi đó ( ) ( )0 1g g=  là một ma trận vô 

hướng và xác định một phép biến dạng về phần tử đơn vị. Suy ra g  và ( ) 10f g g−=  

có cùng lớp trong G . Hơn nữa, ( ) ( )0 1 1f f= = . 

Vì f  tuyến tính nên f a bz= +  với ( ), Matna b A∈  và ( )1 1a b f+ = = . Suy ra 

f  biến mọi giá trị của nó thành một đại số con giao hoán của ( )Matn A  sinh bởi a . 

Chú ý rằng, ( )f t  là hàm khả vi theo t  và ( ) 2f t izbπ′ = . Ta đặt : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0

1 1 2
2 2

t t t

l f t f s f s ds izb a zb ds zb a zb ds
i i

π
π π

− − −′= = + = +∫ ∫ ∫  

khi đó ( )( )0 0l f =  và ( )l f  là hàm khả vi liên tục từ [ ]0,1  vào A ; hơn nữa : 

( ) 11
2

l f f f
iπ

−′ ′=  

do đó hàm ( )21 il ff e π−  có đạo hàm triệt tiêu và bằng 1 tại 0t = . Từ đó ( ) ( )( )2 il f tf t e π= . 
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Chú ý rằng mặc dù ( )( )0 0l f =  nhưng có thể ( )( )1 0l f ≠ , do đó ( )l f  có thể 

không nằm trong ( )Matn AΩ . Ta đặt ( ) ( ) ( )( )1g f l fλ λ= = . Khi đó ( )1 1f =  và 

( ) ( )ng Q Aλ ∈ . Rõ ràng ( )gλ  liên tục theo g  và ( ) ( ) ( )1 2 1 2g g g gλ λ λ⊕ = + . Do đó 

λ  xác định một đồng cấu ( )* 0: G K Aλ → . 

Nếu p  lũy đẳng thì ( ) ( )1p p zpϕ = − +  và ( ) ( )1 11p p z pϕ − −= − + . Do đó : 

( )( ) ( )
1 1

1

0 0

1p zp p z p p pλ ϕ −⎡ ⎤= − + = =⎣ ⎦∫ ∫  

vì các lũy đẳng sinh ra ( )0K A  nên * * 1λ ϕ =D . 

Nếu g  là khuyên tuyến tính và ( ) 10f g g−=  thì ta đặt ( ) ( )( ) ( )h t l f t t gλ= − . 

Vì ( ) ( )( )1g l fλ =  nên ( ) ( )0 1 0h h= = . Do đó ( )Matnh A∈ Ω  và ( )2 0ih
nk e GL Aπ= ∈ Ω . 

Hơn nữa, vì ( ) ( ) ( ) ( )20 0it gg g ke g k gπ λ ϕ λ= = D  nên g  và ( )gϕ λD  xác định cùng một 

lớp trong ( )1K AΩ . Do đó * * * *ψ ψ ϕ λ= D D .  

2.4.2.5.  Định nghĩa 

Ta hiểu khuyên đa thức là một phần tử ( )GLnf A∈ Ω  có dạng 
0

k
j

j
j

f z a
=

=∑  với 

( ) 2 itz t e π=  ở trên. 

Chú ý rằng, nếu ,f g  là các khuyên đa thức thì f g⊕  là một khuyên đa thức. 

Giống như trường hợp khuyên tuyến tính, lớp đồng luân của các khuyên đa thức lập 

thành một nửa nhóm Abel dưới phép toán ⊕ , ở đó khuyên đa thức được đồng nhất 

với mở rộng tầm thường của chúng. 

2.4.2.6.  Bổ đề 

Nhóm phổ dụng của nửa nhóm các lớp đồng luân của các khuyên đa thức 

đẳng cấu với ( )1K AΩ  qua phép bao lồng. 

Chứng minh.  Ta có một kết quả cơ bản : các phần tử của AΩ  với khai triển 

chuỗi Laurent 
k

j
j

j k
a z

=−
∑  là trù mật trong AΩ . 
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Vì ( )0GLn AΩ  là mở trong ( )Matn AΩ  nên với mỗi khuyên ( )GLnf A∈ Ω , ta 

có thể tìm một khuyên : 

( )
k

j
j n

j k

g z a GL A
=−

= ∈ Ω∑  

tương đương với f  modulo ( )0GLn AΩ . Với khuyên g  như thế, ta có kz g  là một 

khuyên đa thức, tức là kg z h−=  với một khuyên đa thức h  nào đó và k  là số nguyên 

không âm. Vì kz−  là hàm ngược của khuyên đa thức kz , [ ] ( )1h K A∈ Ω  với khuyên 

đa thức h  tạo thành một nửa nhóm sinh ra ( )1K AΩ . 

Bây giờ giả sử hai khuyên đa thức ,f g  xác định cùng một lớp trong 

( )1K AΩ . Khi đó, bằng cách lấy mở rộng tầm thường, ta có thể giả sử f  và g  được 

nối với nhau bởi một cung trong ( )GLn AΩ . Ta chọn các điểm : 

0 1, , nf f f f g= =…  

trên cung đó sao cho chúng gần nhau và các đoạn thẳng nối if   và 1if +  vẫn còn nằm 

trong ( )GLn AΩ . Bây giờ, xấp xỉ if  bởi khuyên Laurent ig  và nối chúng bởi các 

đoạn thẳng, ta có thể xây dựng được một cung tuyến tính trơn từng khúc từ f  đến 

g  chứa toàn bộ các khuyên Laurent. Nếu ta nhân cung này với kz  với k  đủ lớn, ta 

có một cung của các khuyên đa thức nối kz f  với kz g . 

Vì kz f I⊕  và kf z⊕  được nối với nhau bởi một cung của các khuyên đa 

thức, và kz f I⊕  và kf z⊕  cũng vậy, nên [ ] [ ]f g=  trong ( )1K AΩ  nếu và chỉ nếu 

f h⊕  và g h⊕  là đồng luân trong tập các khuyên đa thức với khuyên đa thức h  

nào đó. Vì đây là quan hệ ta phân tích bằng cách đi qua nhóm phổ dụng của nửa 

nhóm các lớp đồng luân của các khuyên đa thức nên định lý được chứng minh.  

2.4.2.7.  Bổ đề 

Ánh xạ ( )* 1: G K Aψ → Ω  là một đẳng cấu. 

Chứng minh. 

Ta sẽ dùng 2.4.2.6 để xây dựng hàm ngược *μ  của *ψ . 
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Với khuyên đa thức ( )
0

GL
k

j
i nf z a A= ∈ Ω∑  ta đặt ( )k fμ  là ma trận vuông 

cấp ( )1n k +  sau : 

( )

0 1 1

0 0

0 0

k k

n n
k

n n

a a a a
zI I

f

zI I

μ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

…
…

# # # #
…

 

Rõ ràng ( )k fμ  là một khuyên tuyến tính. Hơn nữa, ( )k fμ  tương đương với 

nkf I⊕  modulo ( ) ( )0
1GLn k A+ Ω . Thật ra, ta có thể xây dựng nkf I⊕  từ ( )k fμ  bằng 

cách : cộng z  lần cột thứ k  vào cột ( )1k − , sau đó cộng ka−  lần hàng k  vào hàng 

thứ nhất. Ở bước này ta có ma trận nb I⊕  ở đó : 

0 1 2 1

0 0

0 0

k k k

n n

n n

a a a a za
zI I

b

zI I

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

…
…

# # … # #
…

 

lặp lại quá trình này và sau k  bước ta có nkf I⊕ . Theo 2.1.1.2, ( )k fμ  và nkf I⊕  

tương đương với nhau. 

Bây giờ, vì ( )k fμ  là một khuyên tuyến tính nên nó xác định một lớp trong 

G . Ta khẳng định rằng lớp này là không phụ thuộc vào k  với ( )degk f≥ . Thật vậy, 

nếu 0ka =  thì : 

( )
( )1 0

0

k

k

n n

f
f

zI I

μ
μ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

… …
# … … #

…
 

được nối với ( )1k nf Iμ − ⊕  bởi cung : 

( )1 0

0

k

n n

f
t

tzI I

μ −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

… …
6 # … … #

…
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Từ đó suy ra nếu ta lấy ( )fμ�  là một lớp trong G  của ( )k fμ  với ( )degk f≥ , 

thì μ�  xác định hợp lý một ánh xạ từ tập các khuyên đa thức vào G . Rõ ràng, nếu f  

và g  được nối với nhau bởi một cung của các khuyên đa thức thì với k  đủ lớn, áp 

dụng điều này cho kμ , ta tạo ra được một cung của các khuyên tuyến tính nối 

( )k fμ  và ( )k gμ  và do đó, ( ) ( )k kf gμ μ=� � . Rõ ràng, ( ) ( ) ( )k k kf g f gμ μ μ⊕ = ⊕� � � . Ta 

kết luận μ�  xác định một đồng cấu ( )* 1: K A Gμ Ω → . 

Vì nf I⊕  và ( )k fμ  với ( )degk f≥  được nối với nhau bởi một cung của các 

khuyên đa thức nên * * 1ψ μ =D . Mặt khác, với khuyên tuyến tính g a bz= +  thì : 

( )1
n

a b
g

z I
μ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

và : 

0
0n

n

a zb
g I

I
+⎛ ⎞

⊕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

được nối với nhau bởi một cung của các khuyên tuyến tính. Do đó * * 1μ ψ =D . Định 

lý được chứng minh.  

2.4.2.8.  Mệnh đề 

Đồng cấu ( ) ( )*
0 1: K A K Aβ → Ω  là một đẳng cấu. 

Chứng minh.  Trong phần trên, ta đã xây dựng nhóm bổ trợ G  và phân tích 

đồng cấu *β  thành ( ) ( )* *
0 1K A G K Aϕ ψ⎯⎯→ ⎯⎯→ Ω ; ở đó : 

• Theo 2.4.2.4, tồn tại đồng cấu ( )* 0: G K Aλ →  sao cho : 

( )0* * * * * *,K AIdλ ϕ ψ ψ ϕ λ= =D D D  

• Theo 2.4.2.7, ( )* 1: G K Aψ → Ω  là đẳng cấu. 

Vì *ψ  là một đẳng cấu nên từ * * * *ψ ψ ϕ λ= D D  suy ra * * Gidϕ λ =D . Kết hợp với 

( )0* * K Aidλ ϕ =D  ta suy ra *ϕ  là đẳng cấu. Từ đó * * *β ψ ϕ= D  là đẳng cấu.  

2.4.3.  Mệnh đề (Trường hợp A  không có đơn vị) 

Với mỗi đại số không có đơn vị A , tồn tại đẳng cấu ( ) ( )* 0 1: K A K SAβ →� � . 
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Chứng minh.  Nhắc lại rằng ( ) ( ) ( )0 0 0K A K A K+ ≅ ⊕� � ^  ở đó ( )0K A�  bao gồm 

các lớp [ ] [ ]kp I−  với rankk p= . 

Xem SA A+Ω� , ta có sự phân tích tương tự ( ) ( ) ( )( )1 1 1K A K SA K C T+Ω ≅ ⊕� � , ở 

đó T  là đường tròn đơn vị. Thật vậy, với mỗi ( )GLnf A+∈ Ω  có duy nhất sự phân 

tích f gh=  ở đó g  là hằng modulo A  và ( )( )GLnh C T∈ . Do đó, ( )GLn A+Ω  là tích 

của ( )( )GLn SA +  và ( )( ) ( )GL GLn nC T = Ω^ . Do đó, ta có sự phân tích này. 

Bây giờ, nếu kp I=  thì ( )( )2 GLitp
ne C Tπ ∈  và do đó *β  ánh xạ ( )0K� ^  vào 

( )( )1K C T . Tương tự, *β  ánh xạ ( )0K A�  vào ( )1K SA . Vì ( ) ( )* 0 1: K A K Aβ + +→ Ω  là 

một đẳng cấu nên hạn chế ( ) ( )* 0 1: K A K SAβ →� �  cũng là một đẳng cấu.  

2.4.4.  Định lý tuần hoàn Bott (Định lý trung tâm của K –lý thuyết) 

Với mỗi đại số Banach A  thì ( ) ( )2
0 0K A K S A≅� �  và ( ) ( )2

1 1K A K S A≅� � . 

Chứng minh. 

Theo 2.3.4 và 2.4.3, ta có các đẳng cấu ( ) ( )
*

1 0K A K SA
α

≅� �  và ( ) ( )
*

0 1K A K SA
β

≅� � . 

Thay A  bởi SA  trong các đẳng cấu này, ta có các đẳng cấu ( ) ( )*
2

1 0K SA K S A
α

≅� �  và 

( ) ( )* 2
0 1K SA K S A

β

≅� � . Từ đó ( ) ( )* * 2
0 0K A K S A

α β

≅
D

� �  và ( ) ( )* * 2
1 1K A K S A

β α

≅
D

� � .  

Bây giờ ta đã tích lũy đầy đủ “vật liệu” để xây dựng dãy khớp tuần hoàn 6–

thành phần của K –lý thuyết đại số. 

2.4.5.  Định lý (xem [24, tr.169]) 

Cho A  là một đại số Banach giao hoán và I  là một iđêan đóng của A . Khi 

đó, tồn tại dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần như sau : 

 

 

 

 

( )0K I�  ( )0K A�  ( )0K A I�  

( )1K A I�  ( )1K A�  ( )1K I�  

1δ  0δ  

*π  *i  

*i  *π  
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Chứng minh.  Theo 2.3.3, ta có dãy khớp : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 * *
1 1 1 0 0 0

i iK I K A K A I K I K A K A Iπ δ π⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→� � � � � �  

do đó ta chỉ cần chỉ ra sự tồn tại của đồng cấu nối ( ) ( )0 0 1: K A I K Iδ →� �  để biểu đồ 

giao hoán là xong. Trước hết, từ 2.3.4 và 2.4.3, ta có các đẳng cấu ( ) ( )
*

1 0K A K SA
α

≅� �  

và ( ) ( )
*

0 1K A K SA
β

≅� � . Phép chứng minh của ta trải qua bốn bước : 

• Vì ( )SA SI S A I≅  nên từ 2.3.3, ta lập được thêm dãy khớp : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 * *
1 1 1 0 0 0

i iK SI K SA K SA SI K SI K SA K SA SIπ δ π⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→� � � � � �  

• Xếp hai dãy khớp này lại với nhau như sau : 

 

 

 

 

 

 

 

• Dùng *α  và *β  “co rút” dãy khớp bên ngoài về dãy khớp bên trong : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Cuối cùng, đặt 1
0 * 1 *δ α δ β−= D D . Vì bên ngoài là dãy khớp tuần hoàn nên 

“phép co rút” cho ta dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần cần tìm.  

1δ  1δ  

( )0K A I�  ( )0K A�  ( )0K I�  *π  *i  

( )1K I�  ( )1K A�  ( )1K A I�  *π  *i  

( )0K SI�  ( )0K SA�  ( )0K SA SI�  *π  *i  

( )1K SA SI�  ( )1K SA�  ( )1K SI�  *π  *i  

1
*α
−  

1
*β
−  1

*β
−  

1
*α
−  

1
*β
−  

1
*α
−  

0δ  

≅ ≅
≅  

≅  ≅ ≅

1δ  

( )0K A I�  ( )0K A�  ( )0K I�  *π  *i  

( )1K I�  ( )1K A�  ( )1K A I�  

*π  

*i  

( )0K SI�  ( )0K SA�  ( )0K SA SI�  

*π  

*i  

( )1K SA SI�  ( )1K SA�  ( )1K SI�  *π  *i  

1δ  
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Chương 3 

MỘT VÀI ỨNG DỤNG 
 

 

Trong chương này, chúng tôi sẽ vận dụng các chất trong chương 2 để áp 

dụng tính toán với một số ví dụ cụ thể. Chúng tôi không có tham vọng trình bày 

nhiều mà đôi lúc chỉ lướt qua về –đại số. Về các áp dụng xa hơn, độc giả có thể 

tham khảo thêm trong các tài liệu [5], [8], [11], [12], [14], [18], [20], [21], [24]. 

*C

 

3.1.  Các nhóm  với  nK 2n ≥

Trong chương 2, ta đã xét các nhóm  và  của một đại số Banach. Bây 

giờ, ta sẽ xét đến các nhóm  với . 

0K 1K

nK 2n ≥

3.1.1.  Nhóm  với  nK 2n ≥

3.1.1.1.  Định nghĩa 

Với mỗi đại số Banach A  và mỗi số nguyên , ta định nghĩa : 2n ≥

( ) ( )1:n nK A K SA−=  

3.1.1.2.  Mệnh đề 

Cho A  là một đại số Banach. Khi đó, với mỗi số nguyên  ta có : 0n ≥

( ) ( )2n nK A K A+ ≅  

Chứng minh. 

• Trường hợp , mệnh đề đúng theo định lý tuần hoàn Bott. 0n =

• Trường hợp , mệnh đề được suy ra từ phép quy nạp : 0n >

( ) ( ) ( ) ( )2
2 1n n n nK A K SA K S A K A+ += = ≅  

 

3.1.1.3.  Nhận xét 

Từ mệnh đề trên, ta suy ra chỉ cần xét các nhóm  và  là đủ. 0K 1K
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3.1.2.  Vài ứng dụng 

3.1.2.1.  Mệnh đề 

Với mỗi số tự nhiên , ta có : n

( )( ) ( )( )0 0 1 0

, 2 0 , 2
,

0 , 2 1 , 2 1
n nn k n k

K C K C
n k n k

= =⎧ ⎧
≅ ≅⎨ ⎨= + =⎩ ⎩

]
\ \

] +
 

Chứng minh. 

Trước tiên, ta có 2 nhận xét : 

• Với các không gian compắc địa phương, Hausdorff , ta có luật mũ : ,X Y

( ) ( )( )0 0 0, ,C X Y Z C X C Y Z× ≅ ,  

• Từ định nghĩa 1.5.3.1, ta lại có ( ) ( )0 0,S C C= =^ \ ^ \ . 

Bây giờ, áp dụng hai điều trên, ta có : 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
0 0 0 0, ,S S S C S C C C= ≅ = ≅^ ^ \ ^ \ \ \  

và tổng quát là  với mọi (0
nS C≅^ \ )n n∈` . Do đó : 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
0 0 0

1

, 2
0 , 2 1

n n
n

K n
K C K S K

K n
= =⎧⎪≅ = = ⎨

k
k= = +⎪⎩

^ ]
\ ^ ^

^
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11
1 0 1 0 1

0

0 , 2
, 2

n n n
n

K n
K C K S K S K

K n
+

+

= =⎧⎪≅ = = = ⎨ 1
k

k= = +⎪⎩

^
\ ^ ^ ^

^ ]
 

 

3.1.2.2.  Mệnh đề 

Với mỗi số tự nhiên , ta có : n

( )( ) ( )( )
2

0 1

0 , 2, 2
,

, 2, 2 1
n n n kn k

K C S K C S
n kn k

=⎧ = ⎧
= =⎨ ⎨ = += + ⎩⎩

]
]] 1

 

ở đó  là mặt cầu đơn vị trong không gian nS 1n+\ . 

Chứng minh. 

Trong Tôpô đại cương, ta biết rằng, compắc hóa một điểm của  là , tức 

là 

n\ nS

( )n nS
+

≈ \ . Do đó : 

( ) ( )( ) ( )( )0
n nC S C C n ++
≅ ≅\ \  



63 

Mặt khác, với mỗi đại số Banach A  thì : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1 1,K A K A K K A K A K A+ +≅ ⊕ = ⊕ ≅^ ]  

Kết hợp với 3.1.2.1, ta suy ra : 

( )( ) ( )( )
2

0 0 0
, 2
, 2

n n n k
K C S K C

n k
⎧ =

≅ ⊕ ≅ ⎨ 1= +⎩

]
\ ]

]
 

( )( ) ( )( )1 1 0

0 , 2
, 2

n n n k
K C S K C

n k
=⎧

≅ ≅ ⎨ 1= +⎩
\

]
 

 

3.1.2.3.  Ví dụ (xem [24, tr.135]) 

Cho  là không gian Hilbert tách được, vô hạn chiều. Ký hiệu  và  

lần lượt là đại số các toán tử tuyến tính bị chặn và compắc trên . Rõ ràng là 

. Khi đó, lB , lK  và từ đó là 

H lB lK

H

�lK lB lB  trở thành các đại số Banach với chuẩn : lK

( ){ }max : , ,Hf f f x x f
∞

= = ∈ ∈ lB lK  

đại số lB , gọi là đại số Calkin, có vai trò quan trọng trong lý thuyết C –đại số. Ở 

đây, ta sẽ vận dụng dãy khớp tuần hoàn để tính các nhóm 

lK *

( )0K lB lK  và ( )1K lB lK . 

Trước tiên, bằng những tính toán (xem phụ lục), ta có các kết quả : 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 10 , , 0K K K K= = =lB lB lK lK] =  

Bây giờ, dãy khớp ngắn 0 0i π→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →lK lB lB lK  cảm sinh dãy khớp 

tuần hoàn 6–thành phần như sau : 
( ) ( ) (( ) ( ) )0 0

0 0 0
K i KK K Kπ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→lK lB lB lK   

 
 

 

 

áp dụng kết quả trên, dãy khớp tuần hoàn trở thành : 

 

 

 

 

1δ  0δ

( ) ( ) (( ) ( ) )1 1
1 1 1

K K iK K Kπ←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯lB lK lB lK  

1δ  0δ  

(( ) ( ) )0 0
00K i K Kπ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ lB lK]  

( ) ( ) ( )1 1
1 0 0K K iK π←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯lB lK  
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theo các kết quả cơ bản trong đại số, các dãy khớp : 
( ) ( ) ( )0 10

00 0K KKπ δ 0i⎯⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→lB lK  

( ) ( ) ( )1 01
10 0K KKπ δ i⎯⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→lB lK ]  

đồng nghĩa với 0δ  và 1δ  đều là đẳng cấu, tức là : 

( ) ( )0 10 ,K K≅ ≅lB lK lB lK ]  

 

3.1.3.  Nhận xét 

Trên đây chỉ là một vài mệnh đề và ví dụ áp dụng cơ bản nhất của phương 

pháp –hàm tử. Dưới đây là một kết quả khá thú vị nêu rõ đặc trưng của các hàm 

tử –lý thuyết. 

K

K

3.1.3.1.  Định nghĩa 

Cho hàm tử , ở đó  là phạm trù các –đại số. *: algF − →C Ab * alg−C *C

•  được gọi là liên tục nếu với mọi hệ quy nạp F { },n nA ϕ  các –đại số mà *C

lim
n

nA A
⎯⎯→

=  thì ( ) ( )lim
n

nF A F A
⎯⎯→

≅ . 

• Giả sử  bảo toàn vật không, tức là F ( )0F 0= . Ta bảo  là hàm tử khớp 

(tương ứng, nửa khớp) nếu mọi dãy khớp ngắn các –đại số : 

F

*C

0 0I A Bϕ ψ→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →  

thì dãy các nhóm Abel cảm sinh : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0F FF I F A F Bϕ ψ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ →  

là khớp (tương ứng, nửa khớp) tại ( )F A . Đặc biệt hơn,  được gọi là hàm tử khớp 

chẻ nếu dãy các –đại số là dãy khớp chẻ thì dãy các nhóm Abel cảm sinh cũng là 

dãy khớp chẻ. 

F

*C

•  được gọi là bất biến đồng luân nếu F A  và B  là các –đại số tương 

đương đồng luân thì các nhóm Abel 

*C

( )F A  và ( )F B  là đẳng cấu. 

•  được gọi là ổn định nếu với mọi –đại số F *C A  và mọi n∈`  thì 

. ( ) ( )F A F A≅ ⊗ lK
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3.1.3.2.  Định lý Cuntz (xem [8, tr.30]) 

Nếu hàm tử  liên tục, nửa khớp, bất biến đồng luân và ổn 

định thì  chính là  hoặc . Cụ thể là : 

*: algF − →C Ab

F 0K 1K

• Nếu  và ( )F =^ ] ( ) 0F S =^  thì 0F K= ; 

• Ngược lại, nếu ( ) 0F =^  và ( )F S =^ ]  thì 1F K= . 

 

3.2.  Chỉ số của đại số Banach 

Trong mục này, ta sẽ nêu ra ý nghĩa của cặp đồng cấu nối trong dãy khớp 

tuần hoàn 6–thành phần của –lý thuyết và xét một ví dụ tính toán cụ thể. K

3.2.1.  Chỉ số của đại số Banach 

3.2.1.1.  Định nghĩa (xem [5] hoặc [11]) 

Cho A  là một đại số Banach. Khi đó, dãy khớp ngắn các đại số Banach : 

0 0iJ A Bπ→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →  

cảm sinh cho ta một dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần như đã đề cập đến trong 

2.4.5. Cặp đồng cấu nối ( )0 1,γ δ δ=  trong dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần đó được 

gọi là chỉ số của đại số Banach A  liên kết với dãy khớp (hay mở rộng) trên và được 

ký hiệu là Index A . 

3.2.1.2.  Nhận xét 

• Thật ra, người ta thường nhắc tới chỉ số của –đại số hơn là chỉ số của 

đại số Banach. Tuy nhiên, vì mỗi một –đại số trước hết phải là một đại số 

Banach và do khuôn khổ bản luận văn, chúng ta sẽ dùng thuật ngữ chỉ số của đại số 

Banach. 

*C
*C

• Chỉ số giữ một vai trò quan trọng trong việc xác định kiểu ổn định của các 

–đại số mà ta cần mô tả. *C

3.2.2.  Bổ túc 

Phần này, chúng tôi trình bày sơ lược một số vấn đề mở rộng nhằm phục vụ 

cho việc tính toán. Độc giả có thể tham khảo thêm trong [5], [10], [11] và [21]. 
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3.2.2.1.  Tích tenxơ ngoài 

Cho  là các đại số Banach và ,A B { }, 0,1i j∈ . Khi đó, các dãy khớp tuần hoàn 

6–thành phần cảm sinh từ hai dãy khớp ngắn và chẻ : 

0 0A B A B B→ ⊗ → ⊗ → →�  
k0 0A B A B A Bσ→ ⊗ → ⊗ ⎯⎯→ ⊗ →� � �  

cảm sinh cho ta đẳng cấu : 

( ) ( )*Keri iK A B K A Bσ⊗ ≅ ⊗� ��  

do đó, ta chỉ cần xét trường hợp  đều có đơn vị. ,A B

Với mỗi [ ] ( )iu K A∈  và [ ] ( )jv K B∈ , ta sẽ xác định một phần tử trong 

, ký hiệu là [(i jK A B+ ⊗ ) ] [ ]u v , gọi là tích tenxơ ngoài của [ ]u  và [ ]v ; tương ứng 

 gọi là phép toán tích tenxơ ngoài. Cụ thể là : ( ) ( ) ( ): i j i jK A K B K A B+× → ⊗

[ ] [ ]
[ ]
[ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )( )

1
1

1
1 0 1 1

, 0

: ,

, 1

i

u v i j

u v s s u v i j

s s s u s v i j

−

−

⎧

1, 0

⊗ = =⎪
⎪= =⎨
⎪

=

= =⎪⎩ D

 

ở đó,  và ( ) ( )0 0 1:s K A K SA→ ( ) ( )1 1 0:s K SA K A→  là các đẳng cấu nối trong dãy 

khớp tuần hoàn 6–thành phần cảm sinh từ dãy khớp : 

0 0SA CA A→ → → →  

3.2.2.2.  Định lý tuần hoàn Bott 

Như đã đề cập trong Chương 2, với mỗi đại số Banach A  có đơn vị, ta có 

các đẳng cấu Bott như sau : 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 1 1,K A K S A K A K S A≅ ≅  

Các đẳng cấu này có dạng khác như sau : 

( ) ( )( )1 0j jK A K A C+≅ ⊗ \  

( ) ( )( ) ( )( )2
0 0j j jK A K A C K A C +≅ ⊗ ≅ ⊗ ×\ \ \  

ở đó  còn 0,1j = 1j +  là phép cộng modulo 2. 
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3.2.2.3.  Định lý (Liên hệ giữa –lý thuyết tôpô và –lý thuyết đại số) K K

• Nếu  là không gian tôpô compắc, Hausdorff thì : X

( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 1
0 1,K C X K X K C X K X≅ ≅  

• Nếu  là không gian tôpô compắc địa phương, Hausdorff thì : X

( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 1
0 0 1 0,K C X K X K C X K X≅ ≅  

3.2.3.  Đặt bài toán (xem [5], [11], [22], [23]) 

Xét các đa tạp sau : 

( ){ } ( )*4 2 2 2 3, , , : 0V t x y z x y z= ∈ + + ≠ ≈ ×\ \ \  

( ){ } 2 *
1 , , , : 0V t x y z V z= ∈ ≠ ≈ × ×\ \ \ V⊂  

( )*2
1 1\W V V V= = × ⊂\ \  

với phép bao lồng ( ) ( )0 1 0:i C V C V→  và phép hạn chế ( ) (0 0: C V C Wπ → )1  như sau : 

( )( ) ( ) ( )1
0 1

1

,
,

0 , \
f x x V

i f x f C V
x V V

∈⎧
= ∈⎨

∈⎩
 

( ) ( )
1

0,
W

f f f Cπ = ∈ V  

thì dãy sau đây là dãy khớp các đại số Banach : 

 ( ) ( ) ( )0 1 0 0 10 0iC V C V C Wπ→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →  ( )∗  

  Hãy tính  liên kết với mở rộng ( )0Index C V ( )∗ . 

3.2.4.  Nhận xét 

i. Từ định lý tuần hoàn Bott và [10, tr.51] thì ( )( ) ( )( )2
0 0 0 0K C K C≅ ≅\ \ ]  

được sinh bởi phần tử Bott [ ]b . 

ii. Xét hàm  và các hàm hạn chế của nó xác định bởi : 1:u →\ S

( ) 2

2

1 ,
it

tu t e t
u u

π

±

+

±

⎧
⎪ = ∈⎨

=⎪⎩ \

\ 

vì lớp đồng luân của  tương ứng là phần tử sinh chính tắc của u± ( )1K ± =\ ]

= ]

 nên 

 được sinh bởi u( )( ) ( )1
1 0K C K± ±≅\ \ ± ; còn ( )( ) ( )0

0 0 0K C K± ±≅ =\ \ . 
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iii. Cũng từ định lý tuần hoàn Bott và [10, tr.51] thì [ ] [ ]b u±  tương ứng là 

phần tử sinh của . ( ) ( )( )2
1 0 0K C C ±⊗\ \

iv. Lớp đồng luân của hàm hằng  là phần tử sinh chính tắc của 

; còn lớp đồng luân của hàm đồng nhất  là phần tử sinh 

chính tắc của . 

11: S S→ 1

1( )( )1
0K C S = ] 1:id S S→

( )( )1
1K C S = ]

3.2.5.  Bổ đề 

Ký hiệu  và ( )2 *
0J C= ×\ \ ( )( )*2

0A C= \ . Khi đó, ta có : 

i. ; ( )0 0K J = ( ) 2
1K J = ]  được sinh bởi hai phần tử [ ] [ ]b u± . 

ii. ; ( )( )*3
0 0 0K C =\ ( )( )*3 2

1 0K C =\ ] . 

iii. ( )0K A = ]  được sinh bởi phần tử [ ] [ ]id u+ ; ( )1K A = ]  được sinh bởi 

phần tử [ ] [ ]1 u+ . 

Chứng minh. 

i. Vì ( ) ( )2 * 2 2
+ −× = × ∪ ×\ \ \ \ \ \  nên : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 * 2 2
0 0 0 0 0J C C C C C+ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= × ≅ ⊗ ⊕ ⊗⎣ ⎦ ⎣ ⎦\ \ \ \ \ \  

do đó : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0 , 0n n nK J K C C K C C n+ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≅ ⊗ ⊕ ⊗⎣ ⎦ ⎣ ⎦\ \ \ \ ,1=  

• Với 0n =  : từ định lý tuần hoàn Bott và 3.2.4.ii, ta có : 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0K J K C K C+ −≅ ⊕ =\ \  

• Với 1n =  : từ định lý tuần hoàn Bott và 3.2.4.ii, ta có : 

( ) ( )( ) ( )( ) 2
1 1 0 1 0K J K C K C+ −≅ ⊕\ \ ≅ ]  

và theo 3.2.4.iii thì nó được sinh bởi hai phần tử [ ] [ ]b u± . 

ii. Xét dãy khớp chẻ ( )( ) ( )*3 3
0 00 0C Cσ η→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →\ \ ^ ; ở đó, η  là 

phép hạn chế  lên ( 3
0C \ ) { }( )0 0C ≅ ^ , còn σ  là phép nhúng mà mỗi hàm trên 
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( )*3\  được mở rộng thành hàm trên  mà triệt tiêu tại  và vô cùng. Dãy khớp 

này cảm sinh dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần như sau : 

3\ 0

 

 

 

 

 

với  và ( )( )3
0 0 0K C =\ ( )( )3

1 0K C =\ ]  thì dãy khớp tuần hoàn trên trở thành : 

 

 

 

 

 

áp dụng các kiến thức cơ bản về đại số, ta có : 

• Dãy khớp ( )( )( )1
* 03

0 00 0K Cδ⎯⎯→ ⎯→\ ⎯  cho ta : 

( )( )( )*3
0 0 1Ker 0 Im 0K C δ= = =\  

• Dãy khớp chẻ ( )( )( ) ( )10
*3

1 00 0KK C σδ→ ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ →] \ ]  cho ta : 

( )( )( )*3 2
1 0K C ≅ ⊕ ≅\ ] ] ]  

iii. Vì ( )*2 1S +≅ ×\ \  nên ( ) ( )1
0 0A C S C +≅ ⊗ \ . Kết hợp với định lý tuần 

hoàn Bott và 3.2.4.iv, ta suy ra : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
0 0 0 0 1 0K A K C S C K C S+≅ ⊗ ≅\ ]=  

được sinh bởi phần tử [ ] [ ]id u+ ; và : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
1 1 0 0 0 0K A K C S C K C S+≅ ⊗ ≅\ ]=  

được sinh bởi phần tử [ ] [ ]1 u+ .  

1δ  0δ  

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
*3 3

0 0 0 0 0
K KK C K C Kσ η⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→\ \ ^  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1
*3 3

1 1 0 1 0
K KK K C K Cη σ←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯^ \ \  

1 0δ =  0δ  

(( ) )( )* 0 03
0 0 0K C ⎯⎯→ ⎯⎯→\ ]  

( ) ( )( )( )1
*0 3

1 00 K K Cσ←⎯⎯ ←⎯⎯⎯] \  
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3.2.6.  Bổ đề 

i.  và ( )( ) 2
0 0K C V = ] ( )( )1 0 0K C V = . 

ii.  được sinh bởi hai phần tử ( )( ) 2
0 0 1K C V = ] [ ] [ ]b u± ; còn 

. ( )( )1 0 1 0K C V =

iii.  được sinh bởi phần tử ( )( )0 0 1K C W = ] [ ] [ ]1 u+ ;  được 

sinh bởi phần tử [

( )( )1 0 1K C W = ]

] [ ]id u+ . 

Chứng minh. 

i. Ta có : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )* *3 3
0 0 0 0C V C C C= × ≅ ⊗\ \ \ \  

kết hợp với định lý tuần hoàn Bott và 3.2.5.ii, ta suy ra : 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )* *3 2 3
0 0 1 0 1 0 0 0, 0K C V K C K C V K C≅ = ≅\ ] \ =  

ii. Ta lại có : 

( ) ( ) ( ) ( )2 *
0 1 0 0 0C V C C J C≅ × ⊗ = ⊗\ \ \ \  

kết hợp với định lý tuần hoàn Bott và 3.2.4.i, ta suy ra ( )( ) ( ) 2
0 0 1 1K C V K J≅ = ]  

được sinh bởi hai phần tử [ ] [ ]b u+  và [ ] [ ]b u− ; còn ( )( ) ( )1 0 1 0 0K C V K J≅ = . 

iii. Tương tự : 

( ) ( )( ) ( ) ( )*2
0 1 0 0 0C W C C A C≅ ⊗ = ⊗\ \ \  

kết hợp với định lý tuần hoàn Bott và 3.2.4.iii, ta suy ra ( )( ) ( )0 0 1 1K C W K A≅ = ]  

được sinh bởi phần tử [ ] [ ]1 u+ ; còn ( )( ) ( )1 0 1 0K C W K A≅ = ]  được sinh bởi phần tử 

[ ] [ ]id u+ .  

3.2.7.  Bổ đề 

Giả sử  là hàm hằng trên ( ) ( )
*2

2

1 0
: Mat

0 0
⎛ ⎞

→⎜ ⎟
⎝ ⎠

\ ^ ( )*2\  nhận giá trị là ma 

trận ; và  là hàm xác định bởi : 
1 0
0 0
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ Mat ^( ) ( )*2 1

2:p S +≅ × →\ \
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( ) ( ) 11 cos sin1, ,
2 sin 1 cos

i
i i

i

r e r
p e r e r S

e r r

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

π π
π π +−

⎛ ⎞−
= ∈⎜ ⎟

+⎝ ⎠
\, ×  

khi đó : 

i. Với mỗi ( ) 1,ie r Sϕ
+∈ ×\  thì ( ),ip e rϕ  là một ma trận lũy đẳng hạng 1. 

ii. Hiệu  của các lớp của [ ] 1 0
0 0

p
⎡⎛ ⎞

− ⎢⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎤
⎥ p  và  trong  chính là 

phần tử sinh [

1 0
0 0
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ( )0K A�

] [ ]id u+  của ( )0K A = ] . 

Chứng minh. 

i. Thu được bằng tính toán trực tiếp. 

ii. Cũng thu được nhờ tính toán trực tiếp và áp dụng [10, tr.51].  

3.2.8.  Nhận xét 

• Mặc dù [ ] [ ] [ ]1 0
0 0

p id u+

⎡ ⎤⎛ ⎞
− =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 nhưng khi biểu diễn ở dạng 

 sẽ thuận tiện hơn trong việc tính toán. [ ] 1 0
0 0

p
⎡ ⎤⎛

− ⎢⎜
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎞
⎥⎟

• Ký hiệu ( )( ) ( )( )*3
0 0:v C C→\

*2\  là phép hạn chế. Theo định nghĩa thông 

thường của 0δ , với i( )Matnf A∈  và f  lũy đẳng (tức [ ] ( )0f K A∈ � ) thì : 

[ ]( ) 2
0

iff e πδ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦
�  

ở đó ( )k*3
0Matnf C⎛∈ ⎜

⎝ ⎠
� \ ⎞

⎟  sao cho ( )v f f=�  [19, tr.170]. 

• Theo [19, tr.170], ký hiệu : 

( )k( ) ( )k{ }2 2 2
0 0 : 1ifQ C f C e π= ∈ =\ \  

ở đó 1 là đơn vị của ( )k2
0C \ ; và : 

( )k( ) ( )k( ){ }2 2 2
0 0Mat : ,if

n n nQ C f C e I nπ= ∈ = ∈\ \ `  

ở đó nI  là ma trận đơn vị cấp n  trên ( )k2
0C \ . 
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Gọi ( )k( ) ( )k2
0 0tr : Matn C C→\ 2\  là hàm vết thông thường các ma trận. Khi 

đó,  xác định trên tr ( )k( )2
0n

n

Q C
∈`

\∪  một hàm cộng tính  như sau : Tr

( )k( ) ( )k( )2 2
0 0Tr : n

n

Q C Q C
∈

→
`

\ \∪  

mặt khác, mỗi phần tử [ ] ( )( )2
1 0f K C ±∈ ×\ \  có thể được biểu diễn như hàm : 

( )k( )2
0: n

n

f Q C±
∈

→
`

\ \∪  

sao cho ( ) ( )
0

lim lim
tt

f t f
± →±∞→

= t . Hơn nữa : 

[ ] [ ] [ ]( ).f w b u± ±=  

ở đó  là số vòng quay của w± f  xác định bởi công thức : 

 ( ) ( ) 11 Tr .
2

w f t f t
iπ

±

−
± dt⎡ ⎤′= ⎣ ⎦∫

\

  

3.2.9.  Lời giải bài toán 3.2.3 

Dãy khớp (  cảm sinh ra dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần như sau : )∗

1δ  0δ  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 0 1 1 0 1 0 1K C W K C V K C V←⎯⎯ ←⎯⎯  

( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 0 0 0 0 1K C V K C V K C W⎯⎯→ ⎯⎯→   

 

 

 
 
từ 3.2.6, ta suy ra dãy khớp này tương đương với dãy khớp : 

 

 

 

 

và từ 3.2.5 thì dãy khớp này trở thành : 

0δ  1δ  

( ) ( )( )( ) ( )*3
0 0 0 0K A K C K J←⎯⎯ ←⎯⎯\  

( ) ( )( )( ) ( )*3
1 1 0 1K J K C K A⎯⎯→ ⎯⎯→\  

 

 

 

0δ  1 0δ =  

2 2⎯⎯→ ⎯⎯→] ] ]  

0 0←⎯⎯ ←⎯⎯]  
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và như vậy, thay vì tính ( )( ) ( )( )1 1 0 1 0 0 1: K C W K C Vδ → , ta sẽ tính . 2
0 :δ →] ]

Theo 3.2.7, vì ( )0K A = ]  sinh bởi [ ] 1 0
0 0

p
⎡ ⎤⎛

−
⎞

⎢ ⎥⎜
⎝ ⎠

⎟
⎣ ⎦

 nên ta cần phải tính : 

[ ] [ ]( )0 0 0

1 0 1 0
0 0 0 0

p pδ δ δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = −⎜ ⎟ ⎜
⎤
⎟⎢ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎥ ⎟⎣ ⎦ ⎣⎝ ⎠ ⎝ ⎦ ⎠

⎥

 

3.2.9.1.  Tính  0

1 0
0 0

δ
⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

Với [ ] , ta có thể chọn 
1 0
0 0

f
⎡ ⎤⎛ ⎞

= ⎢⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

( ) ( )*3
2: Matf A→� \  cho bởi : 

( ) ( ) ( )*31 0
, , , , ,

0 0
f x y z x y z⎛ ⎞

= ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

� \  

tức là, 1 .f f= \
� , với  là hàm hằng nhận giá trị 1. Dễ thấy 1 : →\ \ \

( )( )k*3
0Matnf C⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
� \  và . Áp dụng 3.2.8.ii, ta có : ( ) 1 0

0 0
v f ⎛

= ⎜
⎝ ⎠

� ⎞
⎟

2( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
0 1 1 0 1 0

1 0
0 0

ife K J K C K Cπδ + −

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= ∈ = × ⊕ × =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

� \ \ \ \ ]  

ký hiệu  thì : .1f f
±± = \

�

( )2 22
0

1 0
,

0 0
if ifife e eπ ππδ + −

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

� ��  

Theo 3.2.8.iii, ta lại có : 

[ ] [ ]( )2 .ife w b uπ ±
± ±

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
�  

Tính toán cụ thể ta được : 

( )2 2 11 Tr . Tr 0
2

if if ddfdw e e dz dz
i dz dz dz

π π

π
±± ±

± ±

− ±
±

⎛ ⎞⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
� � \

\ \ \

�
dz

±

=∫

=

 

suy ra , tức là : 2 2 0if ife eπ π+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� �

0

1 0
0

0 0
δ
⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
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3.2.9.2.  Tính [ ]( )0 pδ  

Chọn ( ) ( )*3
2: Matp →� \ ^  xác định bởi : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*3, , . , , , ,p x y z l z p x y x y z= ∈� \  

ở đó,  là hàm cho bởi : *:l →\ ^

( ) *

2
,

1
zl z z

z
= ∈

+
\  

Rõ ràng ( )( )k*3
0Matnp C⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
� \  và ( )v p p=� . Ký hiệu : 

2 2,p p p p
+ −

+ −× ×
= =\ \ \ \

� � � �  

khi đó, theo 3.2.8.ii, ta có : 

[ ]( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 22 2
0 1 0,ip ipipp e e e K C K Cπ ππδ + −

+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= = ∈ × ⊕ ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� �� \ \ \ \2

1 0  

và theo 3.2.8.iii, ta có : 

[ ] [ ]( )2 .ipe w b uπ ±
± ±⎡ ⎤ =⎣ ⎦

�  

với : 

( ) ( )2 21 Tr . Tr 1
2

ip ip dpdw e e dz dz l
i dz dz

π π

π
± ±

± ±

− ±
±

⎛ ⎞⎛ ⎞ ′= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫� �

\ \

�
z dz

±

= =∫
\

 

tức là : 

[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )0 ,p b u b uδ + −=  

Kết hợp với kết quả ở 3.2.9.1, ta suy ra : 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )0

1 0
,

0 0
p b u b uδ + −

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

 

tức là . ( )2
1 0

1
Hom ,

1
δ δ

⎛ ⎞
= = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
] ] ]

Tóm lại : 

( )0 0 1

1
Index 0 ,

1
C V δ δ

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
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3.2.10.  Nhận xét 

Trong nhiều trường hợp, để xác định được kiểu ổn định của một –đại số *C

A  nào đó, ta phải thông qua nhiều dãy khớp liên tiếp, gọi là mở rộng lặp, có dạng 

như sau (xem [11, tr.25]) : 

  1 10 0J A B→ → → →

  2 1 20 0J B B→ → → →

 … 

  1 2 10 0k k kJ B B− − −→ → → →

  10 0k k kJ B B−→ → → →

ở đó, các –đại số  và *C 1, , kJ J… 1, , kB B…  đều có dạng ( )0C X ⊗ lK  với X  là một 

không gian compắc địa phương, Hausdorff thích hợp nào đó, còn  là hữu hạn. 

Các dãy khớp tuần hoàn 6–thành phần tương ứng với các mở rộng trên lần lượt xác 

định cho ta các cặp đồng cấu nối 

k ∈`

1, , kγ γ… . Tập hợp { }1, , kγ γ…  gọi là hệ bất biến chỉ 

số (chính tắc) của A , và cũng được ký hiệu là Index A . 

Chẳng hạn, trong việc xác định ( )0Index C V  ở trên, ta có thể phải xét thêm 

một mở rộng (xem [22, tr.229]) : 

 ( ) ( ) ( )0 2 0 1 0 20 0C V C W C Wσ μ→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →  ( )∗∗  

ở đó : 

( ){ } ( )*2
2 1, , , : 0V t x y z W xy= ∈ ≠ ≈ ×\ \ 1W⊂  

{ } { }( )* *
2 1 2\ 0 0W W V W= ≈ × × ∪ × ⊂\ \ \ 1  

còn  và ( ) ( )0 2 0 1: C V C Wσ → ( ) ( )0 1 0 2: C W C Wμ →  cũng là phép bao lồng và phép hạn 

chế xác định bởi : 

( )( ) ( ) ( )2
0 2

1 2

,
,

0 , \
f x x V

f x f
x W V

σ
∈⎧

= ∈⎨
∈⎩

C V  

( ) ( )
2

0 1,
W

f f f Cμ = ∈ W  
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bằng kỹ thuật tính toán tương tự như trên (xem [5, tr.92]), ta xác định được cặp 

đồng cấu nối ( 2 3, )η δ δ=  liên kết với mở rộng ( )∗∗  là : 

2 3

1 1 0 0
0 1 1 0

, 0
0 0 1 1
1 0 0 1

δ δ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

 

như vậy, hệ bất biến chỉ số chính tắc của ( )0C V  liên kết với mở rộng lặp ( )∗  và 

 là : ( )∗∗

( ) { }0Index ,C V γ η=  
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KẾT LUẬN 
 

 

 

Qua những phần đã trình bày, phương pháp –hàm tử đã chứng tỏ được 

“sức mạnh” của nó trong việc nghiên cứu –lý thuyết của đại số Banach. Một điều 

cần nói thêm là, thông qua các tính toán cụ thể ở chương 3, ta cũng thấy được mối 

liên hệ mật thiết giữa –lý thuyết tôpô và –lý thuyết đại số. Đồng thời, mặc dù 

không trình bày cụ thể, nhưng ta cũng phần nào thấy được vai trò của phương pháp 

này trong việc mô tả các –đại số. 

K

K

K K

*C

Một hướng mới trong nghiên cứu là áp dụng phương pháp –hàm tử để mô 

tả một lớp các –đại số, lớp các –đại số 

K
*C *C ( )* ,FC V  liên kết chính tắc với mỗi 

phân lá , được đề xướng bởi A. Connes vào năm 1982 (xem [9], [11]). Tuy 

nhiên, một câu hỏi được đặt ra là ở chỗ : liệu phương pháp –hàm tử có thích hợp 

với vấn đề này hay không ? 

( ,FV )

K

Và câu trả lời là Có. 

Vào năm 1985, A. M. Torpe đã sử dụng thành công phương pháp –hàm tử 

để mô tả các –đại số của phân lá Reeb trên xuyến  và mặt cầu  (xem [21]). 

Tuy nhiên, hiện nay vẫn còn một lớp rất rộng các –đại số của phân lá vẫn chưa 

được mô tả bằng phương pháp này. Đó vẫn còn là một bài toán mở và rộng lớn. 

K
*C 2T 3S

*C

Do còn nhiều hạn chế khách quan và chủ quan, Luận văn đã dừng lại trong 

những khuôn khổ nhất định. Tác giả hy vọng còn có dịp tiếp tục nghiên cứu những 

vấn đề trên trong tương lai. 

Sau cùng, mặc dù đã có nhiều cố gắng trong việc soạn thảo, nhưng những sai 

sót là không thể tránh khỏi, tác giả xin chân thành lắng nghe và cảm ơn các độc giả 

đã, đang và sẽ đóng góp ý kiến cho quyển luận văn này. 
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DANH MỤC CÁC KÝ HIỆU 
 

 

∼  : Quan hệ hoặc quan hệ tương đương 

u∼  : Quan hệ tương đương unita 

0∼  : Quan hệ tương đương trong định nghĩa ( )AD  

1∼  : Quan hệ tương đương trong định nghĩa  của –đại số 1K *C A  

≈  : Đồng phôi 

�  : Đồng luân 

≅  : Đẳng cấu 

⊕  : Tổng trực tiếp hoặc phép toán hai ngôi 

,⊗  : Tích tenxơ và tích tenxơ ngoài 

≤  : Nhóm con hoặc đại số con hoặc –đại số con *C

�  : Nhóm con chuẩn tắc hoặc iđêan 

i  : Chuẩn trên không gian véctơ 

{ }∗  : Tập hợp (hay không gian) đơn điểm (một phần tử) 

*i  :  hoặc ( )0K i ( )1K i   

*i  :  hoặc ( )0K i ( )1K i   

AΩ  : Đại số có đơn vị các ánh xạ [ ]( )0,1 ,f C A∈  mà ( ) ( )0 1f f=  

A  : Atlas của một phân thớ hoặc đại số trên một trường 

Ab  : Phạm trù các nhóm Abel 

( )Aut V  : Tập các tự đẳng cấu tuyến tính của không gian véctơ V  

A+  : Compắc hóa một điểm hoặc đơn vị hóa của đại số Banach 

A�  : Đơn vị hóa của đại số Banach hay –đại số *C A  

A I  : Không gian tôpô thương hoặc đại số (Banach) thương 

( )tija  : Ma trận chuyển vị của ma trận ( )ija  
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a∗  : Phần tử liên hợp của  a

lB  : Tập các toán tử tuyến tính bị chặn trên H  
nlB  : Tập các toán tử tuyến tính bị chặn trên  n

n

= ⊕ ⊕ ⊕…����	���
H H H H

* alg−C  : Phạm trù các –đại số *C

^   : Trường số phức 

CA  : Nón của một đại số Banach hoặc không gian tôpô 

( ,C X Y )  : Tập các ánh xạ liên tục từ  đến Y  X

( )C X  : Đại số các ánh xạ ( ),f C X∈ ^  

( )0C X  : Đại số các ánh xạ ( )f C X∈  mà triệt tiêu tại vô cùng 

( )AD  : ( ) 0A∞P ∼  (vị nhóm Abel các phép chiếu của –đại số *C A ) 

dim  : Chiều hoặc đồng cấu chiều 

exp  : Ánh xạ mũ 

( )0GLn A  : ( )(exp Matn )A  (thành phần liên thông đường của ma trận đơn vị) 

( )GLn A   : Tập các ma trận vuông cấp n  khả nghịch với phần tử thuộc A  

H  : Không gian Hilbert tách được, vô hạn chiều 

( )Hom ,X Y   : Tập các cấu xạ từ X  đến Y  

( )Homeo F   : Tập các phép đồng phôi của không gian tôpô  F

Im  : Ảnh của một đồng cấu 

Index A  : Chỉ số hoặc hệ bất biến chỉ số của đại số Banach 

lK  : Tập các toán tử tuyến tính compắc trên  H

,A A⊗lK lK  : Các ổn định hóa của –đại số *C A  

κ  : ∗–đồng cấu 1 : A Aκ → lK  từ –đại số *C A  đến ổn định hóa AlK  
0K ,  : Các đối hàm tử của –lý thuyết tôpô 1K K

0K ,  : Các hàm tử của –lý thuyết đại số 1K K

Ker  : Hạt nhân của một đồng cấu 
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lim
n⎯⎯→

, li  : Giới hạn quy nạp m
→

( )Ln A  : Nhóm thương ( ) ( )0GL GLn nA A  

,n Aλ  : ∗–đồng cấu  từ –đại số 
0

0 0
a

a ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6 *C A  đến –đại số *C ( )Matn A  

( )Matn A  : Tập các ma trận vuông cấp n  với phần tử thuộc A  

( )Matm n A×  : Tập các ma trận cấp m n×  với phần tử thuộc A  

`  : Vị nhóm Abel các số tự nhiên 

( )AP  : Tập các phép chiếu trong –đại số *C A  

( )n AP  :  – tập các phép chiếu trong –đại số  ( )(Matn AP ) *C ( )Matn A

( )A∞P  : Tập hợp ( )
1

n
n

A
∞

=

P∪  

[ ]p D  : Lớp tương đương của phần tử ( )p A∞∈P  trong  ( )AD

[ ]0p  : [ ](s p D )  – ảnh của [ ]p D  qua ánh xạ Grothendieck 

( )Pn A  : Tập các phần tử lũy đẳng trong ( )Matn A  

_  : Trường số hữu tỷ 

\  : Trường số thực 

,+\ \−  : Các tập hợp [ )0,+∞  và ( ],0−∞  

*\  : Tập hợp { }\ 0\  

rank  : Hạng (của một ma trận) 

Set  : Phạm trù các tập hợp 
1S  : Đường tròn đơn vị ( ){ } { }22 2 2, : 1 :x y x y z z 1∈ + = ≡ ∈ =\ ^  

( )S M  : Nhóm Grothendieck của vị nhóm Abel M  

SA  : Treo của một đại số Banach hoặc không gian tôpô 
nS A  : Treo thứ n  của một đại số Banach hay không gian tôpô 

s  : Ánh xạ chính tắc trong định nghĩa nhóm Grothendieck 
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,n n
xT M TM  : Không gian tiếp xúc và phân thớ tiếp xúc của đa tạp khả vi nM  

Tr ,  : Ánh xạ vết tr

( )AU  : Tập các phần tử unita của –đại số *C A  

( )0 AU  : Tập các phần tử unita ( )u A∈U  mà  1u �

( )n AU  : ( )( )Matn AU  – tập các phần tử unita trong –đại số  *C ( )Matn A

( )A∞U  : Tập hợp ( )
1

n
n

A
∞

=

U∪  

[ ]1u  : Lớp của phần tử ( )u ∞∈U �A  trong nhóm  của –đại số 1K *C A  

( )Vect X⎡⎣ ⎤⎦   : Tập các lớp đẳng cấu phân thớ véctơ phức hữu hạn chiều trên  X

fw  : Số vòng quay của ánh xạ f  

]    : Vành các số nguyên 

z  : Liên hợp của số phức  z
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MỞ ĐẦU 
 

 

1. Lý do chọn đề tài 

K –lý thuyết tôpô là một lý thuyết đối đồng điều suy rộng và là một công cụ 

mạnh của Tôpô đại số. Công cụ này cho phép giải quyết nhiều vấn đề thuộc lĩnh 

vực Hình học – Tôpô cũng như nhiều lĩnh vực khác của Toán học. Năm 1958, 

Grothendieck khi nghiên cứu về định lý Riemann – Roch trong Hình học đại số đã 

khởi xướng ý tưởng về –lý thuyết tôpô. Đến năm 1961, –lý thuyết tôpô đã 

chính thức được hình thành bởi các công trình nghiên cứu độc lập của Atiyah và 

Hirzebruch. 

K K

K –lý thuyết tôpô được xây dựng nhờ không gian phân thớ, nó cho phép 

chuyển một loạt các bài toán của giải tích và tôpô thành bài toán đại số. Từ –lý 

thuyết tôpô đã nảy sinh một cách tự nhiên ra –lý thuyết đại số, mà một bộ phận 

quan trọng của nó là –lý thuyết của đại số Banach và –đại số. 

K

K

K *C

K –lý thuyết tôpô (còn gọi là –lý thuyết hình học) xuất hiện trước và liên 

quan với các phân thớ véctơ phức trên các đáy là các không gian tôpô. Đối tượng cơ 

bản của –lý thuyết tôpô là các lớp tương đương ổn định của các phân thớ véctơ 

(phức). Bằng phép toán tổng Whitney các phân thớ véctơ, ta xây dựng được một vị 

nhóm Abel, rồi thông qua nhóm Grothendieck, ta xây dựng được các nhóm  và 

 của một không gian tôpô. 

K

K

0K
1K

K –lý thuyết đại số liên quan đến nhiều đối tượng hơn. Năm 1962, Swan để 

ý thấy rằng có sự tương ứng giữa phạm trù các không gian tôpô nào đó (như không 

gian compắc, Hausdorff) với phạm trù các đại số Banach hoặc –đại số. Ý tưởng 

là ở chỗ tập các nhát cắt liên tục của mỗi một phân thớ véctơ trên không gian tôpô 

 là một –môđun. Điều này dẫn tới việc nghiên cứu các môđun xạ ảnh, các 

–nhóm đại số và đó là xuất phát điểm của –lý thuyết đại số. 

*C

X ( )C X

K K
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Trong –lý thuyết đại số thì –lý thuyết của đại số Banach có một vai trò 

quan trọng. Sở dĩ có điều này là ở chỗ, với mỗi không gian tôpô 

K K

X  (compắc, 

Hausdorff) thì tập  các ánh xạ liên tục trên ( )C X X  nhận giá trị phức lập thành một 

đại số Banach và từ đó dẫn tới một liên hệ mật thiết giữa –lý thuyết tôpô và –lý 

thuyết đại số. Từ mối liên hệ này, ta có thể chuyển từ việc nghiên cứu –lý thuyết 

tôpô sang nghiên cứu –lý thuyết đại số và ngược lại (mỗi khi việc tính toán ở bên 

này khó hơn bên kia). 

K K

K

K

Bởi vì là một công cụ mạnh của Tôpô đại số nên –lý thuyết có nhiều ứng 

dụng trong Toán học và cả Vật lý học. Thông qua việc sơ bộ tìm hiểu những vấn đề 

trên, cộng với một chút “lòng yêu thích” và có xét đến khả năng có hạn của mình, 

chúng tôi đã mạnh dạn chọn đề tài nghiên cứu về –lý thuyết mà cụ thể là –lý 

thuyết đại số. Tuy nhiên, việc nghiên cứu –lý thuyết đại số ở tầm tổng quát là rất 

khó khăn vì phải dùng đến nhiều kiến thức của cả Đại số hiện đại lẫn Giải tích. Vì 

vậy, chúng tôi đã giới hạn việc tìm hiểu của mình trong phạm vi của đại số Banach 

và đề tài của chúng tôi mang tên là : “ –lý thuyết của đại số Banach và một vài 

ứng dụng”. 

K

K K

K

K

2. Nội dung và phương pháp nghiên cứu 

Luận văn tìm hiểu hai vấn đề chính : Đại số Banach và –lý thuyết của 

chúng. Để giảm thiểu phần nào đó sự “đơn điệu”, luận văn lồng vào trong đó một số  

vấn đề cơ bản nhất về –đại số, một đối tượng đầy sâu sắc, như là một “hương vị 

mới”. 

K

*C

Phương pháp nghiên cứu : luận văn sử dụng những công cụ mạnh là Đại số 

đồng điều và Giải tích hàm, xen kẽ với đó, trong một chừng mực có thể, là cách 

trình bày theo tinh thần của Toán học hiện đại – ngôn ngữ Phạm trù và Hàm tử. 

3. Ý nghĩa khoa học của luận văn 

Tiếp cận với phương pháp –hàm tử; đồng thời, chứng tỏ được “sức mạnh” 

của phương pháp này trong việc nghiên cứu các đại số Banach. Vì mỗi một –đại 

số trước tiên là một đại số Banach nên cũng phần nào cho thấy ý nghĩa của phương 

pháp –hàm tử trong việc nghiên cứu cấu trúc của các –đại số. 

K
*C

K *C
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4. Cấu trúc luận văn 

Luận văn gồm phần mở đầu, 3 chương, phần kết luận và phụ lục. Cụ thể là : 

a) Phần mở đầu : nêu một số vấn đề về lịch sử, phạm vi nghiên cứu và 

phương pháp nghiên cứu. 

b) Chương 1 : trình bày các khái niệm cơ bản về –lý thuyết của đại số 

Banach. Phần này chỉ trình bày những kiến thức cần thiết có liên quan đến nội dung 

đang xét. 

K

c) Chương 2 : trình bày cụ thể về cách xây dựng các nhóm  và ; đồng 

thời xác định một số tính chất cơ bản của các hàm tử  và . 

0K 1K

0K 1K

d) Chương 3 : trình bày một số ví dụ cơ bản và cụ thể nhằm làm rõ “sức 

mạnh” của phương pháp –hàm tử  K

e) Phần kết luận : trình bày các vấn đề mở có thể tiếp tục nghiên cứu tiếp 

sau đề tài. 

f) Phục lục : trình bày các vấn đề cơ bản nhất về –đại số đã được sử 

dụng trong các chương. 

*C

5. Ký hiệu trong luận văn 

Các ký hiệu được dùng trong luận văn này hoặc là các ký hiệu thông dụng 

hoặc sẽ được giải thích khi dùng lần đầu (xem Danh mục các ký hiệu). 

Để trích dẫn một kết quả, chúng tôi cũng dùng những ký hiệu quen thuộc. 

Chẳng hạn, nếu ghi ″1.6.3″ có nghĩa là xin xem mục 1.6.3 ở Chương 1; nếu ghi  

″2.2.5″ có nghĩa là xin xem mục 2.2.5 ở Chương 2; còn nếu ghi ″[19, tr.170 ]″ có 

nghĩa là xin xem trang 170 của Tài liệu tham khảo số 19. 
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PHỤ LỤC 
 

 

Mục đích của phần này là trình bày những vấn đề cơ bản nhất của lý thuyết 

về các –đại số và chứng minh bốn kết quả đã được dùng trong 3.1.1.3 : *C

( ) ( ) ( ) (0 1 0 10 , 0 , , 0K K K K= = = ]lB lB lK lK) =

H H H H…����	��

 

ở đó, nhắc lại rằng,  và lK  lần lượt là đại số Banach (thực chất là –đại số) các 

toán tử tuyến tính bị chặn và compắc trên không gian Hilbert tách được vô hạn 

chiều . Ngoài ra, ta còn ký hiệu  là –đại số các toán tử tuyến tính bị chặn 

trên . 

lB *C

H nlB *C
n

n

= ⊕ ⊕ ⊕�


Trong phần này, chúng tôi chủ yếu theo [16] và [18]. 

 

1. Khái niệm chung về –đại số *C

• Cho A  là một –đại số. Phép đối hợp trên ^ A  một ánh xạ tuyến tính liên 

hợp và phản nhân tính : A A∗ →  sao cho ( )a a
∗∗∗ ∗ a= =  với mọi . Cụ thể là, 

với mọi  và mọi 

a A∈

,a b A∈ λ ∈^  thì : 

( ) ( ), ,a a ab b a a aλ λ∗ ∗∗∗ ∗ ∗ ∗= = =  

• Cho A  là một đại số Banach. Ta bảo A  là một –đại số nếu trên *C A  

trang bị thêm một phép đối hợp a a∗6  thỏa mãn điều kiện sau : 
2 ,a a a a A∗ = ∀ ∈  

+ Từ định nghĩa, dễ dàng suy ra là a∗ = a  với mọi . Khi phép nhân 

trên 

a A∈

A  có đơn vị, ta bảo A  là –đại số có đơn vị. *C

+ Một ∗–đồng cấu : A Bϕ →  giữa các các –đại số  là một ánh xạ 

tuyến tính và nhân tính sao cho 

*C ,A B

( ) ( )aϕ ϕ a ∗∗ =  với mọi a A∈ . Nếu  có đơn vị và 

 thì 

,A B

( )1 1Aϕ = B ϕ  được gọi là bảo toàn đơn vị. 
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• Lớp tất cả các –đại số và các *C ∗–đồng cấu giữa chúng lập thành một 

phạm trù gọi là phạm trù các –đại số và ký hiệu là . *C * alg−C

• Cho B  là một tập con khác rỗng của –đại số *C A  : 

+ Ta bảo B  là –đại số con của ∗ A  nếu B  đóng đối với bốn phép toán trên 

A  (phép cộng, phép nhân, phép nhân vô hướng và phép đối hợp). Ngoài ra, nếu B  

còn đóng đối với chuẩn trên A  thì B  gọi là –đại số con của *C A , ký hiệu B A≤ . 

+ Ta bảo B  là iđêan của A , ký hiệu B A� , nếu B A≤  và  với mọi 

 và mọi 

,ab ba B∈

a A∈ b B∈ . 

• Cho A  là một –đại số. Phần tử *C p A∈  được gọi là phép chiếu nếu 
2p p p∗= = . Tập các phép chiếu của A  được ký hiệu là ( )AP ; phần tử  được 

gọi là phần tử unita nếu . Nhóm các phần tử unita của 

u A∈

1uu u u∗ = = ∗ A  được ký hiệu 

là . ( )AU

• Bây giờ giả sử A  là một –đại số (không nhất thiết có đơn vị). Đặt : *C

( ){ }, : ,A a a Aα α= ∈� ^∈  

với phép cộng và phép nhân vô hướng theo thành phần, còn phép nhân và phép đối 

hợp xác định như sau : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,a b ab a b a aα β β α αβ α ∗ ∗⋅ = + + = α  

Chú ý rằng  và ( ) ( ),0i a a= ( ),aπ α α=  lần lượt là ∗–đơn cấu và ∗–toàn cấu. 

Với mỗi x A∈ �  ta đặt : 

{ }sup : , 1
A AA

x ax a A a= ∈ ≤�  

và định nghĩa : 

( ){ }max ,
A A

x ax xπ=� �  

Ta kiểm tra được ( ,
A

A �
� i )  là đầy đủ, đồng thời với mọi ,x y A∈ �  thì : 

2,
A A A A A

xy x y x x x∗≤ =� � � � �  
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do đó  là một –đại số có đơn vị là A� *C ( )1 0,1A =� . Ta gọi  là –đại số nhận được 

từ 

A� *C

A  bằng cách thêm vào phần tử đơn vị hay  là đơn vị hóa của A� A . 

+ Dãy  là dãy khớp chẻ. Suy ra . 0 iA A π→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →� ^ 0 A A��

+  khi và chỉ khi A A≅ ⊕� ^ A  có đơn vị. 

• Bây giờ giả sử A  là một –đại số (không nhất thiết có đơn vị). Khi đó 

–đại số  được gọi là ổn định hóa của 

*C
*C A⊗ lK A . Một mô hình khác của ổn định 

hóa  là –đại số A⊗ lK *C AlK  như sau : xét hệ quy nap các –đại số : *C

( ) ( ) 31 2
2 3Mat MatA A A ϕϕ ϕ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→…  

ở đó : 

( ) ( )
0

, Mat ,
0 0n n

a
a a Aϕ

⎛ ⎞ n= ∈ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

`  

gọi  là giới hạn quy nạp của hệ quy nạp trên, ở đó ( , nA κlK ) ( ):n nMat A Aκ → lK  và 

đặt 1 : A Aκ κ= → lK . Khi đó, –đại số *C AlK  gọi là ổn định hóa của A . Ta kiểm tra 

được hai tính chất quan trọng là : A A≅ ⊗lK lK  và ≅^lK lK . 

 

2. Đại số ma trận 

• Với mỗi –đại số *C A , ta ký hiệu ( )Matn A  là tập tất cả các ma trận vuông 

cấp  với phần tử thuộc n A . Ta đã biết ( )Matn A  là một không gian véctơ với phép 

cộng và phép nhân ma trận. Đặt ( ) ( )t

ij ija a
∗ ∗=  ta xác định được phép đối hợp trên 

. Để xây dựng chuẩn trên ( )Matn A ( )Matn A , ta chọn một không gian Hilbert và 

một –đơn cấu 

H

∗ : Aϕ → lB . Gọi ( ): Matn n Aϕ → lB  xác định bởi : 

( ) ( )

( ) ( )

11 1 1 11 1 1

1 1 1

,
n n n

n j

n nn n n nn n

a a a a

a a a a

ξ ϕ ξ ϕ ξ
ϕ ξ

ξ ϕ ξ ϕ ξ

+ +⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ = ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

H
… …

# % # # #
" …

 

và định nghĩa chuẩn trên ( )Matn A  bởi 

( ) ( ), Matn na a aϕ= ∀ ∈ A  
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khi đó  trở thành một –đại số, hơn nữa chuẩn này không phụ thuộc vào 

việc chọn biểu diễn của 

( )Matn A *C

ϕ  nếu nó là ∗–đơn cấu và : 

11 1

, ,
1

max
n

ij iji j i j
n nn

a a
a a

a a

…⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑# % #
"

 

• Tính chất hàm tử : với mỗi n∈` , một ∗–đồng cấu : A Bϕ →  luôn cảm 

sinh cho ta một ∗–đồng cấu ( ) ( ): Mat Matn Aϕ → n B  xác định bởi ( )( ) ( )( )ij ija aϕ ϕ= . 

 

3. Vị nhóm Abel các phép chiếu  

• Cho X  là một không gian tôpô. Ta nói hai phần tử  đồng luân với 

nhau, ký hiệu , nếu tồn tại ánh xạ liên tục 

,a b X∈

a b� [ ]: 0,1v → A  sao cho ( )0v a=  và 

( )1v = b . Ánh xạ liên tục  gọi là đường liên tục từ  đến b  và ký hiệu là . v a tt v6

+ Nếu A  là một –đại số có đơn vị, ta ký hiệu *C ( ) ( ){ }0 : 1A u A u= ∈U U � . 

Một tính chất quan trọng của ( )0 AU  là : phần tử u A∈  thuộc vào  khi và chỉ 

khi  với  và  là các phần tử tự liên hợp của 

( )0 AU

1 2 nihih ihu e e e= … n∈` 1 2, , , nh h h… A  (tức là 

 với mọi jh h∗= j 1, ,j n= … ); 

+ Trong một –đại số *C A , nếu chọn đường liên tục  thì bất 

kỳ hai phần tử  nào cũng đồng luân với nhau. Tuy nhiên, trên 

( )1t t a− +6 tb

,a b A∈ ( )AP  thì điều 

này không đúng. 

• Trên ( )AP , ta xét hai quan hệ tương đương sau : 

+ Tương đương Murray – Neumann : p q∼  nếu tồn tại  sao cho v A∈

p v v∗=  và ; q vv∗=

+ Tương đương unita : up q∼  nếu tồn tại phần tử unita  sao cho 

. 

( )u∈U �A

q upu∗=
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• Bây giờ, với mỗi –đại số *C A  và mỗi , ký hiệu 1n ≥ ( ) ( )( )n nA M A=P P  

và ( ) ( )
1

n
n

A A
∞

∞
=

=P P∪ . Trên ( )A∞P , ta xét quan hệ tương đương  và phép toán hai 

ngôi  như sau : với 

0∼

⊕ ( )np A∈P  và ( )mq∈P A  thì : 

+ 0p q∼  nếu tồn tại ( )Matm nv ×∈ A  sao cho p v v∗=  và q vv∗= , ở đó 

( )m nM A×  là tập các ma trận cấp m n×  với phần tử thuộc A . Dễ thấy rằng khi n m=  

thì 0p q∼  khi và chỉ khi p q∼ ; 

+ ( )
0

0 n m

p
p q A

q +

⎛ ⎞
⊕ = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
P . 

Dễ dàng chứng minh được : 

+  với mọi 0 0np p⊕∼ ( )0n nM A∈  và mọi n∈` ; 

+ Nếu 0p q∼  và 0p q′ ∼ ′  thì 0p p q q′ ′⊕ ⊕∼ ; 

+ 0p q q⊕ ⊕∼ p ; 

+ Nếu ( ), np q∈P A  mà 0pq =  thì ( )np q A+ ∈P  và 0p q p q+ ⊕∼ ; 

+ ( ) ( )p q r p q r⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ . 

• Đặt ( ) ( ) 0A A∞=D P ∼ . Trên ( )AD , ta định nghĩa phép toán : 

[ ] [ ] [ ] ( ), ,p q p q p q ∞+ = ⊕ ∈D D D P A  

ta kiểm tra được phép toán định nghĩa hợp lý và ( )( ),A +D  là một vị nhóm Abel. 

 

4. Nhóm  của  –đại số có đơn vị 0K *C

• Cho A  là –đại số có đơn vị. Ta định nghĩa *C ( ) ( )(0 ,K A S A= +D ) . Ta ký 

hiệu [ ] ( ) ( )00
: A K A∞ →Pi  xác định bởi : 

[ ] [ ]( ) ( )0
,p s p p A∞= ∈D P  

• Mô tả : nếu A  là một –đại số có đơn vị thì : *C

( ) [ ] [ ] ( ){ } [ ] [ ] ( ){ }0 0 0 0 0
: , : , ,nK A p q p q A p q p q A n∞= − ∈ = − ∈ ∈P P `  
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ở đó : 

[ ] ( ) [ ] ( )( ) ( )00 0 0
, : 1 1k lp s p q s q k l p q− = − ⇔ ∃ ∈ ⊕ ⊕⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ` ∼  

[ ] ( )( ) ( )( )00 0
0 : 1k kp s p k p s p− = ⇔ ∃ ∈ ⊕ ⊕⎡ ⎤⎣ ⎦ ` ∼ 1

Ab

 

• Ta kiểm tra được  là một hàm tử xác định như sau : *
0 : algK − →C

+  tương ứng với * algA∈ −C ( )0K A ∈Ab ; 

+ –đồng cấu ∗ : A Bϕ →  tương ứng với đồng cấu ( ) ( ) ( )0 0 0:K K A Kϕ → B  

định bởi : 

( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0
,K p s p p s p pϕ ϕ ϕ ∞⎡ ⎤− = − ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ P �� � A  

• Tính chất cơ bản của hàm tử : 0K

+ ( ) ( ) ( )0 0K A B K A K B⊕ ≅ ⊕ 0 lg với mọi ; *, aA B∈ −C

+ Tính khớp chẻ :  biến mọi dãy khớp chẻ  

thành dãy khớp chẻ 

0K 0 0I A Bϕ ψ→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0 00 0K KK I K A K Bϕ ψ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ → ; 

+ Tính ổn định : với mọi  và mọi số tự nhiên n , ta luôn có 

 và 

* algA∈ −C

( ) ( )( )0 0 MatnK A K A≅ ( ) ( )0 0K A K A≅ ⊗ lK . Cụ thể hơn,  biến –đồng cấu : 0K ∗

( ), : Mat

0
0 0

n A nA A

a
a

λ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
 

thành đẳng cấu ( ) ( ) ( )( )0 , 0 0: Mn A nK K A Kλ ≅⎯⎯→ at A . 

Mệnh đề 1.  ( )0 0K =lB . 

Chứng minh. 

Đồng nhất . Ánh xạ ( )Mat n
n =lB lB ( ) { }dim : → ∪ ∞lB `P  xác định bởi : 

( ) ( ) ( ) ( )dim dim ,n n
np p p= ∈ lB lBH P P=  

là một toàn ánh. Chú ý rằng, nếu ,p q  là các phép chiếu trong  thì ( nlBP )
( ) ( )dim dimp q=  khi và chỉ khi p q∼ . Vì ( ) ( )dim 0 dimp p⊕ =  nên với mọi phép 
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chiếu ( ),p q ∞∈ lBP  thì ( ) ( )dim dimp q=  khi và chỉ khi 0p q∼ . Vì chiều có tính chất 

cộng nên ( ) ( ) ( )dim dim dimp q p⊕ = + q . Do đó, nếu đặt [ ]( ) ( )dimd p p=D  thì ta xác 

định hợp lý một đẳng cấu vị nhóm ( ) { }:d → ∪ ∞lBD ` . Suy ra : 

( ) ( )( ) { }( )0 0K S S= ≅ ∪ ∞ =`lB lBD  

 

Mệnh đề 2.  . ( )0K =lK ]

Chứng minh. 

Trước tiên, từ tính chất của ổn định hóa và tính ổn định của , ta suy ra : 0K

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 MatnK K K K K≅ ≅ ⊗ ≅ ≅lK lK lK^ ^ ^ ^  

do đó ta sẽ tính  thay vì ( )(0 MatnK ^ ) ( )0K lK . Cụ thể là : ( )( )0 MatnK ≅^ ] . 

Bây giờ, gọi ( )Tr : Matn →^ ^ a là hàm vết định bởi . Giả sử ( )( )
1

Tr
n

ij jj
j

a
=

=∑

( )( ) ( ), Matn np q∈ =P ^ P ^ . Ta chứng minh được 3 điều kiện sau là tương đương : 

i. p q∼  (tương đương Murray – Newman); 

ii. ( ) ( )Tr Trp q= ; 

iii. ( ) ( )dim dimn np q−^ ^ ; 

hơn nữa nếu p q∼  thì p q�  và up q∼ . 

Với mỗi ( )(0 Matng K∈ ^ ) , từ sự mô tả , ta suy ra tồn tại  và các 

phép chiếu 

0K k ∈`

( )( ) ( ), Mat Mat Matk n knp q∈ =^ ^  sao cho [ ] [ ]0
g p q= −

0
. Do đó : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 Tr Tr Tr dim dimkn knK g p q p q= − = −^ ^  

Rõ ràng , tức là ( ) ( )0 TrK g ∈] ( ) ( )( )0 0Tr : MatnK K →^ ] . Ta khẳng định 

 là một đẳng cấu. Thật vậy : ( )0 TrK

+ Nếu  thì từ ( )( )0 Tr 0K g = ( )i  suy ra p q∼  và do đó [ ] [ ]0 0
0g p q= − = . Do 

đó,  là đơn cấu; ( )0 TrK
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+ Mặt khác ( )0Im TrK ≤ ]  và do  Abel nên . Hơn nữa, vì ] ( )0Im TrK �]

( ) [ ]( ) ( )0 00
Tr 1 Im TrK e K= ∈  nên ( )0Im TrK = ] , tức ( )0 TrK  là toàn cấu. 

Vì  là đẳng cấu nên : ( ) ( )( )0 0Tr : MatnK K →^ ]

( ) ( )( )0 0 MatnK K≅ ≅^ ]lK  

 

5. Nhóm  của –đại số có đơn vị 1K *C

• Với A  là một –đại số có đơn vị, ta ký hiệu *C ( ) ( )( )Matn nA A=U U  và 

( ) ( )
1

n
n

A A
∞

∞
=

=U U∪ . Trên ( )A∞U , ta xét phép toán hai ngôi  và quan hệ tương 

đương  như sau : với 

⊕

1∼ ( )nu A∈U  và ( )mv∈U A

v

 thì : 

+ ; ( )
0

0 n m

u
u v A

v +

⎛ ⎞
⊕ = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
U

+  nếu tồn tại 1u ∼ { }max ,k m≥ n  sao cho 1 1k n k mu v− −⊕ ⊕�  trong ( )k AU , ở 

đó 1  là đơn vị trong . r ( )Mat r A

• Dễ dàng chứng minh được các mối liên hệ giữa ⊕  và  sau : 1∼

+  với mọi 1 1np p⊕∼ ( )u ∞∈U A  và mọi n∈` ; 

+ Nếu  và  thì 1u ∼ v ′1u v′ ∼ 1u u v v′ ′⊕ ⊕∼  với mọi ; ( ), , ,u u v v A∞′ ′∈U

+  với mọi 1u v v u⊕ ⊕∼ ( ),u v A∞∈U ; 

+ Nếu  thì  ( ), nu v A∈U 1 1uv vu u v⊕∼ ∼  với mọi n∈` ; 

+  với mọi ( ) (u v w u v w⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ) ( ), ,u v w A∞∈U . 

• Với mỗi , đặt * algA∈ −C ( ) ( )1K A A∞=U � ∼1 . Ta ký hiệu lớp tương đương 

của ( )u ∞∈U �A  trong  là ( )1K A [ ]1u . Từ các tính chất trên, với phép toán : 

[ ] [ ] [ ] ( )1 1 1
, ,u v u v u v A∞+ = ⊕ ∈U �  

thì  trở thành một nhóm Abel. ( )( 1 ,K A +)
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• Mô tả : nếu  thì * algA∈ −C ( ) [ ] ( ){ }1 1
:K A u u A∞= ∈U � , ở đó : 

[ ] [ ]( ) ( )11 1
u v u v⇔� ∼  

[ ] ( )11
1 0K A=  

[ ]1 1
u u∗⎡ ⎤− = ⎣ ⎦  

• Ta kiểm tra được  là một hàm tử xác định như sau : *
1 : algK − →C Ab

+  tương ứng với * algA∈ −C ( )1K A ∈Ab ; 

+ –đồng cấu ∗ : A Bϕ →  tương ứng với đồng cấu ( ) ( ) ( )1 1 1:K K A Kϕ → B  

xác định bởi : 

( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0
,K p s p p s p pϕ ϕ ϕ ∞⎡ ⎤− = − ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ P �� � A  

• Tính chất cơ bản của hàm tử : 1K

+  với mọi ; ( ) ( )1 1K A K A≅ � * algA∈ −C

+ ( ) ( ) ( )1 1K A B K A K B⊕ ≅ ⊕ 1 lg với mọi ; *, aA B∈ −C

+ Tính khớp chẻ :  biến mọi dãy khớp chẻ  

thành dãy khớp chẻ 

1K 0 0I A Bϕ ψ→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ →

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 00 0K KK I K A K Bϕ ψ→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ → ; 

+ Tính liên tục : nếu { };n nA ϕ  là hệ quy nạp các –đại số mà *C lim nA A
→

=  thì 

( ) ( )1 1lim nK A K A
→

≅ ; 

+ Tính ổn định : ( ) ( )1 1K A K A≅ lK  với mọi n∈`  và mọi . * algA∈ −C

Mệnh đề 3.  . ( )1 0K =lB

Chứng minh. 

Với mọi ( )nu∈U lB , nếu ta chứng tỏ được  thì suy ra  và do đó thì 1nu � 1 1u ∼

[ ] [ ] ( )11 1
1 0Ku = = lB  với mọi ( )nu∈U lB  và mọi n∈` . 

Trước tiên, ta thấy ánh xạ [ )1: 0, 2Sϕ π→  xác định bởi : 

( ) , 0 2ie θϕ θ θ= ≤ < π  
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là đo được Borel, bị chặn và ( )i zz e ϕ=  với mỗi 1z S∈ . 

Bây giờ, gọi ( ) ( )n
nu∈ =U UlB lB . Khi đó ( ) ( )u uϕ ϕ ∗=  trong  và nlB

( )i uu e ϕ= . Do đó, ( )0
nu∈ lBU  tức là . 1u �

Vậy [ ] [ ] ( )11 1
1 0Ku = = lB  với mọi ( )nu∈U lB , tức là ( )1 0K =lB .  

Mệnh đề 4.  . ( )1 0K =lK

Chứng minh. 

Trước hết ta có ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 MatnK K K K≅ ⊗ ≅ ≅lK lK^ ^ ^ . 

Vì ( )( )( ) ( )( ) ( )Mat Mat Matk n kn kn= =U U^ ^ U ^  liên thông với mọi ,k n∈`  

nên ( )( ) 1Matn∞U ^ ∼  chỉ có một phần tử. Do đó ( )( )1 Mat 0nK =^ .  
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