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LOI CAM ON

Zuan vin nay dugc hoan thanh dudi su huéng dan khoa hoc cua
PGS. TS. Lé Anh Vi T6i xin bay t6 long biét on sau sic t6i thay, vi thay
da tao co hoi cho t6i lam quen voi K1y thuyét, mot Iinh vuc hién dai cua
Toan hoc. Trong qué trinh nghién ctru, thiy da trang bi cho t6i nhiéu kién
thire, tai lidu, da tan tinh huéng din vé ca chuyén mén 1an phuong phap
nghién ctru, gitip cho t6i hoan thanh duoc dé tai;

T6i chan thanh cam on quy thay trong t6 Hinh hoc, khoa Toan-Tin
Truong Pai hoc Su pham TP. Ho Chi Minh da gitip d& toi nang cao trinh
d6 chuyén mon va phuong phéap hoc tap trong sudt qua trinh hoc Cao hoc;

Chan thanh cam on Ban giam hiéu, phong T6 chtic hanh chinh,
phong Khoa hoc Cong nghé va Sau dai hoc, phong K& hoach-Tai chinh
Truong Pai hoc Su pham TP. HO Chi Minh d3 tao diéu kién thuan loi cho
to1 trong qua trinh hoc tap cling nhu khi lam luan van;

Cudi cung, xin chin thanh cam on su dong vién cua cic quy dong
nghiép, ban be, gia dinh va cac anh chi trong cac budi xémina di c6 nhimg
gop y xac dang, gitip cho to1 hoan chinh luén van nay.

Xin chan thanh cam on!
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Chuong 1
KIEN THUC CHUAN BI

Chuwong nay trinh bay mot cach so lwoc vé cdc khai niém chuan bi can thiét
c6 lién quan. Vi khoi lwong kién thirc chudan bi twong déi 1ém va do khudn kho Iudn
van ¢é han nén ching ti chi trinh bay nhitng khdi niém co ban va can thiét nhat.
Péc gid nao quan tdm dén cdc khdi niém, tinh chat khdc hodc phan chirng minh ¢é
thé tham khao thém trong cdc tai liéu [1], [2], [3], [4], [6], [7], [14], [15], [16],
[17], [20], [24], [25].

1.1. So lwgc vé pham tri va ham tir
1.1.1. Pham tru

Mot pham triv 2 bao gdm mét 16p 7 cac dbi tugng nao do, goi 1a cac vdt,
sao cho véi moi cip vat X,Y € ” c¢é tap hop Hom(X,Y) céc ciuxa f:X—>Y ti
X t6i Y ; dong thoi, véi mdi cau xa f e Hom(X,Y) va geHom(Y,Z), ta xac dinh
duoc hop thanh go f e Hom(X,Z) clia f va g, sao cho cac tién dé sau thoa mén :

1. Néu X#X' vaY=Y' thi Hom(X,Y) va Hom(X",Y") ri nhau;

2. Phép hop thanh théa man luat két hop; tirc 1a, véi moi b ba céc clu xa
(f.g,h)eHom(X,Y)xHom(Y,Z)xHom(Z,U) thi ho(go f)=(hog)of.

3. Voimoi X e, ton tai cdu xa dong nhat 1, e Hom(X,X) sao cho voi
moi feHom(X,Y) vd geHom(Z,X) thi fol, =/ val,cg=g.

Vidu :

+ Pham tri tip hop % : vat 1a tip hop, cdu xa 13 anh xa va phép hop thanh
chinh 1a phép hop thanh thong thuong cac anh xa.

+ Pham tri cac nhom Abel </ : vat 1a nhom Abel, cau xa 1a dong ciu

nhom va phép hop thanh 1a phép hop céc anh xa.
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1.1.2. Pon xa, toan xa, dang xa

Cho pham tri 7 va ciu xa f € Hom(X,Y) trong 7. Ta goi :

e f 13 don xa néu véi moi cip ciu xa g, h eHom(Z,X) ma fog= foh thi
g =h (tinh gidn udc trai).

e f 13 toan xa néu voi moi cip cdu xa g,k eHom(Y,Z) ma gof=ho f thi
g = h (tinh gidn udc phai).

o f la dang xa néu ton tai cAu xa g:Y — X saocho fog=1, va gof=1,.
Khi d6, hai vat X,Y duogc goi 1a dang cdu v6i nhau.

Vi du : trong pham tru <7/, don xa, toan xa, déng xa tuong ung la don anh,
toan anh va song anh; con trong pham tru /4, don xa, toan xa, déng xa tuong ung
1a don céu, toan cu va dang cau.

Chu y : mot cAu xa vira 1a don xa vira 12 toan xa duoc goi la song xa. RO rang
rang, dang xa 13 song xa nhung chiéu nguoc lai khong ding. Mot pham tro ma
trong d0, song xa 1a dang xa duoc goi 1a pham trit cdn bang.

1.1.3. Vit phé dung ciia pham tru

Cho pham tru 7.

e Vit X e ” duogc goi la vat dau ciia 2 néu véi moi vt Y e 2 thi tap hop
Hom(X,Y) chi c6 mot phan tu.

o Vit Y e duoc goi la vdr cudi cia 2 néu voi moi vat X e 2 thi tap hop
Hom(X,Y) chi c6 mot phan tu.

e MOt vat vira 12 vat dau vira 1a vat cudi goi 12 vdt khdng, ky hidu1a 0.

Vi dy : trong pham trit %/, vat dau 1a &, vét cudi la tp hop don diem {*};
do do, pham tru </ khong c6 vat khong. Nguoc lai, trong pham tru o4, vat dau
va vat cudi (tir 6 1a vat khong) 1a nhom tim thudng chi gdm phan tir don vi.

Nhdn xét : néu mot pham tru c6 nhiéu vat dau thi cac vat dau do déng cAu véi
nhau. Ta cling c6 khéng dinh tuong tu ddi véi cac vat cudi. Cac vat dau va vat cudi

ctia mot pham tri duoc goi chung 13 vdt phé dung.
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1.1.4. Ham twr

Cho cac pham trii 2, 2. Mot ham tir F: 7 — 2 tr 2 dén 2 1a mot quy tac
cho tuong tmg mdi vat X € 77 véi mot vat F(X)e2 va mdi cdu xa f: X >Y
trong 7 véi mot chu xa F(f):F(X)— F(Y) trong 2 thoa man hai tién dé sau :

. Véimoivat X e thi F(1,)=1,,,.

2. Véimbi cip ciu xa (f.g)eHom(X,Y)xHom(Y,Z) trong 2 thi

F(gof)=F(g)°F(/)

Vidu :

+ Ham tir dong nhdt 1,,: 7 — 7 giit bat ddong moi vat va moi cu xa.

+ Ham tir quén (hay ham tir xéa) For:col/ — /s bién mdi nhom Abel thanh
tap hop nén ciia nhom Abel d6 (“quén” di ciu tric nhém) va bién mdi dong ciu
nhom thanh chinh dong cdu iy nhung chi xem nhu 13 4nh xa tap hop.

1.1.5. D6i ham tir

Cho cac pham trit 22, 2. Mot doi ham tir F: 7 — 2 tr 2 dén 2 1a mot quy
tic cho twong (ng mdi vat X € 7 véi mot vat F(X)e 2 vamdicauxa f:X >V
trong 7 véi mot cau xa F(f):F(Y)— F(X) trong 2 thoa man hai tién dé sau :

. Véimoivat X e thi F(1,)=1,,,-

2. V&imdi cap ciu xa (f,g)eHom(X,Y)xHom(Y,Z) trong 2 thi

F(gof)=F(f)F(z2)

Vi du : ¢b dinh vat 4 trong pham tru 7. Ta kiém tra dugc quy tac
Hom(~ A): 7 — % 1a mot d6i ham tir x4c dinh nhu sau :

+ MOi vat X € 7 tuong tmg v6i tap hop Hom(X, 4) e Fer .

+ MOi ciu xa a: X - Y trong 7 twong (mg v6i anh xa :

Hom(a,A) : Hom(Y,A) - Hom(X,A)
f — foa
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1.1.6. Gi6i han quy nap trong m¢t pham tru
1.1.6.1. Gidi han quy nap cua ham twr

Cho ham tir F: 77— 2. Vit Ae 2 cling voi ho cu xa {aX:F(X)—>A}X

er
dugc goi la gioi han quy nap cua ham twr F néu thoa man hai diéu ki¢n sau :

1. Véimoicduxa f:X —Y trong 7 thi ay=a,°F(f).

2. Néu c6 vat Be 2 cung v6i ho ciu xa {,BX :F(X)—)B}Xew théa man

diéu kién (1) thi ton tai cdu xa y:A—> B saocho S, =yoa, v6imoi X €.

A_——————- L > B

1.1.6.2. HE quy nap
Cho 7 1a tap hop sip tht tw. Tandi I co loc phdi néu véi moi i, j eI, ton tai
kel ma i,j<k.Bay gio, gid st 2” 1a mot pham tru va 7 1a tap hop cé loc phai.

Ho vat {X,}  cung véiho cau xa {fy X, > Xj} ~duogc goi la hé quy nap trong

el i,jel i<j
2 néu thda man hai diéu kién sau :
1. f,=1, , Viel,
2. V6imoii<j<k thi f, =f,cf,;thcla biéu d6 sau giao hoan :

X#) X

4 J

Ji /

1.1.6.3. Gidi han quy nap
Cho hé quy nap {X I fij} trong pham tru 2”. Ta xem 7 la mot pham tru

i,jel

xac dinh nhu sau :
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e Vatlacacphantriel;
o o
. Hom(i,j){{(”’)} e
%) , Jj<i
Xétham tr F:1 — 2 dinh bdi :
F(i)=X, , F(i.j)=f, » Vijel

gol X € 7 la gidi han quy nap cua ham tor F . Khi do, ta cling goi X € 2 1a gidi

han quy nap cua hé {Xl.;fl./.} > kyhi¢ula lim X; =X hay don gian la lim X, = X

i,je

1.1.6.4. Vidu
Lay 7=N 1a tap hop cac sé ty nhién. Trong pham trii <%, xét hé quy nap

{X,-;f,,-}

bang cach dong nhat mdi x, € X, v6i x, = £, (x,) € X, ta ¢6 quyén xem nhu X, c X,

,6d6 f.: X, —> X, 1a don 4anh véi mdi i< j. Vimdi f, 1a don anh nén
N ij i J i

i,je

v6i i< j va c6 ddy tang dan céc tip hop 4, c 4, c... Khidé : lim X, = JX,.

=0
1.1.7. Pham tru cac khong gian topo
1.1.7.1. Quan hé dong luin

Cho X va Y la cac khong gian topo.

o Phép déng luan 1a mot anh xa lién tuc F: Xx[O,l] — Y. Khi d6, véi mbi
(x,1) e X x[0,1], ta thuong ky hiéu F(x,7)=f,(x) va ddng nhat F = {ft}[e[o’l] .

e Cho f,g:X —>Y lacac anh xa lién tyc. Ta bao f dong ludn véi g, ky
hiéu f =g, néu ton tai phép dong luan F :{ft}[e[o’l] sao cho f,=f va f,=g.Rd
rang = la quan hé tuong duong trén tdp C(X,Y) cac anh xa lién tyc tir X t6i Y.

e Anh xa lién tuc f:X —>Y duoc goi 1a twong dwong dong ludn tr X t6i
Y, ky hiéu f:X—>Y, néu ton tai anh xa lién tuc g:Y¥ —» X sao cho fog=id,
va go f=id,.Khid6, X va Y duogc goi la hai khong gian ciing kiéu dong ludn, ky
hiéu X =Y. D& thdy rang, quan hé cing kiéu dong luan ciing 13 mot quan hé tuong

duong trén pham tru cac khong gian topo.
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1.1.7.2. Khong gian co rat duwgc
Khong gian topo X duoc goi la co rut duoc néu thoéa man mot trong hai diéu
kién tuong duong sau :
1. X cung kiéu dong luan véi khong gian don diém {*};

2. Tontai x, € X sao cho id, dong luin v4i anh xa hang ¢, .

1.2. Pai cwong vé phin thé va phan thé vécto
1.2.1. Phén thé tim thwong dia phwong
1.2.1.1. Dinh nghia
Cho E,F,B la cac khong gian top0 va p:E — B 1a mdt toan anh lién tuc. B
ba &=(E,p,B) goi la mot phdn thé tam thuong dia phwong véi thé mau F néu
théa man diéu kién tam thuong dia phuong sau : voi moi x e B, ton tai lan cgn mo
Uc B cua x va mgt dong phéi ¢:UxF — p” (U) sao cho ¢ dong phéi theo thé,

tucla pop=r,; 0do rn, :UxF —U laphép chiéu tw nhién lén thanh phan dau.

UxF
k//
E:)p_](U) Y UcB

Ta goi :
e E,B:khéng gian toan thé va ddy cia & (thuong dong nhéat & véi E);
o (U,p): ban doé dia phuong quanh x € B;
e V6imoi xeB thi p~'(x)~F vagoilathé cia & tai x.
1.2.1.2. Atlas — ham dan
Cho phan th¢ tam thuong dia phuong & =(E, p,B) thé mau F . Khi d9, véi

moi x e B, ton tai ban dd (U.,9,.) quanh x. Atlas 1a mt ho ban dd oof = {(Uaa%)}

oa

sao cho {U,} 1aphiimocia B.
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Cho (U,.9,).(Uy.0,) € AU, "U, =@ . Dit :

-
Ppa = (% ‘wamyﬁ)wj °Pel,cu,or
tuc la :
Ope (U OUL)XF > (U, U, )xF
(x. /1) = (%)
ta goi @y, 1a ham chuyén ur (U,.¢,) sang (U,.p,) hay ham ddn. D& don gian vé
mat ky hiéu, ta viét Do =P5 0, .
1.2.1.3. Pong ciu va ding ciu

Cho hai phan thé tdm thuong dia phuong & =(E,, p,,B) va & =(E,, p,,B)
v6i thd mau 1an lugt 13 F, va F,. Pong cdu h:& — & 13 dnh xa lién tuc :E, > E,
sao cho p, = p,oh.Khi i 1a dong phoi thi / goi 1a dang cdu, ky hiéu h:& ——¢&, .

1.2.2. G—phéan thé chinh
1.2.2.1. G—phan th¢

Cho G 1a nhém t6pé (tic 1a mot nhom dong thoi 1a mot khong gian topod sao
cho anh xa (x,y) > xy™' lién tuc) tac dong lién tuc 1én khong gian topd F boi dong
cAu nhom lién tuc :

p:G — Homeo(F)
g p(g)
& d6, Homeo(F) 1a nhém cac phép dong phdi clia F va :
,0( g) F—5F
f e ple))=e()

Phén thd tim thuong dia phuong véi thd miu F dugc goi 14 G—phdn thé

néu ton tai atlas =/ ={(U,. ¢, )} sao cho ho ham dén @, tuong {mg véi atlas nay

dugce cho boi ho ¢, :U, "U, — G thoa mén hai diéu kién :

L 9p ()00, (x) =0, (x).
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2. @ (x)=1d;(x)=1,.
tic 1a :
Py (U, NU, )X F—(U, NU, )% F

(xf) > (6p(00 ())()= (%04 (x)(1))

Piac bigt, khi G =Homeo(F) va p=idy,,. ., thi mdi phan thé tam thuong

Homeo
dia phuong &=(E, p,B) v6i thd mdu F déu 1a Homeo(F)-phén thé. Nhu vy, G-
phan thé 1a khai niém mé rong cta phan thé tim thudng dia phuong.
1.2.2.2. G-phan thé chinh

Xét F=G 1a nhém tépé (modt nhom dong thoi 1a mot khong gian topd sao

cho dnh xa (x,y) > xy™ lién tuc) va tic dong cia G 1én F =G boi tinh tién trai :
L: G — Homeo(F)
g - Lg
¢ do:
L:F=Go>F=G
[ e L(f)=g
khi d6, mot G —phan thd voi thd mau F dugc goi 1a mot G —phdn thé chinh.
1.2.3. Phan thé vécto

Cho &=(E,p,B) 1a mot G—phan th¢ voi thé mau F.Néu F=R" (F=C")
vd G= Aut(F) tic dong 1én F nhu cac ty dong ciu tuyén tinh thi & duoc goi la
mot phdn thé vécto thue (phirc) n chiéu.

Vidy. Cho M" 1a mot da tap kha vi thuc n chiéu. V&i phép chiéu :

7 TM" = TM" > M’
xeM"
velTM" —x

thi bd ba &=(TM",z,M") 1a mt phan th¢ vécto thue n chiéu; & d6 moi thé 7' (x)
chinh 14 khong gian (vécto) tiép xtic T.M" cia M” tai x. Phan thé ndy goi 1 phdn

thé tiép xiic trén da tap vi phan M.
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1.2.4. Phép toan trén cac phan thé vécto
Cho & =(E,, p,B) va & =(E,, p,,B) lan lugt 1a cac phan thé vécto n, chiéu
va n, chiéu v6i ho ham dan tuong tng la Ppe VA O3,
e Tong truc tiép (tong Whitney) cua & va &, ky hidu & @&, 1a mot phan
thé vécto ¢ ho ham dan la ¢, nhu sau :

Ppo = sy D0, U, U, — GL (1, +1,,IK)

x |—>¢2a(X)@<”§a("):( 0 ¢ (x)

O (x) O J

D@ thay rang, & ®&, = (E,p,B),06do:
E=Ex, E ={(e.e,) e ExE,: p/(e)=p,(e,)} .
ple.e,)=p(e)=p,(e,)eB
o Tich tenxo cua & va &,, ky hiéu & ®¢,, 1a mot phan thé vécto ¢ ho ham
danla ¢,, nhu sau:
Dse = Ppa ®0p, U, NU, — GL(nn,,IK)
* 0 (x)®0) (1)
Mot sb tinh chat :
L (£®8)05=80(5,04) . (§®4)®8=50(45,04);
2. §@05,2508 , (852404,
3. (£9E)®E=(E5®E)D(4,0E);
4. £®(LOE)=(E®L)D(E®E);
5. m=XxF laphan thé vécto n chidu trén X : phdn thé tam thuong.
1.2.5. Vinhém Abel [ Vect(X)]
Ky hiéu [Vect(X )] 1a tap cac 16p dang cdu cac phan thé vécto phirc hitu han

chiéu trén X . Trén [Vect(X )] , ta dinh nghia phép cong nhu sau :

[¢]+[n]=[s®n]
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dé thiy rang :

Lo [El+[n]=[n]+[] vi s@n=no¢;

2. ([]+[n)+[]=[¢]+(In]+[¢]) vi (s @m) @ =@ (n@C);

3. [€]+[0]=[0]+[&]=[¢] vic@O=0@E=£.
do 6 ([ Vect(X)],+) 1a mot vi nhom Abel.

Vidu:xét X ={x} (tc1a X co rit dugc). Khi d6, moi phan th¢ vécto trén
X déu tam thuong. Lac nay, mdi [£]e [Vect(X )] déu duoc dic trung boi sd chidu
ctia nd, trc 1a néu dim¢& =dimy thi &=7. Do d6 ta ¢6 dang cau vi nhom :

dim:[Vect(X),+] — (N,+)
[(] > dimé

suy ra [Vect(X)] =N. Pac biét, khi X = {*} ta cling c6 [Vect({*})] =N.

1.3. Poi xirng héa va K —nhém dai s6
1.3.1. Pdi xirng héa ciia mdt vi nhém Abel
1.3.1.1. Dinh nghia

Cho (M,+) 1a mot vi nhom Abel (nira nhém giao hoan co6 phan tir don vi
nhung chua cé phan ti d6i). Nhém doi xirng héa hay nhém Grothendieck cia
(M,+) la cap (S(M),s) bao gdm nhém Abel (S(M),+) va dong cdu vi nhom
s:M —S(M) thoa man diéu kién phod dung sau : véi mdi nhom Abel G va dong
cau vi nhém f:M — G thi ludn ton tai va duy nhdt dong cau nhém f:S(M) -G

sao cho fos={f.



25

1.3.1.2. Cach xay dung
Trén vi nhom tich M x M , ta xét quan h¢ twong duong ~ nhu sau :

((x,u)~(y,v)) = (EIreM:x+v+r:y+u+r)
ta ky higu tap thuong M *M/" 1a §(M); & 6, 16p twong duong cua cgp (x,u) kY

hiéu la W Phép toan trén S(M) dugc di truyén lai tir phép toén trén M , tic 14 :

—_—

() +(3v) =ty v)

ta kiém tra duoc (S(M),+) 1a mot nhém Abel véi phén tir trung hoa 1a (x,x) va
phan tir ddi cta (x’/\u/) la m . V6i dong cau vi nhom chinh tic :

veM 1> s(x) =[] (0) = (v+7.r) € S (1)
thi cdp (S(M),s) chinh 1a nhém Grothendieck cua (M, +).

1.3.1.3. Mo ta

Véimdi x,ye M, vi [(x+y)+0]+0~x+y+0 nén :

(x+20)=(x0) & (xr)+(»0)=(x0) < (xy)=(x0)~(10)

Nhu vay S(M):{[x]—[y]:x,yeM},édé:

([x]—[y]z[u]—[v]) < (FreM:x+v+r=y+u+r)
([]=[D)+ ([u] =[] =[x+ )= [y +V]
OS(M)z(x,x) , XeM

-(x]-D)=[v]-[]

1.3.1.4. Céc vi du kinh dién

+ Xét vi nhém Abel (N,+). Khi d6 S(N)=(Z,+). Vi phép cong trong N
thoa man luat gidn udc nén luc nay s =i:N — Z chinh la phép nhing.
+ Xét vi nhom Abel (Z',-). Khi d6 S(Z")=(Q",). Vi phép nhan trong Z’

thoa man luat gian udc nén s=i:Z" — Q" cling 1a phép nhing.
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+ Mot vi dy it tam thuong hon 1a véi vi nhém Abel (Z,) thi S(Z,-)={1} 1a

nhom tim thuong. That vay, véimoi x,yeZ, tontai r=0e7Z ma x.y.0=y.y.0; tic

1a (x,y)~(y,y) suyra (x,y)=(»,y)= Lz -
1.3.2. k—nhém dai s6
1.3.2.1. Modun va modun xa anh
e Cho R la vanh c¢6 don vi ky hiéu 1a 1. Nhom Abel (M,+) dugc goi la
modun trai trén R hay R —modun trai néu trén M da xéac dinh thém mot anh xa :

RxM > M

(r,x) = rx

got1 1a phép nhan voi hé tir tir R , sao cho cac tién dé sau théa man :

1. r(x+y):rx+ry;

2. (r+s)x:rx+sx;

3. (rs)x = r(sx) ;

4. Ix=x.
v6i moi x,yeM va moi r,seR.Phan tir c6 dang rx, +...+rx Vi r,...,r, eR Va
X,,...,x, € M dugc goi la 16 hop tuyén tinh cia X,,...,x, vO1 hé t&r trong R . Tuong
tu, ta cling c6 khéi niém R —modun phai. Khi vanh R giao hodn thi R —-modun trai
va R-modun phai trung nhau va goi chung la R —mddun.

e Cho R—modun M va @=ScM. Tandi S 1a hé sinh cia M néu mdi
phan tir cia M déu biéu dién duogc thanh to hop tuyén tinh ciia cac phan tir trong
S . Pic biét, khi su biéu dién ciia moi phén tor cua M qua S déu duy nhét thi S
dugc goi la co socua M .

e R-mddun M dugc goi la médun tw do néu M 1a médun {0} hodc néu
M #1{0} thi phai c6 co s& khéc rong. Khi M ={0}, ta hiéu co s& cliand 1a &.

e R-mbédun M duogc goi la modun xa anh néu no 1a hang tu truc tiép cua
mot R —mddun ty do. Médun ty do 1a mddun xa anh. Nguoc lai, mdi mddun xa anh

trén vanh chinh déu 13 moédun tu do.
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1.3.2.2. Dinh nghia K (R)

Cho R 1a vanh c6 don vi. D4t 7?(R) 1a tap céc 16p dang cau cac R-—modun
xa anh hiru han sinh (trc 1a cdc R —modun ¢6 h¢ sinh hitu han). Trén J/)(R) ta xét
phép toan :

[M]+[N]=[M @ N]

tir c4c tinh chit ciia @, ta c6 (J/’(R),+) la mot vi nhém Abel. Ta dinh nghia :

K, (R) - S(?P(R)"'_)

1.3.2.3. Cac vi du kinh dién
+ Léy R=7.Vi Z l1a vanh chinh nén moi Z-mo6dun xa anh M déu tu do
va ¢ co 0. K¥ hiéu rank M 13 s phan tir trong mot co so cua M . Ta c6 dang cau
rank : 7 (Z)——N
[M ] > rank M
do do K, (Z)=S(7(Z),+)=S(N,+)=(Z,+).
+ Lay R=R. Vi R 1a truong nén cac R—modun xa anh M chinh 1a cac
khong gian vécto thuc. Twong tu ta ciing c6 Ta c6 dang céu :
dim: 7 (R)——>N
[M] + dimM

do do K,(R)=Z.

1.4. So lwogc vé K -1y thuyét topd
1.4.1. Nhom K° va ham tir X°
1.4.1.1. Trwong hop X compic, Hausdorff
Cho X la khong gian topd compac, Hausdorff. Ta xay dung nhém K°(X) tir

vi nhém Abel ([ Vect(.X)],+) bang cach dinh nghfa :

K°(X)=5([ Veet(X)].+)

Mo ta :
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e Cachl:
K*(X)={[£]-[n]: & € Vect (X)}
ddo:
([£]=[n]) < (FmeVect(X):é@n=n®n)
([€]-[)+([£1-[nN)=[ @< ]-[nen]
o Cach2:
K'(X)={[£]-[n]: & e Vect(X),neN}
&do:

(E-[7-[n-[7]) & (peN:conrp=ronip)

([E1-[7D)+ ([n]-[7]) =[E @)= [ -+
Ta kiém tra dugc K° 13 mot d6i ham tir tir pham tri cac khong gian topod
compic, Hausdorff vao pham trii cac nhém Abel xac dinh nhu sau :
e M0bi khong gian topd compic, Hausdorff X twong Gng v6i mot nhom
Abel K’ (X);

e Mdi anh xa lién tuc f:X —Y tuong ung v4i mot ddéng cdu nhom

k/h

K°(f)=f":K"(Y)>K°(X) xéc dinh bsi f*([&]-[7])=] £" (&) ]-[7].

Dic biét, xét khong gian cham diém (X,x,e X). Khi d6, phép nhing
i:{x,} = X cam sinh mot dong ciu chiéu nhu sau :

k/h
i =dim:K°(X) > K°({x,})=Z
[£]-[7]+> diméE —n

ta dinh nghia :
K(X)=Keri ={[£]-[n]:dim¢& =dimp}| = {[£]-[n]:dim& = n}

Vidu :

K°({+})=S(Vect({*}),+)= (N, +)=Z
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1.4.1.2. Trwong hop X compic dia phwong, Hausdorff

Lay compdc héa mét diem X* =X U{o} clia X (xem [7]). Xét khong gian

chdm diém (X*,0). Khi d6 ta dinh nghia :

K'(X)=K(X")=K(X",)

1.4.1.3. Nhém K’ (X,Y)

Cho céac khong gian topd X va Y < X . Ta dinh nghia :

K'(X,Y)=K(X/Y) . K'(X.9)=K"(X)

1.4.2. Cac nhém K'(X)

1.4.2.1. Treo cia m¢t khong gian topo

Cho khong gian top6 X . Treo cua X la khong gian :

SX =C" X UC X|

X :=XU[O’%X{1}
C'X :=XU[_1’%X{_1}

1.4.2.2. Cac nhom K'

o do:

Cho céac khong gian top6 X va Y < X . Ta dinh nghia :
K'(X)=K'(sx) . K'(X.0)=K(s(%%))

1.4.3. Day khép tuin hoan 6-thanh phan ciia X -1y thuyét topd

Cho khong gian t6pd X va ¥ < X . Khi d6, ton tai cic dong cdu noi 6,6,
tao thanh day khdp tudn hoan 6-thanh phan nhu sau :
KO(X,Y)——>K0 (X)——)KO (Y)

S O

o>

KI(Y)<——K1(X)<——K1(;(,Y)
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1.5. Pai s6 Banach
1.5.1. Dai sb
Cho trudng F va F —khong gian vécto /. Ta bao </ 13 mot dai so (két
hop) trén F hay F —dai s6 néu trén «{ trang bi thém mot phép nhén :
o o oo — oof
(x, y) = Xy
sao cho hai diéu kién sau thoa man :
1. Phép nhan trong </ 13 mot F—dang song tuyén tinh; tic 13, véi moi
a,feF vamoi x,y,zec/ thi:
(ax+py.z)=a(x,z)+B(r.2)
(x,ay+pz)=a(x,y)+p(x,z2)
2. Voéimoi aeF vamoi x,yec! thi a(xy)=(ax)y=x(ay).
Gia sir 3 1a khong gian vécto con ctia F —dai s6 (. Ta goi :
o B 1a dai s6 con cua o, ky hiéu B<f, néu abe B voi moi a,be B
(2 d6ng ddi voi phép nhan).
e B la idéan cia =/, ky hi¢u B <A, néu B<cl va abe B véi moi

aecl va be . Khi d6, ta dinh nghia duoc dai s6 thuong i/ % ={a+7B:a e )
v6i phép nhan xac dinh boi (4, + B)(a, + B) = aa, + B véimoi a,,a, e A .
1.5.2. Pai s6 Banach

C—dai s 4 duoc goi 1a mot dai s6 Banach néu trén A4 trang bi thém mot

chuén [+ sao cho (4,]+) 1a khong gian Banach va |ab| <|a|.|p| v6i moi a,be 4.
Cdc vi du kinh dién -
+ (C,}+) 1a dai s Banach véi chuan |+| 1a modun ciia s6 phic.

+ Cho X la khong gian topd compic, Hausdorff. Ky hiéu C(X) 1a tap cic
anh xa lién tuc trén X nhén gia tri phuc. Trén C(X) ta xét chuén :

[71=l71. =max|s (=) . fec(x)
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khi do (C(X),

m) 1a mot dai s6 Banach c6 don vi 1a ham hang f(x)=1.

+ Cho X 1a khong gian t6pd compic dia phuong, Hausdorff. Ky hiéu
C,(X) latap cac anh xa f e C(X) ma triét tiéu tqi vé cung; 6 d6 f triét tiéu tai vo
cung néu véi moi £>0 thi {xeX:‘f(x)‘Zg} 1a tap compic trong X . Khi do,

C, (X ) cung voi chuén _ lap thanh mot dai s6 Banach khong c6 don vi.

Chuy :

+ Ta hiéu s chiéu cua dai s6 Banach 1a sé chiéu cua khong gian vécto.

+ Khi mot dai sé Banach c6 don vi e, ta ludn c6 thé gia sir || =1. Néu 4
khong c6 don vi, ta ddt 4" = A®C v6i chuén |(a,z)|:=|a]+|z|. Khi d6 4" tr6 thanh
dai s6 Banach c6 don vi e = (0,1). Tabao 4" la dai s6 Banach nhan dugc tir 4 bang
cach thém vao phan tir don vi hay 4* 1a don vi héa cia 4.

1.5.3. Non va treo
1.5.3.1. Dinh nghia

Gia st 4 1a mot dai sb Banach giao hoan.

e Tap CA cac anh xa lién tuc tir [0,1] vao 4 sao cho f(0)=0 lap thanh
mot dai s6 Banach va goi landn cia 4.

e Tép SA4 cic anh xa lién tyc tir [0,1] vao 4 sao cho f(0)=7(1)=0 lap
thanh mot dai sé Banach va goi 1a treo cia 4. D@ thiy rang, S4 1a mot idéan dong
trong CA . Ta c6 thé xem :

+ SA=C, (R,A) 1a dai sO cac ham lién tuc tir R vao 4 triét tiéu tai vo cung;

+ (S4)" ladai s6 cac anh xa lién tuc tir [0,1] vao 4" sao cho f(0)=f(1).

1.5.3.2. Ménh dé

Cho 4 1a mét dai s6 Banach giao hoan. Khi d6 :

e Non CA la khong gian co rat dugc.

e Néu I 1a khong gian idéan ti dai ciia 4 thi Rx/ 1a khong gian idéan t6i

+

dai cua S4 va SI* la khong gian idéan t6i dai cua (SA)
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1.6. Anh xa mii va lily dang
1.6.1. Anh xa mii
1.6.1.1. Dinh nghia
Cho 4 1a dai s6 Banach c6 don vi 1a 1. Ky hiéu 4™ ={aec 4:3be 4,ab=1}

\ , , A 5 5 . , re o X ~ N a
1a nhom cac phan tir kha nghich cia 4. V6i moi ae 4, 1 rang e =) :
n=0 M-

e A" voi

nghich dao 13 . D& thiy rang, néu a va b giao hoan vé&i nhau, tirc ab=ba, thi
e = e“e” . Pic biét hon, néu 4 giao hoan thi ta c6 déng cAu, goi la anh xg mii, nhu
sau :

exp:(4,+) > (A’l,-)

2ria

a B—>e
khi d6, Kerexp={ac4:e’™ =1} va Imexp={¢’™:aec 4| lan luot la nhém con

chuan tac cia 4 vanhdom concua A™".

1.6.1.2. Ky hi¢u
Vi mbi dai s6 Banach 4 6 don vi, ta ky higu O(4)={ac4:e’™ =1} va
exp(4) 1a nhém con ctia 4™ sinh bdi cdc phan tir c6 dang e véi ae 4, ticla:
exp(A4)= <{e” ‘ae A}> = {e"le"z .ehiag,...,a, € A}
dic biét, néu 4 giao hoan thi exp(A4)= {e" ‘ae A} )
1.6.1.3. Ménh dé
Thanh phan lién thong ciia don vi trong 4" 1a tdp mé lién thong dudng va
bang véi exp(4).
1.6.2. Liiy ding
1.6.2.1. Dinh nghia

Phan tir p e 4 duoc goi 13 Ly dang néu p® = p.Néu p lily dang thi :

ezmp=1+[i@Jp:1+(€2m—l)p:1 = pGQ(A)

n=1 n.
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1.6.2.2. Ménh dé

2 k . .
a) Neu p,,...,p, 1a tap cic lily dang giao hoan thi > np, € 0(4) v6i moi

i=1

Ny, €L.

b) Néu aeQ(4) thi a c6 biéu dién duy nhat dudi dang a= > jp,, & do

J==o
mdi p, la lily dang, p,p, =0 véi j=k va Y p,=1.
1.6.2.3. Dinh nghia
Mot hé cac lily dang {pj} ma p,p, =0 véi j#k va D p,=1 duoc goi la
mot phdn hoach ciia don vi trong A. Véi aeQ(4), bieu dién duy nhét a=_ jp,
v6i {p,} 1a mot phan hoach ctia don vi, dugc goi 1a phdn tich phé cua a.
1.6.3. Ménh dé (Phép ndng phdn tir khd nghich) (xem [20, tr.144])
Cho A4,B 1a cac dai s6 Banach c6 don vi (khéng nhat thiét giao hoan) va
ae A™". Khi d6, acexp(A) khi va chi khi véi mdi toan cau ¢: B — 4, a 1a anh cla

mot phan ttr kha nghich trong B .
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Chuong 2
K-LY THUYET CUA PAI SO BANACH

Churong nay la ndi dung chinh ciia lugn van. Chiing téi sé trinh bay cu thé vé
nhitng vin dé co ban nhdt cia K -1y thuyét cua dai sé Banach. Trong chwong nay,
chiing t6i tham khdo nhiéu tai liéu nhung vé co ban, ching t6i chii yéu theo [20] va
[24]. Péc gid muon tim hiéu xa hon c6 thé tham khdo thém cdc tai liéu [6], [12],
[15], [16], [18], [25]. Trong d6, [18] la mot tai liu nhdp mon (twong doi dé) dé
tiép cdn vé C'—dai s6 va K-y thuyét ciia chiing, con [12] la mét tai liéu bao trim

vé cdc van dé hién dai nhat ciia K 1y thuyét.

2.1. Nhém K, va ham tir K,

Trong muc ndy, ta s& xdy dung nhém K, (4) bang cach phan tich nhém con
sinh boi anh clia &nh xa mii exp:Mat, (4) > GL, (4).

Ky hiéu :

* GL)(4)=Imexp={e¢*:aecMat,(4)|<(GL,(4).") la thanh phén lién thong
duong cua ma tran don vi. Nhom thuong GL, (4)/GL), (4) ky hiéula L, (4).

e V6i méi ma tran aeMat, (A4) va beMat, (A4) taky hi¢u «®b 1a ma tran :

(a Oj eMat,,, (4)
0 b

Bay gio, ta thiy ngay rang, néu ¢: 4 — B 1a mot dong ciu thi ¢ cam sinh
mot dong céu Mat, (4) — Mat, (B) ma anh xa GL,(4) vao GL,(B) va GL'(4)
vao GL!,(B). Tir d6, ¢ cam sinh mot déng cdu ¢':L,(4)— L, (B). N6i cach khac,
AL, (4) 1a mot ham tir tir pham tru cac dai s6 Banach giao hoan c¢6 don vi dén

pham tru cdc nhém.
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2.1.1. Céc phép toan so cap
2.1.1.1. Ma tran so cip va phép ton so cap

e Vi C" =C\{0} lalién thong nén ma trén c6 dang :

o . . . 0
o1 . . . 0
, zeC
z
oo . . .1

dugc nbi v6i ma tran don vi bai mot cung trong GL, (C), do d6 thudc vao GL, (C).

~ (0 1) L. . A 0).,.
e Ma tran Lo noi voi ma tran 0 1 boi cung :

—cost sint
= , 0<5t<
sint coSt

N

0 1 . , ~
trong GL), (C). Do do6 [1 OJ e GL, (C). Tuong tu, bat ky mot ma trdn doi cho so

cap trong GL,(C) thi déu thudc vao GL’ (C), & d6 ma tréan doi chd so cép tic la
mot ma tran ma tac dong ctia nd 1én C” thi chi thay ddi hai toa do va ) dinh cac toa
do khac.

o Mot ma trdn trugt so cdp trong GL, (4) 1a ma tran c6 dang 1, +ae, VOi
i#j,06d0 ae A va e; 1a ma tran ma chi c6 phan tir khac khong 13 phan tir & vi tri
hang i va ct j. Cung :

tHln+taey. , 0<¢r<1
nam trong GL, (4) va ndi ma trin ndy v6i ma tran don vi. Do d6, ma trin truot so
cap trong GL, (4) thudc vao GL’,(4). Tir 1ap lugn nay, ta c6 :
2.1.1.2. Ménh dé
Lop tuong duong clia mot phan tit cia GL, (4) trong L, (4) khong d6i khi :

e Nhan mot dong (cot) boi mot s6 khac khong;
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e Dbi chd hai dong (cot);
e (Cong bdi cua mot dong (cot) vao dong (cdt) khac.
va do bat ky mot ma trdn phtrc ndo ciling trd thanh ma tran don vi thong qua mot
day cac phép bién d6i so cap & trén nén ta con c6 :
2.1.1.3. Hé qua
V6imoi n,nhom L, (C) la nhom tam thudng.
2.1.2. Nhom K, (A4) khi 4 c6 don vi
2.1.2.1. Xay dung K, (4)
Véimdi m,ne N, n<m, ta xét déng cau :

i, GL,(4)—>GL,(4)

a 0
a =
0 Im—n

Vi, (GL‘L(A))CGL‘;(A) nén i,, cam sinh dong céu j,,:L,(4)—>L,(4). D
dang kiém tra duoc :
Jnp ©Jwm =Jup O<n<m<p

tirc {Ln (A);jn,m} la mot hé quy nap.

Mic du L, (4) c6 thé khong Abel nhung véi m dd 16n (cu the 1a m >2n) thi
anh cua no trong L, (A4) 1a Abel. That vay :

2.1.2.2. Ménh dé

Néu a,beGL,(4) thi ab®1,, ba®I,, a®b va b@a la tuong duong
modulo GL), (4).

Churng minh.

Véi bat ky a,beGL,(4), bang phép doi chd cac dong va cac cot, ta c6
a®b~b®a.Dodo:

ab®1,=(a®1,)(b®1,)~(a®1,)(1,®b)~ pDa ~(b®I,)(a®I,)=ba®I,

(b®1,)(1,®a)

a®b

*,

L)
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2.1.2.3. Dinh nghia

Cho A4 1a mot dai s6 Banach giao hoan c6 don vi. Ta dinh nghia :

®L,(4)
R <{a}—jﬂjm ({a}):aeGLn (A),neN*>

<{a}—{g ]O }}:aeLn(A),m,neN*,n<m>
2.1.2.4. H¢ qua

e Tur2.1.2.2,tasuy ra gi6i han K, (4) la nhom Abel.

e Tur2.1.1.2,tacling suy ra X,(C)=0.
2.1.2.5. Tinh chit ham tir ciia X,

Chu ¥ rang, néu ¢:A— B 1a mot dong ciu dai s thi cac anh xa cam sinh
GL,(4)—>GL,(B) giao hoan véi md rong tdm thuong. Do do, cic 4nh xa
L,(4)—>L,(B) giao hoan v&i cac anh xa lién két cia hé quy nap va cam sinh mot
dong ciu ¢ : K, (4) > K, (B). Noi cach khac, K, 1a mot ham tir tir pham tru cac dai
s6 Banach giao hoan, c6 don vi dén pham tru cac nhém Abel.

2.1.3. Nhém X, (4) khi 4 khong c6 don vi
2.1.3.1. Xay dung X, (4)

Bay gid ta hdy xét pham trii cac dai s6 Banach khong c¢6 don vi. Ta s& thac
trién K, dén mot ham tr K, trong mot pham trui rong hon.

Xét diy cac dong ciu :

C— A =40C—~s4/ =C
trong d6 i(z)=(0,z) va z(a,z)=z. Khi dd, ta co day cac ddng cau cam sinh :
0=K,(C)—>K,(4")—=>K,(C)=0
do do :
K, (A4")=Kerz, ®K,(C)=Kerz. ®0=Kerr.
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va ta dinh nghia :

K (4)=Kerm =K, (A*)

2.1.3.2. Tinh chat ham tir ciia &,

Bay gio mot dong cdu ¢:4— B ludn xac dinh mot dong cdu tu nhién
¢ A" > B boi ¢ (a+A)=¢(a)+A.Do d6 A 4" 1a mot ham tir tir pham tru
cic dai s6 Banach giao hoan té1 pham tru cac dai s6 Banach giao hoan c6 don vi.
Do d6 K, 1a mot ham tir trén pham tri cac dai s6 Banach giao hoan.

Tiép theo ta ching minh K, 12 mo rong cia K,. Gia sit 4 c6 mdt phan tir
don vi p.Khi do, trong A4*, p va p—1 la cac lily dang xac dinh mot sy phan tich
tong tryc tiép cac dai s6 4*'=A4®C. Suy ra K, (A*) =K, (4)®K, (C) va do
K,(C)=0nén K, (4)=K,(4")=K,(4).

2.1.4. Ménh @@ (Tinh khop yéu cia K,) (xem [20, tr.148])

Gia sir 4 12 mot dai s6 Banach giao hoan (khong nhat thiét co don vi) va 7
la mot idéan dong cua 4. Khi d6, day khép 1 ——> 4—=— 4/I cam sinh mot day
khép 151(1)—"*—>I€1(A)—’;—>151(A/[).

Chirng minh. Ta can ching minh Imi, = Ker 7z, .

e Ta lan lugt mo rong cac dong cdu i va 7 t6i cac doéng ciu
i"=i®id,: " =1®C > A =A®C va p =p®@id.: 4" —(4/1) =4"/I&C. Khi
d6, hop thanh 7* 0" 4nh xa I* thanh cac boi ctia don vi trong 4*/I. Vi K, (C)=0
nén hop thanh 7, oi. =z’ oil : K, (1) =K, (F) — K, (A+/I) =K, (4/I) chinh 1a dong
cau khong. Suy ra Imi, = Ker, .

e GidstrueKerrz,,thcla u eKl(A+) va 7, (u)=0.Viu eKl(A+> nén :

u=a.GL) (A*) , aeGL, (A*)

vado 7. (u)=0 nén z(a)eGL, (A*/I);tl’rc la:
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ﬁ(a):e”‘ ...e” , ¢,...,c, € Mat, (A*/I)
v6i mdi k €{l,...,m}, ta chon nghich anh b, € Mat, (A+) cua ¢, . bat:
d=e"..e"aeGL, (A*)
thi :
-1
7z(d) = 7[(6‘1’m .eh ): ﬂ(e_b"’ e’ )72'(61) = [7[(62):' 72'(62) =1
tc 1a ¢ nam trong anh cua /* trong A4™. Ma :
d.GL,(4")=(e"...e"a)GL), (4" )=a.GL),(4")

nén u =a.GL) (A+) =d.GL, (A+) elmi.. Vi ueKerz, latuy y nén Kerz, < Imi,. <

2.2. Nhom K, va ham twr K
Trong myc nay, ta sit dung hat nhan ctia anh xa mii exp:Mat, (4) - GL, (4)
dé xay dyng nhém K, (4).
2.2.1. Xay dung X, (4)
2.2.1.1. Truwong hgp 4 c6 don vi
Cho A 1a mot dai sb Banach giao hoan, c6 don vi ky hi¢u 1a 1. Ta xay dung

K,(A) theo so d6 gdm hai budc nhu sau :
e Bu6c 1 :tir 4 xdy dyng vi nhom Abel (J(4),+).
e Budc 2 : xdy dung K, (4) tir nhom Grothendieck S(J(4)) cua (J(4),+).
Buoc1 bat:
0,(4):={a=(a,)eMat,(4):e"™ =1,} = Mat, (4)
vi Mat, (4) khong giao hoan nén (Q,(4),+) khong 1a nhom. Tuy nhién, v6i mdi

0<n<m tacd phép nhing :
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va ta c6 hé quy nap {Qn(A);in’m} .Dat :

0(4)=1im0, (4)- | €. (4)

neN"
Vi &) = o2 @ &> nén trén Q(A4), ta c6 thé dinh nghia phép todn @ :

a

a@b:{ OjeQW(A)cQ(A) . aeQ,(A).be0,(4)

0 b
dé thdy phép ® co tinh chét két hop. Do d6 (Q(4),®) tré thanh nira nhom. Vi
m>n, ta hiéu md rong tAm thudng clia a € 0, (4) 1a:
a @ Om—n € Qm (A)

tuy nhién, phép toan @ khong giao hoan vi :

a 0 b 0
a®b= # =b®a

0 b 0 a

do do trén Q(4), ta xét quan hé¢ ~ nhu sau : v6i moi ae Q,(4),be 0, (A4) thi:

def
(a ~ b) & (a,b c6 mé rong tam thuong dong dang)

=S (EIpeN*,pZmax{m,n}:a(-BOpfn zb@Opfm)
Nhéc lai ring, hai ma tran a,b € Mat, (4) goi la dong dang néu a =ubu™ véi
ueGL,(A) nao d6. Ta kiém tra dugc ~ 12 mot quan hé twong duong trén Q(4)

twong thich véi phép @, tic la néu a, ~b, va a, ~b, thi ¢, ®a, ~b ®b,. Vi vy, ta
c6 thé dat J(4)= Q(A% v6i phép chiéu chinh tic :
0(4) > J(4)
a a
Trén J(A) ta dinh nghia phép cong nhu sau :
G+b=a®b , Va,beJ(A)
hién nhién phép + két hop vi © két hop. Mit khac, vi a®b~b®a nén

a®b=b®a,thcla G+b=>b+a hay phép + trén J(A) giao hoan. DE thdy, véi moi
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m,neN" thi 0, va 0, dong dang v6i nhau nén phan tir khong cia J (4) la
0, (n € N*). Vay, ta da xay dung dugc vi nhom Abel (J(A),+) )

Buéc 2 Vi J(4) 1a vi nhém Abel nén ta c6 thé xét nhom Grothendieck
S(J(4)) cuano. Véi aeQ,(4) taky hiéu 16p cua a trong S(J(4)) 1a {a}. Tuy
nhién, néu a,beQ, (4) khong giao hoan thi {a+b} #{a}+{b}. Do d0, ta khic phuc

nhugc diém nay bang cach dinh nghia :

_S(/(4))
Ky (4)= %a—i—b}—{a}—{b}:a,beQn(A),ab:ba,n21>

vavoi aeQ,(A4),16p clia a trong K, (A) ky hiéu la [a].

Tinh chdt ham tir ciia K, :

Cho 4, B 13 hai dai s6 Banach giao hoan c6 don vi va ¢: 4 — B 1a mot dong
cdu dai sb Banach. Khi d6 ¢ cdm sinh ra 4nh xa @:Mat, (4) — Mat, (B) xac dinh
nhu sau :

7((a),)=(e(a)
dé thay (Z(Qn (A)) cO, (B),(/_)( (4 )) Q(B),honnita  cam sinh ddng cAu nhom :
K 00
[a] ~o.([a])=[o(a)]
do do, K, la mot ham tur tr pham tru cac dai s6 Banach giao hoan c6 don vi toi
pham tru cdc nhom Abel.
2.2.1.2. Trwong hgp 4 khong cé don vi

Xét diy cac dong chu C——> 4" = A®C—2>A"/A4=C, §d6 i(z)=(0,2) va

7(a,z)=z. Ta dugc ddy cac dong cau cam sinh :
Z=K,(C)—>K,(4")—=>K,(C)=Z

Vi 7oi=id. nén 7. oi, =id,. Do d6 KO(A+)EKer7r*®KO((C) va ta dinh nghia :

K,(4)=Kerr,
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Véi mbi dong céu dai s6 ¢: 4 — B thi biéu dd
A — 5 A7/4

.
_—

. B ——> B'/B
giao hoan. Do d6 biéu do :

KO(A+)‘%A
e
KO(B*) (Pg

giao hoan. Suy ra dong clu ¢.:K,(4") > K,(B") anh xa K,(4) vao K,(B). Tir do,
ta xac dinh dugc mot ham tir K, trén pham tru cac dai s6 Banach giao hoan.
Bay gio ta hdy md td mot dong cAu tir K, (4) vio nhém G nao do.
2.2.1.3. Ménh dé (xem [20, tr.152])
Cho nhém G va anh xa ¢:| JO,(4) > G ¢6 c4c tinh chat sau :

>l

a) Néu a,b dong dang thi ¢(a)=g(b).

b) Néu b 12 mo rong tam thuong cua a thi p(a)=p(b).

¢) Néu a,b giao hoén thi p(a+b)=g(a)+p(b).
khi do, ton tai mot dong cau nhém ¢: K, (4) - G sao cho ¢([a])=p(a).

Chirng minh.

Véi aeQ,(4),beQ,(A4), vi a®0 va 0®b giao hoan trong Q,,,(4) va
a®b=(a®0)+(0®b) nén tir (c) suy ratasuyra p(a®b)=gp(a)+¢(h). Ditu nay
cung v6i (a) va (b) suy ra ¢ xac dinh mot dong cau tir vi nhém J(4) vao G, tir
d6, x4c dinh mot dong cau tir S(J(4)) vao G . Bay gio, tir (c) suy ra dong ciu nay
1am triét tiéu nhom con cua S(J(4)) sinh boi cac phén tir {a+b}-{a}-{b} va do

X/

d6, xac dinh mot dong cau ¢: K, (4)—>G. <>
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2.2.2. Mo ta K,(A) (xem [20, tr.156-158])
Bay gio, ta s& dua ra mot sy mo ta ngan gon cua K, va dung no dé xac dinh
thém mot vai tinh chét cia K, .
2.2.2.1. Y twéng mé ti
Néu peMat, (4) 1a lily dang thi peQ,(4). Trudc heét ta ky hiéu P,(4) 1a

tap cac lily dang trong Mat, (4) va xay dung mot nhém 7'(4) tir P, (4).

nx1

Bay gio, ta thay rang | JP,(4) 1a mot thp con cia | O, (4) dong dusi phép

nx1 n=1

tong tryc tiép. Do do6 JP,(4) xac dinh mot nira nhom con U(4)<J(4), tic 1a

nx1

U(A) 1a nira nhém (duéi phép tong tryc tiép) cac 16p tuong duong cia cac phan tir

cua | JP,(4) du6i quan hé twong duong ~, 6 d6 p~gq néu p,q cac cac md rong

e
tam thudng dong dang. Pat (7(4),s,)=S(U(4)) 1a nhém Grothendieck cua U (4).
Y twéng : ta s& chi ra mot dang cau giita T(4) va K,(4), va rt ty nhién, ta
mé ta K, (4) nho vao sy md ta ciia nhom Grothendieck S(U(4))=T(4).
Chu y ring, mic du U(4)cJ(4) nhung chua chic la 7(4)c S(J(A)).
biéu nay duogc khic phuc nhu sau :

e Theo dinh nghia X, (4), ta ¢6 phép chiéu chinh tic p: S(J(4))—> K, (4).

e Ngoai ra, ta con c6 phép bao 10ng i:U (4) - J(4) va s,:J(4) > S(J(4))
1a anh xa chinh tic trong dinh nghia ctia nhém Grothendieck § (J (A)) .

o Dat i=posi:U(4)—>K,(4). Khi d6, theo dinh nghia cua S(U(4)),

ton tai va duy nhét dong ciu i, : 7(4) — K, (4) 1am giao hoan biéu d6 :
U(4) — 2 S(U(4)-T(4
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e Cudi cung, ta chi ra 4nh xa nguoc A, cua i, (suy ra i, 1a mot dang ciu).
2.2.2.2. Xay dung anh xa 4,

Véimdi aeQ,(4) tadat a=> jp, 1a su phan tich phé nhu trong 1.6.2.3. Ta
x4c dinh mot phan tir A(a)eT(4) boi A(a ZM( ) & do /1( ) 1a 16p tuong
duong cua lity dang p, trong T(A4). Khi d6, anh xa 1:( JO,(4)—>T(4) théa méan
diéu kién cua 2.2.1.3. That vay, ¢ ba diéu kién ma ta can kiém tra :

o Diéu kién (a). Gia st a=) jp, dong dang véi b= jq,. Khi do, c6
ueGL,(4) sao cho :

ijj =a=ubu' = Zjquu_l
vi sy phan tich pho 1a duy nhat nén p,=uqu" véimoi j.Tu dinh nghia ctia 7'(4)
ta suy ra :
)=24(p,)=2iA(4;)=2

o Diéu kién (b). Gid sit b= jg, 12 mé rong tam thudng cua a=) jp, .
Khi do, véimoi j#0, g, la mé rong tam thuong cua p;-Dodo:

=2 iA(a,)=2iA(p,)=

o Dicu kién (c). Gia st a=> jp, va b= jq, 1a giao hoan. Khi d6, mdi
p, giao hoan v&i mdi ¢, vamoi pg, déu lily dang. Vi D> p=1=) g, nén:

a=(2in)(Xa,)= 2ird; b=(qu.f)(Zpi)=;Jm,-

do do :

a+b:Z(i+j)piqj

iL,j

dit n,= Y. pg, thi a+b=> kr, 1a sy phan tich pho cua a+b. Bay gio, néu p va

i+j=k
g 1a céc lity dang roi nhau trong P, (4), tiic pg=gp=0, thi p@gq s& dong dang véi

mot mé rong tim thudng ctia p +¢ . That vay, ta hiy xét :
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1

dé thay u™' =u va:

s, 2 e, MG e

suy ra :

—&[Zpiqj} ( ) > A(pa,)

i+j=k i+j=k

=/1(Z,p,-qjj =/1(€;>p,~q,~)= ;l(p,-qj)
A(g,)=4 [Zm,} (®p,-qj) = Zi‘,/’l(p,-q,-)

nén :

Aa+b)=3 kA(n) ZZ+J')ﬂ(l’f%)=Zizﬂ(n%)@@ﬂ(%)

=Xi(r, ZM( ;)=A(a)+2(b)

7
0‘0

Vi anh xa 2:( JO,(4)—>T(4) thoa man diéu kién ctia 2.2.1.3 nén 1 xac
dinh mot dong cau 4. :K,(A4)—>T(4). Vataco:
2.2.2.3. Ménh dé
Anhxa i :K, (4)—>T(A) 1a mot dang cAu voi anh xa nguoc 13 A, .

Churng minh.
Ta can chtng minh i, 0 4, = i, Va Aol =idy, . Ttr qua trinh xay dung A.,

rd rang hai dang thic trén ding véi cac iy dang ciia K, (4) va T(4). Vi céc liy
ding sinh ra K,(4) va T(4) nén hai dang thic trén ding trén céc tap sinh clia

K,(A) va T(4).Do dd, ching cling dung trén K,(A4) va T(A4). w»
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2.2.2.4. Dinh Iy md ta K, (4)

a) MJi phan tir cua K, (4) c6 dang [p]-[q] trong d6 p,q | O, (4) 1a cac

lily ddng; hon nita, v6i hai lily ddng p,q thi [p]-[¢]=0 khi va chi khi ton tai mot
lity ddng r sao cho p®r va ¢@®r c6 cac mé rong tam thuong dong dang.

b) MJi phan tir ciia K,(4) déu c6 dang [p]-[1,] v6i pe|JP,(4) va n
nguyén; hon nifa, v6i hai lily dang p,q thi [p]=[q] trong K,(4) khi va chi khi
p®I va ¢®1 cb cic md rong tam thuong dong dang véi n nguyén nao do.

Chung minh.

a) Theo2.2.2.3,tacé:

e i,:K,(4)—>T(A) la toan ciu nén moi phan tir cia K,(4) déu c6 dang
[p]-[q]- Diéu kién p®r~¢®r chinh 1a diéu kién ma p va ¢ xac dinh cing mot
phan tir trong 7(4)=S(U(4)).

o i.:K,(A)>T(4) ladon cau chinh 1a diéu kién [p]=[q] trong K,(A4).

b) Néu peQ,(4) laliy dang thi 7, - p ciing lily dang. That vay, v6i mdi
16p [p]-[q]€ K,(A4) v6i geP,(4) thi:

[p)-lal=[p]-[al+la+1,—al-[L]=[P]+[1, ~q]-[1]=[ p® (1, ~9)]-[1,]
vi [p®(1,-q)] 1alay diang nén mdi phén tir ciia K, (4) déu c6 dang [p]-[1,] véi
p la lily dang va n nguyén. Tuong tu, néu p®r~qg®r véi reP, (A) thi:
PO ~p@r®(I,—r)~q®r®(I,-r)~q®r

*,

D)

2.2.2.5. Nhom K (C)
V&i mdi dai sé 4 ¢6 don vi, ta co déng cdu vi nhom :
i:N—>K,(A4)
ne [In]
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Theo tinh chat phd dung ctia nhom Grothendieck, i thac trién duoc thanh

dong caunhém 7:Z — K, (4) :

//
7/
l //lv
//
¥
K, (4)

Theo 2.2.2.4, dong cau ndy 1a don cau. Dic biét hon, trong truong hop mot
chiéu 4=C thi 7:Z — K, (C) con la dang cdu. That vy, néu p 1a mot ma tran

vudng cip n (phirc) lily dang thi p dong dang v6i mot ma tran / ,©0,, vadodo

[p]=[I,]- Theo 2.2.2.4, tasuy ra i : Z — K, (4) 1a toan cau. Vay |K,(C)=Z|.

2.2.2.6. Pinhly mé ta K, (4)
Phan tir [p]- ( ) thudc vao K, (4) khi va chi khi rank z(p)=n.
Chung minh.
Vi 7. :KO(A*)—>KO((C) dugc cam sinh béi 7: 4" — A°/4=C nén anh cla
[p]-[1,] chila [ﬂ(p):l—[]n]. Vi z(p) dong dang véi I, ®0 véi k =rank 7(p) nén

L X4

phai c6 rank 7z (p)=n.
2.2.3. Ménh @@ (Tinh khop yéu cia K,) (xem [20, tr.158])

Gia stir 4 12 mot dai s6 Banach giao hoan (khong nhat thiét co don vi) va I
la mot idéan dong cua 4. Khi do6, ddy khép [ —— 4—=— 4/I cam sinh mot day
khép K, (1)—>K,(A4)—=—>K,(A4/1).

Chitng minh. Ta can chimg minh Imi, = Ker 7.

o Xétday khop :

['=1®C—" 5 £ = A®C—LT 5 (4)1) =4[ =(4®C)/I
ta co6 day tuong Ung :
K (I')=K,(I)®C—5K,(4") =K, (4)®C—=K,(4'/1)=K, (4/I)®C
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vi C nhing chinh tic vao 4°/I nén z*oi* chila dong cau I* —I"/I=C. Do do,
7 oi* cam sinh cho ta mot déng cau 77 oi : K, (1*) —K,(C)={0}®K,(C). Suy ra
.0i,=0:K,(1)—>{0}. Vay Imi, c Kerr..

e Bay gio, gia st ceKerr., tiic la ce K, (4)c K, (A*) va 7,(c)=0. Ta can
ching minh ¢ € Imi,, tirc 1 ¢ 14 dnh clia mot phén ti nao d6 trong K, ().

That vy, vi c e K, (4) < K,(4") nén theo 2.2.2.3 va 2.2.2.6 thi :

c=[p]-[4] . pleUPn(A+) , rank7(p)=k

nl1

hon nita, 7. (c)=[7(p,)]-[,]=0 nén ton tai neN sao cho :

z(p)®I1,~1,®I =1,

+n

do d6 néu p.q eUPn (A*) lan luot 1 mo rong tam thuong cua z(p)®1, va I

nl1

k+n

thi c=[p]-[q] véi z(p)~z(q) hay:
7(g)=u[z(p)]u" . ueGL,(4'/I)
theo 2.1.2.2, ta ¢6 thé gia st u e GL), (4'/I) va:
7(9)®0=(u®u™)[z(p)@0](u@u™)"
vi u e GL),(A4"/I) nén theo 1.6.3, ta ¢6 :
u=r(v) , veGL)(4")
do d6 [p]-[q]=[vpv" |-[q] va z(vpv")=u[z(p)Ju" =7 (q). Chi § ring, ¢ 1a m&

rong tam thudng cua /

k+n

nén g=1,,,®0 va rankz(¢)=k+n. Hon nira :

(vpv_l)2 = (vpv‘l)(vpv_] ) :szv_l = vpv‘1
nén wpv' eP, (I*). Tir 2.2.2.6, ta suy ra c=[p]-[¢]eImi,.. Vi ceKerz, 1a tuy y

nén Ker 7, — Imi,. o
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2.3. Lién h¢ giira cac nhom K, va K,

Trong muc ndy, ta s& xdy dung mot mdi lién hé mat thiét gita K, va K,. Cu
thé 13, vi mdi idéan I cua dai s Banach A4, ta dd c6 hai ddy khép :

K,(I)—>K,(4)—=>K,(4/1) , K (I)—>K (4)—=>K, (4/])
va bay gio, ta s& tao ra mot dong cdu, goi 1 dong cdu noi, & : K, (4/1)— K, (1) ndi
hai day khop trén thanh mot day khép 6-thanh phan.

2.3.1. Phwong phap

M0 ta : mot phan tir a € GL, (4/1) ¢6 thé duge dung d¢ lién két mot liy dang
I, ®0€P, (1 *) thanh mot lily dang p P, (1 +); rat tu nhién, 16p ciia a dugc anh xa
thanh 16p [p]-[1,]. Cu thé, ta s& thuc hién hai buéc nhu sau :

e Budc 1:xay dung 6,:K,(4/1)—> K,(I) khi 4 c6 don vi;

e Budc 2 : thac trién o, trong truong hgp 4 khong c6 don vi.

2.3.2. Xay dung g,
2.3.2.1. Buére 1

e Trudc tién, goi 7:4— A4/ la anh xa thuong. V6i ae GL, (4/1) va n>k
nao d6 (chiang han n=2k), ta c6 thé chon beGL,, (4/I) (chdng han b=a") sao
cho a®beGL) (A/I). Goi ueGL)(A) 1a nghich anh cia a ®beGL) (4/I). Ta dat
q=1,®0,_, vd p=uqu™ . Khidd ¢’ =q va:

p’=uqu’ =uqu” =p
suyra peP, (I*) . Mt khac :
z(p)=(a®b)(1,®0, ,)(a®b)" =al,.a' ®b0, b" =1,&0,,

vay rank 7(p)=k.Tu2.2.2.6, tasuy ra [p]-[1,]e K, (I).

o Tiép theo, ta khing dinh ring, 16p [p]e K, (I +) khong bi thay d6i boi viée

chon » va u ma chi phu thudc vao 16p cta a.GL|, (4/I). D€ chimg té diéu nay, gia
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su ¢.GL) (4/I)=a.GL)(A4/I) va chon deGL, _,(4/I), veGL,(4) sao cho
7(v)=c®d e GL',(4/1); dat p, =vqv"'. Ta can ching minh :
[p]=[rlek,(I") < uqu’~vgv"
that vay, ta co :
(c®d) (a®b)=c"a®d'beGL (4/I)
vi ¢'aeGL,(4/1) nén I, ®d"'beGL)(A/I), do d6 d va b c6 thé dugc thay thé
boi cac mé rong tam thudng d @ I , Va b@® I, ma tuong duong véi nhau, tire 1a ta co
thé gia sirrang d"'be GL’,_, (4/1).
Bay gio ta chon cac nghich anh geGL, (4) va heGL,_, (4) tuong ung cua
c'avad'b.Dit w=g®heGL,(4).Khido:
z(vwu')=(c®d)(c'a®d 'b)(a" ®b")=1,
= vwu'eGL,(I") (1)
mat khac :
p=uqu’ =u(g" @) (I, ®0)(g®h)u" =uw qwu

suy ra :

-1

(2)

tir (1) va (2) suy ra ugu™ ~vgv"' nén chung xac dinh cing mét 16p trong K, (1 *).

q= vtzbflpuwf1 = p= qu’1 = vmfljmtw’l\f1 = (vwz[1 )p(ku’l)

Diéu d6 c6 nghia 1a [p]=] p]eKO(F). Hon nita, néu thay « bdi mé rong tam
thuong a®1, thi khi thay p boi p®1, va I, bai 1., 16p [p]-[1,] vAn khong
thay doi.
o Bay gi0, v6i mdi a e GL, (4/I), ta ddt 5(a)=[p]-[1,]. RS rang:
5(a®b)=5(a)+5(b)
theo 2.2.1.1, vi ab®1, , ~a®b nén &(ab)=35(a)+5(b). T d6, bing cach dat

S, ([a]) =6 (a) ta xac dinh dugc mot dong cau &, : K, (4/1)—> K, (I).
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2.3.2.2. Budrc 2
Trong truong hop 4 khong c6 don vi, ta co :

(A1) =4°J1 = R (4/1)=K,((4/1)")=K (/1)
suy ra, dong cdu &,: K, (4/I)— K, (I) chinh la dong chu &, :K,(4"/I)— K,(I) ma
ta da xay dung ¢ budc 1.
2.3.3. Ménh dé (xem [20, tr.160])

Néu 7 1a mot idéan dong cua 4 thi diy sau 1a khép :

K (1) —>K, (4)—=>K (4/1)—2>K,(I)——>K,(4)—=>K,(4/])

Chirng minh. Ta chi can chimg minh Im 7. = Ker 8, va Imd, = Keri, 1a du.

e Tinh khép tai K, (/) :

+ V&imdi a eGL, (A+/1) , theo cach xac dinh, ta c6 :

o ([a]) =[p]-[1] &, (1

0 d6 p=uqu véi ueGL)(4) va ¢=1,®0,,. Khi d6 p~1, ®0,, trong
Mat, (A+). Theo 2.2.2.6,tasuy ra [p]-[/,]eKeri.. Do d6 Im§, < Keri..

+ Néu [p]-[I,]eKeri. thi p~1,®0,,, nghia 1a p=u(l,®0,,)u" voi
ueGL, (A4) ndo d6. Theo 2.2.2.6, [p]-[I,]€ K, (1) nén rank z(p) =k . Khi do :

1,@0=7(u).(1,®0)[z(u)] = (I, ®0)x(u)=x(u).(I, ®0)
vay 7z (u) giao hoan véi I, ®0. Do d6, 7 (u) phai co dang :
7(u)=a®b , aeGL,(4/I),beGL,_, (4/I)

theo cach xay dung &, ta suy ra [p]-[7,]=4,([a]) € Im&,. Do d6 Keri. = Im;.

e Tinh khop tai K, (4/1) :

+ Gia st [a]eImz., tic 1a a=7(v) v6i veGL,(47). Vi 5,([a]) khong phu
thudc vao u e GL),(4) nén ta c6 the chon u=v@v™. Khi d¢, 6,([a])=[p]-[1,] v6i

p=u(l,®0, ,)u"=1,®0,,.Suyra 5 ([a])=0. Viy Imz, < Kers,.
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+ Gia st [a]eKers,, tic 1a [a]eKO(A/I) va é‘l([a]):[p]—[lk]zﬂ Theo

1

dinh nghia, taco p~q=1,®0,_,,nghiald p=vgv"' véi veGL, (F) .Ma p=uqu”
nén g =vu 'quv"' hay w'q=quv™". Vi uv"' giao hoan v6i ¢ nén no phai c6 dang :
w'=g®h , geGL,(4") , heGL,_ (4")

luu ¥ rang z(v)=1, nén ﬂ(g)@ﬂ'(h)=ﬂ'(uv_l)=a@b. Suy ra a c6 nghich anh la

)

geGL, (A*) hay [a]eImi.. Vay Kerd, c Im,. o
2.3.4. Ménh dé

Ton tai dang cu a, : K, (4) — K, (S4).

Chutng minh.

Anhxa f f (1) 1a mot toan cAu tir CA vao A voi hat nhan 1a S4. Theo
dinh 1y Noether ta suy ra 4= CA4/S4. Ap dung 2.3.3, ta c¢6 day khop :

K (84) > K, (CA) > K, (4)—2> K, (S4) > K, (CA) > K, (A)

nhung CA 1a co rut duge nén K, (CA)=K, (CA)=0. Tur day khop trén ta rut ra duoc
day khop 0 — K, (4)—2—K,(84) — 0. Theo c4c két qua co ban trong dai sb thi day

khop nay dong nghia vé1 8, 1a dang cau. Do chinh 1a dang cau «. can tim. >

2.4. Pinh Iy tuin hoan Bott

Trong muc ndy, ta s& chimg minh mot dinh 1y trung tim cia K -1y thuyét,
dinh Iy tuan hoan Bott, trong trudong hop cta dai s6 Banach. Trong cach dit cua ta,
dinh 1y nay noi rang K, (5*4)=K,(4), 6 d6 S°4=S(S4) 1a treo thi hai cia A; va
mdt cach tu nhién, ta ciing c6 dang cu tuong tu K, (SZA) =K, (4).

2.4.1. Phuong phap

Ta chimg minh tryc tiép K,(S°4)=K,(4) bing cach chi ra ding ciu

B.:K,(A)—> K, (S4) khi 4 c6 don vi va dang chu f.:K,(4)—> K, (S4) khi 4

khong c6 don vi. Sau do, ap dung anh xa «. trong 2.3.4 v&1 A dugc thay boi SA4.
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2.4.2. Truwong hgp 4 c6 don vi
2.4.2.1. Cac khai niém bo trg
e Véimdi dai sé 4 khong don vi, ta ky hiéu Q4 1a dai s6 ¢ don vi cac anh
xa lién tuc f tir khoang don vi [0,1] vao 4 sao cho f(0)=/(1). Chuy rang, khi
d6 SA4 1a mot idéan trong Q4" gdm céc 4nh xa voi gid tri trong 4 va (S4)" 1a dai

sO con cua Q4" gom cac anh xa hang modulo 4.

e Khi 4 c6 don vi, ta s& goi cac phan tir ciia GL, (Q4) 1a cac khuyén.
2.4.2.2. Xay dung pg.

Cho A4 c6 don vi. Néu acQ,(4) thi anh xa ¢+ ¢*™ xac dinh mot khuyén
trong GL, (Q4) ma ta ky hiéu 1a B(a). Cha ¥ rang :

o p(a+b)=p(a)B(b) néu a,b 1a giao hoén;

. ﬂ(uau‘l)z up(a)u™ véi ueGL, (A);

e f(a®0)=p(a)®I.
vdy, A thoa man 2.2.1.3 nén dat f.([a])=[ B(a)]e K, (Q4) V6i [a]e K, (4) thi suy
ra f,:K,(4) = K, (Q4) 12 mot ddng cAu xéac dinh hop 1y.

Ta s& chimg minh £, : K, (4) = K, (Q4) 1a mot ddng cau bing cach xay dung

mot nhém bo tro G sao cho B, phan tich thanh K,(4)—2—>G—“—>K,(Q4) va
sau d6 chung minh rang ¢, va y, déu la cac dang ciu.
2.4.2.3. Xay dung nhém bo tro G

Néu peP,(4)cQ,(4) 1amét lily dang thi :

i (27zit)n

B(p)(t)=e"" =1+[Z

]p =1+(ez”i’ —1):1+p—zp

n=1 n '

& d6 va tré vé sau z ky hiéu la khuyén z(¢)=¢". Do d6 B(p) 1a mét khuyén
tuyén tinh theo z . Ta goi khuyén nhu vay 1a khuyén tuyén tinh.

Nhom G duoc xay dung tir cac khuyén tuyén tinh nhu sau :
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e Tong truc tiép f@®g cua hai khuyén tuyén tinh f,g lai 1a mot khuyén
tuyén tinh nén mo rong tim thudng ciia khuyén tuyén tinh 13 tuyén tinh.

e Taviét /~g néu cac khuyén tuyén tinh f,g c6 cac mo rong tam thudng
duoc nbi v6i nhau boi mot cung bao gdm cac khuyén tuyén tinh. Lép tuong duong
ctia cac khuyén tuyén tinh dudi quan hé nay 1ap thanh mét nira nhom Abel v6i phép
toan @ . Rat tu nhién, ta dit G 1a nhoém Grothendieck ctia nira nhém nay.

Bay gio ta xdy dung cic dong ciu ¢, va y, nhu sau :

e Phép bao 10ng , anh xa ma xem mdt khuyén tuyén tinh chi nhu 1a mot
phén tir cia GL, (Q4), cam sinh mot dong cau . : G — K, (QA).

e Theo 2.2.1.3, 4nh xa ¢ bién mdi lily ding p e P, (4) thanh khuyén tuyén
tinh (1-p)+zp cam sinh mot dong céu ¢, : K, (4)—>G.

2.4.2.4. Bo @é

Tén tai dong cdu A, : G — K,(A) saocho A op, = Id, 4 Vay.=y.op.oh.

Chirng minh.

Gia sit g 12 mot khuyén tuyén tinh. Khi d6 g(0)=g(1) 1a mot ma tran vo
hudng va xac dinh mot phép bién dang vé phan tir don vi. Suyra g va f = g(O)f1 g
c6 cung 16p trong G . Hon nita, /(0)=/(1)=1.

Vi f tuyén tinh nén f =a+bz v6i a,beMat, (4) va a+b=f(1)=1. Suyra
f bién moi gia tri ctia n6 thanh mot dai s6 con giao hoan ciia Mat, (4) sinh béi a.
Chu y rang, f(¢) 1a ham kha vi theo ¢ va f(¢)=2zizb. Ta dit :

(O =5 ] 7/(5) 7 (s ds = [oib(a 2b) " ds = [ zb(a+0) s

0 0
khido 7(f)(0)=0 va /() 1a ham kha vi lién tuc tir [0,1] vao 4 ; hon nira :

1Y =511

27l

do d6 ham f~'¢*) c6 dao ham triét tiéu va bang 1 tai =0. T dé f(r)=e""\.
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Chu y rang mic du /(£)(0)=0 nhung c6 thé I(f)(1)#0, do d6 I(f) co thé
khong nam trong Mat, (Q4). Ta dat A(g)=A(f)={(f)(1). Khi d6 f(1)=1 va
A(g)eQ,(4). Ro rang A(g) lién tuc theo g va A(g, ®g,)=1(g,)+4(g,). Do do
A xac dinh mot dong cau A :G — K, (4).

Néu p lity dang thi o(p)=(1-p)+zp va ¢(p) =(1-p)+z'p.Dodo:

vi céc lily dang sinh ra K, (4) nén A, op, =1.
Néu g 1a khuyén tuyén tinh va f = g(O)f1 g thitadat h(e)=1(/)(t)-tA(g).
Vi A(g)=1(f)(1) nén ~(0)=h(1)=0.Do d6 heMat,(QA4) va k=e"" e GL) (QA).
Hon nita, vi g =g(0)ke’™*) = g(0)kpoA(g) nén g va poi(g) xac dinh cing mot
16p trong K (Q4). Do dd6 w. =y.op.o4.. <>
2.4.2.5. Dinh nghia

I \ k .
Ta hiéu khuyén da thirc 1a mét phan tie £ e GL, (Q4) codang [ =) z/a, voi
7=0

z(t)=¢€"" O trén.

Chu ¥ rang, néu f,g 1a cac khuyén da thirc thi f ® g 1a mot khuyén da thirc.
Gidng nhu trudng hop khuyén tuyén tinh, 16p déng ludn cua cac khuyén da thirc 1ap
thanh mot nira nhém Abel dudi phép toan @, & d6 khuyén da thire duge dong nhat
v6i mé rong tim thuong cua chung.

2.4.2.6. Bo dé

Nhém phd dung ctia nira nhém cac 16p dong luan cua cac khuyén da thirc

dang cAu véi K, (Q4) qua phép bao long.

Chung minh. Ta c6 mdt két qua co ban : cdc phan tir cia QA4 vdi khai trién

k
chu6i Laurent )" a,z’ 1a tri mat trong Q4.
J=—k
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Vi GL), (Q4) la mé trong Mat, (Q4) nén v6i mdi khuyén feGL,(Q4), ta

c6 thé tim mot khuyén :

k
g= ZZjaj eGL,(Q4)

j—k
tuong duong v6i f modulo GL,(Q4). Véi khuyén g nhu thé, ta c6 z°g 1a mot
khuyén da thirc, tirc 13 g =z véi mot khuyén da thac 4 nao d6 va k 1 s6 nguyén
khong am. Vi z™ la ham nguoc cua khuyén da thac z*, [2]e K, (QA4) voi khuyén
da thire 4 tao thanh mét nira nhoém sinh ra K, (QA).

Bay gio gid st hai khuyén da thiic f,g xac dinh cung mot 16p trong
K, (9Q4). Khi do, bang cach 1dy mo rong tim thuong, ta c6 thé gia st f va g duogc
ndi v6i nhau bdi mot cung trong GL, (Q4) . Ta chon céc diém :

f=re fio o fi=8
trén cung do sao cho chiing gan nhau va cac doan thang nbi f va £, vancon nim
trong GL,(Q4). Bay gid, xép xi f, béi khuyén Laurent g, va néi ching bédi céc
doan thang, ta ¢ thé xdy dung duoc mot cung tuyén tinh tron timg khuc tir / dén
g chira toan bd cac khuyén Laurent. Néu ta nhan cung nay voi z* véi & du 16m, ta
c6 mot cung cua cac khuyén da thie ndi 2/ véi g .

Vi /@1 va f@®z5 dugce ndi voi nhau boi mdt cung cua cac khuyén da
thice, va 2 f®1 va f®:z" ciing vdy, nén [f]=[g] trong K, (Q4) néu va chi néu
f@®h va g®h 1a ddng luan trong tap cac khuyén da thic véi khuyén da thic 4
nao d6. Vi day 1a quan hé ta phan tich bang cach di qua nhom phd dung cua nira
nhom cac 16p ddng ludn cua cac khuyén da thire nén dinh 1y duge ching minh. ~ +»

2.4.2.7. Bo dé

Anhxa y,:G K, (Q4) 1a mot dang cau.

Chutng minh.

Ta s& dung 2.4.2.6 d¢é xdy dung ham nguoc . cua v, .
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k
V6i khuyén da thic f =) z/a,eGL,(QA4) ta dat u, (f) 1a ma trén vudng
0

cap n(k+1) sau:

a, 4 a4 4
-zl 1, 0 0

Hy (f) = : :
0 O -zl 1,

R& rang x, () 12 mot khuyén tuyén tinh. Hon nita, x4, (f) tuong duong véi

f@1, modulo GL,,, (Q4). Thét ra, ta c6 thé xay dung f@71, tir 4 (f) bang

k+1)

cach : cong z 1an cot thtr & vao cot (k—1), sau d6 cong —a, 1an hang k vao hang

thir nhat. O budc nay ta c6 ma tran b@® 7, & do6 :

a, q A, 4y Zag
—zI, I, 0 0
b= . .
0 0 -zl 1

lap lai qua trinh nay va sau & budctacd f@®I,. Theo 2.1.1.2, u (f) va f®I,
tuong duong véi nhau.

Bay gio, vi g, (f) 1a mot khuyén tuyén tinh nén né xac dinh mét 16p trong
G . Ta khang dinh rang 16p nay 1a khéng phu thudc vao k véi k> deg( /). That vay,
néu a, =0 thi:

o (f) o .0
/uk(f): : :

duge ndi v6i -, (f)®1, bdi cung :

,uk_l(f) S
e : :
0 . -zl I

n
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Tir d6 suy ra néu ta lay A(f) lamét 16p trong G cla , (f) voi k>deg(f),
thi iz xac dinh hop 1y mot anh xa tir tap cac khuyén da thirc vao G . RS rang, néu f
va g duoc ndi v6i nhau boi mot cung cua cac khuyén da thic thi véi & da 16n, ap
dung diéu nay cho 4, ta tao ra dugc mot cung ciia cac khuyén tuyén tinh ndi
o (f) va u,(g) vadodo, i (f)=4,(g). Rorang, i, (f®g)=i (/)i (g). Ta
két luan & xac dinh mot dong cau u, : K, (Q4)>G.

Vi f@1, va p, (f) v6i k>deg(f) duoc ndi voi nhau bdi mot cung cla cac
khuyén da thirc nén v, o 1, =1. Mat khéc, véi khuyén tuyén tinh g =a+bz thi :

o[

n

va :

0 I

a+zb 0
g®l, =
duoc nbi v6i nhau boi mot cung ciia cac khuyén tuyén tinh. Do d6 z, oy, =1. Pinh
Iy dugc ching minh. 2
2.4.2.8. Ménh dé

Dong cau S K, (4) - K, (Q4) 1a mot dang cau.

L)

Chitng minh. Trong phan trén, ta di xay dung nhom bd trg G va phan tich

dong céu f. thanh K,(4)—2—>G—~>K,(Q4); & d6 :

e Theo 2.4.2.4, ton tai déng cdu A.:G — K, (4) sao cho :
dog.=Id , , V.=V.op.ol
e Theo2.4.2.7, y.:G— K, (Q4) 14 dang cau.
Vi . 12 mot dang cAu nén tir y, =y, 0@, 0 A, suyra @, 04, = id, . Két hop véi

Aop.=id, , tasuyra g, 1a dang cdu. Tir d6 B. =y. o, 1a dang cau. <>

2.4.3. Ménh dé (Truong hop A khéng cé don vi)

Véi mdi dai s6 khong c6 don vi 4, ton tai dng cau f.: K, (4) - K, (SA).
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Chiing minh. Nhic lai rang K,(4")=K,(4)®K,(C) & d6 K,(4) bao gom
cac 1op [p]-[1,] voi k=rank p.

Xem S4<QA", ta cd sy phan tich twong tw K, (Q4")= K, (S4)® K, (C(T)), &

d6 T 1a duong tron don vi. That vy, v6i mdi f eGL,(Q4") ¢6 duy nhét sy phan

tich f=gh ¢ d6 g 1a hang modulo 4 va heGL,(C(T)). Do do, GL,(Q4") la tich
ciia GL, ((SA)+) va GL,(C(T))=GL,(QC). Do do, ta ¢6 sy phén tich nay.

Bay gio, néu p=1, thi & eGL,(C(T)) va do d6 . 4nh xa K,(C) vao
K,(C(T)). Tuong tw, B. 4nh xa K,(4) vao K, (S4). Vi f.:K,(4")>K,(Q4") 1a

mot dang cAu nén han ché f.: K, (4)— K, (54) ciing 12 mot dang cau.

/7
0‘0

2.4.4. Dinh 1y tudn hoan Bott (Pinh [y trung tdm cia K1y thuyét)

Véi mdi dai s6 Banach 4 thi K,(4)=K, (SZA) va K, (4)=zK, (SZA).
Chutng minh.

Theo 2.3.4 va 2.4.3, ta ¢ cac dang cau K, (A)(;IEO(SA) va K, (4)

K (84).
Thay 4 boi S4 trong cic dang ciu nay, ta c6 cac dang cau K, (SA)ZKO(SzA) va
~ B
R, (54)=

R, (5°4). T do R, (4)~ R, (5°4) va K,(4) = &,(524). &

Bay gio ta di tich lity day du “vat liéu” dé xay dung day khép tudn hoan 6—
thanh phdan cia K 1y thuyét dai s6.

2.4.5. Pinh ly (xem [24, tr.169])

Cho 4 la mot dai sé Banach giao hoan va 7 la mét idéan dong cua 4. Khi
d6, ton tai day khdp tuan hoan 6-thanh phan nhu sau :

K,(4) === K, (4/1)
|

K, (1) =

—_—
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Chirng minh. Theo 2.3.3, ta c6 day khop :
K (1)K, (4)—=>K (4/1)—2>K,(I)—>K,(4)—=>K,(4/])

do d6 ta chi cn chi ra sy ton tai clia dong cu ndi &, : K, (4/1)— K, (1) dé bicu dd

giao hoan 1a xong. Trudc hét, tir 2.3.4 va 2.4.3, ta ¢ cac dang cau K, (A)é]?o (54)

=

va K, (4) =K, (84). Phép ching minh cua ta trai qua bén budc :

o Vi SA4/SI =S (A/I) nén tir 2.3.3, ta lap duoc thém day khop :
K (SI)——K, (84)—=—> K, (S4/SI)—1> K, (SI)——> K, (S4) —=—> K, (S4/SI)
e Xép hai day khop nay lai v6i nhau nhu sau :

R,(S1) —2— K,(54) —Z— R, (54/SI)

A

>

R(1) == R(4) = R (41)
B Lo
R, (1)

Ry (A1) <= R (4) <

R (54/ST) <« T R (S4) <« R\ (SI)

e Ding . va A “co rat” diy khdp bén ngoai vé diy khdp bén trong :

o (SI) —2— K, (84) —Z— K, (S4/SI)

-1
~ -1 —

A\ 4

R (S4/ST) <« R (S4) < R, (SI)

e Cubi cing, dit & =a.' o5, 4.. Vi bén ngoai 1a diy khép tuan hoan nén
“phép co rut” cho ta diy khép tuan hoan 6-thanh phan can tim. X
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Chuong 3
MOT VAI UNG DUNG

Trong chirong nay, ching t6i sé vin dung cdc chdt trong chwong 2 dé dp
dung tinh todn véi mét s6 vi du cu thé. Ching téi khéng c6 tham vong trinh bay
nhiéu ma déi lic chi ludt qua vé C'—dai s6. Veé cdc dp dung xa hon, doc gia co thé

tham khao thém trong cac tai licu [5], [8], [11], [12], [14], [18], [20], [21], [24].

3.1. Cac nhom X, voi n>2
Trong chuong 2, ta di xét cic nhom K, va K, ciia mot dai sé Banach. Bay
gio, ta s& xét dén cac nhom K, voi n>2.
3.1.1. Nhom K, voi n>2
3.1.1.1. Dinh nghia
V&i mdi dai s6 Banach 4 va mdi s6 nguyén » > 2, ta dinh nghia :
K,(A4)=K,  (54)
3.1.1.2. Ménh dé
Cho A4 1a mdt dai s6 Banach. Khi d6, véi mbi s6 nguyén n>0 taco :
K,.,(4)=K,(4)
Churng minh.
e Truong hop n =0, ménh dé dung theo dinh 1y tudn hoan Bott.
e Trudng hop n >0, ménh dé dugc suy ra tir phép quy nap :
K,,(4)=K, (S4)=K,(5*4)= K, (4)

3.1.1.3. Nhén xét

Tur ménh dé trén, ta suy ra chi can xét cac nhom K, va K, la du.
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3.1.2. Vai uwng dung
3.1.2.1. Ménh dé

V61 moi sO tu nhién 7, ta cod :

Z ., n=2k )
K0<C0(Rn));{0 | n”=2k+l . K (G ()=

Churng minh.
Trudc ti€n, ta c6 2 nhan xét :

e Vi cac khong gian compic dia phuong, Hausdorff X,Y , ta c6 ludt mii :
C,(XxY,Z)=C)(X.C,(Y,2))
e Tudinh nghia 1.5.3.1, talai c6 SC=C,(R,C)=C,(R).
Bay gio, ap dung hai diéu trén, ta c6 :
§’C=8(SC)=C,(R,SC)=C,(R,C,(R))=C,(R*)

va tong quat 1a §"C = C,(R") véimoi neN. Do do :
K, (CO (]R”)) =~ K,(58"C)=K,(C)= {Kl (©)=

K, (Co (Rn )) =K, (Sn(c) =K, (SHI(C) =K. (C)= {KO (C) :; , n=2k+1

3.1.2.2. Ménh dé
Vi mdi sb tu nhién n, ta co

KO(C(S”))={Z ’ nn::ﬂflj-l . K (c(s7)=

& d6 S" 1a mat cau don vi trong khong gian R™! .
Chirng minh.
Trong Topd dai cuong, ta biét rang, compic hoa mot diém cua R” 13 S”, tic

la $" ~(R")". Do do:
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Mit khéc, véi mdi dai sb Banach A thi :
K, (4 )=K,(4)®K,(C)=K,(4)®Z , K (4)=K,(4)

Két hop v6i3.1.2.1, tasuyra :

KO(C(S"))EKo(CO(Rn))GDZE{Z , n=2k+1

3.1.2.3. Vidu (xem [24, tr.135])

Cho <% 1a khéng gian Hilbert tach duogc, vo han chiéu. Ky hiéu IB va IK

IK <IB. Khi @0, IB, IK va tlr d6 1a IB/IK tr& thanh cac dai sé Banach véi chuan :

[£1=17], = max {|f (x)]:xe 7} . felBIK

Trude tién, bang nhing tinh toan (xem phu luc), ta c6 cac két qua :

K,(IB)=K,(1B)=0 . K,(K)=Z . K,(IK)=0

lan luot 1a dai s6 cac todn tir tuyén tinh bi chan va compac trén <7 . RO rang la

dai ) IB/IK, goi la dai s6 Calkin, c6 vai tro quan trong trong 1y thuyét C"—dai $6. O

day, ta s& van dung day khop tudn hoan dé tinh cac nhém K, (IB/IK) va K, (IB/IK).

Bay gio, diy khop ngin 0 —IK——IB—=>IB/IK -0 cam sinh diy khop

tuan hoan 6-thanh phan nhu sau :

K, (IK)—%% g (1B)—2Ls K (IB/IK)
5, %

K, (IB/IK) <52 g (1B) S K (IK)

ap dung két qua trén, diy khop tudn hoan trd thanh

7 —5 055 g (1B/IK)
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theo cac két qua co ban trong dai s, cac diy khép :

0% 5 K, (1IB/IK)—2s0—50 50

04 g (IB/IK)—2— 7z 50
d6ng nghia voi &, va &, déu 1a dang ciu, tirc 1 :

K,(IB/K)=0 , K, (IB/IK)=Z

3.1.3. Nhan xét

Trén day chi 1a mot vai ménh dé va vi du 4p dung co ban nhit caa phuong
phap K —ham tir. Dudi day 12 mot két qua kha thii vi néu rd dic trung cla cac ham
tir K -1y thuyét.

3.1.3.1. Dinh nghia

Cho ham tir F: %" —alg — o/, 6 d6 ¢ —alg 1a pham tri cac C"—dai sd.

e F dugc goi la lién tuc néu v6i moi hé quy nap {4,,9,} cac C'—dai s6 ma
lim 4, = 4 thi lim F(4,)= F(4).

o Gid sir F bao toan vat khong, tirc 1a F(0)=0. Ta bao F 1a ham i khop
(twong Gng, nita khdp) néu moi diy khép ngin cac C"—dai s6 :

0>/—>54—">5B—>0

thi day cdc nhém Abel cam sinh :

0 F(1) 25 F(4)—Y 5 F(B)>0
1a khép (tuwong ung, nira khép) tai F(4). Déac biét hon, F dugc goi la ham tir khép
ché néu diy cac C"—dai s 1a diy khép ché thi diy cic nhém Abel cam sinh ciing 13
day khop ché.
e F duoc goi 1 bdt bién dong Iudn néu A va B 1a cac C'—dai s6 tuong
duong dong luan thi cdc nhém Abel F(4) va F(B) 1a dang cau.
e F dugc goi la on dinh néu v6i moi C'—dai s6 4 va moi neN thi

F(A)=F(4®IK).
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3.1.3.2. Pinh Iy Cuntz (xem /8, tr.30])
Néu ham tr F: %" —alg — o4 lién tuc, nira khop, bat bién dong luan va on
dinh thi F chinh 14 K, hodc K,. Cu thé la :
o Néu F(C)=Z va F(SC)=0 thi F=K,;

e Nguoc lai, néu F(C)=0 va F(SC)=2Z thi F=K,.

3.2. Chi s ciia dai s6 Banach

Trong muc ndy, ta s& néu ra y nghia cua cip dong cau ndi trong diy khép
tudn hoan 6-thanh phan ciia K -1y thuyét va xét mot vi du tinh toan cu thé.

3.2.1. Chi sb ciia dai s6 Banach
3.2.1.1. Dinh nghia (xem [5] hoac [11])
Cho A 1a mét dai s6 Banach. Khi d6, ddy khép ngén cac dai sb Banach :
0>J—>4—">B—0
cam sinh cho ta mot day khép tudn hoan 6-thanh phan nhu da dé cap dén trong
2.4.5. Cp dong céu ndi y =(5,,8,) trong day khop tudn hoan 6-thanh phan d6 duoc
g0i 14 chi s6 ciia dai s6 Banach A lién két véi day khép (hay md réng) trén va dugc
ky hi€u 1a Index 4.
3.2.1.2. Nhan xét

e That ra, ngudi ta thuong nhéc t6i chi s6 ciia C —dai s6 hon 13 chi s6 ciia
dai s6 Banach. Tuy nhién, vi mdi mot C —dai sb trude hét phai 1a mot dai sb
Banach va do khuon khé ban luan vin, chung ta s& dung thuat ngit chi sé cia dai sé
Banach.

e Chisb gilt mot vai tro quan trong trong vi¢c xac dinh kiéu 6n dinh cua céc
C*—dai s6 ma ta cAn mé ta.

3.2.2. B tiic
Phan nay, chung t6i trinh bay so lvgc mot sé vin d& mé rong nham phuc vu

cho viéc tinh toan. Pdc gia co thé tham khao thém trong [5], [10], [11] va [21].
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3.2.2.1. Tich tenxo ngoai

Cho A4,B 1a cac dai s6 Banach va i, j e {0,1} . Khi d6, cac day khop tuan hoan

6—thanh phan cam sinh tir hai day khép ngan va ché :
0—>A®B—>A®B—>B—0
0—>A®B—>A®B—25>4A®B —0
cam sinh cho ta dang ciu :
K, (A®B)=Kero. < K,(A®B)

do @0, ta chi can xét truong hop 4, B déu co don vi.

Véi mdi [u]ekK,(4) va [v]eK,(B), ta s& x4c dinh mdt phan ti trong
K., (4®B), ky hiéu la [u]X[v], goi la tich tenxo ngodi ciia [u] va [v]; twong tng

X: K, (4)xK, (B)—> K,

i+j

(A® B) goi 1 phép toan tich tenxo ngoai. Cu thé 1a ;
[u®v] , i=j=0
WEM= s (s DRR]) L i=1i=0
(so0) (s () (b)) ==t
& 40, s,:K,(A4)—> K, (S4) va s,:K,(S4)—> K, (4) 1a cac dang cdu ndi trong day
khép tuan hoan 6-thanh phan cam sinh tir ddy khép :
05>S4—->C4—>4->0
3.2.2.2. Pinh 1y tuin hoan Bott
Nhu di dé cap trong Chuong 2, voi mdi dai s6 Banach 4 ¢6 don vi, ta c6
cac dang cu Bott nhu sau :
K,(4)=K,(5°4) ., K, (4)=K (54)
Céc dang cdu nay c6 dang khac nhu sau :
K (4)=K,, (489G, ()
K (4)=K,(40C,(R))=K,(4®C, (R, xR))

6 do j=0,1 con j+1 1a phép cong modulo 2.
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3.2.2.3. Pinh Iy (Lién hé gitta K -1y thuyét topé va K -1y thuyét dai s6)
e Néu X 13 khong gian topd compic, Hausdorff thi :
K,(C(x))=K"(Xx) ., K(C(X))=K'(X)
e Néu X 13 khong gian topd compic dia phuong, Hausdorff thi :
Ky (G (X)=K*(X) K (G(X))=K'(X)
3.2.3. Dat bai toan (xem [5], [11], [22], [23])
Xeét cac da tap sau :
V={(tx,y.z)eR 4y 422 20} Rx(R*)
Vi={(t.x,y,z) eV :z£ 0} x RxR* xR <V

W, =V \V,=Rx(R*) cV

(
(-1 e

(=11, . feG(V)

v6i phép bao 1ong i:C, (V;) — C, (V) va phép han ché z:C, (V) — C,(W,) nhu sau :

, C (V,
, xelV\V, S e 0( 1)

thi ddy sau day 1a ddy khép cac dai sb Banach :
0-C,(V,)—>C,(V)——>C,(W,) >0 (*)
P Hay tinh Index C, (V) lién két v6i mé rong ().

3.2.4. Nhan xét

I

i. Tirdinh 1y tudn hoan Bott va [10, tr.51] thi K, (C,(R?))= K, (C,(R))=Z
dugc sinh bdi phan tir Bott [5].

ii. Xétham u:R — S' va cdc ham han ché cua n6 xac dinh boi :

vi 16p dong luan cua u, twong tng la phan tir sinh chinh tic cia K'(R,)=Z nén

K, (C,(R,))=K'(R,) =7 dugc sinh boi u, ; con K,(C,(R,))=K°(R,)=0.
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iii. Ciing tir dinh ly tuan hoan Bott va [10, tr.51] thi [5]®[u.] twong tmg 1a
phan tir sinh cia X, (CO (R2)®CO (Ri)).

iv. Lop dong luan ciia ham hang 1:S' — S' 1a phan tir sinh chinh tic cia
KO(C(Sl)) =7 con 16p ddng luan ciia ham ddng nhéat id:S' — S' 13 phan tir sinh
chinh tac cua K, (C(S‘)) =7.

3.2.5. Bo dé

Ky higu J = C, (R*xR’) va A:CO((RZ)*). Khi d6, ta co :

i. K,(J)=0; K,(J)=2 dugc sinh boi hai phan tir [»]X[u, ].

i. KO(CO(R3)*):0; KI(CO(]R3)*)=Z2.

iii. K,(4)=2 dugc sinh bodi phan tr [id|K[u,]; K,(4)=Z dugc sinh béi
phén tir [1]&[«, ].

Chitng minh.

i. ViR’xR"=(R*xR,)U(R’xR_) nén:

J=C,(R*xR")=[ ¢, (R*)®C, (R,) @[ ¢, (R*)®C, (R )]
do do :
K, (J)=K,[C,(R)®C,(R.)|@K,[C,(R*)®C,(R )] , n=0,
e Véi n=0 : tir dinh 1y tudn hoan Bott va 3.2.4.ii, ta ¢6 :
K, (J)=K,(C,(R,))®K,(C,(R_))=0
e Véi n=1 :tirdinh Iy tudn hoan Bott va 3.2.4.ii, ta c6 :
K (J)=K (C(R,))®K (C(R))=2Z’
va theo 3.2.4.iii thi n6 dugc sinh béi hai phan tir [6]X[u,].
ii. Xét day khop ché 0—>C0((R3)*)L>CO(R3)—”>C—>O; g do, 7 1a

phép han ché C,(R’) 1én C,({0})=C, con o la phép nhing ma mdi ham trén
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(R3)* dugc mé rong thanh ham trén R’ ma triét tiéu tai 0 va vo cung. Day khép
nay cam sinh day khép tuan hoan 6-thanh phan nhu sau :

k(G (®) )|k, (6, (R) 2255, (€)
8, %
K, (C) 0 K (, (RY)) 20 (=) )
voi K, (CO (]R3 )) =0 va K (CO (]R3 )) Z thi day khép tuan hoan trén tré thanh :

KO(C0 )—°>0—°>Z

07 flo) Kl(co((R3)*))

ap dung céc kién thirc co ban vé dai so, ta co :

e Diy khop 0%1{0(@((1@)*))—%0 chota:
KO(CO ((R3)*))= Ker0=Im, =0
e Diy khé6p ché OAZ%KI(CO((W)*))%Z—)O cho ta :
( ) ZOL=T

ii. Vi (R ) =S'xR, nén 4=C,(S')®C,(R ). Két hop voi dinh 1y tuan
hoan Bott va 3.2.4.iv, ta suy ra :
Ky (4)=K,(C,(8")®Cy(R,))= K, (C,(8")) =2
dugc sinh bdi phan tir [id|®[u, ]; va
K (4)=K,(C,(S")®C,(R,))=K,(C,(5"))=2

dugc sinh béi phan tir [1]X[u, ]. o
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3.2.6. Bo dé
L K, (C(V))=2" va K (C,(V))=0.
ii. K,(C,())=%" dugc sinh boi hai phan t& [6]®[u.]; con
K, (C, (7)) =0.
iii. K,(C,(#))=2 dugc sinh béi phan tr [1]X[u,]; X,(C,(#,))=2 dugc

sinh boi phén tir [id | [u, ].

Chutng minh.
1. Tacod:

(V)= CO(RX(R3)*) ~C, ((R3)*)®CO(]R)
két hop vé6i dinh 1y tuan hoan Bott va 3.2.5.i, ta suy ra :
K, (C,(V)) =K, (CO ((R3 ))) -7¢ , K,(C,(V))=K, (CO ((]R3 ))) =0
ii. Talaico:

G, () =G, (R*xR")®C,(R)=J ®C,(R)

I

két hop voi dinh ly tudn hoan Bott va 3.2.4., ta suy ra K,(C,())=K,(J)=2
dugc sinh béi hai phan tir []®[u,] va [p]®[u_]; con K, (G, (V))=K,(J)=0.
1. Tuong tu :
¢, (M) =G, ((R) |@c, (R) = 4@C, (R)
két hop voi dinh Iy tudn hoan Bott va 3.2.4.iii, ta suy ra K, (C,(W,))=K,(4)=7
dugc sinh boi phan tw [1]X[u, ]; con K, (C,(W;))= K, (4)=2 dugc sinh boi phén tir
[id]R[u.]. R
3.2.7. Bo dé

1 * N *
Gia su [0 gj:(Rz) — Mat, (C) la ham hang trén (Rz) nhan gia tri 12 ma

1 0 * . .
tran (0 OJ; va p:(R’) =S'xR, - Mat, (C) la ham xé4c dinh boi :
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. 1({1=coszr €“sinzxr ‘
p(e””,r)=— o , (e"”,r)eSlx]R+
e’sinzr l+cosxr

khi @6 :
i. Vi moi (ei‘”,r) eS'xR, thi p(ei‘”,r) 12 mot ma tran lily ddng hang 1.

1

1 0 0 ~
ii. Hiéu [p]—KO OH cua cac 16p cuia p va (0 Oj trong KO(A) chinh 1a

phén tr sinh [id|®[u,] clia K, (4)=7.

Churng minh.
i. Thu dugc bang tinh toan truc tiép.
ii. Ciing thu duoc nhd tinh toan truc tiép va ap dung [10, tr.51]. >

3.2.8. Nhan xét

1 . ~
e Mic du [p]—HO gﬂz[id][uj nhung khi biéu dién & dang

1
(7] —HO gﬂ s€ thuén tién hon trong viéc tinh toan.
e Ky hiéu v:C, ((R3 )) —C, ((]R2 )) 1a phép han ché. Theo dinh nghia thong
thuong cua &, v6i f e Mat, (4) va f Idly dang (tic [ f]e K, (4)) thi :
5, ([f]) _ |:ezm'f]

o do feMatn(Co(H@)*j sao cho v(f):f [19, tr.170].

e Theo [19, tr.170], ky hi¢u :
o) <) -

¢ d6 11a don vi cia C,(R*); va :

Qn(CO(Rz)):{fEMatn(CT(ﬁ;)):eW=1n} , neN

& d6 I, 1a ma tran don vi cap n trén C, (Rz).
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Goi tr:Mat, ((X(TRT)) - (?(]R\T) 1a ham vét thong thuong cac ma tran. Khi

do, tr xac dinh trén U 0, (CO (Rz )) mot ham cdng tinh Tr nhu sau :

neN

m:Jo, (Co (Rz)) - Q(C0 (Rz))

neN

mit khéc, mdi phan tir [f]e K, (C, (R* xR, )) c6 thé duge biéu dién nhu ham ;

7R, aUQn(CO(Rz))

neN

sao cho lim f(¢)=lim f(¢). Hon nira :
t—>0"

t—to0

[£]=w..([p]&[u,])
& d6 w, 14 56 vong quay clia f xac dinh boi cong thic :

Wi—i Tr[f’(t).f(t)’l}dt e

27l R,

L)

3.2.9. Loi gidi bai toan 3.2.3
Day khép (*) cam sinh ra ddy khop tuan hoan 6-thanh phan nhu sau :
K, (G (1)K, (Co (V)= K, (Co (M)
S %
K, (G (M) e—K, (G, (V) e—K,(C, (1))
tur 3.2.6, ta suy ra day khop nay tuong duong véi day khop :
K, (J)—>K, (c0 ((1&3)*))—”(1 (4)
5, 5
K, (4)«—K, (CO ((]R3 )*))<——K0 (/)

va tir 3.2.5 thi day khop nay tr¢ thanh :
1L ——1 ——7

e

7 —0«—0
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va nhu véy, thay vi tinh 6, : X, (C, (%)) - K, (C, (%)), ta s& tinh &,:Z — Z”.

0

1 5
Theo 3.2.7, vi K,(A4)=Z sinh boi [p]—KO Oﬂ nén ta can phai tinh :

ol o o] Fston-o{s )

3.2.9.1. Tlﬂh&{ ]

Véi [ f] =K H ta c6 thé chon f: (R3 ) — Mat, (4) cho boi :

0

f(xy,2)= (O Oj : V(x,y,z)e(R3)*

thc 1a, f=1,f, voi 1,:R—>R 1a ham hang nhan gia tri 1. D& thay

f €Mat, (CTO((\R:)/)] va v(f)=((l) g] . Ap dung 3.2.8.ii, ta co :

5, (Ké gm [ |e K (1) =K (G, (R*xR,))® K, (C, (R* xR _))=2"

ky hiéu £, = f.1,_thi:

’ (H(l) gm [ZHIf]:([ezﬂﬂ,[ezm])

Theo 3.2.8.111, ta lai co :
(&7 = w,([p]2[w.])

Tinh toan cu thé ta duoc :

! d (o, | o d. dl,
Wi_Zm Tr(dz(zf) 2fjd —Hi[ (i)dZ:J‘ df’dzzo

R,

suy ra [ez’””}* } = [ez’”ﬁ J =0, tcla:
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3.2.9.2. Tinh §,([p])
Chon 5:(R’) — Mat,(C) x4c dinh boi :

Bp(xn2)=1(z)p(xy)  (vr.2)e(R)

& d6, 1:R" — C 1a ham cho béi :

=
o
H
oo
=
()]
<
m
<
=3
VR
@)
—_
—~
&,
~—,
SN —
N———
<
o)
<
—~~
AT
~
i
~
<
2.
[¢]
c

khi do, theo 3.2.8.11, ta co :
(1) [0 1= ([0 1o ek (w0 m ok (c, (x5 )
va theo 3.2.8.111, ta ¢6 :
[ ] = w,([5]9[.])
VOl :

W, :%g‘ ( 27rp 2ﬂf’+jdz= ‘[Tr(%jdz=ﬂil'(z)dz=l

tuc la:
8 ([])=([p])x[u. ].[6]B[u_])

Két hop véi két qua ¢3.2.9.1, tasuy ra :

a(te-|[5 o ||t pe )

1
tacla 6, =0, = (J € Hom, (Z,Zz) .

Tom lai :

0
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3.2.10. Nhan xét
Trong nhiéu trudng hop, dé xac dinh dugc kiéu 6n dinh cua mot C"—dai sb
A nao do, ta phai thong qua nhiéu diy khép lién tiép, goi 1a md réng ldp, c6 dang
nhu sau (xem [11, tr.25]) :

0>J, >4—>B -0

0—>J,—>B —>B,—>0

0—>J,,—>B_,—>B_,-0
0—>J,—>B,_,—>B —>0
& do, cac C'—dai s0 J,,...,J, va B,,...,B, déu c6 dang C,(X)®IK véi X la mot
khong gian compéc dia phuong, Hausdorff thich hgp nao d6, con k e N 13 hitu han.
Cac ddy khop tuan hoan 6-thanh phan twong Gng voi cac mo rong trén 1an luot xac
dinh cho ta cdc cap dong cau nbi 7,,...,7,. Tap hop {y,,....7,} goila hé bdt bién chi
s6 (chinh tic) cha A, va cling dugc ky hiéu 12 Index 4 .
Chang han, trong viéc xac dinh Index C, (V) & trén, ta co thé phai xét thém
mot mo rdng (xem [22, tr.229]) :
0> C,(V,)——>C,(W,)——>C,(W,)—>0 ()
G do:
V,= {(t,x,y,z) eW,:xy# O} ~ Rx(Rz)* W,
W, =W \V, ~Rx(R"x{0} U{0}xR") =
con o:C, (V)= C,(W,) va u:Cy(W,)— C,(W,) cling 1a phép bao 1ong va phép han

ché xac dinh béi :



76

bang ky thuét tinh todn twong ty nhu trén (xem [5, tr.92]), ta xac dinh duogc cip

dong caundi 7=(6,,8,) lién két véi mé rong (++) la:

-1 1 0 0
0 -1 1 0

5, = , 5,=0
0 0 -1 1
1 0 0 -I

nhu vy, hé bat bién chi s6 chinh tic cia C, (V) lién két véi mé rong lap (*) va

(xx) la:

Index C, (V) ={y.n}
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KET LUAN

2ua nhitng phan d3 trinh bay, phuong phap K—ham tir di ching to duge
“sttc manh” ctia nd trong viéc nghién cru K -1y thuyét ctia dai s6 Banach. Mot diéu
can no6i thém 13, thong qua céc tinh toan cu thé & chuong 3, ta cling thay dugc moi
lién hé mat thiét giita K1y thuyét topd va K —ly thuyét dai s6. Pong thoi, mic du
khong trinh bay cu thé, nhung ta ciing phan nao thiy dugc vai trd ctia phuong phap
nay trong viéc mo ta cac C'—dai sb.

Mot huéng moi trong nghién ciru 13 ap dung phuong phap K —ham tir &é mo
td mot 16p cac C'—dai sd, 16p cdc C'—dai s6 C"(V,<7) lién két chinh tic v6i mdi
phan 1a (V,<7), duoc dé xudng boi A. Connes vao nim 1982 (xem [9], [11]). Tuy
nhién, mot cau hoi dugc dit ra 13 & chd : liéu phuong phap K —ham tir ¢6 thich hop
v6i van dé nay hay khong ?

Va cau tra 1oi la CO.

Vao nam 1985, A. M. Torpe da st dung thanh cong phuong phap K—-ham tir
dé mo ta cac C'—dai s6 cua phan 14 Reeb trén xuyén T? va mit cau S* (xem [21]).
Tuy nhién, hién nay van con mot 16p rat rong cac C'—dai s6 ciia phan 14 van chua
dugc mo ta bang phuong phap nay. D6 van con 1a mot bai todn md va rong 16n.

Do con nhiéu han ché khach quan va chil quan, Luan van di ding lai trong
nhimg khuon kho nhit dinh. Tac gia hy vong con c6 dip tiép tuc nghién ctru nhitng
vén dé trén trong twong lai.

Sau cung, mic du dd c6 nhiéu cd ging trong viéc soan thao, nhung nhiing sai
sot 1a khong thé tranh khoi, tac gia xin chan thanh ling nghe va cam on cac doc gia

d3, dang va s& dong gop ¥ kién cho quyén luan vin nay.
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Aut (V )

DANH MUC CAC KY HIEU

Quan h¢ hodc quan h¢ tuong duong

Quan h¢ tuong duong unita

Quan hé tuong duong trong dinh nghia 7 ( A)

Quan hé twong duong trong dinh nghia K, cua C —dai s6 A
DPong phoi

Pong luan

Déng ciu

Tong truc tiép hodc phép toan hai ngdi

Tich tenxo va tich tenxo ngoai

Nhom con hodc dai s con hodc C'—dai s con

Nhom con chuén tic hodc idéan

Chuén trén khong gian vécto

Tap hop (hay khong gian) don diém (mot phan tir)

K®(i) hoac K'(i)

K, (i) hodc K (i)

Pai s ¢6 don vi cac anh xa f e C([O,l],A) ma f(0)=f(1)
Atlas cua mdt phan thé hoac dai s6 trén mot truong

Pham tru cac nhom Abel

Tap cac tu dang cau tuyén tinh ctia khong gian vécto V
Compéc hoa mét diém hodc don vi héa cua dai sb Banach
Pon vi hoa ciia dai s6 Banach hay C"'—dai s6 A

Khéng gian t6pd thuong hodc dai s6 (Banach) thuong

Ma trn chuyén vi ciia ma tran (aij )



a’ : Phan tir lién hop cta a

B . Tap cac toan tu tuyén tinh bi chan trén <7

IB" : Tap cac toan tir tuyén tinh bi chan trén 7" =c @ ®... @A
¢"—alg : Pham tri cac C'—dai sb

C . Trudng s6 phirc

CA : Non cia mot dai s Banach hodc khong gian topd

C(X,Y) : Tap céacanhxa lién tyc tir X dén Y

C(X) : Pai sb cac anh xa f eC(X,C)

C,(X) © Paisdcacanhxa feC (X) ma triét tiéu tai vO cung

T (A) : 2(A)/~, (vi nhom Abel cac phép chiéu cia C'—dai sb A)

dim : Chiéu hoic dong ciu chiéu

exp . Anh xa mii

GL)(A) : exp(Mat,(A)) (thanh phan lién thong duong ciia ma tran don vi)
GL,(A) : Tép cdc ma tran vudng cap n kha nghich v6i phan tir thuoc A
Va : Khong gian Hilbert tach duogc, vo han chiéu

Hom(X,Y) : Tap cac ciuxatr X dénY

Homeo(F) : Tap céc phép dong phdi clia khong gian topd F

Im : Anh cia mot dong ciu
Index A : Chi s hodc hé bét bién chi sd cta dai s6 Banach
IK . Tap cac toan tir tuyén tinh compac trén <7’

IKA, A®IK : Céac 6n dinh hoa ctia C'—dai s6 A

K . x—dong cau «, : A—>IKA tir C'—dai s6 A dén 6n dinh hoa IKA
K°, K!' : Cac d6i ham tir cia K -1y thuyét topd
K, K, : Cac ham tir cia K -1y thuyét dai s6

Ker :  Hat nhan cia mot dong cau
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lim, lim : Gidi han quy nap
L,(A) : Nhom thuong GL, (A)/GL) (A)

A e a 0 N * . X K * . A
Ao n *—dong cau aH(O Oj tr C'—daiso A dén C'—dai so Mat, (A)
Mat,(A) : Tap cic ma tran vuong cap n véi phan tir thuoc A
Mat,,,(A) : Tap cdc ma trdn cdp mxn véi phan tir thude A
N : Vinhém Abel cac sb tu nhién
?(A) : Tap cac phép chiéu trong C"—dai s6 A
2(A) : ?(Mat, (A)) — tap céc phép chiéu trong C'—dai s6 Mat, (A)
2(A) : Taphop [ JZ(A)

n=l

[p], : Lép twong duong cua phéan tir pe 22 (A) trong 7 (A)
[p], : s([ p]{/) —anh clia [p], qua anh xa Grothendieck
P, (A) : Tap céc phan tir liiy ddng trong Mat, (A)
Q Truong sb hitu ty
R : Trudng s6 thyuc
R,,R_ : Céctaphop [0,+oo) va (—oo,O]
R’ Tap hop R\ {0}
rank :  Hang (ctia m{t ma tran)
et : Pham tru céac tap hop
s : DPuong tron don vi {(X,y)eRz:X2+y2=1}E{ZEC:|Z|221}
S(M) :  Nhom Grothendieck cta vi nhém Abel M
SA . Treo cia mdt dai s Banach hodc khong gian topd
S"A : Treo thtt n ctia mot dai sé Banach hay khong gian topo

S . Anh xa chinh tic trong dinh nghia nhém Grothendieck
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Khéng gian tiép xtc va phan thé tiép xtc cua da tap kha vi M"
Anh xa vét

Tap cac phan tir unita cia C*—dai s A
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MO DAU

1. Ly do chon dé tai

K -1y thuyét t6po 1a mot 1y thuyét d6i dong diéu suy rong va 1a mot cong cu
manh cta Topd dai s6. Cong cu ndy cho phép giai quyét nhiéu van dé thudc linh
vuc Hinh hoc — Topd cling nhu nhiéu linh vuc khac cta Toan hoc. Nam 1958,
Grothendieck khi nghién ctru vé dinh Iy Riemann — Roch trong Hinh hoc dai so da
khoi xudng v tuong v& K—Iy thuyét topé. Dén nam 1961, K-y thuyét topo da
chinh thic dugc hinh thanh bdi cac cong trinh nghién ciru doc 1ap ctuia Atiyah va
Hirzebruch.

K -1y thuyét t6pd duoc xdy dung nhd khdng gian phdan thé, nd cho phép
chuyén mét loat cic bai toan cua giai tich va topo thanh bai toan dai sd. T K -1y
thuyét topd da nay sinh mot cach ty nhién ra K[y thuyét dai s6, ma mot bd phan
quan trong ctia n6 1a K -1y thuyét cua dai sé Banach va C"—dai sb.

K -1y thuyét topd (con goi 1a K —Iy thuyét hinh hoc) xuét hién trude va lién
quan voi cac phan thé vécto phirc trén cac day 1a cac khong gian topd. Di tuong co
ban ctia K -1y thuyét topd 1a cac 16p twong dwong 6n dinh cta cic phan thé vécto
(phtrc). Bing phép toan tong Whitney cic phan thd vécto, ta xay dung duge mot vi
nhom Abel, rdi théng qua nhom Grothendieck, ta xdy dung dugce cac nhom K° va
K' ciia mot khong gian topo.

K -1y thuyét dai s6 lién quan dén nhiéu d6i twong hon. Nam 1962, Swan dé
y thiy rang c6 su twong Gmg gitta pham tri cac khong gian topd nao d6 (nhu khong
gian compéc, Hausdorff) voi pham tri cac dai s6 Banach hodc C"—dai sd. Y tudng
1a & chd tap cac nhat cét lién tuc cia mdi mot phan thé vécto trén khong gian topd
X 1a mot C(X)-modun. Piéu nay dan tdi viéc nghién ctru cac moédun xa anh, cac

K —nhém dai s va d6 1a xuit phat diém cia K -1y thuyét dai sb.
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Trong K -1y thuyét dai s6 thi K1y thuyét cua dai sé Banach c6 mot vai trd
quan trong. S& di co diéu nay 13 ¢ chd, voi mdi khong gian topd X (compic,
Hausdorff) thi tdp C(X) cac anh xa lién tyc trén X nhén gia tri phirc l1ap thanh mot
dai s6 Banach va tir d6 din téi mot lién hé mat thiét gitra K -1y thuyét topo va K -1y
thuyét dai s6. Tir mbi lién hé nay, ta ¢ thé chuyén tir viéc nghién ctru K 1y thuyét
topo sang nghién ctru K —1y thuyét dai sb va nguoc lai (mdi khi viéc tinh toan & bén
nay kho hon bén kia).

Béi vi 1a mot cong cu manh cua Topd dai s6 nén K e\ thuyét ¢4 nhiéu ung
dung trong Toan hoc va ca Vat Iy hoc. Thong qua viéc so bd tim hiéu nhitng van dé
trén, cong voi mot chut “long yéu thich” va c6 xét dén kha niang c6 han cia minh,
chung t6i dd manh dan chon dé tai nghién ctru vé& K -1y thuyét ma cu thé 1a K-y
thuyét dai s6. Tuy nhién, viéc nghién ctru K Iy thuyét dai s6 ¢ tim tong quat 13 rat
kho khin vi phai dung dén nhiéu kién thirc ctia ca Dai s6 hién dai 1an Giai tich. Vi
vay, chiing t61 da gidi han viéc tim hiéu cua minh trong pham vi cua dai s6 Banach
va d& tai cua ching t6i mang tén 1 : “K Iy thuyét cia dai sé Banach va mét vai
ung dung”.

2. No¢i dung va phuong phap nghién ciru

Luan van tim hiéu hai van d& chinh : Pai s6 Banach va K-ly thuyét cua
chung. bé giam thiéu phén nao do su “don diéu”, luan van 16ng vao trong d6 mdt sb
van dé co bdan nhat vé C"—dai sb, mot dbi tuong dﬁy sdu sic, nhu 1a mot “huong vi
moi”.

Phuong phap nghién ctru : luan van st dung nhitng cong cu manh 1a Dai sb
ddng diéu va Giai tich ham, xen k& voi dé, trong mot chimg muc co thé, 1a cach
trinh bay theo tinh than ctia Toan hoc hién dai — ngon nglr Pham tru va Ham tur.

3. Y nghia khoa hoc ciia luén vin

Tiép can v6i phuong phap K —ham tir; ddng thoi, ching to dugc “sitc manh”
ctia phuong phap nay trong viéc nghién ctru cac dai sé Banach. Vi mdi mot C"—dai
sd trude tién 1a mot dai sé Banach nén ciing phan nao cho thiy y nghia ctia phuong

phap K —ham tir trong viéc nghién ctru cau tric cua cac C —dai so0.
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4. Cau truc ludn vin

Luan van g6m phén mé dau, 3 chuong, phén két luan va phu luc. Cu thé 1a :

a) Phin mé dau : néu mot sb van dé vé lich st, pham vi nghién ctu va
phuong phap nghién curu.

b) Chuong 1 : trinh bay cac khai niém co ban vé& K -1y thuyét cua dai sb
Banach. Phan nay chi trinh bay nhiing kién thirc can thiét ¢6 lién quan dén noi dung
dang xét.

¢) Chuwong 2 : trinh bay cu thé vé cach xay dung cac nhom K, va K; dong
thoi xac dinh mot s6 tinh chat co ban ciia cac ham tir K, va K.

d) Chuwong 3 : trinh bay mot s6 vi du co ban va cu thé nham lam rd “strc
manh” cua phuong phdp K—-ham t

e) Phan két luan : trinh bay cic vin d& mo co thé tiép tuc nghién ciru tiép
sau dé tai.

f) Phuc luc : trinh bay cic van dé co ban nhat vé C'—dai s6 da dugc su
dung trong cac chuong.

5. Ky hiéu trong luan van

Céc ky hiéu dugc dung trong luan van nay hodc la cac ky hi¢u thong dung
hoic s& duogc giai thich khi dung 1an dau (xem Danh muc cdc ky hiéu).

Dé trich din mot két qua, chung toi cling dung nhitng ky hiéu quen thudc.
Chang han, néu ghi "1.6.3” c6 nghia 1a xin xem muc 1.6.3 & Chuong 1; néu ghi
"2.2.5" ¢6 nghia 1a xin xem muc 2.2.5 & Chwong 2; con néu ghi "[19, tr.170 1" ¢

nghia 1a xin xem trang 170 ctia Tai liéu tham khao s6 19.
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PHU LUC

o/fuc dich cta phan nay 13 trinh bay nhitng van dé co ban nhat cta 1y thuyét
vé cac C"—dai sd va chtirng minh bbn két qua da duoc dung trong 3.1.1.3 :
K,(IB)=0 , K (IB)=0 , K,(IK)=Z , K (IK)=0
& do, nhic lai réng, IB va IK lan luot 1a dai s6 Banach (thuc chat 1a C"—dai sé) cac
toan tir tuyén tinh bi chian va compic trén khong gian Hilbert tach dugc vo han
chiéu =7 . Ngoai ra, ta con ky hiéu IB" 1a C"—dai sb cac toan tir tuyén tinh bi chin

trén X" = DA D.. DA .

n

Trong phan nay, chiing t6i chii yéu theo [16] va [18].

1. Khai niém chung vé C'—dai s6

e Cho A 1a mdt C—dai sd. Phép d6i hop trén 4 mot dnh xa tuyén tinh lién
hop va phan nhdn tinh *: A— A sao cho a” :(a*)* =a voi moi ae 4. Cu thé 13,
vé1i moi a,be A vamoi AeC thi:

a‘=a |, (ab)* =b'a” , (la)* =d"

e Cho 4 la mot dai s6 Banach. Ta bao 4 la mot C'—dai s6 néu trén A4

trang bi thém mot phép dbi hop a > a” théa min diéu kién sau :
Ha*aH:”a”2 , VaecA

+ Tu dinh nghia, d& dang suy ra 1 ¢’ =[] v6i moi a e 4. Khi phép nhan
trén A c6 don vi, tabdo 4 1a C"—dai s6 6 don vi.

+ Mot *—déng ciu ¢:A— B gilta cac cac C —dai s6 4,B 1a moOt anh xa
tuyén tinh va nhan tinh sao cho (p(a*) =p(a) véimoi ae 4. Néu 4,B cb don vj va

¢(1,)=1, thi ¢ duoc goi la bao toan don vi.
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e Lop tit ca cac C —dai s6 va cac *—dong ciu giira ching 1ap thanh mot
pham tru goi 14 pham tru cac C" —dai $6 va ky hiéu la ¢ —alg .

e Cho B 1a mot tap con khac rong ciia C"—dai sb A4 :

+ Ta bao B 1a *—dai s6 con cia A néu B déng dbi v6i bdn phép toan trén
A (phép cong, phép nhan, phép nhan vo hudng va phép ddi hop). Ngoai ra, néu B
con dong dbi v&i chuén trén 4 thi B goi la C"—dai $6 con cla A, ky hi¢u B< 4.

+ Tabao B laidéan cua A, ky hibu B< A, néu B< A va ab,ba € B véi moi
aeA vamoi beB.

e Cho A la mot C'—dai sb. Phan tot pe A duoc goi 1a phép chiéu néu
p=p*>=p". Tap cac phép chiéu ciia 4 duoc ky hiéu 1a P(A); phan tir ue 4 duoc
goi 13 phan tir unita néu uu’ =1=u"u. Nhom cac phan tir unita cia 4 duogc ky hiéu
la 7 (A4).

e Bay gio gia sit 4 1a mot C"—dai s6 (khong nhét thiét co don vi). Pat :

;1={(a,a):a eAda G(C}
v6i phép cong va phép nhan vo hudng theo thanh phan, con phép nhan va phép dbi
hop xé4c dinh nhu sau :
(a,a)-(b,B)=(ab+ pa+ab,aff) |, (a,a)* = (a*ﬁ)
Chu y rang i(a)=(a,0) va z(a,a) = 1an lugt 1a *—don cdu va *—toan cau.

Véimodi xe 4 tadit

H|x|”/_1 = sup{”ax”A ra€ A, a||A < 1}

va dinh nghia :

ﬂ(x)\}

;) 1a ddy di, dong thoi voi moi x,y e 4 thi:

Jl; = max{fle]

Ta kiém tra duoc (;1,

< x| =[x
bolly <l sl =l
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do d6 A4 la mot C"—dai s6 c6 don vila 1, =(0,1). Ta goi 4 1a C'—dai s6 nhan dugc
tir A bang cach thém vao phan tir don vi hay A4 1a don vi héa cta A.

+ Diy 0> A——>4—=5>C —0 la diy khdp ché. Suyra 4< 4.

+ A= A®C khivachikhi 4 c6 don vi.

e Bay gio gia st 4 1a mot C"—dai s6 (khong nhét thiét c6 don vi). Khi d6
C"—dai s6 A®IK dugc goi 13 on dinh héa cia A. Mot md hinh khac cua 6n dinh
hoa A®IK 1a C'—dai sd IKA nhu sau : xét hé quy nap cac C'—dai sd :

A—2—>Mat, (4)—2—>Mat, (4)—2—...
0 do:

qon(a):[g gj , aeMat, (4),neN

goi (IK4,x,) 1a gioi han quy nap cta hé quy nap trén, & d6 «,: Mat, (4)—>1K4 va
dat x =k, : A—IK4. Khi d6, C"—dai sb IKA goi 1 6n dinh hoa ctia 4. Ta kiém tra

duoc hai tinh chit quan trong 13 : IKA =~ 4A®IK va IKC=IK.

2. Pai s6 ma tran
e V&imdi C"—daisd 4, taky hiéu Mat, (4) latap tat ca cic ma trin vudng

cip n v6i phan tir thugc 4. Ta da biét Mat, (4) 1a mot khong gian vécto véi phép

cong va phép nhan ma tran. Dat (a,./. ) = (a.*)t ta xac dinh dugc phép dbi hop trén

ij
Mat, (4). Dé xay dung chuén trén Mat, (4), ta chon mét khong gian Hilbert <7 va

mot *—don cau ¢: 4—1B. Goi ¢, :Mat, (4) —IB x4c dinh bdi :
a, ... a,\($ (D(all)§1+"'+¢(aln)§n
o = : , & el

o : oo
nl ann gn ¢(anl)§l+"'+¢(ann)§n

a
va dinh nghia chuan trén Mat, (4) béi

|l =

®, (a)H , VaeMat, (A4)
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khi d6 Mat, (4) trd thanh mot C'—dai s0, hon nita chuan nay khéng phu thudc vao

viéc chon bi€u dién cia ¢ néuno la *—don cau va :

S Y By
»J .
anl nn

e Tinh chat ham tr : v61 mé1 ne N, mot *—dong cau ¢: 4 — B ludn cam

sinh cho ta mt *—dong cau ¢:Mat, (4) — Mat, (B) x4c dinh bdi go((aij )) = ((p(al.j ))

3. Vinhém Abel cic phép chiéu

e Cho X la mot khong gian topo. Ta ndi hai phan tir a,be X dong ludn véi
nhau, k¥ hiéu a=5b, néu ton tai anh xa lién tuc v:[0,1]> 4 sao cho v(0)=a va
v(l) =b. Anh xa lién tuc v goi la duong lién tuc tw a dén b va kyhigula t—>v,.

+ Néu 4 1a mot C"—dai s0 c6 don vi, ta ky hiéu 7% (A4)={ue % (4):u=1}.
Mot tinh chat quan trong ctia % (4) 1a : phan tir u € 4 thudc vao % (4) khi va chi
khi u=e"e™ ...e"™ voi neN va h,h,,...,h, 12 cic phan tir i lién hop cia A (tic 1a
h,=h; v6imoi j=1,...,n),

+ Trong mot C'—dai s6 4, néu chon duong lién tuc 7 (1-t)a+eb thi bat
ky hai phan tir ,b € 4 ndo ciing dong luan vé&i nhau. Tuy nhién, trén 22(4) thi diéu
nay khong ding.

e Trén 7°(4), ta xét hai quan hé tuong duong sau :

+ Twong dwong Murray — Neumann: p~gq néu ton tai ve 4 sao cho
p=vvvaqg=w,

+ Twong dwong unita: p~, q néu ton tai phan tir unita u e ‘5//(2) sao cho

qg=upu’”.
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o Bay gid, v6i mdi C'—dai s6 4 vamdi n>1, ky hiéu 2(4)=2(M,(4))

s

va 22(A4)=\J%(4). Trén 22(4), ta xét quan hé twong duong ~, va phép toan hai

I
—_

ngdi ® nhu sau : v6i peP(A4) va ge 7 (A) thi:

+ p~,q néu ton tai veMat, (4) sao cho p=vv va g=w’, & do
M, (A) 14 tap cac ma tran cAp mxn v6i phan tir thudc 4. DE thay rang khi n=m
thi p~, ¢ khivachikhi p~gq;

+ p@q=[§ Z)E%m(/i)-

Dé dang chirmg minh duoc :

+ p~, p®0, v6imoi 0, e M, (A4) vamoi neN;

+ Néu p~,q va p'~,q thi p®p'~,¢Dq';

t p®g~,9Dp;

+

Néu p.qe?(A4) ma pg=0thi p+qge?(A) va p+q~, p®q;

+

(p@q)@r:p@(q@r).

bit 7 (4)=2(A4)/~,. Trén & (A), ta dinh nghia phép toan :

[p], +[q], =[r®4q], . p.acZ(4)

ta kiém tra duoc phép toan dinh nghia hop 1y va (7(4),+) 1a mot vi nhom Abel.

4. Nhém K, cia C —dai s c6 don vi
e Cho 4 1a C'-dai s6 c6 don vi. Ta dinh nghia K, (4)= S(7(4),+). Taky
hiu [+] : 72 (4) = K, (A4) xac dinh boi :
[p),=s([r),) » Pe2(4)
e Mo ta:néu 4 la mot C"—dai s6 c6 don vi thi :

K, (4)={[p], ~ld],: p.a € 22 (4)} ={[p], ~[d], : p.a € %(4).n eN]|
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6 do:
(Lr),-[s(p)], =[a)-[s(a)],) = (BkleN:po@l ~ q@1)
([p],~[5(p)],=0) < (FkeN:p@l, ~ s(p)@1,)
e Ta kiém tra dugc K, :¢" —alg — o/ 1a mOt ham tir xac dinh nhu sau :
+ Ae€¢ —alg tuong ung voi K (A4)e s ;
+ #-ddng cAu ¢:A4— B tuong Ung voéi dong cdu K, (¢):K,(4)—K,(B)
dinh béi :
K (@)[p)~[s(»)],)=[o(n)],-[s(2(2))], - pe(d)
e Tinh chét co ban ctia ham tir K,
+ K, (A®B)=K,(4)®K,(B) v6imoi 4,Be¢ —alg;
+ Tinh khép ché : K, bién moi diy khop ché 0 >7—2>4—“ 5B 0
thanh day khép ché 0 — K, (1)—22 5 K (4)— K, (B)—0;
+ Tinh 6n dinh : v&i moi Ae¢ —alg va moi s6 tu nhién n, ta luén co
K,(4)=K,(Mat,(4)) va K,(4)=K,(4®IK). Cu thé hon, K, bién *—dong cau :
A, 4 A— Mat, (4)
] H(g gj
thanh dang cau K, (4, ,): K,(4)——K,(Mat, (4)).
Mgénh dé 1. X,(IB)=0.
Churng minh.
Pong nhat Mat, (IB)=1B". Anh xa dim: 2(IB) > NuU{wo} xdc dinh boi :
dim(p)=dimp(=2") , pez(B)=2(B")
1d mt toan anh. Chl y rang, néu p,q 1a cac phép chiéu trong 2’(IB") thi

dim(p)=dim(g) khi va chi khi p~g¢. Vi dim(p®0)=dim(p) nén v6i moi phép
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chicu p,q € 22 (IB) thi dim(p)=dim(g) khi va chi khi p~, ¢. Vi chiéu c6 tinh chét
cong nén dim(p @ ¢)=dim(p)+dim(g). Do do, néu dat d([p]f/ ) =dim( p) thi ta xac

dinh hop ly mot dang cau vi nhém d: 7 (IB) - NU{wo}. Suy ra :

K,(IB)=S(7(IB))=S(NuU{x})=0

L)

Mgénh dé 2. X, (IK)=Z.

Churng minh.

Trudce tién, tir tinh chét cta 6n dinh hoa va tinh 6n dinh cua K,,tasuyra:
K,(IK)=z K, (IKC) = K, (C®IK) = X, (C) = K, (Mat, (C))

do do ta s& tinh K, (Mat, (C)) thay vi K, (IK). Cu théla: K, (Mat, (C))=Z.

=

Bay gio, goi Tr:Mat, (C)—C la ham vét dinh boi Tr((a,))= > a, . Gid si

=
p.q € ?(Mat, (C))=2(C). Ta chimg minh dugc 3 diéu kién sau 1a twong duong :

1. p~gq (twong duong Murray — Newman);

ii. Tr(p)=Tr(q);

iii. dimp(C")-dimg(C");
hon nitanéu p~q thi p=g va pP~.,q-

Véi mdi g eK,(Mat,(C)), tir sy md ta K,, ta suy ra ton tai ke N va cac
phép chiéu p,q € Mat, (Mat, (C))=Mat,, (C) sao cho g =[p],~[¢],- Do dé:

K,(Tr)(g)=Tr(p)-Tr(g) =dim(p(C"))-dim(q(C"))

RG rang K, (Tr)(g)eZ, tac 1a K,(Tr):K,(Mat, (C))—>Z. Ta khang dinh
K,(Tr) 1a mot dang cdu. That vay :

+ Néu K, (Tr)(g)=0 thi tir (i) suy ra p~g va do d6 g=[pr],~[4],=0- Do

do, K,(Tr) l1a don cAu;
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+ Mat khac ImK,(Tr)<Z va do Z Abel nén ImK (Tr)<Z. Hon nira, vi
K,(Tr)([e],)=1emK,(Tr) nén ImK,(Tr)=Z, tic K,(Tr) Ia toan cu.
Vi K, (Tr): K, (Mat, (C)) > Z 1a dang ciu nén :

K,(IK)= K, (Mat, (C)) = Z

X/

5. Nhom K, ciia C'—dai s6 c6 don vi

e V6i 4 1a mot C'—dai s6 c6 don vi, ta ky hiéu 7% (4)=7%(Mat,(4)) va
u, (A)ZD% (4). Trén 7 (A4), ta xét phép toan hai ng6éi @ va quan hé tuong
n=1

duong ~, nhu sau : v6i ue 7 (A4) va ve 7, (A) thi:

u 0)
+ u®v=( JG%W(A);
0 v

+ u~, v néuton tai k>max{m,n} saocho u®1,_, =v@®l, , trong % (4), &
do 1, 1a don vi trong Mat, (A4).

e D& dang chimg minh duoc cdc mdi lién hé gitta ® va ~, sau :

+ p~ p®I1, véimoi ue 7, (A4) vamoi neN;

+ Néu u~ v vau' ~ v thi u®u' ~ v®v véi moi u,u’,v,v' e %, (4);

+ u®v~ vOu véi moi u,ve’%}(A);

+

Néu u,ve % (A) thi uv~ vu~ u®v véimoi neN;

+ (u®v)®w=u®(v®w) voi moi u,v,we 7%, (4).

e Voimdi Aev” —alg, dit K,(4)=7,(A) /~1 . Ta ky hiéu 16p tuong duong
cua ue (21) trong K, (A) la [u] . Tir cac tinh chat trén, v&i phép toan :
[u], +[v] =[u®V] u,ve"‘?/w(;l)

thi (K, (4),+) tro thanh mot nhom Abel.
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o« Moti:néu de¢ —alg thi K, (4)={[u] :ue?()},5dé:
([u]l :[V]l) A (u 1 v)
[1]1 :OKI(A)

_[”]1 =[u*]1

Ta kiém tra duoc K, :¢" —alg — /4 1a mot ham tir xac dinh nhu sau :

+ Ae¢” —alg tuong Ung voi K, (4) el ;
+ x—d0ng cAu ¢:4— B tuong ung véi dong ciu K, (9):K,(4)—> K, (B)
xac dinh béi :
& (o)[p),~[s(n)],)=[o(P)],~[s(o(p))], + pe(d)

Tinh chit co ban ctia ham tir X, :

+

K (4)=K, (}1) vOoimoi Ae ¢ —alg;

+ K (A®B)=K, (4A)®K, (B) v6imoi 4,Be¢ —alg;

+ Tinh khép ché : K, bién moi diy khép ché 0 »>7—2>4—“ 5B >0
thanh diy khép ché 0 — K, (1)—225 &, (4) ¥ K (B) - 0;

+ Tinh lién tuc : néu {4,:0,} 12 hé quy nap cac C —dai s6 ma lim 4, = 4 thi
limK, (4,)=K,(4);

+ Tinh 6n dinh : K, (4)= K, (IKA) v6imoi neN vamoi 4e %" —alg.

Mg¢nh dé 3. &, (1B)=0.

Churng minh.

Véimoi u e 7 (IB), néu ta chimg t6 dugc u =1, thi suy ra u~, 1 va do d6 thi
[u], =[1], =0 g vOimoi ue 7 (IB) vamoi neN.

Trudec tién, ta thiy 4nh xa ¢:S' — [0,27) x4c dinh boi :

(/)(eie)=0 , 0<0<27m
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1a do duoc Borel, bi chin va z = ¢ véimdi ze S'.
% 9 . .

Bay gio, goi ue?,(IB)=7%(IB"). Khi d6 ¢(u)=¢(u") trong IB" va
u=e"". Do do, ue%(IB") thcla u=1.
Vay [u], =[1], =0 g v6i moi ue 7 (IB), tic 14 K, (IB)=0.
Mgénh dé 4. K, (IK)=0.

Churng minh.
Trude hét ta ¢ K, (IK) = K, (C®IK) = K, (C) = K, (Mat, (C)).

Vi % (Mat, (Mat, (C))) = % (Mat,, (C)) = %, (C) lién thong véi moi k,neN

nén 7, (Mat, ((C))/~1 chi c6 mot phan tir. Do d6 K, (Mat, (C))=0. o
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