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MO DAU

1.Ghi nhan ban diu va cau héi xuit phat
Khai niém khoang, doan tham gia tudng minh hodc ngadm an vao viéc xdy dung cac dinh nghia va dinh
li ciia chuwong trinh Toan trung hoc phd théng nhung chua duge quan tim nghién ctru diing muc trén
phuong dién hoc thuat 1an thyc hanh giang day. Nghién ciru ciia chiing t6i xuat phat tir nhitng cau hoi
ban dau sau:

1.1. Khai niém khoang, doan xuat hién trong Toan hoc nhu thé nao, phuc vu cho nhitng kiéu bai toan
gi?

1.2. Trong chuong trinh Toan trung hoc phé thong hién hanh, cac khai niém khoang, doan dugc dua
véo nhu thé nao, nham muc dich gi?

1.3. Viéc khong quan tam ding muc dén vai tro cua khoang, doan dan dén nhiing sai 1dm nao trong
day va hoc Toan & trung hoc pho théng?
Gi6i han dé tai
Trong pham vi mot luan vin thac si, chung toi ty giéi han dé tai ¢ viéc nghién ctru sy van hanh cua cac
khai niém khoang, doan trong viéc giang day cac khai ni¢m dao ham, nguyén ham va tich phan ¢ trung

hoc pho thong.

2. Khung ly thuyét tham chiéu
Pé tim kiém cac yéu td cho phép tra 15i nhiing cau hoéi trén, ching t6i dat nghién ciru trong khudn kho
cua 1y thuyét didactic, cu thé 12 hop dong didactic va Iy thuyét nhan chung hoc didactic.

1.1. Trong ly thuyét nhan chung hoc didactic, chung toi sir dung cac khai niém quan hé thé ché va
quan hé c4 nhan dbi voi mét tri thirc.
Quan hé R(I,O) cua thé ché 1 véi tri thicc O 1a tap hop nhiing tdc dong qua lai ma thé ché 1 co véi tri
thirc O. Nghién ctru mbi quan hé thé ché s& cho ching toi biét ddi twong tri thirc “khai niém khoang,
doan” va xudt hién nhu thé nao, nham muc dich gi, phuc vu cho nhiing kiéu bai toan nao?
Quan hé R(X,0) ctia ¢4 nhan X vdi tri thirc O 1a tap hop nhiing tdc dong qua lai ma X co thé c6 vai O:
thao tac no, st dung nd, noi vé no, nghi vé no, ... Quan hé ca nhan véi mot doi tuong O chi 0 cach
thirc ma X biét O. Viéc hoc tap la su diéu chinh mdi quan h¢ ciia mdt ca nhan X véi O. Hodc quan hé
nay bat dau duoc thiét lap (néu n6 chua tung ton tai), hodc quan hé nay bi bién doi (néu n6 di ton tai).

Nghién ctru moi quan h€ cé nhan s€ gitip chiing t6i thay dugc vi¢c khong quan tdm ding mirc dén vai



tro cua khoang, doan cua chu thé hé théng day hoc (gido vién, hoc sinh) dan dén nhiing sai 1am nao
trong day va hoc Toan & trung hoc phd thong.
M&i quan hé thé ché R(I,0), quan hé c4 nhan R(X,0) dugc xac dinh thong qua nghién ciru cac to chirc
toan hoc, cac praxéologie. Praxéologie la mot khai niém do Yves Chevallard (1998) dua ra ma viéc
phan tich ching cho phép ta xac dinh mdi quan hé thé ché ddi voi ddi tuong tri thic O. Theo
Chevallard, mdi praxéologie 1a mot bd phan gom bdn thanh phan [T, 1, 0, ©], trong d6 T 1a mot kiéu
nhiém vy, 712 k§ thudt cho phép giai quyét T, 0 1a cong nghé giai thich cho k¥ thuat t, © 1a 1y thuyét
giai thich cho cong nghé 0.
1.2. Hop ddng didactic:
Hop dong didactic 1a mot sy mo hinh hoa cac quyén loi va nghia vu ngdm an ctia gido vién va hoc sinh
dbi voi cac ddi tugng tri thirc toan hoc dem giang day. Thong thuong, nd 1a tdp hop nhimng quy tic
phan chia va han ché trach nhiém cta mdi bén, hoc sinh va giado vién, ddi véi mot tri thirc toan duge
giang day. Hop dong didactic 1a quy tic giai mi cac hoat dong ciia qua trinh hoc tap. chi co thé thau
hiéu y nghia ctia nhiing gi dinh huéng cich ng xir ctia gido vién va hoc sinh —diéu chinh chi yéu dbi
v6i phan tich didactic-khi giai thich mot cach rd rang va chinh xac nhiing su kién d3 quan sat biang
khuon kho ciia hop dong. Nghién ciru hop dong didactic gitp chung t6i tao mot sy bién loan trong hé
thong giang day, sao cho c6 thé dit nhing thanh vién chii chdt trong mot tinh hudng khéac la nham muc
dich ph4 v& hop dong dé thiy dugc vai trd ctia cac khai niém nay khi n6 van hanh trong mdi phat biéu
ma no hién dién.
3.Cau héi nghién ciru
Sau day, chung toi phat biéu lai cac cAu hoi ban dau duéi anh sang cua khung 1y thuyét tham chiéu da
chon. Muc dich ctia luan vin 14 tra 16i cac cAu hoi nghién ctru méi phat biéu nay.
Q10 cép dd tri thuc khoa hoc, cac khai niém khoang, doan xudt hién nhu thé nao? Trong dinh
nghia dao ham, nguyén ham va tich phan, ching c6 vai trd gi va phuc vu cho nhiing kiéu bai toan
nao?
Q2 O cap do tri thirc can giang day trong thé ché day hoc & bac THPT, khai niém khoang, doan
dugc sgk hién hanh gi6i thiéu nhu thé nao? Vai tro ciia chung xuét hién trong cic bai dao ham,
nguyén ham va tich phan c6 duoc céc tac gia tinh dén khong? Chung phuc vu cho nhitng kiéu bai

toan nao?



Q3 Nhitng quy tic nao cua hop dong didactic dugc hinh thanh giita gido vién va hoc sinh trong qué
trinh day-hoc khai ni¢ém dao ham, nguyén ham va tich phan c6 su tac dong cia khai niém khoang,
doan? Viéc khong hiéu dung mirc dén vai tro cia khoang, doan din dén nhiing sai 1dm nao trong

day va hoc Toan & trung hoc phd thong?

4. Phuong phap nghién ctru

Tir nhitng cu hoi ban dau, ching t6i lwa chon khung 1y thuyét tham chiéu phu hop, trén co so
dé dat ra nhitng cau hdi nghién ctru Q1, Q2, Q3.
Déi v6i cau hoi Q1, do khong co diéu kién vé tu liéu ciing nhu vé thoi gian nén chung toi khong thé
dén than vao mot nghién ctru khoa hoc luan dﬁy du dya trén cac tai licu lich st toan. Vi vay, ching toi
s& 1am rd mbi quan hé thé ché nhd vao phan tich mot sd dinh nghia dugc xay dung trén khai niém
khoang, doan ctia cic gi4o trinh toan dung & cac trudng dai hoc. Pay ciing 1a co s¢ dé di dén két luan
nguyén nhan din dén sy xuat hién ciia cac khai niém nay. Ké dén 13 viéc phan tich vai trd cua chung
trong viéc giai quyét cac kiéu bai toan ctia dao ham, nguyén ham va tich phan. Két qua thu duoc cho
phép chiing t6i dua ra cau tra 161 cho cau hoi Q1 va dugc trinh bay trong chwong 1: Nghién ciru khoa
hoc luén vé cac khai niém khoing, doan.
Pbi v6i cau hoi Q2, ching toi ciing tién hanh phan tich mbi quan hé thé ché (gido duc phd thong) voi
doi tuong tri thic khai niém khodng, doan qua viéc phan tich cac dinh nghia dugc hinh thanh trén cac
khai niém khoang, doan tir sach gido khoa, sach gido vién va phan tich cac kiéu bai toan cta cac bai
dao ham, nguyén ham ma viéc giai quyét phai nhd vao cac khai niém khoang, doan. Viéc 1am nay gitp
ching t6i tra 101 dugc vai tro cta chung ¢ dugc thé ché quan tim khong? Két qua nay sé duge trinh
bay trong chwong 2: Phan tich moi quan h¢ thé ché ddi véi cac khai niém khoing, doan.
Két qua nghién ctru trong hai chuong dau tién cho phép ching ti rut ra hop dong didactic vé sy van
hanh cua khoang, doan trong cac bai toan lién quan dén dao ham, nguyén ham, tich phan. Cac quy tic

ctia hop ddng dugc phat biéu va kiém ching bang thuc nghiém trong chuong 3: Thuc nghiém.

5.Cau truc lugn van

Luan vin ¢ ciu trac chi tiét nhu sau:
Mé dau
Chuong 1. Nghién ctru khoa hoc luan vé cac khai niém khoang, doan
1.1. So lugce vé sy xuét hién cac khai niém khoang, doan trong lich stt Toan hoc (Cac diém chinh can

nghién ctru trong luan van: Cac khai niém nay xuat hién dé giai quyét bai todn gi? Tién tri€n cua chung



trong lich st Toan hoc? M&i lién hé cua chung véi khai niém sb thuc, nhét 1a viée xdy dung tap R va
cac tinh chat topd ctia dudng thang thuc?)

1.2. Vai trd ctia cac khai niém khoang, doan trong viéc giai quyét mot sé kiéu bai toan lién quan dén
dao ham, nguyén ham va tich phan trong chuong trinh dai hoc

1.3. Két luan chuong 1
Chuong 2. Phéan tich mbi quan hé thé ché d6i véi cac khai niém khoang, doan

2.1. Céc khai niém khoang, doan trong chuong trinh Toan phé thong

2.2. Sy can thiép cua khoang, doan trong mot sd kiéu bai toan lién quan dén dao ham, nguyén ham
va tich phan

2.3. Két luan chuong 2
Chuong 3. Thuc nghiém

3.1. Tom tat két qua 2 chuong dau

3.2. Phat biéu gia thuyét nghién ctru

3.3. Thyc nghiém dbi voi gido vién

3.4. Thuc nghiém dbi véi hoc sinh

3.5. Két luan chuong 3

Két luan chung



CHUONG 1: MOl QUAN HE THE CHE CUA KHAI NIEM KHOANG, POAN VOl
CAC POI TUQNG PAO HAM, NGUYEN HAM VA TiCH PHAN TRONG CHUONG
TRINH PAI HQC

Trén phuong di¢n cong cy, khoang, doan dugc st dung dé thay thé cho céc tap con cua tap hop
s6 thuc, chirc nang cha yéu nham lam don gian hoa cach viét'. Trén phuong dién 1y thuyét, khoang,
doan tré nén quan trong khi né duoc lién két véi mot khai niém nao d6. Trong chuong nay, nghién ctru
ctia ching t6i chi quan tAm dén sy tham gia ctia cac khai niém khodng, doan trong viée xdy dung cic
khéi ni¢ém gioi han cua ham s6 tai mot diem, dao ham, nguyén ham va tich phan dugc trinh bay trong
tap 1, gido trinh Gidi tich todn hoc cua cac tac gia Vi Tuén, Phan Ptc Thanh, Ngo6 Xuan Son (ki hi¢u
M). Chung t6i chon gido trinh nay vi n6 thuong dugc sir dung lam tai li€u giang day va hoc tap trong

khoa Toan céac truong dai hoc su pham trén toan quoc.

1.1.Khai niém khoang, doan

Trong lich st toan hoc, nhitng ¥ tudng manh nha vé khoang, doan xuét hién sém hon, khi giai
cac bat phuong trinh va hé bat phuong trinh dai so.

Trong gido trinh, sau khi gi6i thiéu khai niém tap hop va cac dinh nghia anh xa, s6 thuc. Cac tac
gia da dinh nghia khoang, doan, ntra khodng, ntra doan nhu sau:

Cho hai s6 thyc a va b (a < b). Ta goi tap hop moi s6 thuc x théa mén diéu kién a < x < b 1a khoang (a, b), tap hop
cac s6 thuc x thoa min diéu kién a < x < b 1a doan [a, b]. [28]

Tap hop moi s6 thuc x thoa man diéu kién a < x < b (hay a < x < b) duoc goi 1a cic nira doan (hoic nira khoang)
va dugc ki hiéu lan luot 13 [a, b), (a, b] [29]

Nhu vay, dé dinh nghia khoang, doan, ntra khoang, nira doan doi hoi phai c¢6 khai niém tap hop
va tap so thuc R.

Trong gido trinh ndy, cac tic gia chi dé cap dén khoang, doan, nira khoang, nira doan bi chin
nhung trong chi y vé tinh bi chin ctia ham sd, cac tac gia lai nhan xét:

C6 nhirng ham s khong bi chin trong mot khoang nao d6 nhung c6 thé bi chin trén (hodc dudi) trong khoang do.

. . 1
Chang han ham s0 Yy = —khong bi chan trong khoang (0, +o0) nhung bi chan dudi trong khoang do.
X

[40]

! Trong mot vai truong hop, viée st dung ky hiéu khoang, doan c6 thé tré nén phite tap hon viée sir dung ky hiéu khac. C6 thé don cir

vi du vé& hai cach biéu dién tap xac dinh ciaham séy =tanx laD = U(— T, kr, % + kﬂj hodc D = {X eR|x=(2k +1) %} .
kez



Mic du khong duoc dinh nghia chinh thirc nhung céc tac gia da ngdm thira nhan ki hiéu (0, +o0)
1a mot khoang. Tir day, cho thdy muc dich cta cic tac gia chi nham cing cd mot s6 dinh nghia khoang,
doan, nura khoang, nira doan da dugc gidi thi€u ¢ bac phé thong.

Viéc xay dung céc dinh nghia dao ham, nguyén ham phai dat trén co so cua dinh nghia gidi han
ham sd tai mot diém. Vi vay, nghién ctru cia chung t6i cling bat dau tur phan tich giéi han ham s tai
mot diém.

7
A

1.2.Khai niém gi¢i han ham so

Dé chuan bi cho dinh nghia khai ni¢m gidi han ciia ham sé tai mét diém, gido trinh dua vao khai
niém diém gidi han:

Cho tap ) thuc E. Sd thuc Xo dugc goi 1a mot diém gioi han cua tap E néu moi lan can (du véi ban kinh & > 0 nhé
nhu thé nio) cta diém X, ciling chira it nhat mot diém khac X, thudc E.

Dinh nghia trén 1a sy dac biét hoa (vdi métric thong thuong trén R) cua dinh nghia khai niém
diém gidi han trong khong gian topo ma ching t6i nhac lai dudi ddy cing véi 2 khai niém lién quan 13
diém dinh, diém cé lap.

Diém dinh ctia mét tap hop A trong khong gian top6 1a mot diém ma moi 14n cn ctia né co giao khong rong véi
A. Tap hop cac diém dinh cua A tao thanh bao dong cua A.

Diém co lap ciia mot tap hop A trong khong gian tpd 1a diém ciia A ma c6 mot lan can khong chira diém nao
khac cua A.

Diém gidi han cia mot tap hop A trong mot khdng gian topo la diém X ma trong moi 1an can clia nd co it nhit mot
diém cua A khac x. Nhu vay diém gi6i han 1a diém dinh ma khong phai 1a diém co 1ap.

Sau khi dinh nghia khai ni¢m diém gioi han, gido trinh dinh nghia khéi niém gidi han cua ham
s6 tai mot diém:

Cho ham s f, xac dinh trén tap X C R, lay gia tri trén R; Xo 1a mot diém gidi han ciia tap X.

Dinh nghia: S6 | dwoc goi 1a gidi han ctia ham s6 f khi x dan dén xo néu v6i mdi & > 0, ton tai & > 0 sao cho ta co
[f(X) =l <e(taclal-e<f(x)<l+eg)vioi moixeX mal<I|Xx—Xo| <3(e) (thrc 1a Xo - & < X < Xg +8; X # Xo).

RS rang dé xay dung dinh nghia gidi han ham s6 khi x dan dén Xo, mot diéu kién tién quyét 13 X,
1a diém gidi han cua tap X. Vi tdp hop cac diém gii han cua (a, b) 14 [a, b] nén & bac trung hoc phd
thong, viéc xét gidi han ctia ham s tai mot diém thudc khoang, doan xac dinh ctia ham s6 d6 ludn thoa
diéu kién tién quyét nay ma khong can phai dua vao cac khai niém t6po lién quan. Dé thay dugc vai tro
ngim an ctia khai niém khoang, doan trong viéc xét gidi han ctia ham sb tai mot diém, chung ta hiy xét
hai vi du:

Cho hamsé f: {-1} U (0,1) > R



xi— f(x) =X
DU -1eDy, ta khong xét gidi han ciia f tai -1 vi -1 khong phai 1a diém gidi han cua Dy.
Cho hamsé g: (0, 1) > R

X—g(x) = X

DU 0¢Dy nhung 0 1a diém gioi han ctia Dy nén ta c6 thé xét giGi han ciia g tai 0.

Ta thiy biéu thirc giai tich cua f va g giong nhau. Hai ham s6 f va g chi khac nhau & tap xac
dinh. Ds khong phai 1a mot khoang nén c6 thé ton tai mot diém cua Dy ma tai d6 ta khong thé xét gidi
han cua f. Dy 1a mét khoang nén cé thé xét gidi han cua g tai moi diém thuoc D_g

Trén R v6i métric thong thuong, tap cac diém gidi han (bao dong) cua khoang (a, b) 1a doan [a,
b], tap cac diém gidi han (bao dong) cua doan [a, b] 14 chinh no.

Mic du vai tro ciia khoang trong dinh nghia gidi han ham sé duoc thé hién mot cach ngam an
nhung gia tri ctia n6 thi khong thé nghi ban. Nho vao khoang ma ta nhan biét dugc dau 1a diém gidi han
clia tap xac dinh cta ham sb, mot trong nhimng diéu kién thiét yéu trude khi tinh gigi han dong thoi chi
ra duoc sy ton tai Xe X ma 0 < |X — Xo| < 8(¢) 1 co s& cho viéc kiém tra f(x) thoa man [f(x) — || <. CO
thé khang dinh rang trong dinh nghia gidi han ham sb chua timg dé cap dén khai niém khoang nhung
tac dong ctia nd da quyét dinh kha ning ton tai ctia dinh nghia.

Nhu vay, giao trinh chi xét gi¢i han cua ham sb f tai nhiing diém X, 1a diém gidi han cua tép xac
dinh X. Piéu nay mot mat khong doi hoi Xy € X, mat khac dam bao rﬁng X ¢6 chtra nhiing diém nam
gan Xo “mot cach ty ¥ (voi métric thong thudng trén R). Khi d6, gidi han | cua f tai X, 13 gia tri “gn”

f(x) nhat khi x tién “gan” dén X,.

1.3.Kh4i niém dao ham

Trude khi dinh nghia dao ham cua ham sb tai mot diém, cic tac gia trinh bay hai két qua nghién
ctru trang 139 — 140:

Tim cach tinh vén tdc tic thoi

Ta nhén thiy rang néu khoang thoi gian t — to cang bé thi van tdc trung binh:

o 1011

t-1,

cho ta hiéu biét cang chinh xac vé sy nhanh chdm cua chuyén dong tai thoi diém do. Do nhan xét d6 tu nhién ta di

dén dinh nghia sau dy vé vén tdc tirc thoi ciia mot chuyén dong (khong déu).

Ta coi gioi han



IimM 3
t—>t, t_to

14 van tdc tirc thoi cta chuyén dong thang s = f(t) tai thoi diém to. Néu ki hiéu t-to = At, f(t) — f(to) = Af = As thi

gi6i han (3) s& dugc viét la

Tim cach tinh ti khéi dia phuong ctia mot thanh khong dong chat

Ta s& chon mot trong cac ddu mit ciia thanh (chang han A) lam gdc quy chiéu O va lay chiéu tir dau mat nay dén
dau mat kia (tr A dén B) 1am chiéu dwong thi mdi diém trén thanh s& hoan toan xac dinh boi hoanh d6 cta diém dé; lic
d6 khéi lugng m ctia doan OM (OM = X) ctia thanh 1a mot ham s theo x: m = f(x).

Gia sir mudn xét sy phan bd vat chit tai diém Xo. Ta nhan thiy rang néu chiéu dai X — X, cang bé thi ti khdi trung

binh
F(x)— (%)
X — X,
cho ta biét cang chinh xac vé su phéan bd vat chit cua thanh & lan can diém Xo. Vi vay tu nhién ta dua ra dinh
nghia:

Ta s€ coi gioi han

lim f(X) —f (XO)

(6)
X=Xg X=X,
14 ti khdi dia phuwong cua thanh thing AB tai diém Xo. Ti s6 (6) c6 thé viét
. Af
lim— (7
Ax—0 AX

néu ki hidu Af = f(x) — f(Xo); AX = X = Xo

Nguyén nhan din dén dinh nghia dao ham duogc cic tac gia giai thich:

Tir (4) va (7) ta thdy viéc tinh van toc tirc thoi ciia mot chuyén dong thang khong déu, tinh ti khéi dia phuong ciia
mot thanh thing khong dong chit dua dén cing mot bai toan 1a tinh gidi han cia ti s giita s6 gia ctia ham s va sd gia ciia
doi sb.

Do vay dé giai quyét dong thoi hai bai toan trén (va tat ca nhitng bai toan twong ty) ta dua ra khai niém dao ham
dudi day:

Pao ham ciia ham sé tai mot diém

Gia str y = f(x) 1a mot ham s6 xac dinh trong khoang (a, b) va X, 1a mot diém tiry ¥ trong khoang d6. Ta thanh lap
ti s6

f(x, +Ax) — f(x,)
X— X,

(Xo + AX € (a, b)) 1) [141]

Néu ti s6 d6 c6 gidi han (hiru han) khi Ax — 0 thi ta n6i rang ham s f(x) c6 dao ham tai X, va viét



Pxo) = lim + o P A= T0) _ i) AY
AX—0 X — X, MAx—0 AX

)

Qua trinh hinh thanh dinh nghia da cho thiy, c6 rat nhiéu bai toan din dén két qua phai tinh gigi

han IimM. Sau khi dat Ay = f(x) — f(Xo); AX = X — X, cdc tac gia thira nhan néu mot trong hai
X=Xg X=Xy

gi6i han hiru han fim 1004 = T06) -, T = %)

ton tai thi bang nhau, ta cling c6 thé chung
Ax—0 X — XO X=Xg X — XO

minh dugc modi quan hé nay bang dinh nghia gidi han ham s6 tai mdt diém. Vi thé, dao ham ctia ham s6

f(x)— f(x

tai mot diém ciing duoc dinh nghia thong qua sy t6n tai hitu han cta gi6i han lim 0) . Theo

X=Xo X— XO
cach nay, diéu kién ham sé f(X) xac dinh trén khoang (a, b) va Xo € (a, b) c¢6 hai chtc ning vira dam

f () = (%)
X — X,

bao biéu thurc xac dinh trén (a ; b)\{Xo} vira dam bao X, 12 diém giéi han cua khoang (a ;

b)\{xe} vivV 6>0,3x € (a, b) sao cho 0 < |x -%o|< 8. RO rang néu thay khoang (a, b) bang mot tap
con ndo d6 cua R thi ¢ thé dinh nghia dao ham ctia ham sb tai mot diém s& khong thanh lap, chang
han khong thé xét dao ham tai bat ki diém X, nao thudc N ddi v6i ham sb
o N—> R
X—g(x) = X2

vi co ban cac diém nay khong phai 1a diém giéi han cia N dan dén khong xét duge gidi han

lim g(X) B g(XO)
X=Xg X— XO
LAY A \ Al AY A _
Trd lai gidi han AllmoA—, cac tdc gia mac nhién thira nhan ™ la mot ham soO, cac ki hi€u Ax = X
X—> X X

— Xg, AX — 0 cho biét Ax 1a bién doc 1ap cia ham $6. Ngoai chu thich X, + AX € (a, b), cac tac gia
khong dé cap gi t6i tap xac dinh ctia ham sb cling nhu mbi quan hé giira tap d6 va sb 0.

RO rang cac diéu kién quan trong trudc khi xét sy tdn tai cua dao ham nhu: ham sb xac dinh trén
khoang va 0 phai thuc khoang d6 da khong duoc céc tac gia kiém tra mot cach chat ché. Theo ching

A , , g .1 £ A , N , L . s £ cr a1 £
toi, khoang xac dinh cua ham so 2y dugc chi ra nho vao khoang xac dinh ctia ham so f, gia sit ham so

AX
f xac dinh trén khodng (a, b), Xo € (a, b) thi dé dang chimg minh dugc khoang (a - Xo, b - Xo) 1a khoang

xac dinh ctia ham sb 2y va 0 thudc khoang (a - Xq, b - Xo).

AX

Theo sau dinh nghia dao ham ctia ham sb tai mot diém, cac tac gia trinh bay:



Pinh nghia dao ham ciia ham s

Nhén dinh cua cac tac gia trude khi trinh bay dinh nghia:

R& rang gia tri cia gidi han (2) thy thudc vao Xo cho nén > 1a mot ham sb. Mién xac dinh cia ham sé f° 14 tap hop
moi diém X ma & d6 ton tai gidi han (2).

Ham s6 f duoc goi 1a dao ham ciia ham s6 f va sé (Xo) duoc goi 1a dao ham cua ham sé f tai diém x = X n6 con
duoc ki hiéu nhu sau:

F(xo) = [F ()]s, [141]

Theo chiing t6i van con mot yéu té quan trong dé f* xac dinh mot ham s d6 1a tinh duy nhét cua
gia tri dugc suy ra tir tinh duy nhat cia gidi han. Dé ham s6 * t6n tai thi ham so f trude tién phai thoa
diéu kién xac dinh trén khoang nhung tap xac dinh ctia ham s6 f* 12 mot tap con bat ki cta tap sb thuc
R.

Tuong ty nhu gidi han ham s6, dao ham cling dé cap dén dao ham bén trai va dao ham bén phai:

Pao ham mot phia

Gia sir ham s6 f(X) xac dinh v&i moi X: Xo < X < b. Néu ton tai gigi han mét phia

f (% +h) = f(x)
h

f(x;) = lim

h—+0
thi ta noi ring ham f dd cho c6 dao ham bén phai tai diém xo va f, (X,) con duoc ki hiéu Ia f(x + 0).

Tuong ty, gia sir ham f(X) xac dinh trong nira khoang a < X < X, va ton tai gidi han bén trai

% +h) = f(x)
h

) = lim

thi ta n6i rang ham f da cho c6 dao ham bén tréi tai diém xo va f_ (X,) con dugc ki hiéu 1a f'(xo - 0)
[148]
Trudc va sau khi dinh nghia, cac tac gia khong gidi thiéu vé bién h, nhd ki hiéu h — +0 da

f(x, +h)— f(x
h

ngam cho chung ta biét h 1 bién doc 1ap ctia ham sd y = 0) . Theo dinh nghia, mot ham

s6 xac dinh trén tap con bat ki cua tap sb thuc c6 thé khong tdn tai dao ham (chéng han, ham sb xéc
dinh trén tap s6 tu nhién N thi khong ton tai dao ham) nén van dé dugc quan tam nhét trude khi xét sy

f (% +h) - f(x)

" xac dinh trén tap nao? 0 c¢6 thudc tap do6 khong?

ton tai cua dao ham dé lahamsoy =

Lai khong thay cac tac gia dé cap.

Dao ham cia ham s6 con 1a co s¢ dé xay dung ti€p dinh nghia dao ham cap cao nhu sau:



Gia sir ham s y = f(X) c6 dao ham y’ = '(x) trong khoang (a, b). Ta biét rang f’(x) ciing 1a mot ham s6 cta X, do d6 né
ciing c6 thé c6 dao ham. Néu y’ = f/(X) c6 dao ham tai X ta s& ki hiéu dao ham cta nd 1a y”’ = £’(x) va goi 1a dao ham cép
hai ciia ham s6 f(x). Tiép tuc i luan nhu thé ta thu duoc trén khoang (a, b) cdc ham s6

f(x), £'(x), I’ (), ..., {V(),...
trong d6 f™(x) voin > 1 1a dao ham ciia ham f"(x). Ham sb £"(x) duoc goi la dao ham cip n cua ham s f(x).

[157]

Dinh nghia da cho biét khi ham s6 f(X) xac dinh trén khoang (a, b) ¢ thé xac dinh cac ham sb
(x), (%), ..., {(x),...Nhung cac ham s nay c6 thé khong xac dinh trén (a, b). Theo dinh nghia dao
ham ctia ham s, tip xac dinh ciia ham sb () 14 tap con cia khoang (a, b) nhung dé xét dao ham cap
hai thi tip x4c dinh cta ham s6 () phai 1a khoang con cua khoang (a, b). Bang quy nap, dé xét dao
ham cép n thi cac ham sé (x), 7(X),..., f{"(x) phai xac dinh trén khoang. Gia sir (a;, b;) 1a tp xac
dinh ctua ham s6 f(x) (i = Ln—1) thi (@1, bisr) < @, bi) (i = Ln-1).

Tom lai, yéu té quan trong xdy dung nén cac dinh nghia trén nhét thiét phai ké dén 1a khai niém
giéi han ham sd tai mot diém. Vi thé khoang xudt hién trong gia thiét cta cac dinh nghia nay ciing c6
vai tro tuong tu nhu trong khai niém giéi han, voi myc dich nham dam bao moi diém thudc khoang déu
1a diém gidi han cua khoang do.

1.4 Khai niém nguyén ham

Pé gidi thidu khai niém nguyén ham va tich phan khong xac dinh, cac tic gia dd mo dau bang
bai toan sau day:

Trong co hoc, cho biét van toc v = v(t) ctia chuyén dong thang ciia mét vat tai bat ki thoi diém t nao, hiy tim quy
ludt chuyén dong cta vat 6, nghia 13 tim sy lién hé giita quing dudng no di dugc véi thoi gian. Vi van tde v = v(t) chinh
1a dao ham ctia ham s6 s = f(t), biéu thi quy luat chuyén dong, cho nén & dy da biét dao ham f(t) = v(t) cia ham sb chwa
biét f(t), ta phai tim ham s do.

Bai todn ngugc ciia phép tinh vi phian néu trén 1a ndi dung co ban ctia phép tinh tich phan [211]

Khai niém nguyén ham va tich phan khéng xiac dinh

Dinh nghia ’ ’

Cho ham s0 f xac dinh trong khoang (@, b). ham s6 F dugc goi 1a nguyén ham ciia f néu F xac dinh va kha vi
trong khoang (a, b) va F’(x) = f(x) véi Vx € (a, b).

Néu ham sb f xac dinh trén doan [a, b] thi F s& duogc goi 1a nguyén ham cua f néu F x4c dinh trén [a, b], kha vi
trong (a, b) va

F’(x) = f(x) vx € (a, b)

F’.(a) =f(a)

F*(b) = f(b)



Khai niém tich phan khong xac dinh dugc xay dung trén co so cia dinh li duoi day :

Dinh li. Néu ham s f ¢6 mot nguyén ham F thi tap hop {F + C : C € R} 1a ho tit ca cac nguyén ham cia f.

Nguoi ta goi ho tat ca cac nguyén ham cuia f 1a tich phan khong xac dinh ctia ham s6 nay va ki hiu 1a :

[f(x)dx

Vay néu F 1a mét trong cac nguyén ham ctia ham s6 f thi:

[f(x)dx = F(x) + C [212]

RO rang nguyén ham cia mot ham sé thuc chat 1a mot phan tir ciia tich phan khong xéac dinh cua
ham s d6 nhung khang dinh [f(x)dx = F(x) + C d3 ngdm ddng nhat giita nguyén ham va tich phan
khong xac dinh.

Pinh nghia da cho thiy, khi ham sb F 12 nguyén ham caa ham s trén (a, b) (hay [a, b]) thi tat
nhién ham sé f phai thoa man diéu kién F’(x) = f(x) Vx € (a, b) (hay [a, b]). Khi d6 ham s F xac dinh
trén (a, b) (hay [a, b]) va mdi phan tir thudc (a, b) (hay [a, b]) dong vai trd 13 diém gidi han cta (a, b)
(hay [a, b]). Pay 1a yéu t6 quan trong trudc khi xét dao ham timg diém trén (a, b) (hay [a, b]). Ching ta
da biét:

Hai ham s6 f v g duoc goi la bang nhau trén tap E (va ki hiéu f = g) néu

Chung cung xac dinh trén E;

V&i moi X thude E ta déu c6 f(x) = g(x) [36]

Nhu vay dinh nghia nguyén ham sb duoc xay dung dya trén khai niém hai ham sé bang nhau.
Mot cau hoi dugce dat ra: Tai sao cac tac gia khong quy dinh F* = f trén mot tap con bat ki ciia R ma lai

rang budc F’ = f trén khoang (a, b) (hoic doan [a, b]). Pé tra 16i cau hoi nay chung toi xét cac ham sd

sau:
3
f(x) = X
(="
g(x) = x* + 3x
h: {-1;3}> R
X h(x) =X

RO rang f'(x) = h(x) trén {-1; 3} va g’(x) = h(x) trén {-1; 3}. Néu dinh nghia nguyén ham md&
rong cho moi tdp con cta R thi ham s6 h s& c6 vo s6 nguyén ham, don cir 1a hai ham s6 f va g. Piéu
dang quan tAm ¢ ddy 13 cac ham s6 ndy ching c¢6 mdi lién hé dic biét nao. Nguogc lai, néu dinh nghia
nguyén ham chi déng khung trén khoang, doan thi ngudi ta di chimg minh duogc 14 cac ham sé nay chi
sai khac nhau mot hﬁng $6. Khoang, doan trong dinh nghia 1am cho cac nguyén ham ctia ham s6 c6 mbi

lién hé dac biét 1a chi sai khac mot hang so.



Trude khi dinh nghia nguyén ham, cac tac gia cho biét viéc nghién ctru nguyén ham phuc vu cho
nhiéu muc dich nghién ctru trong d6 ¢6 co hoc vat li. Sy ra doi cta khai niém nguyén ham néi cu thé 1a
nguyén ham trén khoang (hay doan) két hop véi gia thiét lién tuc trén khoang (doan) nay lam cho viéc
tinh tinh phan x4c dinh tré nén dé dang nho cong thire Newton-Leibniz.

Moi quan h¢ gitta dao ham va nguyén ham duoc thé hién qua con thé hién qua bang cac cong

thirc duoi day:

STT | bao ham Nguyén ham
1 (Cy =0 fjodx=C
2 (x) =1 [1.dx=[dx=x+C
oy? — o-1 a+l
3 ()" = ax [x*dx = +C,a#-1
a+1
4 |axly=1 ILax=1% =imlxl+c
X X X

2

1
tgx)’ =
(arctgx) 1

2

1 gx=] = arctgx + C
1+Xx

c +X 1+ x?
(arcctgx)’ = - 1 : =-arcctgx + C
+X
. 1 dx .
(arcsinx)’ = [ —— dx =] = arcsinx +C
5 1-x° V1-x° 1-x°
(arccosx)’ = - 1 = - arccosx +C
1-x°
a’)’=a"Ilna X
@) fatdx=2_+C
7 Ina
€)= ¢ [efdx=¢e*+C

8 (cosx)’ = - sinx

[ sinx dx = - cosx + C

9 (sinx)’ = cosx

[ cosx dx = sinx + C

1 1 dx
tgx)’ = - dx = =-ctgx +C
10 | (ctg) sin? x Isinzx Isinzx g
1 1 dx
tox)’ = dx = =tgx + C
11} (tgx) cos? X Icoszx Icoszx g

12 | (chx)’ = shx

[shx dx =chx + C

13 | (shx)” = chx

[chx dx =shx + C




1 1 dx
cthx)’ = - dx = =-cthx +C
14| (cthx) sh?x Ishzx Ishzx
1 1 dx
thx)’” = dx = =thx+C
15 | (thx) ch?x j ch?x Ichzx

Céc cong thic tinh nguyén ham & bang trén c6 duogc nhd suy nguoc tir cong thirc lay dao ham
tuong tmg. O ddy chua c6 sy can thiép cua tinh chat lién tuc trén khoang (hay doan) d6i véi cac ham
dudi diu tich phan.

Sau khi gi6i thiéu cac cong thic tinh nguyén ham, cac tac gia phat biéu:

Cong thirc 4 dung v6i moi doan (khoang) khong chira diém 0.

. 1 R X
That vdy, néu x > 0 thi [Inx]’ = = chonén | dx Inx + C
X X

. dx
Néux <0 thivi[— =In[-x]+C
X

Két hop hai cong thirc trén dy ta dugc cong thirc 4. [215]

Theo cac tac gia, cong thirc 4 dang voi moi khoang, doan khong chira diém 0. Vi thé cling dung
trén (0, +oo) (hay (-o0, 0)) nhung nguyén ham trén cac khoang nay chua dugc dinh nghia, trong gido
trinh cac tac gia chi dé cap dén khai niém nguyén ham cua ham sb trén doan va khoang bi chan. Phat
biéu trén ciing cho thiy, mic du trong cic cong thic 1dy nguyén ham khong kém theo diéu kién hop
thirc nhung cdn ¢t vao dinh nghia budc chung ta phai ngdm hiéu, cac cong thic trén chi xac dinh trén
mdi khoang, doan, cu thanh tap xac dinh cia ham sb can léy nguyén ham néu nhu hop cua ching
khong tao thanh mdt khoang, hodc mot doan.

Dé nhan biét sy ton tai cla nguyén ham cac tac gia con gidi thi¢u thém mat tinh chat:

Moi ham sb lién tuc trén doan [a, b] déu co nguyén ham trén doan do [212].

Tinh chit nay dugc céac tac gia chimg minh trong tich phan xac dinh.

Ngoai cac cong thirc xac dinh nguyén ham dugc cho ¢ bang trén. O trang 216 — 217, cac tac
gia con gidi thiéu hai quy tic va hai phuong phap tim nguyén ham

Cic quy tic don gian nhat cia tich phan
1) Jk f(x) dx = kJf(x) dx

2) {11 + 09T dbx = [ (x) dx +{ g(x) dx |
Luu y: Céc tac gia khong de cap gi dén di€u kién ctia ham so.
Phwong phap ldy tich phian
Phwong phap doi bién s6

Gia sir g, w, W’ 1a nhitng ham s6 lién tuc. Khi d6 néu ta c6



fg(u)du = G(u) + C

thi Jg(w(x))w’(x)dx = G(w(x)) + C.
Phwong phap tich phén tirng phin

Gia str u, v 1a hai ham s6 c¢6 dao ham lién tuc.

Ta da biét

d(uv) = udv + vdu

hay udv = d(uv)

Tich phén hai vé ciia ding thirc trén ta duoc:

fudv =uv - [vdu

Ham s6 lién tuc 1a cach néi chung cho cac trudng hop ham s6 lién tuc tai mot diém, ham s lién
tuc trén khoang, doan, nira khoang, nira doan. Vi thé, gia thiét g, W, W’ 1a nhitng ham sb lién tuc trong
phuong phap doi bién sé ciing nhu gia thiét u, v 1a hai ham s6 c¢6 dao ham lién tyc trong phuong phap
tich phan ting phan déu chua dam bao su ton tai nguyén ham ctia cic ham sé dudi dau tich phéan trong
truong hop cac ham nay chi lién tyc tai mot diém, trén mot khoang, nira khoang hay nira doan. Vi trong
tich phan xac dinh, cac tac gia chi chirmg minh duoc moi ham s lién tuc trén doan [a, b] déu c6 nguyén
ham trén doan d6 con nhitng ham sb chi lién tuc tai mot diém khong thiy cac tac gia dé cap. Vay viéc
chi ra ham sd lién tuc trén tap nao la diéu kién can thiét dé nhan biét ham sd d6 co ton tai nguyén ham

trén tdp do hay khong.

1.5.Khai niém tich phian xic dinh

Chung t6i xin tom lugc hai két qua nghién ctru trang 237 trudc khi khi dinh nghia tich phan
Bai toan 1. Tim dién tich hinh thang cong.

Ta goi 1a mot duong cong lién tuc, tap cac diém M(x, y) théa méin hé phuong trinh

{X B (D(t) (a<t<p)
y=wlt)
Trong d6 o(t) va y(t) 1a cac ham sb lién tuc trén doan [«, A] .

Puong cong lién tuc C duoc goi 1a duong cong Gideeddng néu véi hai diém bat ki ty va t, ma o < ty<t, < (trir
truong hop t1 = ava ty = f) thi My[e(ty), w(t)] # Mao[e(ts), w(t2)]..

Puong cong Gidcedang duoc goi 1a dudong cong kin néu ¢(a) = o(f) va w(@) = v (B).

Gia sir S 1a mot hinh phang giéi han béi mot duong cong Gideeding nao d6 (hinh 55a). Ta chia hinh nay thanh
nhiéu hinh nhé boi cac duong thing theo hai phuong vudng goc . Mdi hinh nhé nay duoc gidi han boi cac doan thang va
mét cung, gidng nhu mot hinh thang nhung c6 mot canh cong. Chinh vi vy, ta s& goi mdi hinh thang nhu thé 14 mét hinh
thang cong (hinh 55b). Dic biét, néu xay ra trudng hop nhu hinh 55c¢ ta ciing s& coi né nhu 1a “hinh thang cong” c6 méot

“day” thu vé mot diém.



Ta s€ chon hé toa d vuong goc sao cho hinh thang cong c6 vi tri nhu trén hinh 56. Noi cach khac, hinh thang
cong do duoc gidgi han boi duong cong AB, ¢6 phuong trinh y = f(X) (trong do f lién tuc va khong 4m), truc hoanh va hai
trung tuyén X = a, X = b.

Dé tinh dién tich cac hinh thang cong ta phai

1. dinh nghia dién tich hinh thang cong;

2. tim cach tinh dién tich do.

Dé dinh nghia dién tich hinh thang cong, ta lam nhu sau:
Chia doan [a, b] day cta hinh thang thanh mot s6 hitu han doan nhé béi cac diém
aA=Xo <Xy <Xp<...<X,=h. (1)

Ta s& goi mdi phép chia nay la mdt phép phan hoach; ki hi€u n. Trén mdi doan Ay = X1, X] (k=1, 2,..., n), ta
ldy mot diém bat ki &.

Khi ham s f(x) khong doi trén doan A, thi trong sudt doan niy gi tri ctia ham s6 s& 1a f(&) va luc d6 dién tich
cua hinh thang cong con s& la f(&x)(Xk — Xk-1)-

Trong truong hop tong quat, néu doan rat nho, ta s& coi f(&) (X — Xk1) 1a gid tri gin dung ciia “dién tich” S hinh
thang cong con PQSR, nghia 1a Sy = f(&x)(Xk — Xk-1)-

Khi d6, néu ki hiéu S 14 dién tich cta hinh thang cong Abba thi:

S= 28, = (80t~ Xea) = S (2)
k=1

R rang, néu ta chon phép phan hoach 7 sao cho d() = max(X, — Xx1) cang nhoé thi mdi hinh thang con PQSR
cang gan tring v6i hinh chit nhat co ddy 1a A, va chiéu cao 1a f(&y).

Vi vay, duong nhién ta di dén dinh nghia sau day:

Dién tich S ctia hinh thang cong ABba 14 gi6i han cua tong (2) khi d(r) — 0:

n
= i *= | —
§= lim s*= lim kZ f (&) (= Xicn). (3)
S6 S duogc goi 1a gidi han ciia S* va ki hiéu: S= lim S*

d(7)-0
néu ing véi mdi s6 & > 0 déu ton tai & > 0 sao cho v6i moi phép phan hoach © ma d(r) < § va véi moi cach 13y cac diém
& ta déu co [S* - S| <e.

Do do, dién tich hinh thang cong dugc dinh nghia nhu sau:
S6 S dugc goi 1a dién tich hinh thang cong di cho néu g véi mdi sé € > 0 déu ton tai & > 0 sao cho v4i moi phép

phan hoach © ma d(r) < & va véi moi cach chon diém & ta déu co:

12 FE06 %) -Sl<e

Bai toan 2. Tinh cong ctia mot lyc bién thién.
Gia str mot chit diém chuyén dong trén truc 0X dudi tic dung ciia mét luc P cing phuong véi 0X. Néu Iyc P
khong dbi thi cong W cua n6 trén mot doan c6 do dai s béng

W=P.s



Bay gio gia sir chat diém chuyén dong dudi tac dung ctia mot luc bién thién theo vi tri ciia chat diém; lic d6 luc P = P(x)
14 ham sd ctia hoanh d6 X cua chat diém di chuyén tir diém a dén diém b.
Vi ta chwa ¢ khai niém vé cong ctia mét luc bién thién cho nén ¢ dy ta ciing phai giai quyét hai van dé:
1. dinh nghia cong ctia mét luc bién thién;
2. tim cach tinh cong do.
Ta giai quyét van dé thir nhat.
Lai ding mot phép phan hoach 7 chia doan [a, b] thinh cic doan nho béi cac diém:
A=Xg<X1.<X2<..<X,=h
va trong mdi doan [Xy.1, X] lai ldy diém & bat ki. Luc tac dung 1én chit diém &, bang P(§) . Néu né giit nguyén gia tri d6
sudt ca chiéu dai ciia doan [Xy1, Xk] thi cong cta nd trén doan nay la
P(Ek) (% = Xica)- (4)
Néu doan [Xi.1, Xi] rat nho thi ta c6 thé xem lyc P(X) thay dbi rat it trén doan d6 va do do gi tri ciia ndé ¢ nhiing
diém khac nhau trén doan niy sai rat it so voi P(&).
Tir d6 rat ty nhién ta ¢6 y nghi coi
P(&k) (X — Xx1) ()
1 gia tri gan dung cua cong Wy do luyc bién thién P(x) sinh ra khi di chuyén trén doan [Xy.1, X] nghia la
Wi = P(Ek) (X — Xk-1)-

va néu ki hiéu cong cua P(x) trén toan doan [a, b] 1a W thi:
W= W, = P(&) (X = Xica) )
k=1

Ta nhan xét rang khi doan [Xi1, X ] cang nho thi P(X) v&i X € [Xi1, Xi] sai khac cang it so v&i P(&) trong d6 &, €
[Xk-1, Xi]-
Ta di dén dinh nghia sau day
Cong W ciia lyc bién thién P(x) trén doan [a, b] la gidi han
W= lim 02 P(‘/:k)(xk_xk—l)

d(z)—>
trong do d(7) = mkax(xk — X 1) -

Noi cach khac, s W s& duge goi 1a cong cua luc bién thién P(x) trén [a, b] néu véi moi & > 0 nho bao nhiéu tiy ¥,
it c6 s6 & > 0 sao cho v&i mdi phan hoach 7 doan [a, b] thoa man diéu kién d(r) < & va v&i moi cach chon diém &, ta déu

co:
|i p(é:k)(xk _Xk—l) -W|<e.
k=1

Nhén xét ctia cac tac gia
Qua hai bai toan trén ta thiy c6 nhiéu bai toan thudc nhitng linh vuc rat khac nhau nhung cing dan dén viéc tim

gi6i han cia mot tong dang



D (&) (= Xua) (7)
k=1

(so sanh véi (2) va (6) (voi nghia mé rong cua khai niém gidi han).
Dé giai quyét dong thoi van dé thir hai trong hai bai toan trén va trong tit ca nhirng bai toan twong tu, chiing ta
can nghién ctru riéng van d¢ tinh gii han dang:
n

||m z f (gk) (Xk - Xk—l)

d(7)—>0 &=
db1 voi mot ham s bat ki (khoéng ge"m v6i ndi dung thyc té vé vat 1i, hinh hoc cia bai toan). 6 chinh la nguyén nhan sinh
ra khai niém tich phan dudi day.
DINH NGHIA TiCH PHAN

Cho ham sb y = f(x), xac dinh trén doan [a, b]

bé xay dung dinh nghia tich phan cia mt ham s6 trén mot doan ta tién hanh nhu sau:

Chia doan [a, b] thanh nhitng doan nhé boi cic diém

A=Xg<X1.<X2<...<X,=h

MG&i phép chia nhu thé goi 1a mot phép phdn hoach doan [a, b] va duoc ki hiéu bai chir 7: cac diém Xo, X1, ..., X

duoc goi la cac diém chia.

Trong mdi doan [Xk-1, Xk] ta léy mot diém bat ki Ex (Xi1 < &k < Xx) roi lap téng:
n
on= Y F(&) 0% —Xea). (1)
k=1

Tong (1) dugc goi 1a tong tich phan cta ham sb f(x) tmg voi phép phan hoach 7. RS rang gié tri cua tong nay phy
thudc vao phép phan hoach va cach lay cac diém &.
Ta ki hiéu d(r) 1a s6 16n nhét trong d6 dai cac doan [Xy1, X«] trong phép phan hoach T, tirc la:

d(m) = max (%, —X,_;)- )

Ta noi rang dan t6i gidi han | khi d(x) — 0 néu:
V&i moi 86 € > 0 cho trude nhé tiy ¥, bao gio ciing ton tai 6 & > 0 sao cho véi moi phép phan hoach © ma d(r) <

8 va v6i moi cach chon cac diém ta déu co:
n
o - 11= 120 F (G0 —X) - 1<
k=1

va s€ ki hiéu la:
n

I= lim o,= lim Zf(fk)(xk—xk_l).

d(r)>0 " d(7)—>0 &=

Tur @6, ta dua ra dinh nghia:
Néu ton tai gidi han
n

1= lim > (&) (= Xea) (3)

d(7)—>0 &=



(gi6i han duogc hiéu theo nghia néu trén) thi gidi han d6 duge goi 1a tich phan xac dinh (*) ciia ham s6 f(x) xéac dinh trén

doan [a, b] va ki hi¢u la:

1= [ f(x)dx 4)

Khi d6 ham s6 f dugc goi 1a kha tich trén doan [a, b]

Khac voi gia thiét cua bai toan 1, bai toan 2 va dinh nghia tich phan chi gia thiét ham s6 y = f(x)
xéc dinh trén doan [a, b] khong yéu cau lién tuc trén doan ndy. Xét vé y nghia hinh hoc gia thiét ham s6
lién tyc trén doan [a, b] nhdm dam bao dd thi cta né 1a mot dudong lién nét nén khi két hop véi truc
hoanh va hai duong thang X = a, X = b tao thanh mét hinh thang cong.

Ké ca dinh nghia dién tich hinh thang cong, cong ciia luc bién thién cho dén dinh nghia tich

n

phan xac dinh déu phat sinh chung mot nghi van: trudc khi kiém tra |z f(E)(X —X%.1) - 1] <&, ligu co
k=1

t6n tai phan hoach 7t dé cho d(n) < 8. Dudng nhu ¢ ddy, cac tic gia ngdm thira nhan su ton tai cia mot

phan hoach nhu thé. Thiét nghi, viéc chtimg minh tinh chat nay s& lam cho dinh nghia r6 rang hon. Véi

moi & > 0, ton tai n € N* sao cho E< d. Khi do, chung t6i xay dung mot phan hoach nhu sau:

n
Xp=4a
b-a
X1.=Xg+ —
b-a
Xo. =Xy + ——
b-a
Xpn =Xp1 + ——

D@ thay rang X; = Xo + |(br:a) e [a, b] v6ii=0;1;2...;n

Phén hoach trén cung v6i vo s6 phan hoach khac thoa man d() < & (8 > 0) déu c6 chung dic
trung gia tri nho nhat va gia tri 1on nhét trong cac diém chia ludn 14 hai ddu mut cua doan [a, b] dong
thoi cac diém con lai ciing thudc doan nay. Tir ddy cho thdy mdi phan tir cua doan [a, b] déu tham gia
xay dung nén dinh nghia tich phan xac dinh vi nhiing phan tir d6 c6 thé 1a diém chia ciia mot phan

hoach nao d6. Trong khai niém nguyén ham, cac tic gia c6 thé xdy dung dinh nghia trén ca khoang lan



doan nhung véi tich phan, viéc phat biéu dinh nghia tich phéan trén khoang 1a khong thé thuc hién dugc
vi trén d6 khong ton tai gia tri 1on nhét, gia tri nhd nhét.

Dinh nghia ham s6 kha tich duoc xay dung trén doan. TAt nhién, dé cac ham dudi day kha tich
trude ti€n n6 phai dugc gia thiét xac dinh trén mot doan

Cac 16p ham kha tich
Dinh 1i 1. Moi ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a, b] thi kha tich trén doan do.

Dinh 1i 2. Moi ham s6 bi chin y = f(X) trén [a, b] chi c6 mdt sé hiru han diém gian doan thi kha tich trén doan nay.
Dinh li 3. Néu ham s y = f(x) bi chin va don diéu trén doan [a, b] thi y kha tich trén doan nay.

Ba dinh li trén day gitp ta nhan biét cac diéu kién lam cho ham s6 kha tich. Chung ta di biét co
ba truong hop dan dén ham sb f gian doan tai mot diém Xo:

0 Gi6i han ctia ham f khi x dan dén X, khac f(xo).
0 Ham s6 f khong ton tai gioi han khi x dan dén X,.
0 Diém X, khong thudc tap xac dinh ctia ham sd.

Nhung & dinh 1i 2, gia thiét ham sd bi chin trén doan [a, b] da loai trir kha nang diém X, khong
thudc tap xac dinh ctia ham sé nghia 1a cac diém gian doan phai 1 diém lam cho gidi han cia ham f khi
x dan dén X, khac f(xo) hodc diém lam cho gidi han ctia ham sé f tai ¢ khong ton tai.

Cic tinh chit ciia tich phan xac dinh

Pinh 1i 1. Néu ham s6 y = f(x) = ¢ (c = const) vi moi x thudc doan [a, b] thi n6 kha tich trén doan do6 va

D —— T

b
f(x)dx = J~ c dx
a
Dinh li 2. Néu cac ham s f;(X) va f(x) kha tich trén doan [a, b] thi f1(x) + f,(x) ciing kha tich trén doan d6 va
a b b
JIR.00 + £,001dx = [ f,(x)dx [ £,(x) dx
b a a

Dinh 1i 3. Néu ham s6 y = f(x) kha tich trén doan [a, b] va a 1 mot hing s6 bat ki thi ham s af(x) ciing kha tich

trén doan [a, b] va
b b
[af (ydx=af f(x)dx

Dinh 1i 4. Néu ham s6 y = f(x) kha tich trén mdi doan [a, c], [c, b] (a < ¢ <b) thi né ciing kha tich trén doan [a, b]

va
‘Tf(x)dx: ‘C[f(x)dx+ ‘Tf(x)dx

Dinh li 5. Néu f(x) < ¢(x) (@ <x <b) va cac ham s f va ¢ kha tich trén doan [a, b] thi



_T f(x)dx < .T(p(x) dx

Dinh li 6. néu ham s6 f(x) kha tich trén doan [a, b] va néu m < f(x) <M véi moi x € [a, b], trong d6 m, M 1 nhiing

hang s6 thi :
b
m(b - a) < j f (x)dx <M(b - a).
Pinh 1i 7.

b
a) Néu ham s6 f(x) kha tich va khong 4m trén doan [a, b] thi _[ f(x)dx>0.
b
b) Néu ham s y = f(X) kha tich va dwong trén doan [a, b] thi J f(x)dx >0.

b
Dinh li 8. Néu ham s6 y = f(x) kha tich trén doan [a, b] thi ham sé [f(X)| cling kha tich trén doan d6 va | J f(x)dx |
a

b
< [[f (0
Dinh 1i 9. (dinh 1i gia tri trung binh). Néu ham s y = f(x) kha tich trén doan [a, b] va néu m < f(x) < M thi ton tai

sO u théa man bat déng thirc m < p < M sao cho

b
j f(x)dx = p(b-a).

Dinh li 10. (dinh Ii gia tri trung binh m& rong) Néu cac ham s6 f(x) va g(x) thoa mén cac diéu kién:
1. f(x) va g(x) kha tich trén doan [a, b].
2. m<f(x)<M.
3. g(x) khong ddi du trén [a, b] (tic 1a g(x) > 0) (hodc g(x) < 0) voi moi X € [a, b] thi ton tai s6 u: m < p < M sao

cho
[ F9(xdx = u [ g(x) ox.

Viéc ching minh cac dinh i trén chi sir dung gia thiét ham so kha tich trén doan [a, b]. O day
khong can su can thiép cta ham s lién tuc trén mot doan.
MGéi lién hé gitra tich phan xac dinh va nguyén ham

Dinh 1i 1. Néu ham s6 f kha tich trén doan [a, b] va lién tuc tai mot diém nao d6 x e [a, b] thi ham s6 F(x) =

X
[ () du kha vi tai diém x va F() = f(x).



X
Dinh 1i 2. Néu ham s y = f(x) lién tuc trén doan [a, b] thi ham s6 F(x) = '[ f (u) du 1a mot nguyén ham ctia ham

a

s f(x) trén doan nay.

b
Dinh li 3. Néu ham sd y = ¢(x) 1a mét trong cic nguyén ham cta ham s6 f lién tyc trén doan [a, b] thi j f(x)dx =
a

o(b) - ¢(a).

Ba dinh li trén x4c 1ap mdi quan hé khing khit gitra hai khai niém tich phan xac dinh va nguyén
ham. Mdi quan hé nay c6 y nghia hét sirc quan trong ca vé phuong dién 1y thuyét 1an thyc hanh. N6 s&
cho ta biét diéu kién dé mot ham c6 nguyén ham, dong thdi nhd chd ching ta da nghién ciru kha ki vé
cach tinh nguyén ham ciia nhiéu 16p ham s, méi quan hé nay s& cho ta cong cu rat hi¢u lyc dé tinh tich
phan ciia mot 16p ham sé quan trong, tranh cho ching ta khoi phai tinh tich phan bang dinh nghia, rat
phuc tap, cong kénh. Pinh 1i 2 cho ta biét diéu kién dé mot ham sé c6 nguyén ham. Trudc ddy, chung
ta chi mgi 1am quen cach tinh nguyén ham ctia mot s6 16p rat hep ma thoi; lac d6 van dé ton tai nguyén
ham van chua dugc gidi quyét. Dinh 1i 2 cho ta biét moi ham sé lién tuc trén mot doan déu co nguyén
ham. Pinh 1i 3 cho phép tinh tich phan cia mdt ham s6 lién tuc trén mot doan néu biét mot trong cac
nguyén ham cua no.
Céc phuong phép tinh tich phan xac dinh
Phuong phép dbi bién s6
Gia st ta phai tinh tich phan

j f (x) dx (1)

Trong d6 f(x) 1a mot ham sé lién tuc trén doan [a, b].

Gia sir X = @(t) 1a mot ham sé thoa man cac diéu kién:
1) o(t) lién tuc trén doan [a, b] nao d6 va o(t) € [a, b] voi moi t € [a, B];
2) o) =2, ¢(B)=b;
3) ton tai dao ham @’(t) lién tyc trén doan [, B].

Thé thi:
b B
[ f09dx= [ () et

Phuong phép tich phan ting phan
Gia sir U, V 1a hai ham s6 kha vi lién tuc trén doan [a, b]. Ta c6 cong thirc tich phan tirng phan ddi véi tich phan xac dinh

sau day:



b b
juv' dx = (uv)|:1 - jvu'dx
a a

Trong phuong phap d6i bién, gia thiét f(x) 1a mot ham s6 lién tuc trén doan [a, b], @(t) lién tuc
trén doan [a, b], @’(t) lién tuc trén doan [a, B] nham dam bao cho ham f(x) kha tich trén doan [a, b],
f(p(t))@’(t) kha tich trén [a, B]. Ciing vay, trong cong thic tich phan timg phan, u, v dugc gia thiét 1a
hai ham s6 kha vi lién tuc trén doan [a, b] khong ngoai muc dich 1am cho cac ham u’v, uv’ kha tich trén
doan [a, b]. RG rang, gia thiét ham sd lién tyc trén mot doan da mang dén hai két qua, vira 1am cho ham
s6 ¢6 nguyén ham vira 1am cho ham sé kha tich. Thé nhung, trong phuwong phap doi bién va timg phan
ctia nguyén ham, cac ham sb chi duoc néi chung chung 1a lién tuc va khong phat biéu day du l1a lién
tuc trén doan nhu tich phan xac dinh. Vi thé, phat biéu d6 c6 thé bao ham ludn truong hop cac ham sb
lién tyc tai mot diém, trén mot khoang, hodc nia khoang. Trén phuong dién 1y thuyét chua ¢ co so
nao dam bao ham sb lién tuc tai mot diém, trén mot khoang, ntra doan hodc nura khoang c6 nguyén
ham. Qua d6 cho thiy, gia thiét ham s6 lién tuc trén mot doan 14 that sy can thiét trong phuong phap
d6i bién va timg phan trong nguyén ham ciing nhu trong tich phan xac dinh.

Két luan
6.1. Khai niém khoang, doan

Trong gido trinh, céac tac gia chi cing ¢ cac khai niém khoang, doan dugc dinh nghia ¢ bac phé
thong.
6.2. Khai niém giéi han ham so
Gidi han ctia ham s6 tai mot diém X, thudng duoc xét thude (a ; b) hodc [a ; b] xac dinh cua
ham s6 nham thoa diéu kién tién quyét, X 1a diém gidi han cia (a ; b) hoic [a ; b].
6.3. Khai niém dao ham
6.3.1. Pao ham ciia ham s6 tai mét diém
Ham sb f(X) xac dinh trén khoang (a, b) va Xo € (&, b) ¢6 hai chirc ning vira dam bao biéu thirc

FO9 = f(%)

X=X,

xac dinh trén (a ; b)\{Xo} vira dam bao X, 1a diém giéi han cua khoang (a ; b)\{Xo}.

Khoang x4c dinh K ctia ham sb y :% va diéu kién 0 € K chua thé hién tudng minh khi tinh
X

\ A ‘- . Ay
dao ham thong qua gidi han AIX| Lnoﬁ

6.3.2. Pao ham ciia ham s

D€ ham so f* ton tai thi ham so f trudce tién phai thdéa man dicu kién xac dinh trén khoang.



6.3.3. Pao ham m¢t bén

f % +h) - f(x)
h

Khoang xac dinh K ctia ham s6 y = va diéu kién 0 € K chua thé hién tudng

F O +h) = (%)
" :

minh khi dinh nghia dao ham bén phai, bén trai thong qua giéi han f (x,)= hIim0

) = lim

FOG+1) = (%)
: :

6.3.4. Pao ham cip cao
Pé xét dao ham cip n thi cac ham sé £(x), £7(X),..., {"(x) phai x4c dinh trén khoang. Gia st
(ai, bi) 1a tap x4c dinh cta ham s6 f(x) (i = Ln-1) thi (.1, bivs) < (&, bi) (i = Ln-1).

+ Khoang xuat hién trong gia thiét cia cac dinh nghia nay ciing c6 vai trd twong tu nhu trong khai
niém gidi han, voi muc dich nham dam bao moi diém thude khoang déu 1a diém gidi han ctua khoang
do.

6.4. Khai ni¢ém nguyén ham
Ham sé F 12 nguyén ham cta ham s f trén khoang (a, b) (hay [a, b]) thi ban than F xac dinh
trén khoang (a, b) (hay [a, b]). Pong thoi mdi phan tir thude (a, b) (hay [a, b]) dong vai tro 1a diém gidi
han cua (a, b) (hay [a, b]).
Khoéng, doan trong dinh nghia 1am cho cac nguyén ham ctia ham s6 c6 mdi lién hé dac biét 1a
chi sai khac mot hing sd.
Dinh nghia nguyén ham chi phat biéu giéi han trén doan va khoang bi chin nhung trong khang

dinh va ching minh cong thirc | 1 dx = d—):( = Inlx |+ C, cac tac gia lai mé rong cho khoing khong bi
X

chan (0, +o0) (hay (-0, 0)).

Moi ham s6 lién tuc trén doan déu cé nguyén ham trén doan do thé nhung gia thiét ham s lién
tuc trong phuong phap doi bién va tich phan timg phan con phat biéu chung chung chua dam bao sy
ton tai nguyén ham cta cac ham sé duéi dau tich phan.

6.5. Khai ni¢m tich phan

Gia thiét ham sd y = () lién tuc trén doan [, b] nham dam bao d6 thi ctia nd 1a mot dudng lién
nét nén khi két hop voi truc hoanh va hai dudng thang x = a, X = b tao thanh mét hinh thang cong.

MJi phan hoach déu c6 cac dic trung, gid tri nho nhat va gid tri 16n nhat trong cac diém chia
ludn 13 hai ddu mut ctia doan [a, b] dong thoi cac diém con lai ciing thudc doan nay. Khi tinh tich phan

xéac dinh thi moi phan hoach déu c6 kha ning dugc xét dén trong qué trinh kiém tra bang dinh nghia:



v6i moi s6 & > 0 cho trudc nho tiy ¥, bao gid ciing ton tai s6 & > 0 sao cho véi moi phép phan hoach
ma d(n) < & va v&i moi cach chon cac diém ta déu co:lo, - 1] = 1> F(E)X —% 1) - 1| <e. Vi thé, c6
k=1
thé n6i mdi phan tir ctia doan [a, b] déu tham gia xdy dung nén dinh nghia tich phan xac dinh vi nhitng
phﬁn tr d6 c6 thé 1a diém chia caa mot phan hoach nao do.
Gia thiét cac ham s6 lién tuc trén doan trong phuong phap d6i bién va tich phan ting vira dam
bao cho cac ham s dudi dau tich phan kha tich vira, tdn tai nguyén ham vura tao thuan loi cho vi¢c sur

dung cong thirc Newton- Leibniz.



CHUONG 2: SU VAN HANH CUA KHOANG, POAN TRONG CAC KHAI NIEM DPAO
HAM, NGUYEN HAM VA TICH PHAN O CHUONG TRINH TOAN PHO THONG

Trong chuong nay chung t6i phan tich mdi quan hé thé ché giira khai niém khoang, doan véi cac
d6i tugng dao ham, nguyén ham va tich phan (chi phan tich cac TCTH khi can thiét). Tiép theo ching
t6i s& so sanh voi cac van dé da nghién ctru duoc & chuong I, dong thoi rat ra cac hop dong didactic
trong qué trinh phan tich.

Vé&i myc tiéu ma luan van dé ra, ching toi dat trong tim nghién ctru ngay trong chuwong trinh
danh cho ban nang cao, song song voi cac ndi dung do, ching to6i phan thich thém chuong trinh danh
cho ban co ban trong chuong trinh hién hanh néu giita hai chuong trinh c6 su khac biét dang ké.

Tai liéu tham khao gom co:

Phan Ptc Chinh (Tong chii bién)-Tén Than (Chu bién)-Nguyén Huy Poan-Lé Vin Hong-
Truong Cong Thanh-Nguyén Hitu Thao, toan 8, tap 2, NXB Gi4o duc (GKg).

Poan Quynh (tong chil bién)-Nguyén Huy Poan (chi bién)-Nguyén Xuan Liém- Ding Hung
Théng-Tr?m Van Vuong, Pai $6 10 nang cao, NXB Gido duc (GKncio)

Poan Quynh (Tong chu bién)-Nguyén Huy Poan (Chu bién)-Nguyén Xuin Liém-Nguyén Khic
Minh-Ding Hung Thang, Pai s6 va gidi tich 11 ndng cao, NXB Gio duc (GKncry).

Poan Quynh (Tong chu bién)-Nguyén Huy Poan (Chi bién)-Nguyén Xuin Liém-Nguyén Khic
Minh-Bing Hung Thang, sach gi&o vién Pai s6 va gidi tich 11 ndng cao, NXB Gido duc (GVyc11).

Tran van Hao (Tong cha bién)-Vii Tuan (Chu bién)-Pao Ngoc Nam-Lé Vin Tién-Vii Viét Yén,
Pai sé va gidi tich 11, NXB Giao duc (GKcg1).

Tran van Hao (Tong cha bién)-Vii Tuan (Chu bién)-Pao Ngoc Nam-Lé Vin Tién-Vii Viét Yeén,
sach gio vién Pai s6 va gidi tich 11, NXB Giao duc (GVcg11).

Poan Quynh (Tong chi bién)-Nguyén Huy Poan (Chu bién)-Tran Phuong Dung-Nguyén Xuin
Liém-Pang Hung Thang, Giai tich 12 nang cao, NXB Gio duc (GKpnc1o).

Poan Quynh (Tong chi bién)-Nguyén Huy Poan (Chu bién)-Tran Phuong Dung-Nguyén Xuin
Liém-Dang Hung Thang, sach gido vién Giai tich 12 nang cao, NXB Gido duc (GVc12).

Tran vin Hao (T6ng chi bién)-Vii Tuan (Chii bién)-Lé Thi Thién Huong-Nguyén Tién Tai-Cén
Vian Tuét, Giai tich 12, NXB Giao duc (GKcgro).

Tran vin Hao (T6ng chi bién)-Vii Tuan (Chii bién)-Lé Thi Thién Huong-Nguyén Tién Tai-Cén
Van Tuit, sach gido vién Giai tich 12, NXB Giao duc (GV¢g12)



Nguyén Thé Thach (chi bién), Hudng dan thiee hién chuong trinh sach gido khoa I6p 12, NXB
Giao dUC (HD12)

2.1.Tién trinh hinh thanh khai niém khoing, doan
2.1.1.Khai niém khoang, doan trwéc khi dwge dinh nghia
O bac THCS, khoang va nira khoang xuat hién ngdm an trong chuong IV-bat phuong trinh bac
nhat mot 4n ctia GKg,. Thoi ki nay, khoang va nira khoang chua c6 tén goi va cac tac gia chi sir dung
hinh biéu dién ctia chung trén truc s6 nhu 1a cong cu dé phac hoa tdp nghiém ctia bat phuong trinh véi
li do dugc giai thich qua hai vi du sau:

Vi du 1. Tap nghiém ciia bat phuong trinh X > 3 14 tip hop cac s6 16n hon 3, tic 1 tap hop {x x> 3}

D¢ dé hinh dung, ta biéu dién tap hop nay trén truc s6 nhu hinh vé sau:

0 eccccs )

(Trong hinh v& trén, tit ca cac diém bén trai diém 3 va ca diém 3 bi gach bo).
Vi du 2. Bt phuong trinh x < 7 ¢6 tap nghiém 1a tip hop cic s6 nho hon hodc bang 7, tic 1a tip hop {x |x < 7}.

Tap hop nay dugc biéu dién trén truc sd nhu sau:

0 7

(Trong hinh v& trén, cac diém bén phai diém 7 bi gach bo nhung diém 7 giit lai)

Pé hoc sinh v& duoc, cac tac gia d hudng dan thong qua hai hoat dong sau:
(2B Vict va biéu dién tdp nghiém cia bat phwong trinh x > -2 trén truc so.

Huéng dan: Trén truc s, gach bo cac diém bén trai diém -2 bang ddu “/” va giit lai diém -2 bang dau “[”.
24 Viét va biéu dién tdp nghiém ciia bat phirong trinh x < 4 trén truc so.

Huéng dan: Trén truc s, gach bo cac diém bén phai diém 4 bang cac dau “/” va gach bo diém 4 bang dau “)”.

Xét vé vj tri, dinh nghia tap nghiém cua bat phuong trinh dugc chuong trinh dua vao sau khi
gidi thi¢u s6 thue va truc sb thuc & 16p 7. Trén co s¢ da biét quan h¢ thtr ty cua cac sb thuc va tuong
ung 1-1 gitra cac phﬁn tur cua tap sb thuc va cac diém trén truc sé nén hoc sinh nhan biét duoc phén nao
ctia truc 1a tdp nghiém cia bat phuong trinh. Theo huéng dan, budc ké tiép dung dau “/” dé gach bo
phan khong 13 tip nghiém ctia bat phuong trinh va tai hing s6 a 1a mot vé cua bat phuong trinh x > a (x
<a, X>a, X < a) phai than trong trong vi¢c st dung cac diu “G), [, 7 theo mot quy tac ngém an:

Néu a 13 nghiém ctia bt phuong trinh thi tai a gitr lai bang cac dau “[, ]”.

Néu a khong 13 nghiém ctia bat phuong thi gach bo a bang cac dau “(, ).

Hinh biéu dién tdp nghiém ctia bat phuong trinh trén truc sb theo huéng dan trén ciing chinh 1a

hinh biéu dién cua khoang, nira khoang khong bi chin. Vi d6i tuong bat phuong trinh duoc nghién ctru



& bac hoc nay chi 1a cac bt phuong trinh tuong dwong véi bat phuong trinh bac nhat mot an nén day la

nguyén nhan ngan can sy xuat hi¢n hinh bi€u dién cua khoang, doan, ntra khoang bi chan. Theo céc tac

gia, viéc str dung hinh biéu dién lam cho hoc sinh dé hinh dung tap nghiém ctia bat phuwong trinh.

2.1.2.Khéi niém khoang, doan khi dwgc dinh nghia

Pén bac THPT, khai niém khoang, doan, nira khoang dugc dinh nghia tudng minh vao dau

chuong trinh 16p 10 trong bai “Tap hop va cac phép toan trén tap hop”.

Tén goi va ki hiéu Tap hgp

Tap s6 thyuc

(00 5 +o0)

Poan

[a;b]

Khoéng

(@;b)

Nua khoang
[a;b)

Nua khoang
(@;hb]

Nua khoang
(o0 5 b]

Nua khoang
[a; +e0)

Khoéng

(-0 5 D)

Khoéng

(a; +o)

Biéu dién trén truc s6 (phan khdong bi gach)
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b
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o AT

Y
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=3
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[G KNClO’ 15]

O 16p 8, cac tap hop {xeR|a<x}, {x € R|x <b}, {x eRla<x}, {Xx eR|x < b} chua c6 tén

goi, ki hiéu va chi xuat hién khi phai giai cac bat twong dwong v4i bon dang a <X, x <b,a <X, X< b

(chung t6i tam goi 1a bat phwong trinh co ban). Pén 16p 10, cac tac gia van dé cip dén cac tap hop do.

Ngoai ra con bo sung thém céc tap hop méi {x € R|a<x<b}, {x e R|a§x5b}, {X e R|a§x<b},

{x eR la<x< b} kém theo tén goi va ki hiéu twong Gmg va hinh biéu dién cho céc tap hop niy vin

khong thay doi.



Xét vé tht tu, dinh nghia khodng, ntra khoang, doan dugc gioi thi€u trudc dinh nghia bat
phuong trinh. Vi thé, khi két luan tip nghiém cta bat phuong trinh, cac tac gia thay thé cac tap hop
bang cac ki hiéu tuong Gng. Viéc thay thé nay ciing dugc thuc hién mot cach tuong dbi véi cac van dé
ngoai bat phuong trinh véi muc dich chu yéu lam don gian hoa cac tap hop.

Khoéang, doan khong phai 1a ddi twong ma chi 1a cong cu va duge dinh nghia bang ky hi¢u nhu
trén. O mot sé nudc khac, chang han Phap, ngudi ta dung tir intervalle dé chi chung khodng, doan, nita
khodng (bi chin hodc khong bi chin). Khi can néi 1d, nguoi ta thém vao tinh tir mé hoic déng. Cac ky
hiéu ciing khong gidng nhu & Viét Nam.

Trong bd SGK thoi ky 1990-2000 do GS Tran Vin Hao cha bién, cac tac gia da uu tién sur dung
tap nghiém hon la cac nghi€ém. Vi vay, khoang, doan thuong dugc huy dong dé biéu dién tap nghi¢m
(ctia PT, HPT, BPT, HBPT). Tuy nhién, viéc ndy khong phai bao gio ciing dé dang, nhat 1a déi véi
phan mon lugng gidc.

Nhan xét

Déi véi bac THCS, cac tac gia chi dung hinh biéu dién cia khoang va nira khoang khong bi
chin dé biéu dién cho tap nghiém cua cac bat phuong trinh twong duong voi bat phuong trinh dang co
ban.

DBdi voi bac THPT, khai niém khoang, doan dugc dinh nghia tuong minh. Sau dinh nghia, céc

tap hop dugc thay thé bang cac ki hiéu tuong ung.

2.2.Dao ham

Trong dao ham, cac dinh nghia: dao ham cua ham so tai mot di€ém, dao ham ctia ham s6 trén mot
khoang, dao ham cap cao dugc xem la nén tang cuia cac dinh nghia khéac. Vi thé dé thay sy van hanh
cua cac khai niém khoang, doan, nghién ctru ctia chiing t6i chi nham dén phan tich méi quan hé thé ché

v6i ba ddi tugng nay.

2.2.1.Pao ham ciia ham sé tai mat diém
Pé chuan bi cho dinh nghia khai niém dao ham ciia ham sé tai mét diém, GKycyy dua vao khai
niém gioi han ham s6 tai mot diém:
Gia st (a ; b) 1a mot khoang chira diém Xo va f 1a mot ham sd xac dinh trén tap hop (a ; b)\{ o}
Ta noi rang ham sé f c6 gidi han 13 s6 L khi x dan dén X, (hodc tai diém Xo) néu v6i moi day sd (X,)
trong tap hop (a ; b)\{ Xo} (tc X, € (a; b) VA X, # Xo v6i moi n) ma limx,, = Xo, ta déu co limf(x,,) = L.

Khi d6 ta viét



lim f(X) = LhOé.C f(X) — L khix— Xo [GKNC]_]_,146]

Mot cau hoi duge dit ra ngay trong ndi ham cta dinh nghia, liéu c6 ton tai mot diy sé (X,) trong
tap hop (a ; b)\{ Xo} thoa man diu kién limx,, = Xo khong? Dé tra 10i cau héi nay, trudc tién chung ta
phai biét gia thiét ham s6 f xac dinh trén (a ; b)\{ Xo} nham muc dich gi? Day c6 thé dugc xem la rang
budc ciia thé ché chuong trinh pho thong bai vi khéi luong kién thirc duge tao dung trude d6 khong di
dé tra 101 cac cau hoi nay dan dén két qua 1a vai trd ctia khoang trong dinh nghia bi lang quén. Néu van
dé duoc dit ra trong gido trinh M thi chiing ta s& thay dugc gia thiét ham sb f xac dinh trén tap (a ; b)\{
Xo} 12 diéu kién du dé ton tai mot ddy sd (x,) trong tap hop (a ; b)\{ Xo} thoa man diéu kién limx, = Xo.

Sau khi dinh nghia khai niém gidi han ham sé tai mét diém, GKyery dinh nghia khai niém dao
ham ciia ham s6 tai mot diem:

Cho ham s6 f(x) xac dinh trén khoang (a ; b) va diém X, thudc khoang do.

Pinh nghia

 F00- (%)

Gi6i han hitu han (néu c6) cua ti sb khi x dan dén X, duoc goi 1a dao ham cta ham sb da cho tai diém Xo,
X=X
0

. F(x) = f(x
ki hiéu 1a f’(Xo) hodc y’(Xo), nghia 1a f’(xo)= lim M
X=X X — X,

[GKnc11,185]
Theo GKyeir, dao ham ctia ham s tai mot diém duge dinh nghia thong qua su tdn tai gidi han

f(x)— f(x

(hitu han) ctia ham sb y = 0) khi x dan dén X,. Vai tro ciia khoang (a ; b) duoc thé hién
X=X,

ngam an trong gia thiét “ham sé f(x) xac dinh trén khoang (a ; b) va diém X, thudc khoang d6” vi day l1a

F () - (%)
X=X,

diéu kién du dé ham s6 y = xac dinh trén khoang (a ; b)\{Xo}, két qua nay da théa min

rang budc cua dinh nghia gii han ham s6 tai mot diém. Trude khi dinh nghia M, cling gia thiét ham sb

F () — (%)
X=X,

y = f(x) xac dinh trén khoang (a ; b). Ngoai muc dich dé ham sé y = xac dinh trén (a ;

b)\{Xo} con dam bao X, 1a diém gi6i han cua (a ; b)\{Xo}, modt trong cac diéu kién thiét yéu cua dinh
nghia gidi han ham s6 tai mot diém. Theo sau dinh nghia 1a nhan xét:
Trong dinh nghia trén, néu dit Ax=x- X, va Ay=f(xo+Ax)-f(Xo) thi ta c6

(x0)= AI'”L f (%o +Ax) - (X)) _ Iimﬂ
X—> AX Ax—0 AX

[G KNCll ’ 185]

Loi thé cta viéc tinh dao ham thong qua s gia dugc cac tac gia giai thich:



Ciing nhu nhiéu sach khac, khai niém s6 gia ciia bién so van dugc dinh nghia béi hiu sé AX = X- Xo. D6 1a mot
thi phap su pham nham dua khai niém vao mét cach ty nhién, giup hoc sinh dé tiép nhan hon. Tuy nhién né ciing c6 mot
nhugc diém 14 c6 thé 1am cho hoc sinh hiéu that khong day du vé khai niém nay

[GVncu , 225]

Quan diém trén ciling pho bién rong ri qua 1oi giai ctia yéu cau tinh dao ham cua ham sb tai mot
diém bang dinh nghia. Phan tich t6 chtic toan T1 lién quan dén bai tap ndy ta s& thay rd hon.
T1: “Dung dinh nghia, tinh dao ham ciia ham s6 tai diém x,”

Vi du: bt 2. Dung dinh nghia tinh dao ham ctia méi ham sb sau day tai diém X,

a)y=2x+1,x=2; b) y = x* + 3X, Xo =1.

Pé gitp hoc sinh tinh dao ham cta ham s6 tai mot diém, GKcyi trang 186 da phat biéu quy tic

Mudn tinh dao ctia ham s f tai diém X, theo dinh nghia, ta thyc hién cac budc sau :

Budc 1 : Tinh Ay theo cong thire Ay=Ff(Xo+AX)-f(Xo), trong d6 Ax 14 s6 gia cuia bién s6 tai Xo

. A
Budce 2 : Tim gi¢i han lim 2y
Ax—0 AX

Ki thllé_\lt T1.1-

f(x)— (%)
X=X,

Tinh gii han lim 0= 1)

X—>Xo X=X,

Xac dinh

Cong nghé 0, ,: Pinh nghia dao ham cua ham s6 tai mot diém.
Ki thllé:lt T1.0-
Xac dinh Ax=x- Xg, Ay=f(Xo+AX)-f(Xo).

Lap ti s6 f(X+AX) - F(x) _ ﬂ.
AX AX

Tinh giéi han lim2Y = fim G0t = (%)
Ax—0 AX AX—0 AX

Cong nghé 0, ,: nhan xét

T1 ¢6 11 nhi€ém vu trong d6 c6 muoi bai tap va mot vi dy, 101 gidi cua vi du dugc trinh bay trong
sach GKycr, clia bai tap duoc trinh trong GV e Xem xét bai giai, chung t6i thay rang cac tac gia chi
thuc hién dung hai budc theo quy tic tinh dao ham bang cong cu s gia. Vi thé T, 1a ki thuat ma thé
ché mong doi. Piém dic biét trong 101 giai, khong thiy céac tac gia nhic dén diéu kién ham s xac dinh
trén khoang. Cac ham sb trong cac nhiém vu thude kiéu nhiém vu T1 déu c6 chung dac diém 1a xac

dinh trén khoang. Piéu nay di hinh thanh cho hoc sinh mot hop déng ngam an nhu sau:



“Khi tinh dao ham ctia ham s6 tai mot diém, hoc sinh khong c6 trach nhiém kiém tra diém dang
x€t cd thudc khoang xac dinh cia ham so hay khong”.

FO)— (%)

X=X,

R4 rang, theo dinh nghia gi¢i han ham s6 tai mot diém thi ham s y= du diéu kién

dé xét gidi han vi ban than né ciing n6 ciing xac dinh trén khoang (a ; b)\{ Xo} nhung khong duoc chi
¥, con v6i d6i tuong sd gia AX thi dugc GVnerr goi ¥ dé gido vién gidi thiéu dén hoc sinh mot cach mo
ho:

Sau khi hoc sinh ndm duogc bai, giao vién co thé tim co hoi, giai thich thém r.';'lng AX 1a mot ) thue bat ky, mién la
thoa méan diéu kién: AX + X, thudc vao khoang dang xét [GV ey , 225].

, N v 1 tean g A , re A P SA\ A L g 4 n
Chung ta da biét ki hi¢u Allrrl) A_y chi duogc xét dén khi ti so A_y la mét ham so6 xac dinh trén
X—>! X X

khoang va 0 phai 1a diém gidi han cta khoang d6 theo diéu kién cta dinh nghia gigi han ham sb tai mot

R A A A A 3 A A \ A \ A \ ~ A 5 A ’ . 5
diém nhung thé ché chua mdt lan nhin nhan A—yla mdt ham s6 va cling khong chi ra tap xac dinh cua
X

n6 nhung day lai 1a diéu kién quyét dinh sy ton tai ca gidi han. Pung nhu nhan dinh cia cic tac gia,
str dung cong cu s6 gia co thé cho 101 giai don gian hon nhung viéc khong quan tdm dén cac dic trung
ctia AX, Ay vo tinh dan hoc sinh dén két qua diing mot cach gia tao.

O dai hoc, bén canh M chi dinh nghia dao ham tai mdt diém cho nhiing ham sb6 xé4c dinh trén
khoang con c6 gido trinh dinh nghia trén tap con bat ki cta tip sé thuc mién 1a diém dang xét 1a phai
diém gidi han va thudc tap d6. Pay 1a diém khac biét v6i chuong trinh phd thong. Vay ca hai chuong

trinh nay cua hai cap bac con c6 nhirng di€ém tuong dong sau day:

. ~ \ s X oe A, 4R R C . . F(x)—f(x A
Dinh nghia dao ham cta ham s6 tai mot diém thong qua hai gidi han IlmM va
X—>Xg X=X,

A e LA iy , Y £
Ki hiéu A_y chua duoc gioi thi€u voi tu cach 1a mdt ham so.
X

Khoang xac dinh ctia AX chua dugc néu ra.

Tu nhitng diém gidong nhau da cho thay, khoang 1a mét trong nhimng yéu té then chét xay dung
nén dinh nghia dao ham ciia ham s6 tai mot diém nhung khong duge thé ché chuong trinh phd thong
quan tam, 1am cho cac budc tinh dao ham tai mot diém bang cong cu s6 gia ma hoc sinh tiép nhan tir
phia gido vién chi 1a nhiing thao tac hinh thuec. O khia canh nay, hoc sinh khong théiy dugc su ndi khép

giita dinh nghia va ki thuat giai quyét do gido vién cung cap.



2.2.2.Pao ham ciia ham sé trén mét khoang

Dinh nghia ciia GK¢g;; trang 153:
Ham s6 y=f(x) duoc goi la c6 dao ham trén khoang (a ; b) néu né c6 dao ham tai moi diém x trén khoang d6
GKg11 chi phat biéu trén khoang bi chan nhung trong van dung lai mé rong cho khoang khong

bi chédn, tham chi 14 hop cua cac khoang khong bi chan. Chéng han, dinh 1i 4 trang 166 phat biéu:

£ p \ . . v/ s
Ham so y = tanx ¢6 dao ham tai moi X¢E+k7z, keZvatanXx=—
COSs™ X

Ciing dinh nghia nay nhung sich GKycy; trang 189 phat biéu tong quat hon:

Cho ham sé f x4c dinh trén tap J, trong d6 J 1a mot khoang hodc hop ctia nhitng khoang nao d6. Ta c6 dinh nghia
sau day.

DPinh nghia
Ham sb sb f goi la ¢6 dao ham trén J néu no c6 dao ham f’(x) tai moi diém x thudc J

Dinh nghia nay chua duogc phat biéu trong M. V6i dinh nghia trén, GK ey da khéic phuc nhitng
khiém khuyét cua GKcpy1 nén kha nang van hanh ciling bao quat trén pham vi rong hon.

Theo sau la dinh nghia dao ham cuia ham sb:

Néu ham s6 f 6 dao ham trén J thi ham s6 f* xac dinh boi =R g0i 1 dao ham ciia ham s f.

X f'(X)

Trude khi phét biéu dinh nghia, J duoc gia thiét 1a mot khoang hodc 14 hop cia cac khoang mién
12 ham s6 c¢6 dao ham trén d6. Vay dao ham cta ham s 13 mot ham sé c¢6 dic trung, tap xac dinh 1a
mot khoang hodc hop ciia cac khoang. Tir ndi ham cua dinh nghia da cho thidy moi ham s6 thu hep ',
(1 12 khoang con ctia J) ciing dugc goi 1a dao ham cta ham sé. Khi d6, v6i yéu cau tim dao ham cua
ham s6, hoc sinh s& dua ra nhiéu két quéa khac nhau.

Xét vi du 2. Tim dao ham cua ham sd y = f(x) trong mdi truong hop sau:

8 6
a) f(x) = %—%+3x;

b) (...)
Giai
a) f(x) = (XZS—ZTXwa)’ = %(xg)’ - %(xe)’ +3(x)” = 2x" -4x°+3.
b) (...)

Loi gidi cua cac nhi€ém vy nady trong cac yéu cau tim dao ham cta ham s6, GV 11 cling don
gian chi xac dinh y’, y’ dugc hi€u ngam an la mot ham so. Tim tap xac dinh cua ham so f'(x) 1a tim tap

cac gia tri ciia bién x 1am cho f’(X) x4c dinh va nhiém vu nay xem nhu ngudi hoc di biét. No6i tom lai,



quan diém cua cac tac gia dugc thé hién qua cac 10i giai dd dong nhét yéu cau tim dao ham cua ham sb

.« fPI>R Y SR \ A
v&i ham so X £'(X) trong d6 J 1a tap tat ca cac gia tri cua X sao cho dao ham tai d6 xac dinh. Phan
tich nay cho thdy, dé tao sy ndi khdp giita dinh nghia dao ham ctia ham sé va quan diém cua céc tac gia
qua 10 giai cta yéu cau tim dao ham ctia ham s ngay thi trudce khi dinh nghia céc tic gia phai gia thiét
khoang J 1a tap hop cac gia tri X sao cho dao ham f’(x) tai d6 xac dinh. Pay cling 1a lya chon cua cac tac
gid cua M

Khai niém dao ham trén mot khoang can thiép vao nhiéu vin dé xoay quanh tinh don diéu cua
ham sd. Vi thé trong phan tich ching toi ciing tinh dén cac van dé nay

O bac dai hoc, khai niém ham sé don diéu duge kha nhiéu gido trinh dinh nghia trén mot tap con
bat ki cua tap s thyc, chang han M.

Trong sach gido khoa Viét Nam cac thoi ki, khai niém ham sé don diéu déu duoc dinh nghia
trén mot khoang bi chan, trr quyén GKpc1o dinh nghia khai ni¢gm ham s don diéu trén doan, nira doan
(bi chan hoac khong bi chan).

Su chuyén ddi didactic ndy duogc cac tic gia giai thich trong HD1, nhu sau:

Trong cic SGK trudc day ciing nhu trong SGK chinh 1i hop nhét Gidi tich 12, céc tac gia chi xét tinh don diéu
ctia ham s6 trén mot khoang ma khong dé cip dén tinh don diéu cua ham sb trén mot doan va trén nira khoang. Trong
SGK nay, cac tac gia da gidi thiéu dinh nghia ham sb déng bién hoic nghich bién trén mot khoang, mot doan hodc mot
nira khoang. Sy md rong nay gitip cho viéc chirng minh mot s6 bat ding thirc, tim gi tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia mot
ham s va chirng minh mot vai dinh li thuan tién va dé dang hon.

Viéc phan bai hoc cia nhiéu sach gido khoa chi dinh nghia tinh don diéu ctia ham sé trén mot
khoang bi chan 1a khong phu hop véi cac kiéu nhiém vu lién quan trong phan bai tap vi & d6 co xét
nhimg ham sé don diéu trén khoang khong bi chin.

Do sach GKycio chi dinh nghia tinh don diéu cua ham s6 trén mot khoang nén khi trinh bay day
$6 (nhitng ham $6 khong xac dinh trén mdt khoang), saich GKycy1 phai dinh nghia thém cac khai ni¢m
day sb tang, day sé giam.

Mot ham s6 u xéc dinh trén tap hop cac sd nguyén duong N* duge goi 1a mot diy sé vé han (hay con goi tit 1a

diy sd).

Nguoi ta thuong ki hi¢u cac gia tri u(1), u(2),...tuong Gng boi Uy, Uy,...

Diy s6 (u,) duoc goi 1a diy sé ting néu vi moi n ta o Uy < Upsy.

Diy s0 (U,) duoc goi 1a diy s6 giam néu véi moi n ta cd Uy > Unsa. [GKnc11, 154]

Ngoai viéc su dung dinh nghia dé xét tinh don diéu cua ham s, cac sach gido khoa giai tich 12

déu trang bi thém mot cong cu dé hd trg cho viéc xét tinh don diéu ciia ham sb. Chéng han, GKyc12:



Gia str ham s6 f ¢ dao ham trén khoang 1.

Néu f(x) > 0 v6i moi X € I thi ham s6 f dong bién trén khoang I.

Néu f'(x) <0 v&i moi x I thi ham s6 f nghich bién trén khoang 1.

Sach gido khoa nay nhin manh rang dinh li trén 1a mot diéu kién du dé ham sé don diéu trén
mot khoang va bo sung thém: “Khoang I trong dinh li trén c6 thé duogc thay thé bai mot doan hodc mot
nua khoang”.

Chung t6i tam goi dinh 1i trén 1a dinh 1i T.

Du¢i day 1a nhan dinh cua céac tac gia vé viéc mé rong dinh nghia ham s6 don diéu trén nua
khoang, doan duogc trinh bay trong sach GV ¢ trang 21

Mot vai vi du dudi day cho théy su can thiét va loi ich cua viéc xét tinh don diéu cia ham ) khong chi trén mot
khoang ma ca trén mdt doan va trén mdt nira khoang,

Day la vi du cung vdi bai giai cia mot hoc sinh.

Vi dy 1. Ching minh rang ham s6 y = x*+3x°+3x+2 1a dong bién trén R.

Giai
Ham s6 c6 dao ham
Y’ =3x%+6x+3=3(x+1)%
Tir d6 ta lap duoc bang bién thién
X -0 -1 + o0
y’ 0

-0
Nhu vay ham sé dong bién tir -co dén 1 trén khoang (-oo ; -1), sau d6 dong bién tir 1 dén +oo trén khoang (-1 ; +o0)

thanh thir ham s dong bién trén toan bo R.
Lap luan vira néu 1a khong chit ché. Pung ra phai ching t6 trén mdi nira khoang (-0 ; -1] va [-1 ; +o0) tir 46 méi
suy ra ham sb dong bién trén R.
Tinh déng bién ctia ham s6 da cho trén R duoc chirng minh mét cach chat ché twong ty nhu vi du 3 trong bai.
Dudi day 1a vi du va bai giai cia mot hoc sinh.
Vidy 2. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia ham sb
f(x)=2x3+3x%-1

trén cac doan va nira khoang sau day:
1 1
a)[-2;:- — D)[-—:1 c)[1:3
) [ 2] ) [ 5 ] ) [1:3)

Giai



¢) Trén nira khoang [1 ; 3) khong c6 diém nio tai d6 ham so f co dao ham bang 0 hodc khong c6 dao ham. Vi £°(2)
= 36> 0 nén (x) > 0 trén nira khoang [1 ; 3). Do d6 f(X) dong bién trén nira khoang [1 ; 3). Vi vay r[?;islil f(x)=f@Q)=4.

Thyc ra trong 10i giai trén day, khong can diéu kién (1) duong dé khang dinh ham sb dong bién trén [1 ; 3). Va
lai, 18p luan tuong ty nhu thé khong ung dung duoc dé khéng dinh ham sb f déng bién chéng han, trén [0 ; 3) vi ¢ day,
f’(X) > 0 véi moi X € (0 ; 3) nhung f’(0) = 0.

Trong vi du 1, nho thiét 1ap dinh nghia ham s don diéu trén nira khoang 13 co s¢ dé di dén két
ludn ham s6 dong bién trén R mot cach dé dang. Tuy nhién, ta van chimg minh duoc ham s6 nay dong
bién trén R hoan toan bang dinh nghia nhung néu van dung dinh li T ciia cac SGK trudc day thi ta chi
két luan ham s6 dong bién trén cac khoang (-oo ; -1) va (-1 ; +o0). Diéu nay lam cho gié tri cta dinh i T
bi thu hep déng ké. Tuong tuy nhu ntra khoang, ddi véi cac doan ma trén d6 ham sé cung ting (hodc
cling giam), néu giita chiing c6 chung mot dau mut thi ham sé s& ting (hodc giam) trén ca phan hop cua
ching. R& rang, viéc mé rong dinh 1i T trén nira khoang, doan gitp chiing ta biét duoc tinh don diéu
trén ca tap xac dinh ctia ham s6 néu trén tap xac dinh do, ham s6 chi thoa mot trong hai tinh chét (tang
hodc giam). Viéc md rong ham sb don diéu trén nira khoang, doan con 14 nén tang 1i thuyét quan trong
giai thich cho nhan xét dugc trinh bay trong GKyc1, trang 7

Gia sir ham s6 f c6 dao ham trén khoang I. Néu f'(x) > 0 v6i mdi x € I (hodc £(X) <0 véi mbix € 1) vaf’(x) =0
chi tai mot sb hitu han diém ciia I thi ham s f dong bién (hodc nghich bién) trén L.

Chuing t6i cling tam goi nhan xét trén 1a dinh 1i T°.

Nhu vay dinh 1i T’ 1a truong hop moé rong cua dinh 1i T. Dac biét 1a néu thay I boi mot tdp con
bat ki ctia R thi ca hai dinh 1i T va T’ khong con dung nira. Chung toi s& giai thich thong qua ham s6
Sau.

OB e

D& thdy ham s6 '(x) > 0 vx € (0; 1) U (1 ; 2) nhung ham sé f khong ting trén (0 ; 1) U (1 ; 2).
Trong giang day, néu gi4o vién khong nhan manh vai trd cta khoang, doan trong dinh li T, ¢6 thé hoc
sinh chi cha y d&én (x°)” = 3x* > 0, (4x)’ = 4 > 0 va s& két luan ham s6 f tang trén (0 ; 1).

To chirc toan hoc gan lién véi khai niém ham so don diéu
Trong bai tinh don di¢u ctia ham s6 c6 bon ki€u nhiém vy

T1: “Xét chiéu bién thién ciia ham s6”
T2: “Tim gié tri cia tham s6 ¢ ham s6 don diéu trén mot khoang”
T3: “Chimg minh bt déng thtc f(x) > g(x) vdi x € (a ; b)”

T4: “Ching minh ham sb déng bién trén mot khoang”



Ngoai pham vi ctia bai hoc trén c6 thém mét kiéu nhiém vu
T5: “Tim cyc tri ctia ham s6”
T6: “Tim GTLN, GTNN ctia ham s6”

Bang thong ké so lugng vi du va bai tap lién quan dén khai miém ham so don diéu.

Kiéu nhiétn vu S6 bai tap va vi du
Vidu Bai tap

T1 2 15

T2 0 2

T3 0 5

T4 1 5

T5 4 9

T6 3 12
Tong 10 46

Theo bang nay cho thy c6 su chénh l1éch gitta s6 lugng nhiém vu trong sau kiéu nhiém vu trén.
Duong nhu cac tac gia dit ning yéu cau xét chiéu bién thién, tim cuc tri ctia ham sb, Tim GTLN,
GTNN cuia ham s6 hon cac van d& con lai. Chiing toi sé tién hanh phan tich chi tiét timg kiéu nhiém vu
trén day.

Phan tich céc to chirc toan hoc lién quan dén doi twong ham sé don diéu
T1: “Xét chiéu bién thién ciia ham s6”
, , A e A A a1 £ 4
Vi du 2 trang 6. Xét chiéu bién thién cia ham s6 y = x+— .
X
Giai
Ham sb di cho xac dinh trén tap hop R\{0}.
, 4 x*-4
Taco y'=1-—=—p—.
X X
y'=0 < X = £2.
Chiéu bién thién cta ham s6 dugc néu trong bang sau:

X |-0 -2 ) 2 +o0
y 0 +

+0 - -
y -4
/ \4 \4 /
Vay ham sé dong bién trén mdi khoang (-oo ; -2) va (2 ; ), nghich bién trén mdi khoang (-2 ;

0)va(0;2).




Ki thuit T, dé giai quyét T1 la:

Tim TXD ctia ham sb

Tinh dao ham f’(x). Tim cac diém x; (I=1,2,...,n) ma tai d6 dao ham bﬁng 0 hodc khong xac
dinh.

Xét dau f7(X)

Lap bang bién thién.

C6 hai cach két lugn

Céch 1: Néu két luan vé khoang dong bién, nghich bién ctia ham sb.

Cach 2: Néu két luan vé cac doan, nira khoang, khoang (uu tién theo thu tu: néu trén doan khong thé
xét moi tinh dén nira khoang rdi moi téi khoang) dong bién, nghich bién ctia ham sb.

Cong nghé 0,: Dinh i T.

DPdi v4i nhiém vu xét chiéu bién thién cua ham sd trong GKyciz, trang 5 quy dinh:

Viéc tim cac khoang déng bién va nghich bién cua mot ham sé con dugce noi gon 1a xét chiéu bién thién ctua ham
s6 d6

Mbt ham sb c6 thé khong don di¢u trén ca tap xac dinh nhung co thé don diéu trén céc khoang
con cua nd. Muc dich nghién ctru cua kiéu nhiém vu T1 1a chia tap xac dinh thanh cac khoang sao cho
trén d6 ham sd don diéu nhim phuc vu cho viéc 1ap bang bién thién. Vi theo ¥ kién cia céac tic gia
dugc trinh bay trong GVcr trang 19. Viée 1ap bang bién thién ¢ nhitng loi ich sau:

Trong giang day giao vién nén hudng din cho hoc sinh lap bang bién thién ciia ham sd, giup cac em hiéu y nghia
cua bang bién thién va sir dung no dé xét chiéu bién thién, tim cyc tri, tim gia tri 16n nhit, gia tri nho nhit cua ham sb.
Viéc 1ap bang bién thién s& gilip cic em nim duoc van dé tét hon, giai bai tap nhanh hon va it mic nhim lan trong thuc
hanh.

Chung ta hay xem 101 giai bai tap 1f cua GKycyo trang 7 duoc trinh bay trong GV 12 trang 24.

1. Xét su bién thién ctia cac ham so sau:

f) y=v4-x°

Giai
Ham sd xéac dinh trén doan [-2 ; 2].
- X
'=——— ' y'=0 & x=0.
y 4 —x? Y
X —0 0 +00
y 0+



Ham s6 dong bién trén khoang (-2 ; 0) va nghich bién trén khoang (0 ; 2). (C6 thé ndi rang ham s6 dong bién trén
doan [-2 ; 0] va nghich bién trén doan [0 ; 2]).

Theo quy dinh cua GKycio, nhiém vu xét chiéu bién thién 1a chi ra cac khoang ma trén d6 ham
sd don diéu nhung trong 101 giai cta chinh cac tac gia, & két qua cudi lai bd sung thém dap an ham sb
don diéu trén doan. Vay dap an ndo dugc xem la dung? Chung ta hdy tim hiéu quan diém cta cac tac
gia nhin nhan van dé nay trong GV ¢y, trang 22

Khi xét su bién thién cua ham sb, dé tranh nang né, ta thuong chi noéi tdi tinh don diéu cua ham sb trén mot
khoang. Tuy nhién trong nhiéu trudng hop viée xét su bién thién ctia ham s trén mot doan hoic mot nira khoang t6 ra rat
tién dung trong thuc hanh.

Quan diém cua céac tac gia ciing khong dut khoat trong viée phai chon dap an ndo. Bai tip cia
GKpneiz €6 13 nhiém vu thude kiéu nhiém vu T1 nhung ¢6 11 nhi¢m vu chép nhan hai dép an nhung c6
2 nhi¢m vy dugc GV cy2 trinh bay ca hai dap an. Diéu dang luu y dép 4n ham sb6 don diéu trén doan
dugc bo sung trong dau ngoidc don dudi hanh thic chi dé tham khao. Phan tich trén cho thdy da c6 mot
su chénh 1éch qua 16n trong qué trinh chuyén dbi didactic tir muc tiéu chuong trinh dén tri thirc can
day.

Pbi v6i chuong trinh phd thong hién hanh, khai niém ham s6 don diéu 13 mot chu dé cua bai dai
cuong vé ham sd trong cac sach dai s6 10. Bai tap danh cho noi dung nay ciing khong nhiéu, trong sach
gido khoa nang cao chi c6 duy nhét hai bai:

Bai s 4 trang 45
Khao sat sy bién thién ctia mdi ham sb sau va lap bang bién thién cta no:
a) y=x*+2x-2 trén mdi khoang (-0 ; -1) va (-1 ; +o0);

b) y=-2x*+4x+1 trén mdi khoang (-o0 ; 1) va (1 ; +oo);

trén mdi khoang (-0 ; 3) va (3 ; o)

c)y=

Bai 12 trang 46.

Khao sat su bién thién ctia cac ham so sau:

trén mdi khoang (-o0 ; 2) va (2 ; +o0);

a) y=

b) y=x*-6x+5 trén mdi khoang (-0 ; 3) va (3 ; +oo);
¢) y=x2%

Cé4c ham sd c6 mat trong cac bai ndy 1a cac ham da thirc hodc hitu ty.

+1 trén khodng (-0 ; +o0)

Pén 16p 11, viéc xét tinh don diéu chi danh cho cac ham sb luong giac, ki thuat xét tinh don

diéu chil yéu nho vao dinh nghia.



Pén 16p 12, chu d& ham s6 don diéu tré thanh mot bai hoc c¢6 sd lugng bai tdp kha phong pht
voi 11 1a ki thudt gidi dugce uvu tién. Tham chi dé khao sat chiéu bién thién cua cic ham sd ham sd mi,
ham s6 16garit va ham s liy thira cac tac gia ciing lua chon ki thuat nay, khic véi trudc diy cong viée
nay chi duoc cac tac gia truc tiép kiém tra bang dinh nghia.

Tur day, ching toi ¢6 thé két luan: Trong chuong trinh phd thong, tat ca cic nhiém vy xét tinh
don diéu ciia ham sé (khong bao gdm ham sb luong giac) déu co thé sir dung ki thuat T, dé giai quyét
va day co thé 1a ki thuat ma thé ché mong doi.

T2: “Tim gia tri ciia tham s6 dé ham sé don diéu trén R”

Vi du: bai tap 5 trang 8. Tim cac gid tri cia a dé ham sb
f(x):%x3 +ax’+4x+3

ddng bién trén R.
Giai
7(x) = x* + 2ax + 4.
AN'=a’ -4,
Néua® -4 <0hay -2 <a<2thi f(x)> 0 véi moi x € R. Him s ddng bién trén R.
Néu a = 0 thi f/(x) = (x+2)* voi moi X # -2. Ham sé dong bién trén R.
Néu a < -2 hodc a > 2 thi /(x) = 0 c¢6 hai nghiém phan biét X; VA X,. Gid sir X; < X,. Khi d6 ham sd
nghich bién trén khoang (X, ; X»). Céc gia tri ndy cta a khong théa mén diéu kién doi hoi.
Vay ham sb dong bién trén R khi va chi khi -2 <a <2.
Ki thuat 7, ;:
Tinh (x), Ay (hoac A”).
Giai cac bat phuong trinh A > 0, A < 0 va phuong trinh A = 0 s& tim dugc a.va dau caa f’(X)
Chon a thoa min yéu ciu bai toan nho vao dinh i T
Cong nghé 0,.,: Pinh li vé diu cta tam thirc bac hai, Pinh 1i T
Ki thuat 1, ,:
Tinh °(x), Ay (hoac A”).
Giai bt phuong trinh Ay<0,a néu tim duoc sé thoa min yéu cu bai toan.
Co6ng nghé 0, ,: Dinh 1i vé ddu cta tam thirc bac hai va Dinh 1i T’
Cac ham sd duoc cho trong kiéu nhiém vu T2 14 cac ham bac ba c6 dic diém hé s cua X° 12

N A \ A , A A ” - 2 r A ’ ’ + 9 2 A A \ \ 3
hang s, con tham so chtra trong hé s6 cta X hodc x°. C6 thé céac tac gia chi quan tdm dén ham nay vi



khi 1dy y’ s& tr& thanh tam thtrc bac hai. Viéc tim diéu kién ctia tham sé dé tam thirc bac hai khong d6i
diu trén R di tro nén qua quen thude ddi vai hoc sinh khi hoc dinh 1i ddo vé d4u tam thirc bac hai & 16p
10. Phai thong qua xét ddu A méi thdy duoc gia tri nao cia a lam cho (x) khong dbi dau trén R va gia
tri do cling chinh la dap an can tim nho vao tac dong cua dinh li T hodc T°.

Ki thuat T,, cho 10i giai ngan gon hon nhung khong duoc thé ché chuong trinh nang cao chap
nhan vi tac gia da khong dé cap dén dinh 1i T°. Tuy nhién, ta c6 thé tim thay dinh 1i ndy trong GV cg1»
trang 15 nhung chi phat biéu cho khoang bi chin. Do d6 1, van 1a ki thuat ma thé ché mong doi.

T3: “Chirng minh bat dang thire f(x) > g(X) véi x € (a ; b)”
Vi du: bai tap 9 trang 29. Chiing minh rang

. , . . T
sinx + tanx > 2x voi moi x € (0 ; E)'
Giai

Ham s6 f(x)=sinx + tanx — 2x lién tuc trén nira khoang [0 ; %) va c6 dao ham

, , . . T
f*(X)=cosx ———=— — 2X > cos’X + —2>0véimoi(0; =)
COS” X COS” X 2
N 2 1 , . . T ’ 1A X A e N , . . T
VI COSX + —— >2 voimoi (0 ; E)' Do d6 ham so f dong bién trén véi moi [0 ; E)
cos” X

va ta c6 f(x) > f(0) = 0 véimoi x € (0 ; %).

Ki thuit 75 dé giai quyét T3 la:

bat h(x) = f(x) — g(x).

Chung t6 ham sé h(x) lién tuc trén doan [a ; b].

Chtng t6 ham sé h(x) ¢ dao ham trén khoang (a ; b).

Chung t6 h(a) = 0.

Suy ra h(x) > h(a)=0

Suy ra f(x) > g(x) voi x € (a; b).

Ki thuat nay co thé ap dung cho doan va ntra khoang c6 thé hoac khong bi chan
Cong nghé 03: Pinh 1i T va tinh chét cua bat dang thirc:

fx) —g(x) >0,x € (a; b) < f(x) >9(x), x € (a; b).

Hai vé bat déng thirc ciia cac nhiém vu nay 1a hai ham sb6 khac nhau. Trong d6 c6 mét vé 12 ham

da thtrc. Véi didc trung ndy thi t3 1a ki thuat ma thé ché mong doi.



Céc khoang, doan hodc nira khoang trong gia thiét ctia bat dang thirc ngdm chira mot dic diém c6 mot
dau mat 1a sd 0, ddu mat con lai 1a sb duong. Dac biét 1a gia tri ciia hai ham $6 trong hai vé bat déng
thirc tai 0 luén bang nhau.

T4: “Chirng minh ham s6 dong bién trén mot khoang”

Vi du: bai tap 2a trang 7. Chimg minh rang
Hamsé y = X;i d6ng bién trén mdi khoang xac dinh ctia né.
X+

Giai

Y= >0 véi moi x# -2,

(x+2)
Ham s6 dong bién trén mdi khoang (-0 ; -2) Va (-2 ; +o0).
Ki thuat 74 ;:

Tinhy’

Chtng minh y’ > 0 (y’ < 0) v&i moi X thudc khoang yéu cau.
Cong nghé 0,,: Dinh li T
Ki thuat t,,:

Tim TXD cta ham sb

Tinhy’

Xét dau y’

Lap bang bién thién

Chung té khoang lam cho ham s6 don diéu chira khoang ma dé bai yéu cau
Cong nghé 0,,: Dinh li T va tinh chat (I, J 1a hai khoang val c J, néu ham don diéu trén J thi s& don
diéu trén I).

Ham s trong cac nhiém vy ndy 1a ham so cp, khoang can chtrng minh ham s don diéu trén d6
c6 khi dugc cho san, c¢6 khi 1a tap xac dinh cia ham s6 ma doi hoi hoc sinh phai ty tim.

Céc budc thuc hién ki thudt 141 1a qué trinh kiém tra diéu kién du cua dinh i T mot cach tuong
minh va c4c bai giai ctia cdc nhiém vu nay trong sach gido vién déu sir dung ki thuat 14, nén day 1a ki
thuat ma thé ché mong doi. Tuy nhién, co6 thé t,, s& duoc hoc sinh nhanh chong don nhan hon vi dé
dang nhan ra cac khoang 1am cho ham s6 don diéu tir bang bién thién. Trén co s& d6 chi can ching t6
khoang ma bai toan dé& nghi xét 1a con cua khoang 1am cho ham s don diéu. Hon nira loi thé cua ki
thuat nay 1a d& phai va cham véi viéc chimg minh bat dang thc.

T5: “Tim cuec tri cia ham s6”



Vidu 1 trang 14. Tim cyc tri cua ham sb

f(x):lx3 o3+ 2
3 3

Giai
Ham sd da cho xac dinh trén R.
Ta co f'(x)=x" - 2x - 3.
T d6 f°(x) =0 < x=-1hoac x = 3.
Sau déy 14 bang bién thién:
X -00 -1 3 +00
(x) + 0 - 0 +

o TN

Vay ham sb dat cuc dai tai diém x = -1, gia tri cuc dai cia ham s6 1a f(x) = 3. Ham sé dat cuc

R . R .y . R 5 \ A 1x 2
tiéu tai diém X = 3, gia tri cuc ti€u ctia ham so 1a f(x) = - 7§ .

Ki thuat 75 ;:

Tim f(x)

Tim cac diém X; (i = 1, 2,...) tai d6 dao ham ctia ham sb bang 0 hoic ham sb lién tuc nhung
khong c6 dao ham

Xét dau °(x)

Lap bang bién thién cta ham sb

Nhan biét khi x di qua diém x; ma f’(x) d6i dau thi x; 1a diém cuc tri
Cong nghé 05,: Pinh 1i T va dinh 1i 1 bai cyc tri ciia ham sd trang 12 cta ham sb duoc trinh bay dudi
day

Gia st ham s6 f lién tuc trén khoang (a ; b) chira diém xo va co dao ham trén cac khoang (a ; Xo) va (Xo ; b). Khi
do

a) Néu ”(X) < 0 véi moi X € (a; Xo) va () > 0 voi moi X € (Xo ; b) thi ham s6 f dat cyc tiéu tai diém Xo.

b) Néu (x) > 0 v6i moi X € (a; Xo) va f'(x) < 0 véi moi x € (Xo ; b) thi ham s f dat cuc dai tai diém Xo.
Ki thuat 75 ,:

Tim f(x)

Tim cac nghiém X; (i = 1, 2,...) ctia phuong trinh f’(x) =0

Tim f°(x) va tinh £’ (x;)



Néu f’(x;) < 0 thi ham s6 dat cuc dai tai diém x;
Néu f’(x;) > 0 thi ham s6 dat cuc tiéu tai diém X;
Cong nghé 0s,: Pinh 1i 3 cia bai cuc tri ciia ham s6 trang 15 phat biéu nhu sau
Gia sir ham s6 f c6 dao ham cdp mot trén khoang (a ; b) chira diém X, (Xo) =0 va f c6 dao ham cip hai khac 0 tai diém
Xo.
a) Néu ’(Xo) < 0 thi ham s6 f dat cuc dai tai diém Xo
b) Néu f’(Xo) > 0 thi ham sé f dat cuc tiéu tai diém X,

Theo dinh nghia, mot diém X, goi diém cuc tri cuia ham sb thi mot diéu kién trude tién phai
dugc dam bao 1 ton tai khoang (a ; b) chira diém X, va thda man (a ; b) 1a tap con cua tap xac dinh. Vi
thé trong cac nhiém vu tim diém cuec tri, tip xac dinh cta ham s6 13 hop khong qua dém dugc cia cac
khoang (doan, ntra khoang) ngadm dam bao diéu kién cho moi phan tir thudc tap xac dinh.

Nhiém vu khao sat sy bién thién va v& do thi ham sb ludn c6 mat thudng tryc trong céac dé thi tdt
nghiép pho thong tir trudc cho dén nay. Viéc 1ap bang bién thién va tim cuc trj 14 hai khau khong thé
thiéu trong ki thuat gidi ciia kiéu nhiém vu nay, nhung mot khi 1ap dugc bang bién thién ciing dong
nghia voi xac dinh dugc diém cuc tri nén ki thuat ts, & khong dugc chu y dén trong kiéu nhiém vu
nay.

Trong khuon khd cta kiéu nhiém vu T35, ca hai ki thuat déu cho dap an don gian nhung xét dén
tinh trgc quan thi ki thuat s, chiém wu thé hon.

Xét trén phuong dién rong thi 754 ki thuat ma thé ché mong doi.

T6: “Tim GTLN, GTNN ciia ham s6”

Gom c6 hai kiéu nhiém vy con
T6.1: “Tim GTLN, GTNN trén D,”

Trong d6 D, 1a khoang, doan hoac nira khoang.

Lién quan dén kiéu nhiém vy nay, mot cau hoi dugc dat ra : Co thé tim dugc GTLN, GTNN ciia
ham sé f(x) trén khoang (a ; b) tir doan [a ; b] va nguoc lai khéng? (gia st ham s6 d6 xac dinh trén
doan [a; b])

Néu min (x)= m, max f(x)= M thi min f(x)= min{f(a), m, f(b)}, max f ()= max{f(a), M,

f(b)}.

Vay néu ham sb dat GTLN, GTNN trén khoang thi cling dat GTLN, GTNN trén bao dong cua
khoang d6 nhung diéu nguoc lai co thé khong dung, vi du: cho ham sb

g:[a;b]— [a; b]



X g(x) =X
Ta thay ham s6 g dat GTLN, GTNN trén [a ; b] nhung khong dat GTLN, GTNN trén (a ; b).
Trudce khi trinh bay ki thuat giai ching toi bat dau tir vi dy 1 trang 18
Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhat cta ham s
f(x)=v4-x
Giai
Tap xéac dinh ctia ham s 14 [-2 ; 2]. Hién nhién 0 < f(X) <2 vdi moi x € [-2 ; 2];

fX)=0=x#+2vaf(x)=2<x=0

Do @6
rPizr_]Z]\M— 2=0; rr[1a2>_<2]\/4— x2=2.
Ki thllé:lt T6.1.1-

Tim m, M néu c6 sao cho m < f(x) <M
Tim X, X, € Dy sao cho f(xy) =m, f(x,) =M

Két luan min f(x)=m, max f(x)=M

Luu y: Néu gia thiét khong nhac dén tim GTLN, GTNN trén tip nao thi phai hiéu 14 tim yéu cau dat
trén tap xac dinh cia ham sb
Cong nghé 0¢ 1 ,: Dinh nghia GTLN, GTNN
Ki thuat 14, ,:

Lap bang bién thién

Tinh cac gia tri cia ham sé tai cac ddu mat ctia Dy (néu dugc)

Chia D; thanh doan, nira khoang, khoang (theo thtr ty uu tién) sao cho ham sb don diéu

Tim GTLN, GTNN dua trén trén tinh don diéu cua mdi doan, nira khoang, khoang (theo thir tu
uu tién)

GTLN (GTNN) can tim trén D; chinh 12 GTLN (GTNN) ctia cac GTLN (GTNN) trén cic doan,
ntra khoang, khoang (theo thur ty uu ti€n)
Cong nghé 0g1,: Pinh 1i T va tinh chidt GTLN (GTNN) can tim trén Dy chinh 1d8 GTLN (GTNN) caa
cac GTLN (GTNN) trén cac doan, ntra khoang, khoang (theo thir ty wu tién)).
T6.1.2: “Tim GTLN, GTNN trén tap N*”

Vi du (bai tap 20 trang 22)



Khi nuéi ca thi nghiém trong hd, mot nha sinh vat hoc thiy rang: Néu trén mdi don vi dién tich ctia mat ho c¢6 n
con c4 thi trung binh mdi con c4 sau mdt vu cAn ning
P(n) = 480 — 20n (gam)

Hoi phai tha bao nhiéu ca trén mt don vi dién tich ciia méat hd dé sau mot vu thu hoach duoc nhiéu c4 nhat?

Giai

Néu trén mdi don vi dién tich cua mdt hd co n con ca thi sau mot vu, sd ca trén mdi don vi dién
tich mat ho trung binh cn ning

f(n) = nP(n) = 480n — 20n* (gam)

Xét ham sb f(x) =480x — 20x° trén khoang [1 ; +o0).
(Bién s6 n lay gia tri nguyén duong dugc thay bang bién s6 x 1dy céc gi tri trén khoang [1 ; +o0)).

f(x) =480 - 40x ; '(x) =0 < x = 12.

X —o0 12 +o0
f(x)’ -

0 +
f(x) /f(lZ) \

Trén nira khoang [1 ; +o0), ham s6 f dat gi4 tri 16n nhét tai diém x = 12. Tir d6 suy ra rang trén

tap hop N* cac sé nguyén duong, ham s6 f dat gid tri 10n nhat tai diém n = 12,

Vay muén thu hoach dugc nhiéu nhit sau mét vu thi trén mdi don vi dién tich ciia mat hd phai
tha 12 con ca.
Ki thuat 74 ,:

Tim GTLN, GTNN trén ntra khoang [1 ; +o0) béng mot trong hai ki thuat ts1.1, Te1.2

Tim Xy, X, sao cho f(x,) = rH_in) f(x), f(xp) = rr[mlax) f(x)

Chl:l'ng to X1, X2 € N*

Két luan f(x,) = min f (%), f(x2) = max f (x)

Cong nghé 05,: Cong ngh¢ cua mat trong hai ki thudt 1411, Te.12 da chon, Tinh chit (N éu f dat GTLN,
GTNN tai Xq, Xo € X, A < X Vva Xy, X, €A thi f dat GTLN, GTNN trén A).

Vi ki thut T4, can ban dua vao hai ki thuét t¢1 1, Te.1 NéNn trong phan tich ching téi khdng quan
tam dén ki thuat nay.
Trong hai ki thuét todn hoc gan lién voi kiéu nhiém vu T6.1, ki thuat 161, yéu thé hon ki thudt 154, Vi
mudn sir dung thanh thao ki thudt nay doi hoi hoc sinh phai biét huy dong va nhay bén van dung cac

bat dang thirc dé tim kiém céc gia tri m, M thoa man min f(x)=m, max f (x)= M.viéc lam nay khong
xeD xeD



phai lic nao cling thuan lgi. Trai lai, ki thuét 141, thao tac lai don gian, va lai dam bao tinh khach quan
nén 141, duoc xem 1a ki thuit ma thé ché mong doi.

Néu khong ké dén bai tap 20 duoc trinh bay trén thi hau hét cac ham s6 can tim GTLN, GTNN
déu xac dinh trén khoang (doan, ntra khoang).

+ Tu phén tich cac kiéu nhiém vu lién quan dén tinh don diéu ctia ham sé di cho thiy ham s6
duoc dé nghi trong cac nhi¢m vu luén xac dinh trén hop khong qua dém dugc cua céc khoang (doan,
nira khoang) véi ki thuat giai dugc wu tién 1ap bang bién thién dit trén co sé cta dinh 1i T. Day c6 thé
1a 1i do ma céc tac gia cia chuwong trinh nang cao chi quan tim dén viéc xay dung thém khai niém ham

s0 don di¢u trén khoang, doan hodc nira khoang.

2.3.Pao ham cap cao

Pinh nghia dao ham cip cao dugc xay dung bang quy nap, véi quy udc dao ham cia ham s f
duoc goi 1a dao ham cp mot, ki hiéu f'.

Tiép theo 1a dinh nghia dao ham cap 2

Cho ham s6 f c6 dao ham . Néu f ciing c6 dao ham thi dao ham ciia n6 duge goi 1a dao ham cép hai ciia ham sé f

va ki hiéu 1a f°, tic 12 = (f’)’ [GKnc11,216]

Tir ddy, cac tac gia khai quat 1én thanh dao ham cép n

Cho ham 6 f¢6 dao hdam cap n - 1 (véin € N, n >2) la £, Néu £V la ham sé ¢6 dao ham thi
dao ham cia né dwoc goi la dao ham cap n ciia ham s6 va ki hiéu la £. N6i cach khac, fO=[f"" (n
e N,n>2). [GKne11 , 218]

Trong dinh nghia, chiing ta khong thdy su xuat hién cua khoang. Vay néu khong tinh dén sy can
thiép cua khodng thi cac dinh nghia trén c6 dugc thanh 1ap khong?

Piéu kién dé xét duoc dao ham cip hai hay cép n 1a cac ham sb f, f',..., "V phai c6 dao ham
dan dén mot yéu ciu tit yéu 1a cac ham sb nay phai xac dinh trén khoang (theo gia thiét dinh nghia dao
ham cta ham sb tai mot diém). Vai tro ctia khoang chi thé hién ngim an trong cac dinh nghia cta sach

GKpci1, trai lai nd xuét hién mot cach tuong minh trong GV cgy1:

Cho ham s6
y=1(x)
Gia sir ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai moi x € (a ; b). Khi d6 twong tng:
f:(a;b) >R

X f'(x)



Cho ta mét ham s6 méi. Vi ham sb nay xdy dung tir ham sb y = f(x), hoan toan x4c dinh boi ham sé d6 nén dugc
g0i 1a dao ham ciia ham sd y = f(x), hoan toan xac dinh boi ham sb d6 nén duoc goi 1a dao ham ctia ham s6 'y = f(x).
Tuong tu, néu ham sd
y' =f(x) )
c6 dao ham tai moi diém x € (¢ ; d)  (a ; b) thi ta ldp dugc dao ham cia (2) theo cach trén goi 1a dao ham cép (2)
cua y = f(x) va ki hi¢u la
v =09
Tong quat, néu ham so6
y(n—l) - f(n—l)(x)
c¢6 dao ham tai moi diém x e (e ; f) thi tuong tng
f®:(e; f)>R
x> f(x)
(D=1 (x) goi la dao ham cap n ciia ham s6 y = f(x) va ki hiéu 1a

y'=f"(x) [GVcei1, 180]

Trong thé ché day hoc, mbi quan hé gitra hoc sinh véi ddi tuong dao ham cép cao duoc hinh

cho ta dao ham cua y

thanh nhu thé nao?
Dé tra 101 cau hoi chung t6i phan tich TCTH lién quan dén dao ham cap cao
T1: “Tim dao ham ctia ham s6 cap 16n hon 17
T2: “Chang minh dao ham cip n ctia ham s bang mot biéu thirc phy thudc vao n”, n € N*

Bang thdng ké sb luong vi du va bai tap lién quan dén dao ham cap cao

. ' S6 bai tap va vi du
Kiéu nhiém vu

Vidu | Baitap

T1 3 12
T2 0 7
Tong 3 19

T1: “Tim dao ham ciia ham so cap 16m hon 17
Vi du (bai tap 4a) Tim dao ham ctia mdi ham s6 dén cép duogc kém theo.
a) f(x) = x* — cos2x, f*(x)
Giai
f1(x) = [f()]’= (x* — cos2x)’= 4x® + 2sin2x
2(x) = [f(x)]’= (4x® + 2sin2x)’= 12x° + 4c0s2x
3(x) = [P(X)]’= (12%° + 4c0s2X)’= 24X - 8sin2x
(x) = [PF(X)]’= (24x + 8sin2x)’= 24 — 16c0s2x



Ki thuat 14, 1: Tinh theo thi tu bat dau tir yl, y2 cho dén khi tinh duoc dao ham véi cép can tim
Cong nghé 0;,: Pinh nghia dao ham cép cao

T2: “Chirng minh dao ham cip n ciia ham s6 bang mdt biéu thirc phu thudc vao n”, n € N*
Vi du (bai tap 43a) Ching minh rang véi moi n > 1, ta co:

(-1)n!

n+1
X

Néu f(x) = % thi £(x) =
Giai
Cho f(x) = %(X #0). Ta hdy ching minh cong thirc

(-1)n!

n+1
X

f(x) = (vn>1) (1)

Véin=1tacod
_1)\n!
P00 =P()=- 5 va CN
X X
Suy ra (1) ding khi n = 1.
Gia st (1) dang cho truong hgp n =k (k> 1), tirc 1a

fk(x) _ (—1)kk!

k+1 !
X

1
gt

Ta phai chirng minh (1) dung cho truong hop n =k + 1, tic 1a
_ k+1 1
.I:|(+1(X) - ( 1) (k +1)

k+2
X

That vay, ta co

£3x) = [F0] = - (1) kI(k +1)x* _ (1) (k +1)! |

X2(k+l) Xk+2

Ki thuat 14 1:

Tinh y',chimg t6 ménh d& ding véin =1

Gia st ménh dé dung v6in = k (k> 1) va y®=f(x)

Xéc dinh ménh dé Gmg voin = k + 1, gia st y* = g(x)

Chimg minh [y"]’= [f(X)]"= g(x)
Cong nghé 0;,: Phuong phap quy nap toan hoc, dinh nghia dao ham cip, cac quy tic tinh dao ham.

Ham sb trong cac nhiém vu thudc hai kiéu nhiém vu trén déu c6 dic diém chung la dao ham cua
ching luén duoc xac dinh trén hop cua cic khoang va néu ham sé c6 dao ham cap mot thi s& c6 dao
ham cap cao hon, diy c6 thé 1a hop dong ngdm an cia thé ché chuong trinh. Péi véi hoc sinh néu
khong quan tdm dén vai tro cua khoang trong dinh nghia van c6 thé dua ra két qua dé dang nhd phuong

phap ma gido vién cung cap. Nguyén nhan nay lam cho nhiing dong gbép cua khoang bi lang quén.Trén



thuc tién toan hoc, van ludn ton tai nhitng ham s6 c6 dao ham tai hiru han cac diém trén mot khoang.
Néu yéu cau hoc sinh tinh dao ham cap hai thi hg s€ gidi quyét nhu thé nao trudce tinh hudng xa la.

Nguyén ham
Trudce khi dinh nghia, cac tac gia c6 néu li do phai nghién ctru nguyén ham:

Nhiéu van dé cuia khoa hoc va ki thuat da dan toi bai toan sau day:
Cho ham sé f xac dinh trén K, & d6 K 1a mot khoang, mot doan hodc mot nira khoang nao d6. Hay tim ham s6 F sao cho
F’(x) = f(xX) v&i moi X thude K.
Pinh nghia
Cho ham s f xac dinh trén K. Ham s6 F duogc goi 1a nguyén ham cua f trén K néu F’(x) = f(x) v6i moi x thude K.
[GKnc12 , 136]

Theo dinh nghia, F duoc goi 1a nguyén ham cia f trén K néu F’(x) = f(x) v&i moi x thude K, K ¢6
thé 14 mot doan, khoang hoidc nira khoang. Cting mot thé ché cua chuong trinh nang cao nhung ¢ 16p
11, céc tac gia chi dinh nghia dao ham trén khodng hodc hop cua cac khoang. dao ham trén doan, nira
khoang chi gi6i thiéu trong bai doc thém. Vi thé khi dinh nghia nguyén ham cia ham s trén doan céc
tac giad co giai thich thém:

Trong trudng hop K = [a ; b], cac dang thirc F’(a) = f(a), F’(b) = f(b) dugc hiéu 1a

lim F)=F@) _ f(a) va Iimwz f (b) [GKnciz,136]

x—a* X—a X—b~
So voi M thi GKyci12, GKcpiz phat biéu dinh nghia trén pham vi rong (co thé bao quat cho ntra
khoang va khoang khong bi chan) trong khi M chi giéi han & doan va khodng bi chan. Tuong ty nhu
M, khoang, doan trong dinh nghia nguyén ham ctia GKyc12, GKcgiz 1am cho cac nguyén ham cua ham
56 ¢6 mdi lién h¢ ddc biét 1a chi sai khac mot ham sé
Khac v&i SGK ciia chuong trinh chudn va trude diy, GKycy, di bd sung thém tinh chat vé mbi
quan hé giita nguyén ham cta ham s trén khoang va trén doan:
Cho hai ham s6 f va F lién tyuc trén doan [a ; b]. Néu F 1a nguyén ham cua f trén khoang (a ; b) thi c6 thé chimg
minh dugc rang F’(a) = f(a) va F’(b) = f(b), do d6 F ciing 1a nguyén ham cta f trén doan [a ; b]
[GKnci2,136]
Ung dung cua tinh chat trén dugc thé hién qua vi du 1c trang 137:
, 23 ,
Ham s6 F(x) = EXZ la nguyén ham cua ham so f(X) = \/; trén ntra khoang [0 ; +o0) vi F’(X) = \/; voi moi X €
(0 ; +o0) va ca hai hai s6 f va F déu lién tuc trén [0 ; +o0)
Tinh chét trén dugc van dung trong tinh hudng nay 13 khong thoa dang vi nd dugc phat biéu trén

doan nhung trong vi du lai mé rong cho nira khoang khong bi chan du rang viéc mo rong d6 1a khong



1
sai. Thém nira, trén khoang (0 ; +o0) diing that F’(x) = f(x) vi F’(x) = x2= /x = f(x) nén diéu kién F la
nguyén ham cua f trén khoang xem nhu thoa min va van dé bat dau nay sinh trong két luan f va F déu
lién tuc trén [0 ; +o0). chung ta da biét, diéu kién dé xét tinh lién tuc ctia ham sb tai mot diém, trudc tién
7 , , 2.3
diém do6 phai thudc tap xac dinh ctia ham s6 ma ham so liy thira F(X) = §x2 trong vi du trén cé tap xac
dinh 14 (0 ; +o0) nén khong thé lién tuc tai 0. C6 thé vi ngudi ta ¢6 xu hudng lam dung hé thirc sau ddi
voix=0
3
X2= \/F ,X>0

. . . 2 2 .
nén co thé cac tic gid sich GKycip dong nhit F(Y) = Zx* véi ham s6 G(x) = Jx lign tyc trén nira
khoang [0 ; +o0).

3

Néu nhu trong 101 giai, d6i lai chon G(X) = X thay cho F(x) = %xz thi chudng ngai khong

xuat hién va thong qua kiém tra diéu kién du cia tinh chat, ta d& dang chimg minh duoc F(x) = JX 1
nguyén ham caa ham s f(x) = +/x trén [0 ; +oo).

Ciing gidng SGK cuia chuong trinh chuan va trudc ddy, sach GKyci, gidi thiéu cong cu dé nhan
biét ham s6 nao c6 nguyén ham
Ngudi ta da chimg minh dwoc rang: Moi ham sé lién tuc trén K déu cé nguyén ham trén K

[GKnci2,138]

Khi tim nguyén ham cta mot ham sb, hoc sinh cé trach nhiém dua ra két qua nhung khong co
trach nhiém kiém tra ham s6 c6 nguyén ham khong vi chuong trinh quy dinh:

Tir déy, trong cac bai toan vé nguyén ham ctia mot ham s6, néu khong néi gi thém, ta ludn gia thiét ring ham s
d6 14 lién tuc va nguyén ham cta né dugc xét trén mdi khoang (ntra khoang, doan) xac dinh ctia ham s6 d6

[GKnci2,138]

Quy dinh trén con cho biét, nhitng ham sé c6 tap xac dinh 14 hop cua cac khoang (nira khoang,
doan) thi néu dé bai yéu ciu tim nguyén ham ctia ham sb ta phai hiéu viéc tim nguyén ham phai duoc
xét trén timg khoang (ntra khoang, doan) cdu thanh nén tip xac dinh ciia ham sé.

Quan diém ctia cac tac gia vé dic trung cia cic ham sé can tim nguyén ham danh cho déi tuong

hoc sinh pho thong:



Bai toan tim nguyén ham thuc chat la bai toan nguoc véi bai toan tim dao ham. Viéc tim nguyén ham cta mdt
ham so thuong dugc dua vé tim nguyén ham ctia cac ham s6 don gian hon. Sau day la nguyén ham cia mot ham so don

gian thuong gap

1) Jodx=C, Jdx=x + C;

a+l

X

2) [ x“dx = +C (o #-1);
a+l

3)f%dlen|x|+C

4) Vi k 12 hang sb khac 0

coskx +C:

a) Jsinkx dx = -

sin kx

b) Jcoskx dx = +C;

kx
c) [ dx = e? +C;

X

a
na

+C (O<a#1);

d) fat de = -

5) ) 12 dx = tanx +C;
COS™ X

b) | _12 dx = - cotx + C.
SIn”~ X

[GKnciz, 139]
Trong cac cong thirc trén, chung t6i dic biét quan tAm dén cong thirc cua 3) va 5) vi tap xac dinh
ctia ham s can tim nguyén ham 14 hop ciia cac khoang va vé phai 1a chinh 1a nguyén ham trén mdi
khoang xéac dinh cua cac ham s6 d6. Thé nhung, tir tinh chét: dao ham cua cac hamséy = Inl x|, y =

A NI 1 1 1 a1 .
tanx, y = - cotx lan luot la cic hamy = —,y = ———, y = ——— két hop voi cac thoi quen doc cua gido
X COS” X sin” x

>—, - cotx + C la nguyén ham cua

A . A a1 \ A A
vién: Inl x| + C 1a nguyén ham cua =, tanx +C 1a nguyén ham cia
X Cos” X

——— tlr cdc cong thirc ma khong de cip dén cum tir chi vi tri “ trén mdi khoang xéac dinh” da hinh
sin® x

thanh cho hoc sinh quy tac ngdm 4n sau:

“Néu dao ham cta ham s6 F 1a ham so f thi F 1a nguyén ham ctia ham so f”



Quy tac trén cung voi vi du 1c da néu co thé 1a hi¢u tng cua viéc khong phat biéu tuong minh
khoang, doan trong cac cong thirc nguyén ham.
Phan tich trén day chi dé cap dén nguyén ham cua mot ham s6. Po6i voi nhitng ham so cung xéc

dinh trén K thi nguyén ham cua chiing con c6 mai lién hé sau day:

Néu f, g l1a hai ham s0 lién tuc trén K thi
a) J[f(x) + g()] dx = [ (x) dx +] g(x) dx
b) Véi moi s6 thuc k # 0 ta c6
Jk f(x) dx = klf(x) dx

[GKnciz, 140]

Co rat nhiéu yéu td tao nén cac d'fmg thirc trén, mot trong sb6 do phai ké dén 1a tinh chit cac ham
s6 dong lién tuc trén K.

That vay, gia thiét f(x), g(x) cung lién tyc trén K 1a diéu kién du dé cac ham f(x) + g(x), k f(x)
cling lién tuc trén K. Pay 1a yéu t6 quyét dinh su ton tai vé phai cia cac dang thirc. Vé diém nay, M chi
gi6i thiéu hai cong thirc va khong dé cap dén diéu kién cua ham so.

Ngoai cac tinh chét trén, cc tac gia sich GKycir con gi6i thidu thém hai dinh 1i nhim cung cap
cho hoc sinh cac phuong phép tinh nguyén ham:

Dinh i 1:

Cho ham s6 U = u(x) c6 dao ham lién tuc trén K va ham sé y = f(u) lién tuc sao cho f[u(x)] xac dinh trén K. Khi d6
néu F 1a mét nguyén ham cua f, tirc 1a [f(u) du = F(u) + C thi

Jlulu’(4) dx = F[u(q] + C [GKncir, 142]

Dinh 1i 2:

Néu u, v 14 hai ham sb c6 dao ham lién tuc trén K thi

u@)v’(x) dx = uX)v(x) - v(x)u’(x) dx [GKnc11,144]

Véi dinh 1i 2, gia thiét u, v 1 hai ham sé c6 dao ham lién tuc trén K da dam bao cho cic ham
u(x)v’(x), vO)u’(x) ciing lién tyc trén K, dan dén két qua nguyén ham caa ching ton tai.

Véi dinh 1i 1, gia thiét ham sé u = u(x) c6 dao ham lién tuc trén K di cho biét ham s6 d6 ciing
xéc dinh trén K. Vay diéu kién dé ham sé f[u(x)] xac dinh trén K 14 gi? Trong khi tip xac dinh cia ham
sO y = f(x) gia thiét khong noi dén.

Trong chuong trinh phd thong, khai niém ham sé hop lan dau tién duoc dé cap dén trude khi
dinh nghia dao ham cta ham s hop va dé tra 101 cau hoi trén, trudc tién chung t6i nhic lai khai niém

ham s hop:



Gia sir u = g(x) 1a ham s6 ctia X, xac dinh trén khoang (a ; b) va ldy gia tri trén khoang (c ; d); y = f(X) 1a ham s

clia U, xac dinh trén (c ; d) va lay gia tri trén R. Khi d6, ta 1ap mot ham s xéc dinh trén (a ; b) va ly gia tri trén R theo

quy tic sau:
x> f(g(x))
Ta goi ham y = f(g(x)) 1a ham s6 hop ciia ham y = f(u) véi u = g(x) [GKcp11,161]

Vay theo GKcgi1, dé xay dung ham sb hop y = f(g(x)), hai diéu kién can thiét phai duoc dam
bao la ca hai ham sb phai co tap xac dinh 1a khoang bi chdn déng thoi tao anh tap xac dinh cua ham nay
la tap con cua tap xac dinh cua ham sb kia.

Khai niém ham sb hop cua sach GKyeyy trang 201:

Cho hai ham s6 y = f(u) va u = u(x). Thay thé bién u trong biéu thirc f(u) bai biéu thirc u(x), ta dugc biéu thirc
fu(x)] voi bién x. Khi d6, ham sb y = g(x) voi g(x) = fu(x)] duoc goi 1a ham sé hop cua hai ham s6 f va u; ham sé u goi la
ham s trung gian [GKnc11,201]

Theo sau dinh nghia, cac tac gia sich GKyc1 con quy udce:

Trong dinh nghia trén, tap xac dinh ctia ham s6 hop y = g(X) 13 tap cac gia tri cia X sao cho biéu
thire flu(x)] c6 nghia.

RS rang céc tac gia saich GKycr dd quan diém, chi can thay thé u trong biéu thuc f(u) boi biéu
thirc u(X) ta c6 ngay mot ham sé hop y = g(x) = f[u(x)]. Tir quy dinh trén da cho thay tap xac dinh cua
ham s6 hop y = g(x) = flu(x)] va ham s6 u = u(X) c6 thé khac nhau. Cu thé hon, sdch GKycy; da xét hoat
dong H6 trang 201:

Cho f(u) = Juva u(x) = x — 1. Hay tim ham s6 hop y = f[u(x)] va tap xéac dinh ctia nd
Tra 161 cho H6, GV c1; trang 239 trinh bay nhu sau:

flux)] = m , xac dinh trén nura khoang [1 ; +o0)

Chung ta d biét tap xac dinh cta ham s u(x) 1a R nhung tap xac dinh ctia ham sé flu(x)] 1a nta
khoang [1 ; +o0). Két qua nay cho thiy tip xac dinh cta hai ham s u(x) va flu(x)] c6 thé khac nhau.
Néu bai toan nay duoc xem xét trong thé ché chuong trinh GKcgyy thi ham sé hop flu(x)] khong ton tai
vi f(R) khong xac dinh. Su khac biét nay xuat phat tir cach xdy dung dinh nghia ham s6 hop cta hai thé
ché.Tuy nhién, cac tac gid sich GKycy; da nhin nhan nhu sau:

Mot cach chinh xac, khai niém ham sb hop phai dugc dinh nghia nhu 1a tich cta hai anh xa. Cu thé, cho ham sé u
:D —> Rvaf:Ds— Rsao cho u(D) < Dy. Khi d6 ham s6 g : D — R xéc dinh bai g(x) = f[u(x)] goi 1a ham s hop ciia ham
s6 f va ham s u, ki hiéu 1a g = f-u. Nhu véy, ta ¢ g(x) = (f-u)(x) = flu(x)].

[GVNc11,236]



Vay dinh nghia cia GVpci1 duoc khai quat tir dinh nghia cia GKcgir. Khong c6 su ndi khép
gitra dinh nghia cua GKyc11 V@ GVies dién hinh 14 bai toan trong H6, flu(x)] = Jx—1 1a ham s theo
dinh nghia cia GKyc;11 nhung trong GV 1 thi khong tdn tai ham $b hop. Vi¢c dinh nghia ham $b hop
thong qua anh xa tich ciia GKycyy d3 ngdm dam bao ham sé g xac dinh trén K thi ham s6 y = f(g(x))
cling xac dinh trén K vi g(K) c (c ; d). Viéc xdy dung ham s6 hop bang cach thay thé bién u trong biéu
thirc f(u) boi biéu thirc u(x) theo GKycry chua tao co s 1i thuyét cho phép tra 1i cau hoi khi voi didu
kién nao thi ham s6 f[u(x)] xac dinh trén K ? Thé nhung, qua trinh chuyén d6i didactic nay duoc giai
thich nhu sau:

R& rang dinh nghia nhu trén 1a rit khé hiéu ddi v6i hoc sinh. Do d6 cac tac gia di Iya chon giai phap co tinh su
pham la:

e Chi xét cac ham s cho bai biéu thirc.
e Cho hai ham sé y = f(u) va u = u(x). Khi d6 ham sé hop ctia hai ham sd niy 1a ham sé cho béi biéu thirc g(x),
trong d6 g(x) cé dugc bang cach thay thé bién u trong f(u) boi biéu thirc u(x).
e Tap xac dinh ctia ham s6y = g(X) néi trén dugc hiéu nhu da quy wéc vé tap xac dinh ctia ham sé cho boi biéu thirc
[GVNci11,236]

Thém nira, tinh lién tuc cta cac ham u’(x), f(u) 12 yéu té can thiép khong it dén su ton tai nguyén
ham cta ham f[u(x)]u’(x) nhung van dé dat ra 1a ham s6 f(u) lién tuc trén tdp ndo thi gia thiét khong noéi
rd. Can cur vao cac dinh nghia lién tuc hién c6 trong sach GKycyy thi f(u) ¢6 hai kha nang la lién tuc tai
mot diém hodc lién tuc trén K’ (K’ 1a khoang, doan hoac ntra khang)

Truong hop 1: Ham sé f(u) lién tuc tai mot diém duy nhat u,. Khi do:

Néu u(K) c6 nhiéu hon mét phan tir khac ug thi ham tich f-u s& khong lién tuc trén K nén chua
thé khang dinh ham s6 f[u(x)Ju’(x) c6 lién tuc trén K khéng.

Néu u(K) = up thi ham tich fou lién tyc trén K nén ham s flu(x)]u’(x) ciing lién tuc trén K.

Truong hop 2: Ham s6 f(u) kién tuc trén K’ (K’ 12 khoang, doan hodc nira khoang)

Néu u(K) ¢ K’ thi ham tich fou s& khong lién tuc trén K nén chua thé két luan ham sb
flu()]Ju’(x) co lién tuc trén K khong.

Néu u(K) c K’ thi ham tich f-u lién tuc trén K nén ham s flu(x)]u’(x) ciing lién tuc trén K.

Phén tich trén cho thay, chi ¢ hai trudng hop u(K) = uo, u(K) K’ 1am cho ham sé flu(x)Ju’(x)
lién tuc trén K nhung véi truong hop u(K) = ug 1am cho flu(x)Ju’(x) = 0 v&i moi X thuoc K. Vay gia

thiét u(x) lién tuc n6i mot cach day du 1a lién tuc trén K’ (u(K) < K°).



Trong dinh 1i 1, hai yéu t6: ham sb y = f(u) lién tuc va f[u(x)] xac dinh trén K di tac dong khong
it dén két qua cua dinh 1i. Thé nhung, céc kién thic lién quan dén ham sb hop chua giup hoc sinh tra 1oi
dugc khi nao flu(x)] xac dinh trén K, con gia thiét ham s6 f(u) lién tuc chua chi ra mét cach tuong minh
1a trén tap ndo, nhiéu trudng hop 1am cho ham sé flu(x)]u’(x) khong lién tuc trén K. Lac nay chua ¢ co
s& ndo dam bao ham sd flu(x)Ju’(X) c6 nguyén ham hay khong. Néu nhu dinh 1i 1 dugc bd sung thém
ham sé f(u) lién tuc trén K’ (u(K) < K”) thi ham s6 flu(x)]u’(x) s& tu lién tuc va xac dinh trén K.

Ciing nham muyc dich cung cdp phuong phap ddi bién sb, sach GKcegy, trang 98 dd phat biéu
dinh i 1:

Néu [f(u) du = F(u) + C va u = u(x) 1a ham s c6 dao ham lién tyc thi
[flu()Ju’(x) dx = F[u(x)] + C.

Ham s u’(x) trong GKyci2 dugce gia thiét lién tuc trén K nén ton tai nguyén ham trén K. Trong
khi d6, GKcgy, chi cho biét u’(x) lién tuc va khong gidi thidu cu thé 1 lién tuc trén tdp ndo. Dat truong
hop, u’(X) chi lién tuc tai mot diém thi chua co gi bao dam nod c6 nguyén ham hay khong. Thém ntra,
ham f(u) trong GKc12 duogc gia thiét lién tuc mic du khong chi rd vi tri nhung da thé hién v dd cua cac
tac gia mudn ham f(u) lién tuc trén K dé ton tai nguyén ham trén K. Trai lai, trong GKcpy, chi gia thiét
F[u(x)] + C 12 nguyén ham cta f[u(x)] ma khong dé cap tinh lién tuc cua f(u). Néu gia st nguyén ham
ctia U’(X) ton tai thi chua c6 1i thuyét nao tra 1oi duoc ham flu(x)]u’(x) c6 nguyén ham hay khang.

Ngoai tinh chat, moi ham s6 lién tyc trén K déu c6 nguyén ham trén K, chuong trinh pho thong
khong gidi thiéu thém tinh chat nao dé gitip hoc sinh nhan biét mot ham sé bat ki c6 nguyén ham
khong, Tat nhién trong phuong phap ddi bién sb thé hién qua dinh li 1 dugc trinh bay trong cac sach
GKcgiz2, GKnerp, mot ham sé mudn cod nguyén ham thi ban than nd phai lién tuc trén K nhung gia thiét
f(u) lién tuc trong GKycip VA U’(X) lién tuc trong GKcgi, thi chua du co so dé két luan ham sé nay c6
nguyén ham khong. O khia canh nay, M c6 cung ndi dung véi sach GKcgiz, GKneiz-

Vai tro ciia khoang, doan thé hién ngdm an trong gia thiét, cic ham s lién tuc cung lién tyc trén
K xuat hién trong tat ca cac tinh chat cia nguyén ham, véi chtic ning 1am cho cac ham sb do ton tai
nguyén ham.

Céc bai tap trong chuong nay déu chi yéu cau tim nguyén ham ma phan bai hoc da cung cap day
du cac ki thuat giai quyét. Cac ham sb can tim nguyén ham ludén dugc xac dinh boi mot cong thic,
ddng thoi cac cong thirc tinh nguyén ham can huy dong dé van dung vao bai tip déu co chung mot dic

trung, trén mdi khoang xac dinh ciia ham sd déu c6 chung mét cong thire tinh nguyén ham. Do d6, khi



can tim nguyén ham cua ham s6 duoc xac dinh bang hai cong thiic, dua theo dinh nghia nguyén ham,
hoc sinh ¢6 thé quy nap thanh quy tic hop déng ngam an sau déy :
“Néu y = F1(x) 1a nguyén ham cta ham sb y = fo(X) trén 1, y = F»(X) 12 nguyén ham ctia ham sé y

F(x) ,xel
F,(x) ,xel

f,(x) ,xel

=f,(x) tréthh‘ly:F(x):{ C00 xed
2 1

1 nguyén ham ctia ham sd y = f(x) = {

. Trong chuong trinh pho thong, cac tac gia chi yéu cau tim nguyén ham déi voi cac ham sb co
chung cong thirc nguyén ham trén mdi khoang xac dinh. Trén thyc tién van c6 nhimng ham sb so cap c6
nguyén ham sai khac nhau trén nhimg khoang khac nhau nhung chung t6i khong thiy cac tic gia dé
cap, chang han ham s6 sau day :

Cho f 1a ham s6 x4c dinh trén R béi

f(x) = (x + 1)e ™.
Hay xéac dinh mdt nguyén ham cua f trén khoang (0, +o0).
Hay xac dinh mdt nguyén ham cua f trén khoang (-oo, 0).
(Bai tap duoc trich tir dé thi Ta tai 1975, Poitiers, ban C)
Loi giai mong dgi
Biéu thtrc cua f trén cac khoang (o0, 0) va (0, +o0) twong tmg 13
fi(x) = (x + 1)e* vafy(x) = (x + 1)e™.
Xdc dinh mt nguyén ham ciia f;. Thuc hién tich phan ting phan, ta dugc mot nguyén ham Fy cua f;

la

Fi(X) = = =(x+1)e*- ,

hay
F1(x) = xe”.

Xdc dinh mgt nguyén ham ciia f,. Thao tac tuong tu voi f,, ta dugc mot nguyén ham F, cua f; 1a

Fa(x) = = =-(x +1)e" + ,

hay
Fa(x) =-(x + 2)e™.

Tich phan o
bé gidi thiéu dinh nghia tich phan, cac tac gia bat dau bang hai bai toan

Bai toan 1:



Cho hinh thang cong gi¢i han boi do thi ham sb y = f(x), truc hoanh va hai duong thiang x = a, x = b (a < b). Gia
sir f 1a ham s lién tuc, dong bién va nhan gia tri dwong trén doan [a ; b]. Chimg minh rang dién tich S ctia hinh thang
cong do la

S =F(b)-f(a)
trong d6 F 1a mot nguyén ham bat ki cua f trén doan [a ; b]. [GKnc12,146]

Trén phuong dién hinh hoc, gia thiét f lién tuc trén doan [a ; b] lam cho do thi 1a mot duong lién
nét. Pay 1a mot trong nhitng yéu t6 tao nén sy khép kin cia hinh thang cong,

Trén phuong dién giai tich, gia thiét f lién tuc trén doan [a ; b] @& dam bao sy ton tai nguyén
ham ctia ham sb f trén doan do.

Bai toan 2:

Gia sir mot vat chuyén dong c6 van tdc thay ddi theo thoi gian, v = f(t) (0 < t <T). Chirng minh rang quing dudng
L vat di duoc trong khoang thoi gian tir thoi diém t = a dén thoi diémt=b (0<a<b<T)Ia

L =F(b) - F(a),
trong d6 F 1a mot nguyén ham bat ky cua f trén khoang (0 ; T). [GKnc12,148]

Vé y nghia vat li, gia thiét mot vat chuyén dong c6 van tdc thay doi theo thoi gian, v = f(t) (0 <t
<T) d3 ngam dam bao su ton tai nguyén ham ctia ham sé v = f(t) trén khoang (0 ; T).

Pong co din dén dinh nghia dugc cac tac gia trinh bay:

Trong khoa hoc va ki thuat, c6 nhiéu dai lugng quan trong dugc biéu thi bang hiéu F(b) — F(a) trong d6 F 1a mot
nguyén ham ciia ham s6 f nao do.

Dinh nghia

Cho ham s6 f lién tuc trén K va a, b 14 hai sb bat ki thuoc K. Néu F 14 mot nguyén ham cua f trén K thi hiéu sé

F(b) - F(a)

dugc goi 1a tich phan caa f tir a dén b va ki hiéu 1a

b

j f (X) dx [G KNC12’148]

Dinh nghia nay thyc chat 1a dinh 1i thr 3 (cong thirc Newton-Leibniz) trong M, trudc va sau
dinh nghia céac tac gia cling khong noi rd K 13 tip nao. Tl hai bai toan mo dau chiing t6i gia dinh K ¢6

thé 1a khoang, doan hodc ntra khoang.
b
Trong chuong trinh pho thong ki hiéu .[ f (x)dx thay cho dai lugng F(b) — F(a), dinh nghia da
cho thay tich phan phy thudc phan nhiéu vao nguyén ham nhung nguoc dong lich sir thi ta nhan thic

duoc hai dinh nghia nay xuét hién doc 1ap nhau. Sau khi giéi thi¢u bai toan tim di¢n tich hinh thang

cong, sach GK gy, trang 104 ciing di dén dinh nghia tich phan nhu sau:



Cho f(x) 1a ham s lién tyc trén doan [a ; b]. Gia sir F(x) 1 mot nguyén ham cia f(x) trén doan [a ; b].

Hiéu s6 F(b) — F(a) dugc goi 1a tich phan tir a dén b (hay tich phan xéac dinh trén doan [a ; b] cta ham s f(x), ki

hiéu 1a
b
[RECOLS

Ta con dung ki higu F(x)|" dé chi hi¢u s6F(b) — F(a).

.= F(b) - F(a)

b
Vay j f (x) dx = F(x)

Xét & khia canh ndi ham cua dinh nghia tich phan, sach GKyci2 va GKcpiz €6 nhitng diém
tuong dong va khac biét sau:

Piém twong dong: Ca hai sach déu lya chon dinh nghia tich phan thong qua cong thirc Newton-
Leibniz.
Piém khac biét:
Diém khéc biét GKnere GKcaiz

Vi tri lién tuc Ham s f lién tuc trén K | Ham s6 f lién tuc trén doan [a ;b ]
(K 1a khoang, doan hoac

nua khoang)

Can lay tich phdn | a,b e K. a, b 13 hai ¢du mat cua doan [a ; b].

Hiéu s6 F(b) — F(a) | Bao gdom ba truong hop Chi xét a < b. Sau d6 bd sung quy udc:

a>b,a=b,a<b . . 8
Neua=bthi [f(x)dx=0

b a
Neua>bthi [ f(x)dx=- [f(x)dx
a b

Nhéan xét

Khi [a ; b] = K, dinh nghia cua hai sach GKyc12 Va GKegyo €6 chung ndi dung

Khi [a ; b] # K, cac phan tir ctia doan [a ; b] déu c6 vai tro trong dinh nghia ctia sich GKcgy,
nhung céc phﬁn tir ndm ngoai doan [a ; b] lai khong can thi€p trong dinh nghia ctia saich GKyci».

Trong dinh nghia tich phan, vai tro cta [a ; b] chi tinh dén khi n6 di kém vé6i diéu kién ham sé f

lién tuc trén [a ; b] vi day 1a diéu kién du dé ham sé f ton tai nguyén ham. Cac ham s trong céc bai tap



tinh tich phan déu lién tuc trén doan léy tich phan. Vi thé, chung t6i tiép tuc du doan su ton tai ciia mot
hop dong didactic ma Tran Lwong Cong Khanh (2002) da chimg minh d6i v6i chuong trinh chinh 1y
hop nhat:

“Khi tinh tich phan, hoc sinh khong c6 trach nhiém khao sat tinh lién tuc cia ham sb trén doan
lay tich phan”.

Trong thuc hanh giang day, néu khong quan tdm dén vai tro cua doan, doi khi gido vién yéu cau

tinh vi “céc cén qua dep” trong khi tich phan nay khong ton tai. Tran Luong Cong Khanh

b
(2006) di chimg minh rang trong viéc tinh tich phan .[ f (x)dx, thé ché thuong xem trong qua trinh tinh

nguyén ham F cua f hon 1a qua trinh tinh F(a) — F(b). Day 1a nguyén nhan dan dén cic yéu cau khong
thoa dang nhu truong hop da néu.

Trd lai vin dé dién tich hinh thang cong, bai toan 1 chi dé cap duong cong cua nhitng ham sd
d6ng bién va lién tyc trén K. Sau khi dinh nghia tich phan, bai ton 1 tiép tuc mé rong cho nhimg ham
sb chi thoa diéu kién lién tyc trén K:

Pinhli 1

Cho ham sé y = f(X) lién tuc, khéng am trén doan [a ; b]. Khi d6 dién tich S cua hinh thang cong gii han boi dd

thi ham s6 y = f(X), truc hoanh va hai duong thingx =a, x =b la

b
S= J. f (X) dx [GKNC12’150]

Mic du tinh dong bién khéng dugc dé cap nhung tinh lién tuc trén K ludn duge dam bao vi day
1a diéu kién dé cho dd thi ctuia ham sb y = f(X) 1a mot dudng lién nét, két hop vdi truc hoanh va hai
duong thang x = a, X = b tao nén mot hinh thang cong khép kin. Pé van dung dinh 1i 1, sich GKyc1o
dua ra 3 bai tip yéu cau tinh tich phan nhung cac ham dudi dau tich phan c6 d6 thi 1a duong thang nén
ki thuat tinh cht yéu quy vé viéc tinh dién tich hinh thang bang céng cu hinh hoc.

Dé ho trg cho viée tich tich phan céc tic gia gidi thiéu thém céc tinh chat

Pinh li 2

Gia str cac ham s f, g lién tuc trén K va a, b,c 13 ba sb bat ki thudc K. Khi d6 ta co

1) if(x) dx=0;

2) j.f(x) dx = - _Tf(x) dx;



3) Tf(x)dx+ jf(x)dx:jf(x)dx;

4) T[fl(x) + f,(x)]dx = T f,(x) dx +T f,(x)dx ;

b b
5) [Kkf()dx=k[f()dx voik e R

Céac tinh chat ndy dé dang chirmg minh dugc hoan toan bﬁng dinh nghia. Khac vdi GKcpyp Va
GKpnciz. Trong M, viéc ching minh céc tinh chat trén chi yéu ciu cac ham f, g kha tich khong can su
can thiép ctia diéu kién cac ham s6 f, g lién tuc trén K. Phan bai tap, c6 5 bai tap ap dung cho cac cong
thirc cta dinh 1i 2, ndi dung chu yéu tich tich phan khi cac tich phan con lai trong cing mot cong tir 5
cong thurc trén.

Bén canh dinh li 2, cac tac gia con gidi thiéu thém hai phuong phap dé tinh tich phan
Phwong phap ddi bién sb

Co s cua phuong phap d6i bién s6 1a cong thire sau day.

b u(b)

[flueowe de= [ f(u)du

a u(a)
Trong d6 ham s6 U = u(x) c6 dao ham lién tuc trén K, ham sb y = f(u) lién tuc va sao cho ham sé hop f[u(x)] xéac
dinh trén K; a va b 13 hai s6 thudc K.
Phwong phap tich phan tirng phan

Co sé ctua phuong phap nay la cong thuc sau day.
b , b
JuOov ) dx= eV, - [v(x)u'(x) dx
a a

Trong do6 cac ham s6 U, v c6 dao ham lién tuc trén K va a, b 1a hai s thudc K

Trong phuong phap d6i bién va tich phan timg phan cta nguyén ham, cac ham sb duéi dau tich
phan chi dugc gia thiét chung chung 1a lién tuc, phat biéu nay c6 thé bao ham cho cac trudng hop lién
tuc tai mot diém, lién tuc trén khoang, nira khoang nén chua du co s& khiang dinh nguyén ham cua
chung ton tai. nguoc lai, trong tich phan chi ra mot cach tudng minh 1a lién tyc trén K nén du diéu kién
dé tich phan cua chiing ton tai. Xét ¢ khia canh nay, ndi dung cta hai phuong phap dugc thé hién qua
GKnciz, GKegiz VA M hoan toan tring khép. Phan bai tap ap dung cho phuong phap d6i bién gom 6
bai tap, ap dung cho phuong phép tich phan ting phan gom 4 bai tap.

+ Su can thiép ctua khoang, doan trong chuong trinh THPT c6 thé tam chia thanh hai cép do:



- Tuong minh: khoang, doan xuat hién trong cac dinh nghia nhu mot diéu kién tién quyét (dao ham cua
ham sb trong mot khoang, nguyén ham ctia ham sé trong mot khoang, tich phan cta ham s trén mot
doan). Trong thuc hanh giai bai tap, cac diéu kién tién quyét nay doi khi trd thanh hink thire va do 4o,
hay bi bo qua.

- Ngﬁm an: khoang, doan can thi¢p ¢ mirc d6 tinh té hon va kho nhén ra hon va c6 do léch 16n gitra tri
thirc can day va tri thire bac hoc. Chang han vai tro ctia khoang, doan trong dinh nghia khai niém gidi
han cua ham sd tai mot diém.

Két luan
5.1 Tién trinh hinh thanh khai niém khoang, doan

Trude khi dinh nghia: dung hinh biéu dién cua khoang va nira khoang khong bi chin dé biéu
dién cho tap ghiém ciia cic bat phuong trinh tuong duong voi bat phuong trinh dang co ban.

Khi dugc dinh nghia: gidi thi¢u dﬁy da céc dinh nghia khoang, doan, nira khoang bi chan va
khong bi chian kém theo cac ki hiéu va hinh biéu dién twong ing. Trd vé sau, cac tap hop dugc thay thé
bﬁng cac ki hiéu khoang, doan hoac nura khoang hoac hop gitra ching néu co thé, muc dich chu yéu

lam don gian héa cach viét.
2.5.Dao ham
2.5.1.Pao ham ciia ham sé tai mat diém

Gia thiét ham sé f(x) xac dinh trén khoang (a ; b) va diém X, thudc (a ; b) 1am cho ham sb y =

F ) - (%)
X=X,

xéac dinh trén khoang (a ; b)\{Xo}, thoa man diéu kién rang budc cua dinh nghia gidi han

ham so0 tai mot diem.

, L4 1 £ A gt A 1A X 1A \ . .
Khoang xé4c dinh K cua ham s6 y = A_y va diéu kién 0 € K chua thé hién tuong minh nhung khi
X
, \ C g . A . L s . v A . n X e
tinh dao ham, gioi hgmAIlmoA—y lai dugc céac tac gia uu tién. Vi the, hoc sinh khong thay duoc sy ndi
x—0 AX

khop gitta dinh nghia va ki thuat gidi do gido vién cung cap.

Céc ham s trong cac nhiém vu thudc kiéu nhiém vy T1 déu cé chung dic diém 1a xac dinh trén
khoang. Piéu nay da hinh thanh cho hoc sinh mét hop dong ngdm an nhu sau:

“Khi tinh dao ham sb tai mot diém, hoc sinh khong cé trach nhiém kiém tra diéu kién ham sd

xac dinh trén khoang nhung c6 trach nhiém phai tinh dugc dao ham tai diém d6 bang bao nhiéu”



2.5.2.P20 ham ciia ham sé trén mét khoang

GK g1y chi phét biéu trén khoang bi chin nhung trong van dung lai mé rong cho khoang khong
bi chédn, tham chi 1a hop cua cac khoang khong bi chan.

GKpc11 phat biéu téng quat cho cac truong hop mot khoang hodc hop cua nhiing khoang bat ki.

Pao ham ciia ham s6

Pao ham ctia ham s6 14 mot ham sb xac dinh trén mot khoang hodc hop cua nhitng khoang va
trén d6 ham sb c6 dao ham. Véi yéu cu tim dao ham cta ham sd, hoc sinh s& dua ra nhiéu két qua
khac nhau.

Cic van d@ lién quan dén ham s6 don diéu

Cac sach gido khoa Viét Nam cac thoi ki, dinh nghia ham s don diéu trén khoang bi chin, diéu
nay khong ph hop véi cac kiéu nhiém vu lién quan trong phan bai tip vi & d6 co xét nhing ham sé
don di¢u trén khoang khong bi chan.

Dinh 1i T, T’ chi ding khi phat biéu trén khoang, doan hoic ntra khoang va s& khong dung trén
tap hop khac.

Viéc mé rong dinh 1i T trén nira khoang, doan giup chung ta biét dugc tinh don diéu trén ca tap
x4c dinh ctia ham s6 néu trén tap xac dinh do, ham s6 chi théa mot trong hai tinh chét (tang hodc giam).

Trong giang day, néu ngudi thdy khéng nhan manh vai trd cta khoang, doan trong dinh 1i T°, ¢6
thé hoc sinh s& cho rang ménh dé: Néu f"(x) >0 V x € (a; b); f(X) >0V x e(c ; d) thi ham s f(x) ting
trén (a; b) U (c; d) 1a dung nhu vi du ma ching t6i da néu.

Céc kiéu nhiém vu lién quan dén tinh don diéu cua ham s di cho théy ham sb duogc dé nghi
trong cac nhiém vu ludn xéac dinh trén hop khong qua dém duoc cua cac khoang (doan, nira khoang)
v6i ki thuét giai duogc uu tién 1ap bang bién thién dat trén co so ciia dinh 1i T. Pay c6 thé 14 1i do ma cac
tac gia ctia chuong trinh ning cao chi quan tdm dén viéc xay dung thém khai niém ham sé don diéu
trén khodng, doan hoac nura khoang.

Pao ham cip cao

., f"Y phai ¢6 dao ham dan

Diéu kién dé xét dugc dao ham cip hai hay cip n 1a cac ham sé f,..

dén mot yéu cau tat yéu 1 cdc ham sé nay phai xac dinh trén khoang.
£ Cac ham sd trong cac nhiém vu thudc céac kiéu nhiém vu trén day, déu co chung dac diém 1a x4c
dinh trén khoang hodc hop cta cac khoang. O khia canh nay, hoan toan khép véi cac ham sb trong gia

thiét ctia cac dinh nghia. PAay c6 thé 1a nguyén nhan 1am cho gido vién phét 10 vai tro ctia khoang trong



dinh nghia trong giang day, dan dén hoc sinh it quan tim dén sy xuat khoang trong cac nhiém vu, hau
qua c6 thé xay ra ddi v6i hoc sinh 13 4p dung cac dinh nghia mot cach tiy tién cho moi ham sd.
5.2 Nguyén ham
Vi dao ham chi dinh nghia trén khoang hodc hop cta cac khoang. Vi thé khi dinh nghia nguyén
ham cuia ham s6 trén doan cac tac gia c6 giai thich thém:
Trong trudng hop K = [a ; b], cac dang thuc F’(a) = f(a), F’(b) = f(b) dugc hiéu la

lim F)=F@) _ f(a) va |imw

Jim —= — lim = f(b).

Khoang, doan trong dinh nghia nguyén ham ctia GKyc12, GKcgi2 1am cho cac nguyén ham cua
ham sb c6 mdi lién hé dic biét 1a chi sai khac mot ham s6.

Phat biéu cua tinh chat néi vé mdi quan hé gitta nguyén ham ctia ham s6 trén khoang va trén
doan chi gidi han trén doan va khoang bi chan trong 101 gidi cua mdt bai tdp van dung cho khoang
khong bi chan.

Viéc khong ghi rd diéu kién xac dinh kém theo cac cong thirc tinh nguyén ham 1a nguyén nhan
hinh thanh quy tic ngim 4n sau:

“Néu dao ham ctia ham sé F 13 ham s6 f thi F 1 nguyén ham cua ham sé

T hai ham s6 cho trudce c6 thé ton tai ham sb hop trong thé ché GKpenr nhung khong xéac dinh
trong thé ché GK cpyy.

Moi ham s6 lién tuc trén doan déu cé nguyén ham trén doan do thé nhung gia thiét ham s lién
tuc trong phuong phap ddi bién va tich phan tung phﬁn cua GKyci11, GKcpy1 cOn phat biéu chung chung
chua dam béo sy ton tai nguyén ham cua cac ham sé duéi ddu tich phan.

Vai tro ctia khoang, doan thé hién ngdm an trong gia thiét, cic ham s lién tuc cuing lién tyc trén
K xuat hién trong tat ca cac tinh chat cia nguyén ham, véi chiic ning 1am cho cac ham sb do ton tai
nguyén ham.

Khi can tim nguyén ham ciia ham s6 dugc xac dinh bang hai cong thirc, dya theo dinh nghia
nguyén ham, hoc sinh ¢6 thé quy nap thanh quy tic hop dong ngam an sau déy :

“Néu F(x) duoc xac dinh bang hai cong thirc F1(X) va F»(X) va Fy, F» 1an lugt 13 nguyén ham
cua fy, f,, thi F 12 nguyén ham cta ham s f xac dinh boi hai cong thire f1(X) va f»(X)”.

5.3 Tich phéan
Gia thiét f lién tyc trén doan [a ; b] trong bai toan 1 vira 1am cho db thi 1a mot dudng lién nét

vira dam bao sy ton tai nguyén ham ctia ham so f trén doan do.



Dinh nghia tich phan tir a dén b cua GKyeyp doi hoi hai cén a, b phai thuéc K (K cé thé 1a
khoang, doan hodc ntra khoang) nhung trong GKcg;, chi yéu cau a, b 12 hai diu mut cia mot doan.

Trong thuc hanh giang day, néu khong quan tam dén vai tro ciia doan, doi khi gido vién yéu cau
hoc sinh tinh trong khi tich phan d6 khong ton tai.

Gia thiét ham s6 lién tuc trong phuong phap ddi bién va tich phan timg phan duoc chi ra mot
cach tuong minh, dam béo tich phan ton tai.

Céc ham sb trong cac bai tap tinh tich phan déu lién tyc trén doan l4y tich phan. Vi thé, chung
t6i du doan c6 mot hop dong ngdm an vé phia hoc sinh nhu sau:

“Khi tinh tich phan, hoc sinh khong cé trach nhiém khdo sat tinh lién tuc cia ham sb trén doan
lay tich phan”.

+ Tir phan tich trén, ching t6i dua ra hai gia thiét nghién ctru

Poi véi gido vién
H1: Khoang, doan xuét hién trong cac dinh nghia dao ham, nguyén ham va tich phan dugc gido vién
xem nhu 13 diéu kién rang budc ctia dinh nghia, vai tro ctia chung khéng duoc tinh dén.

Poi véi hoc sinh
H2: Khi thyc hién cic phép tinh dao ham, nguyén ham va tich phan. Hoc sinh bd qua viéc kiém tra

dicu kién ham s6 xac dinh trén khoang, doan.






CHUONG 3: NGHIEN CUU THUC NGHIEM

Pé kiém ching nhitng quy tic cta hop dong didactic khai niém khoang, doan trong phép tinh
dao ham, nguyén ham va tich phan, chiing toi da tién hanh thuc nghiém vao thang 5 ndm 2010, khi hoc
sinh d3 hoc xong cac kién thirc vé khoang, doan, dao ham, nguyén ham va tich phan.

Chung t6i d giri phiéu thuc nghiém dén 24 gido vién trong tinh va nhan hoi 4m ciia 20 gido vién
tir cac truong trung hoc khac nhau cua Tay Ninh.

C6 226 hoc sinh ctia bon 16p 12 thudc ba truong trung hoc tham gia giai cac bai tap trong thoi
gian 45 phut, dudi sy gidm sat cia nguoi lam thyc nghiém. Cac 16p 12 dugc chon déu dang hoc

chuong trinh nang cao.

3.1. Thwe nghiém doi voi gido vién
3.1.1.Gi6i thiéu thuc nghiém
Duéi day la 10i giai ciia hoc sinh. Xin quy thay, c6 cho diém (theo thang diém 10) timg 15i giai mot va
ghi ¥ kién ctia minh vé dé bai hoic vé 10i giai
Caul
Cho ham s f: (0,+00) >R, f(x)= x°. Tinh giéi han ctia ham s f khi x dan dén 0.
Bai lam

. e o
leggf(x) = lemx =0.

Diém:
Y Kkién:
Céau 2

2
Cho ham s6 f(x) = {; I |(>)1. Tinh gi6i han ctia ham s6 f khi x dan dén 0.
X =
Bai lam

. e ol
leirgf(x) = me =0.

Diém:
Y kién:
Cau 3




Cho ham s y=f(x) x4c dinh trén (a ; b) va c6 dao ham duy nhat tai diém X, (a,b) va f(xo)=1. Tinh
" (Xo)

Bai lam
Vi f’(Xo)=1 nén £’ (xq)=0.
Piém:
Y kién:
Cau 4

Cho hai ham sé F(x) = Injx| va f(x) = =
X

Em hay cho biét tinh ding sai cia ménh dé sau:
F(x) 1a nguyén ham cua f(x) trén (-o0 ; 0) U (0 ; +o0)
Bai lam
Meénh dé dung vi F’(x) = f(x) trén (-c0 ; 0) U (0 ; +o0) nén F(X) 12 nguyén ham cua f(x) trén (-0 ; 0) U (0

; +o0)

9

Diém:
Y Kkién:
Caub

Em hay cho biét tinh ding sai cia ménh dé sau:

Néu K 1a khoang hodc ntra khoang. f 1a ham s6 lién tuc trén K va a, b 13 hai s6 bat ki thuoc K. F 12
b
nguyén ham cta ham sé f trén K thi J f (x)dx = F(b) — F(a).

Bai lam
Ménh dé diing vi theo dinh nghia tich phan, K 13 tap bat ki mién 1a f 1a ham s6 lién tuc trén K va a, b 1a
hai s6 bat ki thuoc K. F 12 nguyén ham cta ham sé f trén K. Vi thé ta co quyén thay K bang khoang

hodc ntra khoang tuy y.

Diém:

Y kién:

Phan tich apriori
Caul
a. Bién didactic va gia tri ciia bién

V1: Tap xéac dinh ctia ham sé: Khoang, doan, nira khoang hay céc tap hop khac



V2: Piém dugc xét gidi han:
La diém gi6i han cua tap xac dinh
La diém co 1ap cua tap xac dinh.
b. Phan tich chi tiét
Cau héi nay nham muc dich tim hiéu xem, gido vién chap nhan hay bac bo bai lam ciia hoc sinh.
Viéc chip nhén, cho thdy gido vién d4 nhan ra vai tro ciia khoang trong dinh nghia giéi han ham sé tai
mot diém. Néu bac bo, cho théy gido vién chi dung lai ¢ viéc kiém tra diéu kién dinh nghia cua sach
gido khoa.
b.1. Gia tri ciia bién dwoc chon va anh huéng gia tri ciia cac bién
V1 = “khoang”
Khi ham sé f xac dinh trén (0 ; +o0) thi moi diém thudc [0 ; +oo) déu 13 diém gi6i han cua (0 ;
+00) nén c6 thé xét gidi han cta ham f tai 0. Néu thay khoang (0 ; +o00) bang tdp N* thi khong thé xét
giéi han vi moi sd thuc déu khong phai 13 diém gidi han cua N*.

V2 =“diém gidi han”

Néu diém duogc xét gidi han 14 diém co 1ap cua (0 ; +o0) chang han —10% thi khéng thé xét

gidi han ham s tai diém do. Trong dé bai chon diém dugc xét gidi han1a 0 nham muc dich dé gidi han
ham sb tai d6 ton tai.
b.2. Cai can quan sat
Gi4o vién dong ¥ hay pht nhan bai lam cta hoc sinh, va nhan xét nhu thé nao?
b.3 Cic chién hrge c6 thé va cai c6 thé quan sat:
b.3.1. Chién hrge S1 — khong xét dwge gii han
Gi4o vién khong dong ¥ véi bai lam ctia hoc sinh
Cii c6 thé quan sat
Trudc khi dinh nghia giéi han ham s, ham s6 f duoc gia thiét xac dinh trén khoang (a ; b)\{ X0}
nén co thé giado vién cho rﬁng 0 khong thudce (0 ; +o0) nén khong xét dugc gidi han cia ham sb ftai 0 va
ham s6 chi ton tai gidi han bén phai tai 0.
b.3.2. Chién hrge S2 — giéi han ton tai
Gido vién dong ¥ v6i bai 1am cua hoc sinh
Cii c6 thé quan sat
Gi4o vién nhan ra 0 1a diém gidi han cua (0 ; +o0) nén tdn tai gidi han cua ham s6 f tai 0.

Cau 2



a. Bién didactic va gia tri ciia bién

V1: Tap xéc dinh ctia ham sé: R hodc {x € R/|x| > 1}u {0}

V2: PBiém duoc xét gidi han:

La diém gi6i han cua tap xac dinh
L& diém c6 lap cua tap xac dinh.

b. Phan tich chi tiét

Muc dich ciia ciu nay mudn biét gido vién c6 nhan ra 0 1a diém c6 1ap cua tap xac dinh, cau tra
101 s& gitup chung toi biét dugc vai tro ctia khoang trong dinh nghia gidi han ctia ham sb tai mot diém c6
duogc giao vién guan tam khéng.
b.1 Gia tri ciia bién dwoc chon va anh hwéng ciia cac bién

Vi=“{xeR/|x|>1}u {0}

Khi ham s6 f ¢6 tap xac dinh 1a R thi moi phﬁn tr thuoc R déu 1a diém gidi han cua R nén gidi
han ctia ham s f tai 0 ton tai.

Khi ham s6 f co tap xac dinh 1a {x € R/ |x| > 1}uU {0}. Vi 0 1a diém c6 1ap cia “{x € R/ |x| >
1}U {0} nén khong xét duge gidi han ctia ham s6 f tai 0.

V2 = “diém cb lap”

Vi 0 14 diém co lap cia {x € R/[x| > 1}U {0} nén khong thé xét duge gidi han ciia ham s f tai
0 nhung néu thay thé 0 bdi mot diém bat ki thudc {x € R/ |x| > 1}thi ham sd f s& co gidi han tai diém
do.
b.2. Cai can quan sat

Gido vién dong ¥ hay pht nhan bai lam cta hoc sinh, va nhan xét nhu thé nao
b.3. Cac chién lugc ¢ thé va cai c6 thé quan sat:
b.3.1. Chién hrge S1 — Khong xét dwoc giéi han

Gi4o vién khong dong ¥ véi bai lam cta hoc sinh
Cii c6 thé quan sat

Gido vién nhan ra 0 1 diém c6 lap cia {x € R/ |x| > 1}U {0} nén khong thé xét gidi han cia
ham sb f tai 0.
b.3.2. Chién lwgc S2 — gi6i han ton tai

Gido vién dong ¥ v6i bai 1am cua hoc sinh

Cai c6 thé quan sat



Gi4o vién cho rang 0 thudc tap xac dinh nén giéi han ton tai va khong dé y dén diéu kién ham s
f phai xac dinh trén khoang chira 0.
Cau 3
a. Bién didactic va gia tri ciia bién
V: Tép xéac dinh ctia ham sé f: { Xo} hay khoang chira Xg.
b. Phan tich chi tiét
Cau nay c¢6 muc dich thim do xem gido vién c6 quan tdm dén vai tro cua khoang trong dinh
nghia dao ham cép cao khong
b.1 Gia tri ciia bién dwoc chon va anh hwéng ciia cac bién
V =" %}"
Khi ham s6 f ¢o tap xac dinh 13 { X} thi khong thé xét dao ham cap hai tai X Vi Xo 13 diém c6
1ap cua tap { Xo}
Khi ham sb f ¢6 tap xac dinh la khoang chira X thi xq la diém gidi han cua khoang dé nén co
thé xét dao ham cép hai tai Xg.
b.2. Cai can quan sat
Gi4o vién dong ¥ hay pht nhan bai lam cta hoc sinh, va nhan xét nhu thé nao
b.3. Cac chién lugce c6 thé va cdi c6 thé quan sat:
b.3.1. Chién lwgc S1 — khong xét dwoc 7 (Xo)
Gi4o vién khong dong ¥ véi bai lam ciia hoc sinh
Cii c6 thé quan sat
Gi4o vién nhan thiy X, 14 diém c6 1ap cua tip { Xo} nén khong thé xét dao ham cip hai tai moi
diém thuoc (a ; b).
b.3.2. Chién lwge S2 — °(X,) = 0
Gido vién dong ¥ v6i bai 1am cua hoc sinh
Cii c6 thé quan sat
C6 thé gido vién van dung quy tic “néu ’(x) = 0 thi f’(x) = 0” cho X, ma khong xem xét quy tic
nay chi dang khi f’(X) = 0 vai moi x thudc (a ; b).
Cau 4
a. Bién didactic va gia tri ciia bién
V: Téap hop lam cho ménh dé dung: ca tap xac dinh hay mdi khoang ciu thanh tp xac dinh
b. Phan tich chi tiét



Muc dich ciia cau nay 1a nham kiém chtng tac hop dong “Néu dao ham ctia ham sé F 1a ham s6
f thi F 1a nguyén ham ctia ham s6
b.1 Gia tri ciia bién dwoc chon va anh hwéng ciia cac bién

V = “ca tap xac dinh”

Theo dinh nghia nguyén ham, ménh dé chi diing v6i ting khoang xac dinh ctia ham sd va khong
dung trén tap xac dinh cia ham s can tim nguyén ham.
b.2. Cai can quan sat

Gi4o vién dong ¥ hay pht nhan bai lam cta hoc sinh, va nhan xét nhu thé nao
b.3. Cac chién lugc ¢é thé va cdi c6 thé quan sat:
b.3.1. Chién lwgc S1 — ménh dé sai

Gi4o vién khong dong ¥ voi bai lam ctia hoc sinh
Cii c6 thé quan sat

C6 thé gido vién nhan xét, nguyén ham chi duoc dinh nghia trén khoang, doan hodc nira khoang,
vi¢c dinh nghia nguyén ham trén ca tap xac dinh la khong thoa dang.
b.3.2. Chién lugc S2 — ménh @@ ding

Gido vién dong ¥ v6i bai 1am cta hoc sinh
Cii c6 thé quan sat

Gido vién cho rang quy tic “Néu dao ham cta ham sd F 1a ham s6 f thi F 13 nguyén ham cua
ham s6
Cau 5
a. Bién didactic va gia tri ctia bién

Theo dinh nghia tich phan, f phai c6 nguyén ham trén K, vi dinh nghia nguyén ham chi duoc
phat biéu trén khoang, doan hodc nira khoang nén

V: Tap K: K cod thé 1a khoang, doan, ntra khoang
b. Phan tich chi tiét

Trudc va sau khi dinh nghia tich phan, GKyci, khong noi 16 K 1a tdp nao va cd GV ey cling
khong dé cap. Muc dich ctia cdu nay nham tim hiéu xem, trong giang day dinh nghia tich phan, gido
vién c6 quan tim dén viéc giai thich K 1a tap nao hay khong?

b.1 Gia tri cia bién dwgc chon va anh hwéng cia cac bién



1
Néu K 1a doan thi |+/1—x? dX ton tai vi thoa man cac diéu kién cua dinh nghia tich phan nhun
g p g
-1

1
ncu K 1a khoang hodc nira khoang thi tich phan J v1-x? dx khong ton tai, vi khong tim dugc khoang
-1

hay nira khoang chira 1 va -1 1am cho ham sé y = v1— x? xac dinh. Trai lai, trong 11 gidi cta vi du 2
GKpciz trang 159 thi tich phan nay vin dugc theo phuong phap doi bién s6. Vay K trong dinh nghia
tich phan cua GKyci, duge thay bﬁng doan 1a hoan toan hop li, day cling 1a lya chon cua sach GKcgys.
b.2. Cai can quan sat
Gido vién c6 giai thich tap K? néu c6 thi K 1a tip nao?
b.3. Cac chién lugc ¢é thé va cdi c6 thé quan sat:
b.3.1. Chién hrgc S1 — ménh deé sai
Gi4o vién khong dong ¥ véi bai lam ciia hoc sinh
Cii c6 thé quan sat
Gi4o vién giai thich, néu K 1a khoang, nira khoang thi s& c6 mdt sb tich phan khong ton tai,
1
chang han nhu _[ J1—x? dx nhung van tinh duoc theo phuong phap doi bién sb.
S
b.3.2. Chién lwgc S2 — ménh dé ding
Gido vién dong ¥ v6i bai 1am cua hoc sinh
Cii ¢ thé quan sat
Gi4o vién cho rang, vi dinh nghia di khong giai thich rd tap K nén K c6 quyén duoc thay thé

bang khoang va ntra khoang.

3.1.2.Phan tich Posteriori

Caul
Bang 1: Thong ké cac tra 1oi ciu 1 ciia gido vién
Cau tra loi SO lwgng | %
Chién lwoc S1
20 100%
Khong xét dwge gigi han
Chién lugc S2
0 0%

Gi6i han ton tai

Tong 20 100%




Trong bang thong ké trén, c6 dén 100% gi4o vién lya chon S1, ho gidi thich ham s trong cau 1

chi ton tai giGi han bén phai tai 0, tirc 1a lim f(x) = lim x*= 0 va khong ton tai gidi han bén trai tai 0

x—0" x—0"
nén ham s d6 khong ton tai giéi han tai 0.Cau tra 10i ndy chi ding trong khuén kho cua chuong trinh
pho thong vi trude khi dinh nghia gidi han ham s tai mot diém X, cac tac gia da gia thiét ham s phai
dugc xac dinh trén khoang (a ; b) \ { Xo}. Néu bai toan duoc xem xét & goc d6 chuwong trinh dai hoc,
bai 1am cta hoc sinh dung. Do 1éch tri thirc gitra hai cip bac 1am cho sy lya chon S1 troi hon S2, két
qua nay di cho thiy khoang duoc gido vién cha ¥ véi muyc dich kiém tra tinh thoa dang cta dinh nghia

va vai tro cua n6 trong dinh nghia thi khong dugc gido vién quan tam.

Cau?2
Bang 2: Thong ké cac tra 16i ciu 2 ciia gido vién
Cau tra loi SO lwgng | %
Chién luge S1
19 95%
Khong xét dwge gigi han
Chién lwgc S2
3 1 5%
Gidi han ton tai
Tong 20 100%

Trong bang théng ké trén, cho théy chién lugc S1 chiém wu thé hon chién luge S2, viée lya chon
S1 dugc cac giao vién giai thich nhu sau:
e Loi giai cua hoc sinh sai vi khi ghi lim £ (x) = lim x2= 0 thi X € 1an can cta 0 ma theo ham s da
cho thi ham sé khong xac dinh trong mét 1an cén nao cua 0, chi x4c dinh tai 0 thoi .
e Goc toa do O va hai nhanh cta do thi khong tao thanh mot duong lién nét nén ham s khong tdn
tai gidi han tai 0.

Trong hai nhan xét trén, chi mdt gido vién cd nhan xét thur nhét, véi cach giai thich nay cho théy
L s oas 1A n e x40 A s + 19 cr o ea C A,
tac gid da nhan ra 0 khong phai 1a diém gioi han cua ham so, 20 (95%) giao vién con lai c6 nhan xét

thir hai, theo cach giai thich nay cho thdy ham s trong céc bai tap tinh gidi han luén xac dinh trén
khoang chira diém can xét gigi han va gido vién khong c6 trach nhiém kiém tra diéu kién nay. Ca hai
nhan xét trén day déu cho rang 10i giai ciia hoc sinh khong ding nhung cach giai thich ¢6 sy khac nhau.
Su chénh 1éch vé ti 1 di cho chung ta biét, c6 mot bd phan gido vién khong quan taim dén vai tro cua
khoang trong dinh nghia giéi han ham s6 tai mot diém.

Cau3



Béang 3: Thong ké cac tra 161 ciu 3 cia gido vién

Cau tra loi SO lwgng | %
Chién luge S1

18 90%
khong xét dwoe 7(X)
Chién lugc S2

2 10%
f’(x0) =0
Tong 20 100%

Trong bang théng ké trén, cho thay chién lugc S1 vuot trdi hon S2, % (90%) gido vién phu

nhan bai lam cta hoc sinh bang cac phan vi du tiéu biéu sau:
e Xét ham s f(x) = 3x® + 2x2 + X x4c dinh trén (-o0 ; +o0)
f7(x) = 9%° + 4x +1
f’(x) =18x + 4
Chon xg =0 = f’(xo) =1 (0) =1
’(Xo) =’(0)=4#0

o Y= =2 x0= =

V3

f’(Xo) = 1 nhung f’(Xo) # 0

Chung ta da thy, ham sb f* trong hai phan vi du trén déu co tap xac dinh 1a R, diéu nay c6 thé
giai thich, quan diém ctia nhiéu gido vién ma chiing toi da xin y kién, mot ham s6 f°c6 tap xac dinh 1a {
Xo} khong thé ton tai, ndi mot cach khac > phai dugc gia thiét 1a xac dinh trén khoang, doan, nira
khoang hay hop cuia ching. Viéc cic gido vién khong tra 1oi ding yéu cau da chtng to vai trd cua
khoang, doan trong dinh nghia dao ham cua ham s6 tai mot diém khong dugc quan tam.
Cau 4

Bang 4: Thong ké cac tra 161 ciu 4 cia gido vién

Cau tra loi SO lwgng | %
Chién luge S1

S 3 15%
M¢énh deé sai
Chién lugc S2

. 15 70%
M¢énh dé ding
Chién lwgc khac 3 15%




Tong 20 100%

Chién lugc khac ma chung t6i dé cap trong bang trén, % (15%) gido vién dé nghi thay F(x)

bang F(x) + C thi ménh dé mdi ding. O day chung t6i khéng ¥ kién dé nghi cua cac gido vién dung
hay sai vi dé biét chan gia tri cua m¢nh dé thi chi can dua vao dinh nghia nguyén ham. Sy vuot tri cua
chién luogc S2 so voi cac chién luge con lai cho thdy quy tic “Néu dao ham cta ham sé F 1a ham sd f
thi F 1a nguyén ham cta ham sé °d3 van hanh trong mot bd phan gido vién va nhu thé diéu kién ham
sO x4c dinh trén khoang trong dinh nghia nguyén ham khong duoc gido vién quan tam.

Cau 5

Bang 5: Thong ké cac tra 16 ciu 5 ciia gido vién

Cau tra loi SO lwgng | %
Chién luge S1

. 8 40%
M¢énh deé sai
Chién lugc S2

. 12 60%
M¢énh dé ding
Tong 20 100%

Viéc chon S1 dugc gido vién gidi thich, dinh nghia tich phan trong GKcp1, dugce céc tac gia xay
dung vdi gia thiét lién tuc trén doan [a; b] nén K trong dinh nghia tich phan ctia GKycy, cling 1a mét
doan nao d6. Vay ¢ day, cac giao vién chi dung lai & mic do so sanh hai chuong trinh va khong léy
dugc vi du cu thé. Chién luge S2 van duge gido vién cho nhidu hon S1, co sé dé gido vién giai thich Ia
bam chat vao dinh nghia cia GKyciz, K ¢ thé 1a khoang hodc nura khoang. Tét ca gido vién ma ching

t6i da xin y kién déu khong phat hién c6 nhiing tich phan tinh duoc theo phuwong phap doi bién so
A ) 1
nhung tich phan d6 khong ton tai theo dinh nghia tich phan, chang han J' V1-x*.
-1
Tur phan tich trén cho thay khoang, doan chi duoc gido vién dé cap khi can kiém tra gia thiét ctia
dinh nghia va vai tro ciia ching trong cac dinh nghia duong nhu céc khi gido vién chua nghi dén.
3.2.Thuc nghiém ddi véi hoc sinh
3.2.1.Gi6i thiéu thuc nghiém

Cau 1.
Cho ham s6 f: N* - R, f(x) = x.



1) Tinh dao ham cua ham sb tai diém xo = 1
2) Tim dao ham cta ham sé f

3) Tim dao ham cap hai ctia ham s6 f

Cau 2.

’ x* xe[2;4] 3x? ,xe[2;4]

Cho hai ham s6 y=f(x)= . Vay=g(x) = .
y=I) g xe(4;6] y=9(9 1 xe(4;6]

Ham s6 f 12 nguyén ham cua ham sé g trén [2 ; 6] dung khong? Tai sao?

Cau 3.
Cho hai ham sé F(x) = Injx| va f(x) = =
X

Hay gidi thich tinh diing (sai) cia ménh dé sau day:
F(x) 1a nguyén ham cua f(x) trén (-o0 ; 0) U (0 ; +o0)
A c ot dx
Cau 4. Tinh ! ENr
3.2.2.Phén tich apriori
Caul
a. Bién didactic va gia tri ciia bién
V: Tap xac dinh cta ham s6: N* hay mot khoang bét ki chua 1.
b. Phan tich chi tiét
Cau nay nham kiém chung quy tac hgp dong “Khi tinh dao ham ctia ham s6 tai mot diém, hoc
sinh khong c6 trach nhiém kiém tra diém dang xét c6 thudc khoang xac dinh ctia ham s6 hay khong”
b.1 Gia tri ciia bién dwoc chon va anh hwéng ciia cac bién
V = “N*”
Néu tap xac dinh ctia ham s6 1a mot khoang bat ki chira 1 thi dao ham tai 1 1a (1) =1, dao ham
ctia ham s6 f 12 f(x) = 1, dao ham cip hai ctia ham s6 f1a f(x) = 0.
Néu tap xac dinh cua ham s6 1a N* thi moi diém thudc N* déu 1a diém cb 1ap nén khong thé xét
dao ham tai moi diém thudc N*, dan dén khong thé xét dao ham, dao ham cép hai ctia ham sb f.
b.2. Cai cin quan sat
Hoc sinh c¢6 thyc hién duoc yéu cau khong? Néu khong thi ho giai thich nhu thé nao?

b.3. Cac chién lugc c6 thé va cai cé thé quan sat:



b.3.1. Chién hrge S1 — khong kiém tra diéu kién ciia dinh nghia

Hoc sinh khong kiém tra tinh thoa dang cua dinh nghia dao ham tai mot diém, ham sb x4c dinh
trén khoang.
Caua

C6 thé hoc sinh thuc hién mét trong hai cach

Cachl

Ay = f(Ax + 1) - f(1)

fim 20 = i HSCELD) < i 8L < iy
Cach 2
() =(x)’= 1 nén f’(1) = 1.
Caub
(x) =(x)’=1
Cauc

(xX)=1nénf’(x)=0
b.3.2. Chién hrge S2 — kiém tra diéu kién ciia dinh nghia

Hoc sinh kiém tra tinh thoa dang ctua dinh nghia dao ham ctia ham s6 tai mot diém, ham sd phai
xac dinh trén khoang.
Cii c6 thé quan sat

Hoc sinh d6i chiéu v&i gia thiét cua dinh nghia dao ham cta ham s6 tai mot diém, ham s can
léy dao ham, dao ham cép cao, ham sb phai dugc xac dinh trén khoang trong khi ham s6 di cho co tap
xac dinh 14 N* nén khong thoa diéu kién d6. Vi thé khong thé xét dao ham ciia ham s6 tai mot diém,
dao ham cta ham sb, dao ham cép cao cta ham sd trén N*,
Cau 2
a. Bién didactic va gia tri ciia bién

V1: Tap hgp lam cho nguyén ham xac dinh: [2 ; 6] hay la doan con cua cac doan [2 ; 4], nra
khoang (4 ; 6]

V2: Céach cho ham sé: mot hay nhiéu cong thirc.
b. Phan tich chi tiét

Cau nay nham kiém chimg quy tic hop dong “Néu F(x) dugc xac dinh bang hai cong thirc Fy(X)
va F,(x) va Fq, F» lan luot 1a nguyén ham cua fy, f, thi F 1a nguyén ham ctia ham sb f xac dinh boi hai

cong thire f1(x) va f,(x)”



b.1 Gia tri ciia bién dwoc chon va anh hwéng ciia cac bién

V1="%[2;6]"

Néu cau hoi chi giéi han trén cac doan 13 con cua [2 ; 4], (4 ; 6] thi f 13 nguyén ham cua g trén
doan @do.

Néu cdu hoi mo rong trén ca tip xac dinh ctua ham sb f khong 13 nguyén ham cua g vi £(4)
khong ton tai.

V2 = “hai cong thirc”

Néu cac ham sb dugc cho badi mot cong thirc 1a da thirc thi hoc sinh dé dang nhan ra ham nay s&
la nguyén ham cua ham kia trén tap xac dinh ctua chung.

Néu ham s6 dugc cho bang hai cong thirc thi cach quy nap cta hoc sinh trong bai toan nay 14 sai
vi f(4) khong ton tai.
Cii cin quan sat

Hoc sinh c6 thyc hién dugc yéu ciu khong? Néu khong thi ho giai thich nhu thé nao?
b.3. Cac chién lwgc c6 thé va cii cé thé quan sat:
b.3.1. Chién hrge S1 — Khéong kiém tra diéu ki¢n dinh nghia
Hoc sinh khong kiém tra f'(x) = g(x) trén [2 ; 6]
Cii c6 thé quan sat

(%) ,xe[2;4] (3% ,xe2;4]

1

P = (é)‘ ,X€(4;6]: 5 ,xe(4;6]

= g(x)
b.3.2. Chién hrge S2 — kiém tra diéu kién ciia dinh nghia
Hoc sinh kiém tra f'(x) = g(X) trén [2 ; 6]
Cii c6 thé quan sat
f°(4) khong ton tai nén f khong 1a nguyén ham cta g trén [2 ; 6]
Cau 3
a. Bién didactic va gia tri ciia bién
V1: Tap hop lam cho nguyén ham xac dinh: khoang con cua tap xac dinh hay tap xac dinh.
V2: Tap xéc dinh ctia ham sd: 12 khoang con ctia (-o0 ; 0) U (0 ; +o0) hay (-c0 ; 0) U (0 ; +o0).
b. Phan tich chi tiét
Cau nay nham kiém chimg quy tac hop dong “Néu dao ham cta ham sé F 1a ham s6 f thi F 12
nguyén ham ctia ham sé

b.1 Gia tri ctia bién dwgeec chon va dnh hwéng cia cac bien



V1 = “tap xac dinh”
Néu ménh dé duogc phat biéu trén khoang con cia tap xac dinh thi ménh dé nhan gia tri dung.
Néu ménh dé dugc phat biéu trén tap xac dinh thi ménh dé sai so véi dinh nghia nguyén ham,
chi phat biéu trén khoang, doan hodc ntra khoang.
V2 ="(-00;0) U (0 ; +o0)”
Néu tap xac dinh ctia ham s6 1a khoang con ctia (-0 ; 0) U (0 ; +oo) thi ménh dé dtng.
Néu tap xac dinh 1a (-0 ; 0) U (0 ; +oo0) thi m¢nh dé sai so véi dinh nghia nguyén ham, chi phat
biéu trén khoang, doan hodc ntra khoang.
b.2. Cai can quan sat
Hoc sinh khang dinh dting hay sai va giai thich nhu thé nao?
b.3. Cac chién lugc ¢é thé va cdi c6 thé quan sat:
b.3.1. Chién hrge S1 — nguyén ham xac dinh
Hoc sinh khong quan tdm dinh nghia nguyén ham, dinh nghia chi phat biéu trén khoang, doan
hodc nura khoang.

Cai c6 thé quan sat

Vi F(x) = (In[x])’ = ==1f(x) trén (o0 ; 0) U (0 ; +0)

X | =

Nén F(x) la nguyén ham cua f(x) trén (-oo ; 0) U (0 ; +o0)
b.3.2. Chién hrge S2 — nguyén ham khéng xac dinh
Hoc sinh d6i chiéu véi dinh nghia nguyén ham, dinh nghia chi phat biéu trén khoang, doan hoac
nua khoang.
Cii c6 thé quan sat
Theo dinh nghia, ham s6 khong c6 nguyén ham trén (-0 ; 0) U (0 ; +o0)
Cau 4
a. Bién didactic va gia tri ciia bién
V: Can dudi cta tich phan: bang 0 hay 16n hon 0
b. Phan tich chi tiét
Cau nay nham kiém chtng quy tic hop dong “Khi tinh tich phan, hoc sinh khong c6 trach nhiém
khao sat tinh lién tuc clia ham s trén doan lay tich phan”
b.1 Gia tri ctia bién dwgc chon va anh hudng ciia cac bién

V = “bang 0"



A A e o4 A \ \ \ A 1 A ) . . A A A A
Néu can dudi tich phan 1a 0 thi ham so f(x) = —— khong xac dinh tai 0 nén khong lién tuc trén

24/x

1
[0; 1], dan dén ji khong tdn tai.
0

24/

Néu can duéi tich phan 13 s6 0 < a < 1 thi ham s6 f(x) = % lién tuc trén [a ; 1] nén tich phan
¢ dx
Lo
b.2. Cai can quan sat
Hoc sinh c6 thuc hién duoc yéu cau khong? Hoc sinh s& giai thich nhu thé nao?
b.3. Cac chién lwgc ¢ thé va cai c6 thé quan sat:

b.3.1. Chién hrge S1 — khong kiém tra diéu kién ton tai ciia tich phan
C6 thé hoc sinh phat hién (v/x )= L ova t=1

24/x
Cii c6 thé quan sat

1dX \/—
—— _=4\xF=1
‘([2\/; |O

b.3.2. Chién lwge S2 — kiém tra diéu kién ton tai ciia tich phan

Hoc sinh phét hién ham sé f(x) = % khong xac dinh tai 0 va diéu kién cta dinh nghia tich
X

phan, ham so can tinh tich phan lién tuc trén doan c6 hai dau mut 1a hai can cua tich phan.
Cai c6 thé quan sat

1

24/x

1
Vi ham s6 f(x) = khong xé4c dinh tai 0 nén khong lién tuc trén [0 ; 1], dAn dén _[ d—\/X_ khong
0

2+/ X
tdn tai.

Phan tich Posteriori

Caul

Bang 1: Thong ké cac tra 1oi ciu 1 ciia hoc sinh

Cau tra loi SO lwgng | %

Chién lwge S1

., . 223 98.7%
Khong kiém tra dieu kién ctia dinh nghia




Chién lwgc S2

Kiém tra di¢u kién ciia dinh nghia

1.3%

Tong

226

100%

Chién Iuge S2 duoc %6(1.3%) hoc sinh chon va gidi thich, vi db thi cia ham sé 12 tap hop cAc

diém roi rac nén ham s6 khong lién tuc tai moi diem thudc N*. Vi thé ham s6 da cho khong c6 dao ham

tai moi diém thudc N*, diéu ndy din dén ham s6 d6 khong ton tai dao ham va dao ham cap hai. Co sé

dé hoc sinh 1ap ludn 1a dya trén hai nhan xét sau:

e Ham s0 lién tyuc trén mot khoang hodc trén mét doan cd do thi 1a mot dudong lién nét, ham so

gian doan tai mot diém thi dd thi cua nd khong phai 12 mét duong lién nét.

e Néuham séy = f(X) c6 dao ham tai diém X, thi n6 lién tuc tai diém X,.

223

Chién luge S1 duge ===
226
Cau a

Céach1

Ay = f(Ax + 1) - f(1)

fim 20 = iy HECHLD) < i 8L < =1
Cach 2
() =(x)’=1nén f’(1) = 1.
Caub
(x) =(x)’=1
Cauc

(xX)=1nénf’(x) =0

Trén ddy ching t6i chi quan tim dén s hoc sinh str dung chién lugc S1, con viée tinh ding sai ¢
day khong phai 13 muyc tiéu ma ching t6i nham dén. Sy vuot troi cia chién luge S1 so v6i S2 cho thay
c6 rét it hoc sinh kiém tra diéu kién ham sb xac dinh trén khoang khi thyc hién yéu cau, két qua nay da
kiém chtng duoc quy tic hop déng dong “Khi tinh dao ham ctia ham sb tai mot diém, hoc sinh khong

c6 trach nhiém kiém tra diém dang xét c6 thudc khoang xac dinh ciia ham s6 hay khong”.

Cau 2

[G KNCll ’ 170]

[GKnc11,186]

(98.7%) hoc sinh chon véi cac qua sau co thé dai dién sau day:




Bang 2: Thong ké cac tra 1oi ciu 2 ciia hoc sinh

Cau tra loi SO lwgng | %
Chién luge S1
. . 210 92.9%

Khong kiém tra di€u kién cua dinh nghia
Chién lugc S2

2 5 6 2.7%
Kiém tra di€éu kién ciia dinh nghia
Khong tra loi 10 4.4%
Tong 226 100%

Chién Tugc S1 duoc nhidu hoc sinh% (92.9%) chon, c6 thé duoc dai dién bing két qua sau

() xel2;4]  [3x* ,xe[2:4]

1

Fix) = (g)' ,X€(4;6]: 5 xe(4;6]

=9(x)

Kiéu bai tap nay hoan toan xa la v6i hoc sinh, khong xuét hién trong cac SGK hi¢n hanh. Pay c6
thé 13 1i do lam cho 21706 khong tra 10i. Két qua thong ké cho thay chién lugc S1 chiém wu thé hon S2,

diéu nay cho phép ching t6i khéng dinh, hoc sinh khong qua tam dén su xuét hién cua khoang, doan
trong dinh nghia nguyén ham nén bé qua viéc nhiém vy tinh (4) thay vao d6 1a bang viéc van dung
quy tic hop doéng “Néu F(x) dugc xic dinh bang hai cong thic Fy(x) va F,(x) va Fy, F, 1an luot 1a
nguyén ham cua fy, f,, thi F 12 nguyén ham ctia ham s6 f xac dinh béi hai cong thire f1(x) va fo(x)”.

Cau 3

Bang 3: Thong ké cac tra 1oi ciu 3 ciia hoc sinh

Cau tra loi SO lwgng | %
Chién lwge S1

222 98.2%
Nguyén ham xac dinh
Chién lwgc S2

4 1.8%
Nguyén ham khong xiac dinh
Tong 226 100%

222

%6 (98.2%) chon, c6 thé duoc dai dién boi két qua sau:

Chién lugc S1 duoc

ViF(X) =(nfx))’ =

%: f(x) trén (o0 ; 0) U (0 ; +o0)



Nén F(x) la nguyén ham cua f(x) trén (-oo ; 0) U (0 ; +o0)

Su vuot trdi cua chién lugc S1 hon S2 da cho thdy, c6 mot lwong kha dong hoc sinh khong chi
¥ dén khoang, doan trong dinh nghia nguyén ham nén di thira nhan F(x) 12 nguyén ham cua f(x) trén (-
o ; 0) U (0 ; +o0). Két qua nay di kiém chimg dugc quy tic hop dong “Néu dao ham cia ham sé F 1a

ham s6 f thi F 1a nguyén ham ciia ham sb f”.

Cau 4
Bang 4: Thong ké cac tra 101 ciu 4 ciia hoc sinh
Cau tra loi SO lwgng | %
Chién lwge S1
. . . 214 94.7%
Khong kiém tra di€u kién ton tai cia tich phan
Chién lwgc S2
., . . 12 5.3%
Kiém tra dieéu ki€n ton tai cta tich phan
Tong 226 | 100%

Chién luge S1 duoc 2—12 hoc sinh chon véi cac két qua dugc dai dién sau day:

ax = Jx =1

[ )
O ey
xﬂ‘

2
¢ dx lx;d :

o |— = |—dx=x2[=Jx[=1.
!2 ” !2 fo fo

Chién lugc S2 dugc 21—124(5.3%) hoc sinh chon vi phat hién ham $6 f(x) = N gian doan tai 0

24/x
nén khong thoa diéu kién lién tuc trén [0 ; 1] ctia dinh nghia tich phan. Sy vuot trdi cua chién luge S1
s0 voi S2 da cho thdy phan 16n hoc sinh bé qua viée kiém tra diéu kién ham s lién tuc trén doan c6 hai

dau mat 12 hai can cua tich phan va duong nhu cac em cho rang di€u kién d6 nguoi ra d€ phai dam bao,

cac em chi c6 trach nhiém xac dinh nguyén ham cta ham sé f(x) = b la ham F(x) = +/x (khong can

24x
biét F(x) 1a nguyén ham ctia ham s6 f(X) trén tip nao) va phai dua ra dugc két qua tinh tich phén.
Phan tich trén da cho cho thay khi thuc hién cac phép tinh dao ham, nguyén ham va tich phan,
hoc sinh khong quan tdm dén diéu kién ham s xac dinh trén khoang, doan dan dén nhiéu bai toan
khong thoa man diéu kién cta cac dinh nghia nhung phan 16n cac em déu ra duoc két qua.

Két luan thue nghiém



Khoang, doan trong cac dinh nghia dao ham, nguyén ham va tich phan dugc gido vién xem nhu
diéu kién rang budc va khong thé thay bang cic tap hop khac nén vai tro ciia chung thuong khong dugc
quan tdm dén. Ngoai ra, diéu kién ham sb xac dinh trén khoang, doan trong cic bai toan tinh dao ham,
nguyén ham va tich phan duoc cic gido vién cho rang, gia thiét ciia cac bai toan d6 phai dam bao. Cac
quan niém trén da anh hudng khong it dén thai do cua hoc sinh, tir két qua thuc nghiém da cho théy,
cac em khong c6 trach nhiém kiém tra ham s phai xac dinh trén khoang hoac doan theo diéu kién rang
budc cua cac dinh nghia nhung cdc em c6 trach nhiém dua ra dugc két qua, dan dén nhiéu bai toan

khong ton tai nhung hoc sinh van tinh dugc.



KET LUAN

Thuyc hién dé tai “Khai niém khoang, doan trong phép tinh dao ham, nguyén ham va tich phan”, chung
t6i dat duoc cac két qua sau:
1. Trong chuong I, ching toi di phan tich duoc mdi quan hé thé ché giira khai niém gidi han ham sb,
dao ham, nguyén ham va tich phan, cu thé:

Trén R v6i métric thong thuong, tap cac diém gidi han (bao dong) cua khoang (a, b) 1a doan [a,
b], tap cac diém gii han (bao déng) cua doan [a, b] 13 chinh n6 nén & bac trung hoc phd thong, viéc
x€t gidi han cia ham sb tai mot diém thudc khoang, doan xac dinh cua ham s6 d6 luon dam bao diém
dugc xét 1a diém gidi han cua khoang, doan d6 ma khong cin phai dua vao cic khai niém topo lién
quan.

Céc dinh nghia dao ham cua ham s6 tai mot diém, dao ham cua ham sd, dao ham mot phia, dao
ham cap cao déu duoc xdy dung trén co sé ctia dinh nghia gii han hitu han cta ham sé tai mot diém
nén khoang, doan trong cac dinh nghia nay cling c6 vai tro tuong tu nhu trong dinh nghia giéi han cua

ham so0 tai mot diem.

s \ . A + R A ’ A . ’ ’ e 9 A s ‘A A Y
Khi tinh dao ham tai mot diém thong qua céc so gia Ax, Ay. Cac tac gia khong gidi thi¢u A_y la
X
A \ A A e 5 , . 5 A \ A+ 12n A r.e ~ A A A
mdt ham s6. Pong thoi khoang xéac dinh cua A_y va moi lién hé vdi 0 cling khong deé cap.
X

Su xuat hién cta khoang, doan trong dinh nghia nguyén ham da hinh thanh dic trung co ban,
cac nguyén ham chi sai khac mot hang sé.

Céc phan hoach trong dinh nghia tich phan xac dinh déu c6 chung dic trung, gia tri nho nhat va
gi4 tri 16n nhat trong cac diém chia luon 13 hai ddu mut cua doan [a, b] dong thoi cac diém con lai ciing
thudc doan nay. Nhu vdy, mdi phan tir cia doan [a, b] déu tham gia xdy dung nén dinh nghia tich phan
xéac dinh vi nhitng phan tir 6 co thé 1a diém chia ctia mot phan hoach nao d6. Tir d6, cho thay khong
thé thay thé doan trong dinh nghia tich phan xac dinh bdi cac tap con khac cua tap s6 thuc R.

2. Trong chuong hai, chung t6i nghién ctu sy van hanh cua khoang, doan trong cac dinh nghia dao
ham, nguyén ham va tich phan & chuong trinh Toan pho thong

O bac THCS, hinh biéu dién cta khoang va ntra khoang khong bi chan dugc st dung dé biéu
dién cho tap nghiém cla cac bat phuong trinh tuong dwong véi bat phuong trinh dang co ban. Bén
THPT, khoang, doan duoc dinh nghia tuong minh. Sau dinh nghia, cc tip hop thudng duoc thay thé

bang cac ki hiéu twong tng.



Khai niém giéi han ham s6 tai mot diém duge dinh nghia thong qua gidi han cua diy s6. khoang
xudt hién trong khai niém nay nhim dam bao ton tai mot diy s (X,) trong tip hop (@ ; b)\{ Xo} thoa
man diéu kién limx, = Xo.

Gia thiét ham sd f(x) xac dinh trén khoang (a ; b) va diém X, thudc khoang (a ; b) trong dinh

F ) — (%)
X=X,

nghia dao ham cta ham s6 tai mot diém 1am cho ham s y = xac dinh trén khoang (a ;

b)\{Xo} thoa méin diéu kién rang budc cta dinh nghia gidi han ham s6 tai mot diém.
Tuong nhu sach M, cac SGK hi¢n hanh chi giéi thi€u cach tinh dao ham ctia ham s6 tai mot

+ R A r A . A A A A \ A \ A 5 r . \ A+ 1:n
diém thong qua cac so gia AX, Ay nhung khong dé cép A_y la mdt ham s6, khoang xac dinh va moi lién
X

hé vé6i 0 cling dugc cac tac gia nhac dén lam cho budc tinh dao ham do cac SGK cung cap chi 1a nhimng
thao tac hinh thtrc.

Viéc bd sung khéi niém ham s6 don diéu trén mot doan hodc nua khoang da giup cho viéc
chting minh mét sb bat dang thirc, tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat cia mot ham sé va ching minh
mot vai dinh 1i thuan tién va dé dang hon. Tuy nhién vai trd cta khoang, doan trong mot s6 bai toan
khong thé thay thé cho nhau, chéng han: Néu mot ham s dat gia tri 16n nhét, gia tri nho nhat trén
khoang thi cling dat gi4 tri 16n nhat, gia tri nho nhat trén bao dong cua khoang d6 nhung ménh dé dao
thi khong dung.

Viéc dinh nghia nguyén ham cta ham s trén khoang hoidc doan nham dam bao cac nguyén ham
chi sai khac mdt hﬁng s6. Gia thiét ham sb lién tuc lién tuc trén doan da cho biét sy ton tai nguyén ham.
Trong phuong phap dbi bién va tich phan timg phan cta cic SGK hién hanh, diéu kién nay chi duoc
phat biéu chung chung, chua dam béao sy ton tai nguyén ham cta cac ham sé duéi ddu tich phan.

Gia thiét f lién tyc trén doan [a ; b] trong bai toan 1 dan dén khai niém tich phan vira lam cho do
thi 1a mot duong lién nét vira dam béo su ton tai nguyén ham ctia ham sb f trén doan do va gia thiét
ham sb lién tuc trong phuong phap doi bién va tich phan ting phan dugc chi ra mot cach tudng minh,
dam béo tich phan ton tai.

3. Trong chwong III, két qua thuc nghiém di cho phép chung toi hop thirc hai gia thuyét nghién ctru dat
ra & cudi chuong II.

4. Huéong mo cda luan van: Nghién ctu lich su xuét hién cua cac ki hiéu khoang, doan va xay dung
mot d6 an didactic dé tiép can vi cac khai niém khoang, doan ma do diéu kién khach quan, luan vin

nay chua thyc hién dugc.



PHU LUC

Phu luc 1. Phiéu ciu héi danh cho gi4o vién
Thuea quy thady, co,
Nham gép ¥ cho séach gido khoa, gép phan néing cao chat lwong day va hoc todn, mong quy thdy, cé vui long danh chiit
thoi gian tra loi nhitng cau hoi duoi day.
Tong sb ndm ma quy thiy c6 da giang day toan ¢ 16p 11 hodc 12 (ké ca nim hoc nay):
Duéi ddy 1a 101 giai ciia hoc sinh. Xin quy thdy, c6 cho diém (theo thang diém 10) ting 15i giai mot va ghi y
kién ctia minh v& d& bai hoac vé 10i giai
Caul
Cho ham s f: (0,+90) — R, f(x)= X%. Tinh gi6i han ciia ham sé f khi x ddn dén 0.
Bai lam

. o
lim f (x) = limx*=0.

Piém:
Y kién
Cau 2
\ ) X’ ) | X | >1 . ) \ ) . A 2k
Cho ham so f(x) = 0 . Tinh giéi han ctia ham so f khi x dan dén 0.

Bai lam

lim f (x) = limx*=0.

x—0




Cau 3

Cho ham sb y=f(x) xac dinh trén (a ; b) va c6 dao ham duy nhit tai diém xo  (a,b) va f’(xo)=1. Tinh £’ (xo)
Bai lam

Vi £ (x0)=1 nén f’(xo)=0.

Piém:
Y Kién:
Cau 4
a2 s 1
Cho hai ham so F(x) = In|x] va f(x) = =
X

Em hiy cho biét tinh dung sai ciia ménh dé sau:
F(x) 1a nguyén ham cua f(x) trén (-co ; 0) U (0 ; +o0)
Bai lam
Ménh dé ding vi F’(x) = f(X) trén (-c0 ; 0) U (0 ; +o0) nén F(x) 1 nguyén ham caa f(x) trén (-o0 ; 0) U (0 ; +0)

Diém:




Céau 5
Em hiy cho biét tinh dung sai ciia ménh dé sau:

Néu K 1a khoang hodc nira khoang. f 1a ham s6 lién tuc trén K va a, b 13 hai s6 bat ki thuoc K. F 12 nguyén ham
b
cta ham s f trén K thi j f (x)dx = F(b) - F(a).

Bai lam
Trong dinh nghia tich phan (Giai Tich 12 nang cao, trang 148), K 1a tap bat ki mién 14 f 1a ham s6 lién tuc trén
K va a, b 1a hai s6 bat ki thudc K. F 1 nguyén ham ctia ham s f trén K. Vi thé ta c6 quyén thay K bang khoang

hodc ntra khoang tuy y.

Diém:

Y kién:

Cau 1.
Cho ham sb f: N* — R, f(x) = x.
1) Tinh dao ham ctia ham sb tal diém xo =1



2) Tim dao ham ctia ham s6 f

Cau 2
x> xel2;4] 3x2 ,xe(2;4]
Cho hai ham s y=f(x)= . Vay=g(x) = .
o hai ham so6 y=f(x) X ,Xe(4;6] y =9(x) % ,Xe(4;6]

Ham sb f 1a nguyén ham cua ham sb g trén [2 ; 6] ding khong? Tai sao?

Cho hai ham s6 F(x) = In|x| va f(x) = 1
X

Hay giai thich tinh dung (sai) cia ménh d& sau day:



F(x) 1a nguyén ham cua f(x) trén (-co ; 0) U (0 ; +o0)

dx
2x
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