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LỜI CÁM ƠN 

  
2TTôi xin đặc biệt bày tỏ lòng biết ơn chân thành và sâu sắc đến Thầy của tôi, PGS. TS. Đặng 

Đức Trọng về tất cả những sự hướng dẫn, góp ý, chỉ dạy, giúp đỡ, động viên, khích lệ rất nhiệt tình 

và tận tâm của Thầy trong suốt quá trình nghiên cứu và hoàn thành Luận văn. 

2TTôi xin chân thành cám ơn đến toàn thể Quý Thầy Cô trong Tổ Toán Giải tích của Trường 

Đại học Sư phạm Thành phố Hồ Chí Minh đã giảng dạy tận tình, luôn khích lệ tôi trên con đường 

học tập và nghiên cứu Toán học. 

2TTôi xin chân thành cám ơn Quý Thầy Cô phản biện đã đọc và góp ý để tôi hoàn chỉnh Luận 

văn này. 

2TTôi xin chân thành cám ơn các Thầy Cô trong Hội đồng chấm Luận văn đã đọc và cho tôi 

nhiều ý kiến quý báu để tôi thấy được những thiếu sót của mình. 

2TTôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc và chân thành 2Ttới các thầy giáo, cô giáo trong Khoa Toán 

- Tin và Phòng Sau đại học Trường Đại học Sư phạm Thành phố Hồ Chí Minh đã tận tình giúp đỡ 

và tạo mọi điều kiện thuận lợi nhất cho tôi trong suốt quá trình học tập2T, nghiên cứu và hoàn thành 

Luận văn.2T  

2TTôi gửi lời cám ơn chân thành tới các bạn bè, đồng nghiệp đã hỗ trợ, động viên và tạo điều 

kiện cho tôi trong thời gian học tập, nghiên cứu và hoàn thành Luận văn. 

2TTôi đặc biệt bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến gia đình tôi, đã luôn ở bên tôi, giúp đỡ, động 

viên, tạo điều kiện thuận lợi để tôi vượt qua mọi khó khăn trong quá trình học tập và hoàn thành 

Luận văn này. 

        
2TNguyễn Quốc Cường 

 

 

 



 

MỤC LỤC         

 



 

PHẦN MỞ ĐẦU 

 
0TViệc khảo sát bài toán khôi phục hàm nguyên bắt nguồn từ thực tế, trong các lĩnh vực điều 

khiển học, vật lý, kinh tế, y khoa, thăm dò, nhận dạng,… đặc biệt là các bài toán không chỉnh. Đây 

là lĩnh vực toán học hết sức thực tiễn, sâu rộng, được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu và 

đạt được nhiều thành tựu rất quan trọng. Trong quá trình giải bài toán khôi phục, các kết quả thu 

được đã có nhiều ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực như phương trình đạo hàm riêng, xử lý tín 

hiệu, lý thuyết hệ thống, nhận dạng trong tình huống xấu nhất,… 

0TTrong Luận văn này, chúng tôi trình bày bài toán khôi phục một lớp hàm nguyên từ các giá 

trị của chúng trên một tập hợp các điểm nguyên. 0TCác kết quả này được áp dụng để kiểm tra hai bài 

toán liên quan đến phương trình truyền nhiệt: bài toán đầu tiên là việc giải một phương trình truyền 

nhiệt mà không có điều kiện đầu hoặc điều kiện cuối và bài toán thứ hai là việc xác định nguồn 

nhiệt của một bài toán nhiệt ngược thời gian. Cụ thể như sau: 

Cho 0σ > , chúng tôi ký hiệu 2Lσ  là không gian các hàm nguyên ( )2f L∈ ¡  thỏa mãn 

( ) const. , .zf z e zσ= ∈£  

Do định lý Paley-Wiener (xem Rudin [18, Chương 19]), mỗi hàm 2f Lσ∈  có thể được biểu 

diễn như là biến đổi Fourier của một hàm ( )2 ,g L σ σ∈ − , nghĩa là 

( ) ( ) , .itzf z g t e dt z
σ

σ−

= ∈∫ £  

Chúng tôi quan tâm đến một bài toán khôi phục một hàm trong 2Lσ  từ các giá trị của nó trên 

một tập con đã biết của ¡ , vấn đề này đã được biết khi xem xét một số phương trình đạo hàm riêng. 

 

 

Trước tiên, chúng ta hãy xem xét phương trình nhiệt 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , , : 0,1 0, ,

0, 1, 1, 0,
t xx

x x

u u f x t x t Q T

u t u t u t

 − = ∈ = ×


= = =          
                   (1) 

trong đó [ ] ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 20, ; 0,1 0, ; 0,1u C T L L T H∈ ∩
 
đã biết. Ở đây, chúng ta nhớ lại rằng, 

[ ] ( )( )1 10, ; 0,1C T L  là không gian tất cả các hàm liên tục [ ] ( )1: 0, 0,1f T L→
 
có [ ] ( )' 1: 0, 0,1f T L→  

liên tục và ( ) ( )( )2 20, ; 0,1L T H
 
là không gian tất cả các hàm ( ) ( )2: 0, 0,1f T H→  thỏa mãn 



 

( ) ( )2

2

0,1
0

T

H
f t < ∞∫ . 

0TĐây là một loại bài toán gọi là “bài toán không có điều kiện đầu”. 

0TNăm 1935, Tikhonov [25] đã chứng minh tính duy nhất nghiệm của phương trình truyền 

nhiệt thuần nhất 

0,tu u t− ∆ = −∞ < < ∞ . 

0TNăm 1990, Safarov [19] đã giải quyết bài toán thuần nhất này cho miền không bị chặn 0T 0x >
0T

 

và cho 0T 0 x l< <
0T

. Sau đó, phương trình truyền nhiệt không thuần nhất mà không có điều kiện đầu đã 

được xem xét bởi nhiều tác giả như Shmulev [23], Kirilich [13] và Guseinov [120T]. Các tác giả này 

kiểm tra bài toán trong điều kiện t−∞ < < ∞  hoặc t T−∞ < <  và họ đòi hỏi một số giả thiết về điều 

kiện nhiệt độ tại −∞  hoặc điều kiện tuần hoàn để bài toán giải được.  

0TTrong Luận văn này, chúng tôi sẽ trình bày bài toán không thuần nhất trên một thời gian hữu 

hạn 0T 0 t T< <
0T

, việc làm này là hợp lý hơn cho các ứng dụng thực tế. Việc thiếu điều kiện đầu 0T ( ).,0u
0T

 

được bù đắp bằng cách thêm điều kiện biên 0T ( )1,.u
0T

. 0TChúng tôi muốn chứng minh rằng bài toán (1) 

có nhiều nhất một nghiệm và giải nó bằng số. 

0TVới mỗi 0Tα ∈ ¡
0T

, nhân vào hai vế của phương trình đầu tiên của (1) với 0T ( ) ( )cosv x xα=  0T

và sử 

dụng tích phân từng phần, ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

, cos , cos , cost xxu x t x dx u x t x dx f x t x dxα α α− =∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1
2

0 0

1
, cos , cos , sin

0

, cos , cos ,

x

xd u x t x dx u x t x u x t x
xdt

u x t x dx f x t x dx

α α α α

α α α

=
−  +   =

+ =

∫

∫ ∫
 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )2

., 1, cos 1, sin 0, cos0 0, sin 0

., ., .

x x
d F u t u t u t u t u t
dt

F u t F f t

α α α α α

α α α

−  + − −  

+ =
 

Do ( ) ( ) ( )0, 1, 1, 0x xu t u t u t= = =  nên 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2., ., .,d F u t F u t F f t
dt

α α α α+ = . 

0Ttrong đó 0T F
0T

 là viết tắt của biến đổi Fourier Cosin trong 0T ( )2 0,1L
0T

, nghĩa là 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0

: cos , 0,1 ,F w z w x zx dx w L z= ∈ ∈∫ £ . 



 

0TTừ phương trình 0T ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2., ., .,d F u t F u t F f t
dt

α α α α+ =
0T

, ta suy ra 

( )( )( )( ) ( )( )( )2 2

., .,t td e F u t e F f t
dt

α αα α= , 

           ( )( )( )( ) ( )( )( )2 2

0 0

., .,
T T

t td e F u t dt e F f t dt
dt

α αα α=∫ ∫ , 

               ( )( )( ) ( )( )( )2 2

0

., .,
0

T
t tt T

e F u t e F f t dt
t

α αα α
=

=
= ∫ , 

       
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )2 2

0

., .,0 .,
T

T te F u T F u e F f t dtα αα α α− = ∫ . 

 Do đó 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
22

0

., .,0 .,
T

t TTF u T e F u e F f t dtααα α α−−= + ∫ .            (2) 

0TKhó khăn của việc tìm 0T ( ).,u T
0T

 là bởi vì điều kiện đầu 0T ( ).,0u
0T

 không có sẵn. 0TTuy nhiên, từ (2), 

chúng tôi có một quan sát rất quan trọng rằng, khi α → +∞  thì 
2

0Te α− →  rất nhanh và thật là hợp 

lý để sử dụng xấp xỉ  

( )( )( ) ( ) ( )( )( )
2

0

., .,
T

t TF u T e F f t dtαα α−≈ ∫ .                          (3) 

Công thức (3) đưa ra một xấp xỉ tốt cho ( )( )( ).,F u T α , nếu α  đủ lớn. Bây giờ, mấu chốt 

của vấn đề là để khôi phục ( )( )( ).,F u T α  cho α   rất nhỏ. Vì vậy, chúng tôi gặp một bài toán khôi 

phục một hàm trong 2
1L  từ các giá trị của nó trên một tập hợp ( ] [ ), ,r r−∞ − ∪ ∞ , trong đó 0r >  là 

một số lớn. 

0TBây giờ, chúng ta hãy xem xét một bài toán truyền nhiệt khác gọi là “bài toán nguồn nhiệt 

ngược thời gian”. Đây là bài toán tìm một cặp hàm 0T( ),u f
0T

 thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , 0,1 0, ,

0, 1, 1, 0,

, ,

t xx

x x

u u t f x x t Q T

u t u t u t

u x T g x

ϕ − = ∈ = ×


= = =
 =

0T

                  (4) 

0Ttrong đó 0T ( )1 0,L Tϕ ∈
0T

 và 0T ( )2 0,1g L∈
0T

 được cho trước.  

0TBài toán nguồn nhiệt ngược thời gian này là “bài toán không chỉnh”,0T nghĩa là nghiệm có thể 

không tồn tại và thậm chí nếu nó tồn tại thì nó có thể không phụ thuộc vào cách liên tục trên dữ 

liệu. 0TVì vậy, một cách xử lý số thông thường là không thể và một sự chỉnh hóa là cần thiết. 



 
0TBài toán tìm nguồn nhiệt dưới dạng 0T ( ) ( )t f xϕ

0T

, trong đó một trong hai hàm 0Tϕ  và f  0Tkhông 

được biết, đã được kiểm tra trong một thời gian dài. Tính duy nhất0T và sự ổn định được xem xét bởi 

nhiều tác giả như Cannon-Esteva  [5, 6], Yamamoto [31, 32], Yamamoto-Zou [33], Saitoh-Tuan-

Yamamoto [20, 21] và Choulli-Yamamoto [7].0T Tuy nhiên, sự chỉnh hóa bài toán đối với trường hợp 

không ổn định vẫn còn khó khăn. Sự chỉnh hóa b0Tài toán cho trường hợp 1f ≡  đã được kiểm tra bởi 

Wang-Zheng [29] và Shidfar-Zakeri-Neisi [22], trong khi trường hợp 1ϕ ≡  được xem xét bởi 

Cannon [4], Wang-Zheng [30] và Farcas-Lesnic [11]. Gần đây, Trong-Long-Đinh [27] và Trong-

Quan-Đinh [28] đã xem xét sự chỉnh hóa bài toán trong đó ϕ  được cho trước và  f   là không được 

biết. Tuy nhiên, trong hai bài báo này, cả hai điều kiện đầu ( ).,0u  và điều kiện cuối ( ).,u T  là bắt 

buộc. Yêu cầu này là ngặt và không tự nhiên. Trong Luận văn này, chúng tôi trình bày bài toán 

tương tự như trong [27], nhưng yêu cầu của nhiệt độ ban đầu được loại bỏ hoàn toàn. 

Lưu ý rằng, nếu f  đã được biết thì chúng ta có được một bài toán truyền nhiệt ngược thông 

thường. Vì vậy, chúng tôi sẽ chỉ tập trung vào việc tìm f .  

0TVới mỗi 0Tα ∈ ¡
0T

, nhân vào hai vế của phương trình đầu tiên của (4) với 0T ( ) ( )cosv x xα=
0T

 và sử 

dụng tích phân từng phần, ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

, cos , cos cost xxu x t x dx u x t x dx t f x x dxα α ϕ α− =∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 1
2

0 0

1
, cos , cos , sin

0

, cos cos ,

x

xd u x t x dx u x t x u x t x
xdt

u x t x dx t f x x dx

α α α α

α α ϕ α

=
−  +   =

+ =

∫

∫ ∫
 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )2

., 1, cos 1, sin 0, cos0 0, sin 0

., ., .

x x
d F u t u t u t u t u t
dt

F u t F f t

α α α α α

α α α

−  + − −  

+ =
 

Do ( ) ( ) ( )0, 1, 1, 0x xu t u t u t= = =  nên 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )2., ., .d F u t F u t t F f
dt

α α α ϕ α+ =  

0TTừ phương trình0T trên0T, ta suy ra 

( )( )( )( ) ( ) ( )( )2 2

., ,t td e F u t e t F f
dt

α αα ϕ α=  

           ( )( )( )( ) ( ) ( )( )2 2

0 0

.,
T T

t td e F u t dt e t F f dt
dt

α αα ϕ α=∫ ∫ , 



 

                   ( )( )( ) ( )( ) ( )2 2

0

.,
0

T
t tt T

e F u t F f e t dt
t

α αα α ϕ
=

=
= ∫ , 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )2 2

0

., .,0
T

T te F u T F u F f e t dtα αα α α ϕ− = ∫ . 

 Do ( ) ( ),u x T g x=  nên  

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )
22

0

.,0
T

t TTF g e F u F f e t dtααα α α ϕ−−− = ∫ . 

 Vì vậy 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )2

.,0 ,TF g e F u D F fαα α ϕ α α α−− = ∈ ¡ ,              (5) 

trong đó 

            
( )( ) ( ) ( )

2

0

T
t TD e t dtαϕ α ϕ−= ∫ . 

Nếu ( )( )2

0Te Dα ϕ α− →  “đủ nhanh” khi α → +∞  thì chúng ta có xấp xỉ  

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2 .,0T F uF g F g
F f e

D D D
α αα α

α
ϕ α ϕ α ϕ α

−= − ≈ .               (6) 

Vì vậy, chúng tôi gặp lại bài toán khôi phục một hàm trong 2
1L , nghĩa là ( )F f , từ giá trị của 

nó trên một tập hợp ( ] [ ), ,r r−∞ − ∪ ∞ , trong đó 0r >  là một số lớn. 

0TTóm lại, hai bài toán truyền nhiệt gợi ra cho chúng ta một “bài toán công cụ” của việc khôi 

phục những hàm trong 0T

2Lσ
0T

. Phần còn lại của Luận văn này được trình bày thành 4 Chương. Trong 

Chương 1, chúng tôi giới thiệu và trình bày một số kiến thức cơ bản, các ký hiệu, các không gian 

hàm được sử dụng trong Luận văn. Trong Chương 2, chúng tôi giới thiệu và trình bày sơ lược về 

hàm giải tích, hàm nguyên và các tính chất quan trọng của chúng được sử dụng trong Luận văn. 

Trong Chương 3, chúng tôi trình bày một số kết quả về “bài toán công cụ” của việc khôi phục 

những hàm trong 0T

2Lσ
0T

. Trong Chương 4, chúng tôi trở lại những bài toán truyền nhiệt và áp dụng các 

kết quả trong Chương 3 để giải quyết chúng. Một thực nghiệm bằng số cũng được trình bày trong 

Chương 4 để làm sáng tỏ hiệu quả phương pháp. 

 

 

 

 

 



 

Chương 1: KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1. Không gian định chuẩn và không gian Banach 

Định nghĩa 1.1.1. (xem [15, tr. 3-4]) Cho K  là trường số thực ¡  hoặc trường số phức £ . 

Tập hợp X  khác rỗng cùng với hai ánh xạ (gọi là phép cộng và phép nhân vô hướng) 

( )
:

,
X X X
x y x y

+ × →

+a
 

       ( )
. :

,
K X X

x xλ λ
× →

a
 

được gọi là một không gian tuyến tính (hoặc không gian vectơ) trên K  nếu các tính chất sau thỏa 

mãn: 

 (a) X  cùng với phép cộng là một nhóm Abel, tức là: 

(i) x y y x+ = +  với mọi ,x y X∈ , 

 (ii) ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  với mọi , ,x y z X∈ , 

 (iii) Tồn tại một phần tử 0 của X  sao cho 0 0x x x+ = + =  với mọi x X∈ , 

 (iv) Với mỗi phần tử x của X , tồn tại một phần tử x−  của X  sao cho  

( ) 0x x+ − = . 

 (b) ( )x y y xλ λ λ+ = +  với mọi Kλ ∈ , và với mọi ,x y X∈ , 

 (c) ( ) x x xλ µ λ µ+ = +  với mọi , Kλ µ ∈ , và với mọi x X∈ , 

 (d) ( ) ( )x xλµ λ µ=  với mọi , Kλ µ ∈ , và với mọi x X∈ , 

 (e) 1x x=  với mọi x X∈ . 

 Nếu K = ¡  thì X  được gọi là một không gian tuyến tính thực. 

Nếu K = £  thì X  được gọi là một không gian tuyến tính phức. 

Định nghĩa 1.1.2. (xem [16, tr. 8]) Cho ( ), ,X + ⋅  là một không gian vectơ trên ¡ . Một ánh xạ 

: X

x x

⋅ → ¡

a
 

được gọi là một chuẩn trên X  nếu các tính chất sau thỏa với mọi , ,x y X α∈ ∈ ¡ , 

 (i) 0x ≥  và 0 0x x= ⇔ = , 

 (ii) x xα α= , 

 (iii) x y x y+ ≤ + . 



 

 Không gian vectơ ( ), ,X + ⋅  với chuẩn ⋅  được gọi là không gian định chuẩn ( ), , ,X + ⋅ ⋅ , 

hay vắn tắt là ( ),X ⋅ , hay vắn tắt hơn là X , khi các phép toán, hàm chuẩn được ngầm hiểu và 

không thể nhầm lẫn. 

Định nghĩa 1.1.3. (xem [16, tr. 10]) Cho ( ),X ⋅  là một không gian định chuẩn và f  là một 

ánh xạ từ tập hợp các số nguyên dương ¥  vào X . Đặt ( )nx f n=  với mọi n  trong ¥ . Ta gọi { }nx  

là một dãy trong X . 

 Cho { }nx  là một dãy các phần tử của một không gian định chuẩn ( ),X ⋅ . Ta nói 

 (i) { }nx  là dãy hội tụ (trong X ) nếu tồn tại x X∈  sao cho lim 0nn
x x

→∞
− = , nghĩa là ứng với 

mỗi 0ε > , tồn tại 0n ∈¥  sao cho nx x ε− < , với mọi 0n n≥ . Khi đó, phần tử x , nếu có, thì duy 

nhất và được gọi là giới hạn của dãy { }nx , ký hiệu lim nn
x x

→∞
= . Ta cũng nói nx x→  khi n →∞ . 

(ii) { }nx  là dãy Cauchy (trong X ) nếu ứng với mỗi 0ε > , tồn tại 0n ∈¥  sao cho 

m nx x ε− < , với mọi 0,m n n≥ .  

(iii) { }nx  là dãy bị chặn (trong X ) nếu ảnh của nó, 

{ }nx n∈¥  

là một tập con bị chặn của X . 

 Chú ý rằng, mọi dãy hội tụ đều là dãy Cauchy và mọi dãy Cauchy đều bị chặn. Chiều ngược 

lại không đúng cho trường hợp tổng quát. 

Định nghĩa 1.1.4. (xem [9, tr. 10]) Cho ( ),X ⋅  là một không gian định chuẩn và f  là một 

ánh xạ từ tập hợp các số nguyên dương ¥  vào X  và g  là một ánh xạ đồng biến nghiêm cách từ ¥  

vào ¥ . Đặt ( )nx f n=  và ( )ky f g k= o  với mọi n  và k  trong ¥ . Ta gọi { }ky  là một dãy con của 

dãy { }nx  và được ký hiệu là { }knx . 

Định nghĩa 1.1.5. (xem [16, tr. 10-11]) Cho không gian định chuẩn ( ),X ⋅ . Ta nói 

 (i) ( ),X ⋅  là đầy đủ khi mọi dãy Cauchy trong X  đều hội tụ. 

 (ii) ( ),X ⋅  là compact khi mọi dãy trong X  đều có một dãy con hội tụ (trong X ). 



 

Định nghĩa 1.1.6. (xem [16, tr. 52-53]) Với hai không gian định chuẩn ( )1 1
, , ,X + ⋅ ⋅ ; 

( )2 2
, , ,X + ⋅ ⋅ , xét 1 2X X X= × . Ta có X  trở thành một không gian vectơ với các phép toán trên X  

sinh bởi các phép toán trên 1X  và 2X , 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,x x y y x y x y+ = + + , 

   ( ) ( )1 2 1 2, ,x x x xα α α= , 

với mọi 1 1 1 2 2 2, ; ,x y X x y X∈ ∈  và α ∈ ¡ . Hơn nữa, hàm : X X⋅ →  xác định bởi 

2 2
1 21 2

x x x= + , với ( )1 2,x x x X= ∈ , trở thành một chuẩn trên X . Không gian định chuẩn X  

nhận được gọi là không gian định chuẩn tích của các không gian định chuẩn 1X  và 2X . 

 Tương tự với n  không gian định chuẩn ( ), , ,i i
X + ⋅ ⋅ , 1,2,...,i n= , tập 1 2 ... nX X X X= × × ×  

với các phép toán cũng như hàm chuẩn sau 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,...,n n n nx x x y y y x y x y x y+ = + + + , 

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,...,n nx x x x x xα α α α= , 

( ) 22 2
1 2 1 21 2
, ,..., ...n n n

x x x x x x= + + + , 

được gọi là không gian định chuẩn tích của các không gian định chuẩn ( ), , ,i i
X + ⋅ ⋅ , 1,2,...,i n= . 

Định nghĩa 1.1.7. (xem [9, tr. 10]) Ta nói một không gian định chuẩn ( ),X ⋅  là một không 

gian Banach nếu và chỉ nếu mọi dãy Cauchy của nó đều hội tụ. 

1.2. Không gian Hilbert  

(xem [16, tr. 155-156) 

Định nghĩa 1.2.1. Cho H  là một không gian vectơ trên ¡ . Một ánh xạ 

( )
.,. :

, ,

H H

x y x y

× → ¡

a
 

được gọi là một tích vô hướng trên H  nếu các tính chất sau thỏa, 

(i) ', , ',x x y x y x yα β α β+ = + , với mọi , ; , ',x x y Hα β ∈ ∈¡ , 

 (ii) , ' , , 'x y y x y x yα β α β+ = + , với mọi , ; , , 'x y y Hα β ∈ ∈¡ , 

 (iii) , ,x y y x= , với mọi ,x y H∈ , và 

 (iv) , 0x x ≥ , với mọi x H∈  và , 0 0x x x= ⇔ = . 



 
 Như vậy, một tích vô hướng trên H  là một phiếm hàm song tuyến tính, đối xứng, xác định 

dương. 

 Từ tích vô hướng nêu trên, với x H∈ , đặt 

,x x x= . 

 Từ định nghĩa, với ,x y H∈ , ta có  
2 220 , 2 ,x ty x ty x t x y t y≤ + + = + +  

đúng với mọi t∈ ¡ , ta suy ra 

  

Bất đẳng thức Schwarz. Với mọi ,x y H∈ ,  

,x y x y≤ . 

 Từ đó suy ra 

( )

2 2 2

22 2

, 2 ,

2

x y x y x y x x y y

x x y y x y

+ = + + = + +

≤ + + = +
 

nên ta được 

Bất đẳng thức tam giác. Với mọi ,x y H∈ ,  

x y x y+ ≤ + . 

 Hơn nữa, do  

( )
2 2

2 21, ,
2 2 2 2 2 2 2

x y x y x y x y x y x y x y+ − + + − −
+ = + = + , 

ta được 

Bất đẳng thức hình bình hành. Với mọi ,x y H∈ ,  

( )
2 2

2 21
2 2 2

x y x y x y+ −
+ = + . 

 Đặc biệt, ⋅  là một chuẩn trên H  và do đó H  trở thành một không gian định chuẩn. 

Định nghĩa 1.2.2. Khi không gian định chuẩn ( ),H ⋅  đầy đủ, ta nói ( ),H ⋅  là không gian 

Hilbert. 

1.3. Không gian  
pL  (xem [1, tr. 1-5]; xem [3, Chương 4]; xem [18, Chương 3])  



 
1.3.1. Các định lý quan trọng của lý thuyết tích phân 

 Định lý 1.3.1.1. (Định lý hội tụ đơn điệu của Beppo Levi) Cho { }nf  là dãy tăng các hàm 

khả tích (Lesbesgue) trên tập NΩ⊂ ¡  sao cho sup n
n

f < ∞∫ . Khi đó, nf  hội tụ h.k.n trên Ω  về một 

hàm f  khả tích trên Ω  và  

( ) ( )1
0n nf f f x f x dx

Ω

− ≡ − →∫  khi n →∞ . 

 Định lý 1.3.1.2. (Định lý hội tụ bị chặn của Lesbesgue) Cho { }nf  là một dãy các hàm 

(thực hoặc phức) khả tích trên Ω . Giả sử 

 (i) ( ) ( )nf x f x→  h.k.n trên Ω . 

 (ii) Tồn tại hàm g  khả tích sao cho với mỗi n , ( ) ( )nf x g x→  h.k.n trên Ω .  

 Khi đó f  khả tích và 

( ) ( )1
0n nf f f x f x dx

Ω

− ≡ − →∫  khi n →∞ . 

Hệ quả 1.3.1.3. Cho f  là hàm đo được và g là hàm khả tích trên Ω . Ta có, nếu 

( ) ( )nf x g x→  h.k.n. trên Ω  thì f  khả tích trên Ω . Suy ra rằng, nếu f  khả tích thì f  khả tích 

(đương nhiên chiều ngược lại cũng đúng). 

Bổ đề 1.3.1.4. (Bổ đề Fatou) Giả sử { }nf  là một dãy các hàm khả tích sao cho 

(i) 0nf ≥  h.k.n trên , nΩ ∀ . 

(ii) sup nf < ∞ . 

Với mỗi x∈Ω , ta đặt ( ) ( )liminf nf x f x= . Khi đó, f  khả tích trên Ω  và  

liminf nn
f f

→∞
≤∫ ∫ . 

Giả sử 1 2
1 2,Ω ⊂ Ω ⊂¡ ¡  là hai tập mở và 1 2:F Ω ×Ω → ¡  (hoặc £ ) là hàm đo được. 

Định lý 1.3.1.5. (Tonelli) Giả sử 

( )
2

,F x y dy
Ω

< ∞∫  h.k.n. trên 1Ω  

và 

( )
1 2

,dx F x y dy
Ω Ω

< ∞∫ ∫  

 Khi đó, F  khả tích trên 1 2Ω ×Ω . 

 



 
Định lý 1.3.1.6. (Fubini) Cho F  khả tích trên 1 2Ω ×Ω . Khi đó, với hầu hết x  thuộc 1Ω  

( ) ( ),. ,F x y F x y≡ a  khả tích trên 2Ω   

và 

( )
2

,x F x y dy
Ω
∫a  khả tích trên 1Ω  

Kết luận tương tự khi đổi vai trò x  cho y , 1Ω  cho 2Ω . 

Hơn nữa, ta có 

( ) ( ) ( )
1 2 2 1 1 2

, , ,dx F x y dy dy F x y dx F x y dxdy
Ω Ω Ω Ω Ω ×Ω

= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1.3.2. Không gian  

, 1pL p≤ ≤ ∞  

 Định nghĩa 1.3.2.1. Cho p∈ ¡  với 1 p≤ < ∞ , ta định nghĩa 

    ( ) { :pL fΩ = Ω→ ¡  (hoặc £ ); f  đo được và pf  khả tích } , 

( ) { :L f∞ Ω = Ω→ ¡  (hoặc £ ); f  đo được và ( ),C f x C∃ ≤  h.k.n } , 

và ký hiệu  

( )
1
pp

p
f f x dx

Ω

 
=  
 
∫  

( ){ }inf C; h.k.nf f x C
∞
= ≤ . 

Nhận xét 1.3.2.2. Nếu ( )pf L∈ Ω  thì ( ) h.k.nf x f x
∞

≤ ∈Ω . 

Thật vậy, có dãy { }nC  hội tụ về f
∞

 sao cho ( ), nn f x C∀ ≤  h.k.n. trên Ω . Vì vậy, với mỗi 

n , ( ) , \n nf x C x E≤ ∀ ∈Ω , trong đó nE  là tập không đáng kể (có độ đo 0). Đặt n
n

E E= U  thì E  là 

tập không đáng kể và với mỗi n , ( ) , \nf x C x E≤ ∀ ∈Ω , suy ra ( ) , \f x C x E≤ ∀ ∈Ω . 

Ta ký hiệu 'p  là số liên hợp của , 1p p≤ ≤ ∞ , nghĩa là 1 1 1
'p p

+ = . 

Định lý 1.3.2.3. (Bất đẳng thức Holder) Cho pf L∈  và 'pg L∈  với 1 p≤ ≤ ∞ . Khi đó 
1.f g L∈  và 

'
. .

p p
f g f f≤∫  

Dựa vào bất đẳng thức Holder, người ta chứng minh được: 



 
Định lý 1.3.2.4. pL  là một không gian vector và 

p
⋅  là một chuẩn với 1 p≤ ≤ ∞ . 

Định lý 1.3.2.5. (Fischer-Riesz) 

(i) pL  là không gian Banach với 1 p≤ ≤ ∞ . 

(ii) Giả sử { }nf  là một dãy hội tụ về f  trong không gian pL  (1 p≤ ≤ ∞ ), nghĩa là, 

0n p
f f− → . Thế thì có dãy con { }

1,2,...kn k
f

=
 sao cho 

( ) ( )
( ) ( )

h.k.n

, h.k.n
k

k

n

n

f x f x

k f x h x

→

∀ ≤
 

với h  là một hàm trong pL .  

Với Ω  là tập mở trong ¡ , ta ký hiệu ( )kC Ω  là không gian các hàm số khả vi liên tục đến 

cấp k  và ( ) ( )
1

k

k
C C

∞
∞

=
Ω = ΩI . Còn ( )cC Ω  là không gian các hàm số f  liên tục trên Ω  sao cho giá 

(support) của f , tức là tập hợp 

( ){ }supp : 0f x f x= ∈Ω ≠  

là compact chứa trong Ω , ký hiệu gạch ngang ở trên là bao đóng của tập hợp. Đặt 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

k k
c c

c c

C C C

C C C∞ ∞

Ω = Ω ∩ Ω

Ω = Ω ∩ Ω
 

 ( )locL Ω  là tập các hàm đo được trên Ω , khả tích trên mỗi tập compact K ⊂ Ω . 

Ta có kết quả sau đây về tính trù mật: 

Định lý 1.3.2.6. Với 1 p≤ < ∞  (lưu ý rằng p ≠ ∞ ), thì ( )cC∞ Ω  trù mật trong ( )pL Ω . 

 Định lý 1.3.2.7. (Riemann-Lesbesgue) Cho ( )1 ;f L a b∈ , với ( );a b  là khoảng hữu hạn 

hoặc vô hạn của ¡ , thì ta có 

( ) ( )lim cos 0, lim sin 0
b b

N N
a a

f x Nxdx f x Nxdx
→∞ →∞

= =∫ ∫  

khi N →∞ .  

1.3.3. Tích chập 

Định nghĩa 1.3.3.1. Cho hai hàm số f  và g  xác định trên N¡  thì hàm số f g∗  định bởi  

( ) ( ) ( ) ,
N

f g x f x y g y dy∗ = −∫
¡

 

với giả thiết là tích phân ở trên tồn tại, được gọi là tích chập của f  và g .  



 

 Định lý 1.3.3.2. Giả sử ( )1 Nf L∈ ¡  và ( )p Ng L∈ ¡  với 1 p≤ ≤ ∞ . Khi đó, với mỗi Nx∈ ¡ , 

hàm số ( ) ( )y f x y g y−a  khả tích trên N¡  và ( )p Nf g L∗ ∈ ¡ . Hơn nữa, 

1p p
f g f g∗ ≤ . 

1.4. Không gian Sobolev 

 (xem [3, Chương 8]) 

1.4.1. Không gian Sobolev 1, pW  và các tính chất cơ bản 

Cho NΩ⊂ ¡  là một tập mở và 1 p≤ ≤ ∞ . 

Định nghĩa 1.4.1.1. Hàm ( )locg L∈ Ω  được gọi là đạo hàm riêng suy rộng theo biến ix  của 

hàm ( )locf L∈ Ω , ký hiệu 
i

fg
x
∂

=
∂

 hay ig D f= , nếu 

( ), c
i

f dx g dx C
x
ϕ ϕ ϕ ∞

Ω Ω

∂
= − ∀ ∈ Ω

∂∫ ∫ . 

Nếu f  có , 1,iD f i N= , ta ký hiệu ( )1 2, ,..., Nf D f D f D f∇ = . 

Định nghĩa 1.4.1.2. Với 1 p≤ ≤ ∞ , ta ký hiệu ( )1, pW Ω  là tập hợp các hàm ( )pf L∈ Ω  có 

mọi đạo hàm riêng suy rộng ( ) , 1,p
iD f L i N∈ Ω = .  

Trong ( )1, pW Ω  ta xét chuẩn 

1,

1
p p p

N

iw L L
i

f f D f
=

= +∑  

hoặc chuẩn tương đương 

1,

1

1
p p p

N ppp
iw L L

i
f f D f

=

 
= + 
 

∑
 
khi 1 p≤ < ∞ . 

Định nghĩa 1.4.1.3. Không gian ( )1,2W Ω  được ký hiệu là ( )1H Ω  và được trang bị tích vô 

hướng 

1
,

N

i i
i

f g fgdx D f D g dx
=Ω Ω

 
= +  

 
∑∫ ∫  

và chuẩn tương ứng 

1

1
222

1

N

iH
i

f f dx D f dx
=Ω Ω

  
= +  

  
∑∫ ∫ . 



 
Định nghĩa 1.4.1.4. ( )1,

0
pW Ω  là bao đóng của ( )1

cC Ω  trong ( )1, pW Ω . 

Ta ký hiệu ( ) ( )1 1,2
0 0H WΩ = Ω . 

Định lý 1.4.1.5. Không gian 1, pW  là không gian Banach với 1 p≤ ≤ ∞ , khả li với 1 p≤ < ∞ , 

phản xạ với 1 p< < ∞ . 

Định lý 1.4.1.6. (Đạo hàm của một tích)  

Cho ( ) ( )1,, , 1pf g W L p∞∈ Ω ∩ Ω ≤ ≤ ∞ . Khi đó ( ) ( )1, pfg W L∞∈ Ω ∩ Ω  và 

( ) ( ) ( )i i iD fg D f g f D g= + . 

Định lý 1.4.1.7. (Đạo hàm của hàm hợp) Cho ( )1G C∈ ¡  thỏa ( )0 0G = , 

( )' ,G t M t≤ ∀ ∈ ¡  và ( )1, , 1pf W p∈ Ω ≤ < ∞ .  

Khi đó ( )1, pG f W∈ Ωo  và ( ) ( )'
i iD G f G f D f=o . 

1.4.2. Không gian Sobolev ,m pW   

 Định nghĩa 1.4.2.1. Cho một số nguyên 2m ≥  và một số thực 1 p≤ ≤ ∞ , ta định nghĩa bằng 

quy nạp 

( ) ( ) ( ), 1, 1,, , 1,m p m p m p

i

fW f W W i N
x

− − ∂
Ω = ∈ Ω ∈ Ω ∀ = ∂ 

 

hay ta cũng có thể định nghĩa một cách tương đương 

( ) ( ) ( ){, , ,m p p pW f L m g Lαα αΩ = ∈ Ω ∀ ≤ ∃ ∈ Ω  sao cho 

( ) ( )1 , cfD g Cαα
αϕ ϕ ϕ ∞

Ω Ω


= − ∀ ∈ Ω 


∫ ∫  

Ta ký hiệu D f gα
α=  và ( ) ( ),2m mH WΩ = Ω . 

Chú ý 1.4.2.2. Một đa chỉ số α  là một bộ ( )1 2, ,..., Nα α α α=  với 0iα ≥  nguyên, ta đặt 

1

N

i
i

α α
=

=∑  và 
1 2

1 2

...

1 2 ...

N

N
N

D
x x x

α α α
α

αα αϕ ϕ
+ + +∂

=
∂ ∂ ∂

. 

Định lý 1.4.2.3. Không gian ,m pW  được trang bị bởi chuẩn 

,

0
m p p pw L L

m
f f D fα

α≤ ≤

= + ∑  

là một không gian Banach. 

Định lý 1.4.2.4. Không gian ( )mH Ω  được trang bị bởi tích vô hướng  



 

2 2

0
, , ,mH L L

m
f g f g D f D gα α

α≤ ≤

= + ∑  

là một không gian Hilbert. 

 Ta chứng minh được rằng chuẩn của ( ),m pW Ω  là tương đương với chuẩn 

p pL L
m

f D fα

α =

+ ∑ . 

 

1.5. Biến đổi Fourier  

(xem [1, tr. 56-68]; xem [8, Chương 6]; xem [10, Chương 4]; xem [18, Chương 9) 

1.5.1. Biến đổi Fourier trong ( )1L ¡  

Định nghĩa 1.5.1.1. Cho ( )1f L∈ ¡ , hàm F  định bởi  

( ) ( ) ( )ixtF f F x e f t dt
+∞

−∞

= = ∫  

được gọi là biến đổi Fourier của f . 

 Định lý 1.5.1.2. Cho ( )1, , ,f g L λ µ∈ ∈¡ £ . Khi đó, ta có: 

(i) ( ) ( ) ( )F f g F f F gλ µ λ µ+ = + , 

(ii) ( ) ( ) ( )F f g F f F g∗ = , 

(iii) ( ) 1sup
L

x
F x f

∈
≤

¡
, 

(iv) ( ) ( ) 0F x F y− →  khi 0x y− → , 

(v) ( ) 0F x →  khi x →∞ . 

Định lý 1.5.1.3. Với 0r > , đặt ( ) ( )rf t f rt= . Ta có 

( ) ( ) 1
r r

xF f F x F
r r

 = =  
 

 

Định lý 1.5.1.4. Với a∈ ¡ , đặt ( ) ( )af t f t a= + . Ta có 

( ) ( ) ( )iax
a aF f F x e F x−= =  

Định lý 1.5.1.5. Cho ( )1f L∈ ¡  thỏa [ ]supp ;f a a⊂ − . Ta có F  là hàm giải tích trên £ .   

Định lý 1.5.1.6. Cho dãy { } 1,2,...n n
f

=
hội tụ trong ( )1L ¡ . Khi đó, dãy { } 1,2,...n n

F
=

 hội tụ đều trên 

¡ . 



 
Định lý 1.5.1.7. Cho ( )1f L∈ ¡  thỏa tính chất ( )' 1f L∈ ¡  và f  liên tục tuyệt đối trên mọi 

khoảng hữu hạn. Khi đó ( ) ( )'F x ixF x= − . 

Định lý 1.5.1.8. Nếu f  có đạo hàm bậc càng cao trong ( )1L ¡  thì F  hội tụ về 0 càng nhanh 

khi x →∞ , nghĩa là,  

( )
( ) ( )n

n

F x
F x

x
= . 

Định lý 1.5.1.9. Cho ( )1f L∈ ¡ . Nếu ''f  tồn tại và ( )1''f L∈ ¡  thì ( )1F L∈ ¡ . 

Định lý 1.5.1.10. Cho ( )1f L∈ ¡  bị chặn, liên tục và ( )1F L∈ ¡ . Khi đó ta có 

( ) ( )1
2

itxf t e F x dx
π

+∞
−

−∞

= ∫ . 

1.5.2. Biến đổi Fourier trong ( )2L ¡   

Định lý 1.5.2.1. (Plancherel) Với mọi ( )2f L∈ ¡ , 0N > , ta đặt 

{ }( ) ( )
N

ixt
N

N

F f x e f t dt
−

= ∫  

Khi đó 

 (i) { }NF f  hội tụ trong ( )2L ¡  đến một hàm { }F f  khi N →∞ . Hơn nữa 

{ } 22

2 22
LL

F f fπ=  

 (ii) Nếu ( ) ( )1 2f L L∈ ∩¡ ¡  thì { } ( )F f F f=  h.h trên ¡ . 

 (iii) Đặt  

( ) { }( )
N

itx
N

N

t e F f x dxφ −

−

= ∫  

thì Nφ  hội tụ trong ( )2L ¡  đến f  khi N →∞ . 

 (iv) Toán tử F  là một đẳng cấu từ ( )2L ¡  vào ( )2L ¡ .  

  

 

Hệ quả 1.5.2.2. Nếu ( )2f L∈ ¡  và ( )1F L∈ ¡  thì  

( ) ( )1
2

itxf t e F x dx
π

+∞
−

−∞

= ∫  với h .h .x. 



 
Định lý 1.5.2.3. (Đẳng thức Parseval) Cho ( )2f L∈ ¡ . Ta có  

2 22
L L

F fπ= . 

1.6. Đa thức Lagrange (xem [2]) 

 Ký hiệu K  là tập các số thực ¡  hoặc tập các số phức £  và ( )nP ¡  hoặc ( )nP £  là tập tất cả 

các đa thức bậc nhỏ hơn hoặc bằng 1n − . Cho n  điểm phân biệt it K∈  và n  giá trị , 1i K i nα ∈ ≤ ≤

.  

Ta tìm một đa thức thỏa 

( ) , 1n i iP t i nα= ≤ ≤  

Để làm điều đó, ta giới thiệu các đa thức il   

( ) ( )1
1

,..., ; , , 1,2,...,
n

j
i i n

j i j
j i

t t
l t l t t t t K i n

t t=
≠

−
= = ∈ =

−∏ . 

Rõ ràng ( ) , 1,2,...,i nl P K i n∈ =  và 

( ) 1i jl t =  nếu j i= , ( ) 0i jl t =  nếu j i≠ . 

Các đa thức , 1,2,...,il i n=  được gọi là các đa thức Lagrange cơ bản. Chúng có thể được viết 

dưới dạng khác. 

Ta giới thiệu đa thức 

( ) ( ) ( )1
1

,..., ;
n

n j
j

w t w t t t t t
=

= = −∏  

Khi đó 

( ) ( )
1

n

j
j i
j i

w t
t t

t t=
≠

− =
−∏ , 

( ) ( ) ( )
1

lim '
i

n

i j it tj i
j i

w t
t t w t

t t→
=
≠

− = =
−∏ . 

Điều đó cho phép ta viết 

( ) ( )
( )( )'i

i i

w t
l t

w t t t
=

−
 

Dễ thấy rằng, đa thức 

( ) ( )
1

n

n i i
i

p t l tα
=

=∑  



 
là đa thức duy nhất trong ( )nP K  thỏa ( ) , 1n i iP t i nα= ≤ ≤ . Dạng ( )np t  của đa thức nội suy được 

gọi là dạng Lagrange. 

Bây giờ, nếu :f K K→  là một hàm bất kỳ và , 1,2,...,it K i n∈ =  là các điểm nút phân biệt 

thì 

( ) ( ) ( ) ( )
1 ,...,

1
; ; ,

n

n

n t t i i
i

L f t L f t f t l t t K
=

= = ∈∑  

là đa thức duy nhất trong ( )nP K  mà nó đồng nhất với f  tại các điểm nút , 1,2,...,it i n= .  

Hiển nhiên, nếu ( )np P K∈  thì  

( ) ( );nL p t p t≡  

vì p  được xác định duy nhất bởi các giá trị ( ) , 1,2,...,ip t i n=  của nó. 

Do đó, toán tử tuyến tính ( ):n nL K P K→  là lũy đẳng, nghĩa là 2
n nL L= . Vì vậy, nó là một 

phép chiếu, ta gọi là phép chiếu nội suy Lagrange.  

1.7. Bài toán chỉnh và bài toán không chỉnh (xem [26]) 

0T Xét phương trình  
Ax y=  

với A  là một toán tử liên tục (không nhất thiết tuyến tính) từ một không gian Banach X  vào một 

không gian Banach Y  và x X∈  được tìm từ y  đã cho. 

 Ta nói phương trình Ax y=  biểu diễn một bài toán chỉnh theo nghĩa Hadamard nếu toán tử 

A  có một toán tử ngược liên tục từ Y  vào X , với X  và Y  là các không gian Banach. Nói cách 

khác, chúng ta đòi hỏi rằng: 

 (i) Với bất kỳ y Y∈  có nhiều nhất một x X∈  thỏa Ax y=  (tính duy nhất nghiệm); 

 (ii) Với bất kỳ y Y∈  tồn tại một nghiệm x X∈  thỏa Ax y=  (sự tồn tại nghiệm); 

(iii) 1 1
1 2 0

X
A y A y− −− →  khi 1 2 0

Y
y y− →  (tính ổn định nghiệm). 

Nếu một trong ba điều kiện (i), (ii), (iii) không thỏa thì phương trình Ax y=  biểu diễn một 

bài toán không chỉnh theo nghĩa Hadamard. 

1.8. Sự chỉnh hóa (xem [26]) 

0T Ý tưởng cơ bản trong việc giải bài toán 0T Ax y=  0Tlà dùng sự chỉnh hóa, nghĩa là thay phương 

trình này bởi một phương trình “gần” với nó bao gồm cả một tham số nhỏ 0Tα  0Tđể ta có thể giải 



 
phương trình đã thay đổi một cách ổn định và nghiệm của nó là gần với nghiệm của phương trình 

ban đầu khi 0Tα  là nhỏ. 

 Định nghĩa 1.8.1. Ta gọi ( ),R y δ  là toán tử chỉnh hóa của phương trình Ax y=  trong lân 

cận của exy  nếu thỏa các tính chất sau: 

(i) Tồn tại 1 0δ >  sao cho ( ),R y δ  xác định với mọi [ ]10;δ δ∈  và mọi y Yδ ∈  thỏa 

exy yδ δ− ≤ . 

(ii) Với mọi 0ε > , tồn tại ( )0 1, exyδ ε δ≤  sao cho 0exy yδ δ δ− ≤ ≤  thì exx xδ ε− <  với 

( ),x R yδ δ δ= . 

Chú ý 1.8.2. Trong định nghĩa trên, ( ){ },R yδ δ  có thể là một tập hợp và xδ  là một phần tử 

bất kỳ của ( ){ },R yδ δ . 

Trong nhiều trường hợp, ta sử dụng định nghĩa sau (bao hàm định nghĩa vừa nêu). 

Định nghĩa 1.8.3. Ta gọi ( ),R y α  là toán tử chỉnh hóa của phương trình Ax y=  trong lân 

cận của exy  nếu thỏa các tính chất sau: 

(i) Có một số 1 0δ >  sao cho ( ),R y α  xác định với mọi 0α >  và với mọi y Y∈  thỏa 

1exy y δ δ− ≤ < . 

(ii) Có một hàm ( )α α δ=  sao cho với mọi 0ε > , tồn tại ( ) 1δ ε δ≤  sao cho nếu y Yδ ∈  và 

( )exy yδ δ ε− ≤  thì exx xα ε− < , trong đó ( )( ),x R yα δ α δ= . 

Theo định nghĩa 1.8.2 thì với 0δ →  thì exy yδ →  trong Y, ta có ( )( ), exx R y xα δ α δ= →  nên 

xα  là nghiệm chỉnh hóa phụ thuộc liên tục vào thay đổi của vế phải. Vì vậy, vấn đề giải xα  trở 

thành xây dựng toán tử chỉnh hóa ( ),R y α . 

0TĐịnh lý 1.8.4. Với 0T 0α >
0T

 và 0T ( ), :R y Y Xα +× →¡
0T

 liên tục đối với 0T y
0T

. Giả sử 0T

( )
0

lim ,R Ax x
α

α
→

=  với mọi x X∈
0T

 thì 0T ( ),R y α
0T

 là toán tử chỉnh hóa của phương trình 0T Ax y= . 

0TChú ý 1.8.5. Số dương 0Tα
0T

 được gọi là tham số chỉnh hóa. 

0TNếu trong Định lý 1.8.4, 0T ( ),R y α  0Tlà một dãy đếm được các toán tử thì ta có thể lấy các số tự 

nhiên n làm tham số chỉnh hóa và điều kiện trên trở thành 

( )lim ,
n

R Ax n x
→∞

=  với mọi x X∈ . 

 



 

Chương 2: HÀM NGUYÊN 

2.1. Hàm giải tích (xem [17]) 

0T Định nghĩa 2.1.1. Cho 0T D
0T

 là một tập mở khác rỗng trong 0T £ . Hàm :f D → £  được gọi là 

khả vi phức ( −£ khả vi) tại 0z D∈  nếu tồn tại hàm 1 :f D → £  liên tục tại 0z  và  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0f z f z z z f z= + −  với mọi z D∈  

Hàm 1f  như thế, nếu tồn tại thì được xác định duy nhất bởi f : 

( ) ( ) ( )0
1

0

z z
z

f ff
z z
−

=
−

 với { }0\z D z∈  

và bằng cách đặt 0h z z= −  do tính liên tục của 1f  tại 0z  ta có:  

( ) ( ) ( )0 0
1 00

lim
h

z h zf f f z
h→

+ −
=  

Số ( )1 0f z ∈£  được gọi là đạo hàm của hàm f  (theo biến z ) tại 0z , ký hiệu là ( )0'f z  hoặc 

( )0zdf
dz

. 

Định nghĩa 2.1.2. Cho D  là tập mở khác rỗng trong £ . Hàm :f D → £  được gọi là chỉnh 

hình trên D  nếu nó khả vi phức tại mọi điểm thuộc D . 

Hàm f  được gọi là chỉnh hình tại điểm 0z D∈  nếu tồn tại một lân cận mở U của 0z nằm 

trong D  sao cho hàm Uf  chỉnh hình trên U .  Tập hợp các điểm mà tại đó hàm chỉnh hình luôn là 

tập mở trong £ . Một hàm chỉnh hình tại 0z  thì hàm đó khả vi phức tại 0z  nhưng hàm khả vi phức 

tại 0z không nhất thiết chỉnh hình tại 0z . Chẳng hạn, hàm ( )f z zz=  khả vi tại điểm 0z =  nhưng 

không chỉnh hình tại điểm này. 

Hàm chỉnh hình còn được gọi là hàm giải tích. 

Tập hợp các hàm chỉnh hình trong D  được ký hiệu là ( )H D . 

Ta có các bao hàm thức  ( ) ( )H D C D⊂ ⊂£ . Bao hàm thức thứ nhất có được do các hàm 

hằng là các hàm khả vi phức trong toàn bộ £ . 

Chú ý 2.1.3. Ta có thể mở rộng định nghĩa trên cho trường hợp D  là tập mở khác rỗng tùy ý 

trong ∞£  và f  là ánh xạ từ D  vào ∞£ . Khi 0z  hữu hạn và 0( )f z = ∞ , ta nói f  chỉnh hình tại 0z  

nếu 1
( )f z

chỉnh hình tại 0z . Khi 0z = ∞ , ta nói f  chỉnh hình tại 0z  nếu 1( )f
z

 chỉnh hình tại 0. 

Nếu không nói rõ ta hiểu hàm chỉnh hình với D ⊂ £  và f  hữu hạn. 



 
Định lý 2.1.4. (Định lý Liouville) Nếu f  là hàm chỉnh hình và bị chặn trên £  thì f  là hàm 

hằng. 

Định lý 2.1.5. (D’Alembert-Gauss) Mọi phương trình đại số 
1

1( ) ... 0n n
n o nP z a z a z a−= + + + = , 0,oa ≠ 1, ,...,o na a a ∈£  

có đúng n nghiệm nếu mỗi nghiệm được tính một số lần bằng đúng số bội của nó. 

 Định lý 2.1.6. Cho G  là miền trong £ , :f G → £  là hàm chỉnh hình khác hằng. Khi đó, với 

mọi a∈£  tập hợp (thớ) 

{ }1( ) : : ( )f a z G f z a− = ∈ =  

mà ta gọi là tập các a -điểm của f , là tập rời rạc và đóng (tương đối) trong G . Đặc biệt, với mọi tập 

compact K G⊂ , mỗi tập 1( )  , f a K a− ∩ ∈£ , là tập hữu hạn, dẫn đến 1( )f a−  là tập không quá đếm 

được, nghĩa là f  có không quá đếm được các a -điểm trong G . 

Định lý 2.1.7. (Định lý đồng nhất) Các mệnh đề sau về cặp ,f g  các hàm chỉnh hình trên 

miền G ⊂ £  là tương đương 

(i) f g=  

(ii) Tập hợp ( ) ( ){ }:G f gω ω ω∈ =  có một điểm giới hạn trong G . 

(iii) Có một c G∈  sao cho ( ) ( ) ( ) ( )n nf c g c= , n∀ ∈¥ . 

Nhận xét 2.1.8. Từ định lý đồng nhất, ta có hai kết quả: 

(i) Nếu f  là hàm chỉnh hình trên một miền D và bằng 0 trên một đĩa mở nào đó nằm trong 

D  thì nó bằng 0 trên toàn bộ D ; 

(ii) Giả sử f  và g  là các hàm chỉnh hình trên miền D  và ( ) ( )n nf z g z=  trên một dãy điểm 

vô hạn các điểm phân biệt { }nz D⊂  và lim nn
z a D

→∞
= ∈ . Khi đó, ( ) ( )f z g z=  với mọi z∈D.  

Đặc biệt, giả sử f  là các hàm chỉnh hình trên miền D  và { }nz D⊂  là một dãy các điểm đôi 

một khác nhau, hội tụ đến điểm 0z D∈ . Nếu ( ) 0nf z =  với mọi n∈¥  thì 0f ≡  trên D . 

Định lý 2.1.9. (Định lý hội tụ Weierstrass) Cho D  là tập mở khác rỗng trong £ , nf  là dãy 

các hàm chỉnh hình trong D  hội tụ compact trong D  về :f D → £ . Khi đó, f  chỉnh hình trong D  

và với mọi k∈¥ , dãy các đạo hàm ( )k
nf  hội tụ compact trong D  về ( )kf . 

Ta giả sử mêtric trên ( )H D  được cảm sinh từ mêtric trên ( , )C D £ . Khi đó, ( )H D là không 

gian con đóng của ( , )C D £ , ( , )C D £  là không gian đủ. 

Hệ quả 2.1.10. ( )H D  là không gian mêtric đủ. 



 
Định lý 2.1.11. Nếu với ( )nf H D∈ , chuỗi nf∑  hội tụ chuẩn tắc trong D  về ( )f H D∈  thì 

với mỗi k∈¥ , chuỗi ( )k
nf∑  hội tụ chuẩn tắc trong D  về ( )kf . 

Một ánh xạ liên tục :f X Y→  giữa các không gian tôpô X  và Y  được gọi là ánh xạ mở nếu 

ảnh ( )f U  của mọi tập mở U  của X  là một tập con mở của Y . 

Định lý 2.1.12. (Định lý ánh xạ mở) Cho D  là tập mở khác rỗng trong £ . Nếu f  chỉnh 

hình và không hằng địa phương trong D  thì nó là ánh xạ mở từ D  vào £ . 

Nhận xét 2.1.13. Nếu f  là ánh xạ chỉnh hình 1 1−  trên tập mở khác rỗng D  thì D  và ( )f D  

đồng phôi. 

Định lý 2.1.14. (Nguyên lý bảo tồn miền) Nếu f  chỉnh hình và không đồng nhất bằng hằng 

số trong miền G  thì ảnh ( )f G  cũng là một miền. 

Định lý 2.1.15. (Nguyên lý môđun cực đại) Cho f  là hàm chỉnh hỉnh trên miền G  và f  

có cực trị địa phương thì f  là hàm hằng trên G . 

Định lý 2.1.16. (Nguyên lý môđun cực đại cho miền bị chặn) Giả sử hàm  f  chỉnh hình 

trong miền bị chặn G  và liên tục trên clG . Khi đó hoặc constf =  hoặc ( )f z  chỉ đạt cực đại trên 

D∂ , nghĩa là  

G( ) , f z f z clG
∂

≤ ∀ ∈ . 

Định lý 2.1.17. (Định lý Weierstrass cho miền bị chặn) Cho G  là một miền bị chặn, nf  là 

dãy các hàm liên tục trên ( )cl G  và chỉnh hình trong G . Nếu dãy n Gf
∂

 hội tụ đều trên G∂ , thì dãy 

nf  hội tụ đều trên  clG  và hàm giới hạn liên tục trên clG  và chỉnh hình trong G . 

Định lý 2.1.18. (Bổ đề Schwarz) Nếu ( ) ( ): 0,1 0,1f E B E B= → =  là một hàm chỉnh hình và 

( )0 0f =  thì 

( )f z z≤  với mọi z E∈  và '(0) 1f ≤ . 

Hơn nữa, nếu có ( ) { }0 0,1 \ 0z B∈  sao cho 0 0( )f z z=  hay '(0) 1f =  thì có α : 1α =  sao 

cho ( )f z zα=  với mọi z E∈ . 

Định lý 2.1.19. (Định lý Hurwitz) Giả sử G  là miền trong £ , dãy ( )nf H G∈  hội tụ 

compact trong G  về f  và nf  không có không điểm trong G . Khi đó, nếu f  không là hàm hằng 

không thì f  không có không điểm trong G . 



 
Hệ quả 2.1.20. Nếu dãy hàm  fRnR  chỉnh hình và đơn diệp trong miền G , hội tụ compact về f  

trong G   thì  f   hoặc đơn diệp hoặc là hằng số. 

Định lý 2.1.21. (Định lý Runge) Cho K  là một tập con compact của £  và A  là một tập con 

của \ K∞£  sao cho A  gặp mỗi thành phần liên thông của \ .K∞£  Nếu f  là hàm chỉnh hình trong 

mọi tập mở chứa K  và 0ε >  thì có một hàm hữu tỷ ( )R z  mà có cực điểm chỉ nằm trong A  và sao 

cho 
( ) ( )f z R z ε− <  với mọi z K∈ . 

Hệ quả 2.1.22. Cho G  là tập con mở của £  và A  là một tập con của \ G∞£  sao cho A  gặp 

mỗi thành phần liên thông của \ G∞£ . Đặt ( , )R G A  là tập hợp các hàm hữu tỷ và với cực điểm nằm 

trong A  và xem ( , )R G A  như là không gian con của ( )H G . Nếu ( )f H G∈  thì có một dãy { }nR

trong ( , )R G A  sao cho lim nf R= . Nghĩa là ( , )R G A  trù mật trong ( )H G . 

Trong hệ quả tiếp theo, ta xét { }A = ∞ và sử dụng kết quả rằng, một hàm hữu tỷ chỉ có cực 

điểm tại ∞  là hàm đa thức. 

Hệ quả 2.1.23. Cho G  là tập con mở của £  sao cho \ G∞£  liên thông. Khi đó, với mọi 

( )f H G∈  thì có một dãy các đa thức{ }np  sao cho lim nf p=  trong ( )H G . 

2.2. Hàm nguyên với bậc hữu hạn (xem [14, tr. 1-7]) 

2.2.1. Hàm nguyên 

Một hàm ( )zf  giải tích trên toàn bộ mặt phẳng phức, nghĩa là nó được biểu diễn bởi một 

chuỗi lũy thừa có dạng: 

( )
0

, lim 0n n
n nnn

z c z cf
∞

→∞
=

= =∑  

được gọi là một hàm nguyên. 

 Đây là một lớp hàm đơn giản nhất của các hàm giải tích mà có chứa tất cả các đa thức. Hàm 

nguyên được phân lớp dựa vào bậc của chúng, nghĩa là theo sự tăng của chúng khi z →∞ . Một 

hàm nguyên có thể tăng theo các cách khác nhau, theo nhiều hướng khác nhau.  Với sự đặc trưng 

tổng quát của sự tăng, ta giới thiệu hàm ( ) ( )maxf z r
M r f z

=
= . Theo nguyên lý cực đại, hàm này đơn 

điệu tăng. 



 
 Một đa thức có càng nhiều nghiệm thì tăng càng nhanh. Tính chất này cũng được mở rộng 

cho hàm nguyên nhưng phức tạp hơn nhiều. Mối liên hệ giữa sự tăng của một hàm giải tích và sự 

phân bố nghiệm của nó là nội dung chính của định lý về hàm nguyên. 

 Ta sẽ chỉ ra có một số định lý tương tự định lý đồng nhất. Các kết quả này phát biểu rằng, 

nếu hàm nguyên f “tăng đủ chậm” và nghiệm của nó “được sắp xếp một cách rất trù mật”, thì 

( ) 0f z ≡ . Đây là những định lý về tính duy nhất tương tự với các định lý về tính duy nhất đơn giản 

nhất cho đa thức. 

2.2.2. Bậc của hàm nguyên 

 Nếu ( ) ( )h r rϕ<  là đúng với các giá trị r đủ lớn, chúng ta gọi nó là bất đẳng thức tiệm cận 

và viết: ( ) ( )
as

h r rϕ< . 

 Nếu bất đẳng thức trên đúng với dãy nào đó của các giá trị nr →∞  thì ta sẽ viết: ( ) ( )
n

h r rϕ<

. 

 Một hàm nguyên ( )f z  được gọi là hàm với bậc hữu hạn nếu 

( ) ( )exp
kas

k r
fM r r e< = , với 0.k >  

 Bậc của hàm nguyên là chặn dưới lớn nhất của các giá trị k mà bất đẳng thức tiệm cận được 

thực hiện. 

 Ký hiệu bậc của một hàm nguyên  f   là fρ ρ= . 

 Từ định nghĩa của bậc ta có 

( ) .
n as

r r
fe M r e

ρ ε ρ ε− +

< <  

 Lấy logarithm theo cơ số e hai lần ta được 

( )log log
,

log

n as
fM r

r
ρ ε ρ ε− < < +  

( )log log
limsup .

log
f

r

M r
r

ρ
→∞

=  

  

Định lý 2.2.2.1. Bậc của hàm nguyên được xác định bởi công thức 

loglimsup
1log

n

n

n n

c

ρ
→∞

=
 
  
 

 



 

 Cho một dãy số 1 2, ,..., 0na a a ≠ , lim nn
a

→∞
= ∞ , chặn dưới lớn nhất của λ  sao cho 

1

1
n na λ

∞

=
∑  hội 

tụ gọi là số mũ hội tụ.  

 Định lý 2.2.2.2. (Định lý Hadamard) (xem [14, tr. 18]) Số mũ hội tụ của các không điểm 

của một hàm nguyên không vượt quá bậc của hàm nguyên đó. 

2.3. Định lý Paley-Wiener (xem [18, Chương 19]) 

0TKý hiệu 0T

+Π  là tập hợp tất cả các số phức z x iy= +  thỏa 0y > .  

Định lý 2.3.1. Giả sử ( )f H +∈ Π  và  

( ) 2

0

1sup
2y

f x iy dx C
π

∞

< <∞ −∞

+ = < ∞∫  

Khi đó, tồn tại một hàm ( )2 0,F L∈ ∞  sao cho 

( ) ( )
0

,itzf z F t e dt z
∞

+= ∈Π∫  

và  

( ) 2

0

F t dt C
∞

=∫  

Định lý 2.3.2. Giả sử A  và C  là các hằng số dương và f  là một hàm nguyên sao cho 

( ) ,A zf z Ce z≤ ∈£  

và  

( ) 2
f x dx

∞

−∞

< ∞∫ . 

Khi đó tồn tại một hàm ( )2 ,F L A A∈ −  sao cho 

( ) ( ) ,
A

itz

A

f z F t e dt z
−

= ∈∫ £ . 

2.4. Không gian pH  (không gian Hardy) (xem [18, Chương 17]) 

2.4.1. Các không gian pH  và N  

Định nghĩa 2.4.1.1. Ta định nghĩa rf  trên T  như sau 

( ) ( ) , 0 1i i
rf e f re rθ θ= ≤ <  



 
nếu f  là hàm liên tục bất kỳ xác định trên U , và cho σ  là độ đo Lebesgue trên T , được chuẩn hóa 

( ) 1Tσ = . Theo đó, pL − chuẩn được hiểu là ( )pL σ . Đặc biệt, 

1

, 0
pp

r rp
T

f f d pσ
 

= < < ∞ 
 
∫  

( )sup i
rf f re θ

θ
∞
=  

và ta giới thiệu  

0
logr r

T

f exp f dσ+= ∫ . 

Định nghĩa 2.4.1.2. Nếu ( )f H U∈  và 0 p≤ ≤ ∞ , đặt 

{ }sup : 0 1rp p
f f r= ≤ <  

Nếu 0 p< ≤ ∞  thì pH  được định nghĩa là lớp tất cả các hàm ( )f H U∈  với 
p

f < ∞ .  

Lớp N bao gồm tất cả các hàm ( )f H U∈  mà 
0

f < ∞ . 

Rõ ràng là p sH H H N∞ ⊂ ⊂ ⊂  nếu 0 s p< < < ∞ . 

Nhận xét 2.4.1.3.  

(i) Khi p < ∞ , Định lý 17.3 và Định lý 17.5 (xem [18], tr. 336-337) cho thấy r p
f  là hàm 

không giảm theo r, với mọi ( )f H U∈ . 

Khi p = ∞ , theo Định lý module cực đại ta có kết luận tương tự. Do đó 

1
lim rp pr

f f
→

=  

(ii) Với 1 p≤ ≤ ∞ , pH  là một không gian tuyến tính định chuẩn. 

(iii) Có thể xem pH  là không gian con đóng của pL  và do đó nó là không gian Banach. 

Định lý 2.4.1.4. Nếu pf H∈  (hoặc f N∈ ), 1 2, ,...α α  là các không điểm của  f   trong U  và  

( )
1

1 n
n

α
∞

=

− = ∞∑  

thì 

( ) 0f z = , với mọi z U∈ . 

2.4.2. Một số tính chất quan trọng của không gian pH   

Nếu 0 p< < ∞  và pf H∈  thì 



 

(i) Giới hạn không tiếp xúc ( )if e θ∗  tồn tại khắp nơi trên T  và  

( )pf L T∗ ∈ , 

(ii) 
1

lim 0r pr
f f∗

→
− = , 

(iii) pp
f f∗ = . 

2.4.3. Không gian 2H  

Không gian 2H  có một cách tính chuẩn đơn giản như sau: 

Định lý 2.4.3.1. Giả sử ( )f H U∈  và 

( )
0

n
n

n
f z a z

∞

=

= ∑  

thì 2f H∈  nếu và chỉ nếu  

2

0
n

n
a

∞

=

< ∞∑ . 

Ngoài ra,  

2

22

0
nL

n
f a

∞

=

= ∑ . 

Chứng minh. Áp dụng Định lý Parseval cho rf  với 1r <  ta có 

2

2 2 2 22

1 10 0
lim limn

n n r Lr rn n T

a a r f d fσ
∞ ∞

→ →
= =

= = =∑ ∑ ∫ . 

Nhận xét 2.4.3.2.  

(i) Một cách tự nhiên, không gian ( )2H U  được xem như một không gian con đóng của 

( )2L T  (gồm tất cả các hàm có dạng 
0

in
n

n
a e θ

∞

=
∑  với 2

0
n

n
a

∞

=

< ∞∑ , là sự mở rộng tuyến tính đóng của 

các tập { }: 0ine nθ ≥ ). 

Chú ý rằng, nếu 1z <  thì theo bất đẳng thức Cauchy - Schwarz 

1 1
2 22 2

0 0 0

nn
n n

n n n
a z a z

∞ ∞ ∞

= = =

   
≤ < ∞   
   

∑ ∑ ∑ , 

Do đó, các chuỗi lũy thừa như vậy có bán kính hội tụ ít nhất là 1 và xác định một hàm giải 

tích trên U . 

(ii) ( )2H U  là không gian Hilbert với tích trong xác định bởi 



 

0 0 0
,n n n

n n n
n n n

a z b z a b
∞ ∞ ∞

= = =

 
= 

 
∑ ∑ ∑  

hay tương đương 

( ) ( ) ( )
2

0

1,
2

it itf g f e g e dt
π

π
= ∫ . 

Các hàm ( ) , 0n
ne z z n= ≥  tạo thành cơ sở trực chuẩn của 2H . Ta suy ra 

( )
2 22

0

1
2

itf f e dt
π

π
= ∫ . 

 

 

 



 

Chương 3: KHÔI PHỤC HÀM NGUYÊN TRONG 
2Lσ TỪ NHỮNG ĐIỂM 

NGUYÊN 

 

3.1. Giới thiệu 

0TTrong Chương này, chúng tôi chỉ trình bày một trường hợp đặc biệt của “bài toán công cụ”. 

Chính xác hơn, chúng tôi trình bày bài toán khôi phục một hàm trong 0T

2Lσ  0Ttừ các giá trị của nó trên 

một tập 0T{ },n n r∈ ≥¢ , 0Tvới 0T 0r >  lớ0Tn. 

Bài toán tìm kiếm một hàm nguyên từ các giá trị của nó trên một tập A đếm được là một bài 

toán điển hình trong lý thuyết hàm nguyên. 0TĐặc biệt, trường hợp thú vị 0T A = ¢
0T

 đã được xem xét 

trong một thời gian dài (xem [14, Bài giảng 20]). Một định lý cổ điển (xem [14, Mục 20.2]) nói 

rằng, một hàm 0T

2f Lπ∈
0T

 có thể được xác định hoàn toàn từ các giá trị của nó trên tập 0T A = ¢  bởi biểu 

diễn 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

sin
1 n

n

z n
f z f n

z n
π

π

∞

=−∞

−
= −

−∑ , 

0Tvà 

( ) ( )2

22

L
n

f f n
∈

=∑¡
¢

. 

0TTuy nhiên, nếu 0T { },A n n r= ∈ ≥¢
0T

 với 0T 0r >  thì0T tính duy nhất của sự xác định của hàm 0T

2f Lπ∈
0T

 không còn đảm bảo. Ví dụ, hàm nguyên 

( ) ( )sin z
f z

z
π

=  

0Tthỏa mãn 0T ( ) 0f n =
0T

 với mọi số nguyên 0T 0n ≠
0T

. Do đó, thật là thú vị để xem xét việc xác định một 

hàm 0T

2f Lσ∈
0T

 từ 0T ( ){ }n A
f n

∈
0T

 trong trường hợp 0Tσ π<
0T

. 

3.2. Định lý ổn định 

Khi 0 2σ< < , chúng ta có định lý ổn định sau đây. Đặc biệt, định lý này bao hàm kết quả 

tính duy nhất. 

Định lý 3.2.1. (Ổn định) Cho ( )0,2σ ∈  và { },A n n r= ∈ >¢  với 0r > . Khi đó, tồn tại 

một hằng số ( ), 0C C rσ= >  sao cho  



 

( ) ( )2

1
22 2,

L
n A

f C f n f Lσ
∈

 
≤ ∀ ∈ 

 
∑¡

. 

Chú ý 3.2.2. Từ ( ) ( )2

22

L
n

f f n
∈

=∑¡
¢

, định lý ổn định trên có thể được nói cách khác theo 

ánh xạ 

( )
1
22

n A
f f n

∈

 
 
 
∑a  

định nghĩa một chuẩn tương đương trong không gian ( )( )2
2 , .

L
Lσ ¡

. 

Ở đây, công cụ chính để chứng minh Định lý 3.2.1 là đa thức nội suy Lagrange. Nhớ lại rằng, 

nếu { }1,..., pB x x=  là một tập gồm p số phức phân biệt lẫn nhau thì đa thức nội suy Lagrange 

[ ];L B w  của ánh xạ :w B → £  là  

[ ]( ) ( )
1

;
p

k
j

j k j j k

z xL B w z w x
x x= ≠

 −
=   − 
∑ ∏ . 

Ta cần bất đẳng thức nội suy sau đây: 

Bổ đề 3.2.3. (Bất đẳng thức nội suy) Cho ( )0 0,2σ ∈ . Khi đó, tồn tại k ∈¥  và 0 0C >  chỉ 

phụ thuộc vào 0σ  sao cho 

[ ]
( ) ( )2

2
2

0
, 0

sup , , , ,
kr

k
r L

x r r
f x L A f C f f L rσ

σ
σ∈ −

 
 − ≤ ∀ ∈ ∈  

 
¡

¥  

trong đó ( ){ }1,2,...,k
rA r j j kr= ± + = . 

Chứng minh. Cố định [ ],x r r∈ −  và đặt jx r j= +  với 1 j kr≤ ≤ . Theo công thức số dư của 

đa thức nội suy Lagrange (xem, ví dụ, [2, mục 1.1, tr. 9]), tồn tại ( ) ( )1 , 1k r k rξ ∈ − + +    sao cho 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

1

1,
2 !

kr kr
k
r jkr

j

d ff x L A f x x x
kr dz

ξ
=

 − = −  ∏ .                 (3.1) 

Vì 2f Lσ∈  nên chúng ta có biểu diễn 

( ) ( ) itzf z g t e dt
σ

σ−

= ∫  với ( )2 ,g L σ σ∈ − .  

Do đó  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2

2
2 2 2

2 , ,

kr
kr it kr kr

kr L L

d f g t it e dt g f
dz

σ
ξ

σ σ σ σ
σ

ξ σ σ
− −

−

= ≤ ≤∫ ,        (3.2) 



 
ở đây, chúng ta đã sử dụng 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2, ,
2

L L L L
g g f f

σ σ σ σ

σσ
π− −

≤ = ≤
¡ ¡

. 

Mặt khác, vì jx x≤ , 

    
( ) ( )

2 2 2

1 1

1 1
2 ! 2 !

kr kr

j j
j j

x x x
kr kr= =

− ≤∏ ∏  

                 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
22 21 2 ... 1

:
2 ! k

r r k r
r

kr
ψ

+ + +
= = .           (3.3) 

Chúng ta thấy rằng 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2 22 2 1

2

1 1 1 ... 11 1
2 1 ... 2 2 2

k
k

k
k

k k r k r kr k
r kr kr k k

ψ
ψ

++ + + + ++ +
= →

+ +
 

khi r →+∞ .  

 Bởi vì  

( ) ( ) ( )0
1 11 ln 1 ln 2 ln ln

2
k k

k
σ   + + − → < −   

   
 khi k →+∞ , 

chúng ta có thể chọn 0k >  phụ thuộc vào 0σ  sao cho 

( ) ( ) ( )0
11 ln 1 ln 2 lnk k
k

σ + + − < − 
 

. 

Bất đẳng thức sau cùng tương đương với  

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 2
0

1 1
2

k

k k

k
k σ

++
< . 

Điều xảy ra từ 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 2
0

1 1 1
2

k
k

k k
k

r k
r k

ψ
ψ σ

++ +
→ <  khi r →+∞ ,  

là 

( )
( )

0
2

0

, 1,2,...k kr
Cr rψ
σ

≤ ∀ =                                 (3.4) 

với 0 0C >  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 0σ .  

Từ (3.1), (3.2), (3.3) và (3.4), chúng ta nhận được kết quả mong muốn. 

Bây giờ, chúng ta đã sẵn sàng để chứng minh định lý 3.2.1. 



 
Chứng minh định lý 3.2.1. Trước tiên, chúng ta chứng minh tính duy nhất và khi đó có được 

sự ổn định. 

Bước 1. Chúng ta chứng minh rằng, nếu 2f Lσ∈  và ( ) 0f n =  với mọi n A∈  thì 0f ≡ . 

Thật vậy, chọn ( )0 ,2σ σ∈  và 0,k C  như trong Bổ đề 3.2.3. Cố định x∈ ¡ . Khi đó k
sA A⊂  

với s x>  đủ lớn. Điều xảy ra từ Bổ đề 3.2.3 là  

( ) ( ) ( ) ( )2

2

0
0

, 0
ks

k
s L

f x f x L A f x C f σ
σ
 

 = − ≤ →  
 

¡
 khi s →+∞ . 

Do đó ( ) 0f x =  với mọi x∈ ¡ , và vì vậy 0f ≡ . 

Bước 2. Giả sử ngược lại, có một dãy { } 2
mf Lσ⊂  thỏa mãn 

( )2 1m L
f =

¡  và ( ) 2
lim 0mm n A

f n
→+∞

∈

=∑ . 

Vì 2
mf Lσ∈  nên tồn tại ( )2 ,mg L σ σ∈ −  sao cho 

( ) ( ) ( ) ( )2 2,

1 1,
2 2

itz
m m m mL L

f z g t e dt g f
σ

σ σ
σ π π−

−

= = =∫ ¡
 

Điều xảy ra từ sự bị chặn của dãy { }mg  trong ( )2 ,L σ σ−  là có một dãy con { }kmg  hội tụ yếu 

về một hàm ( )2
0 ,g L σ σ∈ − . Vì vậy,  

( ) ( )0lim ,
kmk

f n f n n
→+∞

= ∀ ∈¢ , trong đó ( ) ( )0 0
itzf z g t e dt

σ

σ−

= ∫ . 

Mặt khác, ( )lim 0
kmk

f n
→+∞

=  với mọi n A∈ . Vì vậy, ( )0 0f n =  với mọi n A∈ , và chúng ta suy 

ra từ Bước 1 là 0 0f ≡ . Như vậy, ( )lim 0
kmk

f n
→+∞

→  với mọi n∈¢ , và do đó 

( )
( ) ( ) ( )2

2 2 2 2
0

k k k km m m mL
n n r n A

f f n f n f n
∈ < ∈

= = + →∑ ∑ ∑¡
¢

 

khi k →+∞ . Điều mâu thuẫn này hoàn thành việc chứng minh. 

3.3. Bất đẳng thức nội suy 

Bây giờ, chúng ta dễ dàng nhận được bất đẳng thức nội suy trong Bổ đề 3.2.3 cho trường hợp 

đặc biệt 1σ = . 

Định lý 3.3.1. (Bất đẳng thức nội suy) Cho 2
1f L∈  và : rw A → £ , trong đó 

( ){ }, 1,2,...,4rA r j j r= ± + =  với số nguyên 0r > . Khi đó, ta có 



 

[ ]
( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )2

3.962

,
sup ; 8 max

r

r
r

r L n Ax r r
f x L A w x f e re f n w n

−

∈∈ −
− ≤ + −

¡
. 

Chứng minh. Cố định [ ],x r r∈ −  và đặt 4 , jm r x r j= = +  với 1 j m≤ ≤ . Chúng ta sẽ sử 

dụng bất đẳng thức tam giác 

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ); ; ;r r rf x L A w x f x L A f x L A f w x− ≤ − +  −          (3.5) 

Trước hết, chúng ta ước lượng ( ) [ ]( );rf x L A w x− . Sử dụng (3.1), (3.2), (3.3) trong chứng 

minh Bổ đề 3.2.3 đối với 4k =  chúng ta nhận được 

( ) [ ]( ) ( ) ( )2 4;r L
f x L A f x f rψ− ≤

¡
,                            (3.6) 

 

trong đó 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

4

1 2 ... 5
8 !

r r r
r

r
ψ

+ +
= . 

Bằng cách tính toán trực tiếp, chúng ta có ( )
1
2

4
51

14
eψ
−

= < , và  

( )
( )

( )( )( )( )
( )( ) ( )

2 110
4 2

8
4

25 5 1 5 2 5 3 5 41 5
8 1 8 2 ... 8 8 8

r r r rr
e

r r r r
ψ
ψ

− + + + + +  = < <
+ + +

 

vì 

( )( ) ( ) ( )( )( )( ) 28 8

7 6 5

4 3 2

5 8 1 8 2 ... 8 8 8 5 1 5 2 5 3 5 4

3276800000000 11345920000000 16117760000000
12084267520000 5110135040000 1199880928000
141123408000 6086323584

0.

r r r r r r r

r r r
r r r

r

+ + + −  + + + +  
= + +

+ + +
+ +

>

 

Dẫn đến ( ) 2
4

r

r eψ
−

<  với mọi 1r ≥ . Vì vậy,1T (3.5) trở thành 

( ) [ ]( ) ( )2
2;
r

r L
f x L A f x f e

−
− ≤

¡
1T

                                 (3.7) 

1TTiếp theo, chúng ta ước lượng 1T ( )( );rL A f w x−
1T

. Ta có  

[ ]( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2

2 2
1

2 2

2 2
1

;
2

.
2

m
jk

r j j
j k j j k j

m
jk

j j
j k j j k j

x xx xL A f w x f x w x
x x x

x xx x f x w x
x x x

= ≠

= ≠

  +−
− = −  − 

  +−
+ − − −  − − 

∑ ∏

∑ ∏
  



 
1TVì 1T jx x≤  1Tvới 1T1 j m≤ ≤

1T

, nên đẳng thức trên dẫn đến 

[ ]( )
2 2 2

2 2 2 211
; 2 2 max

m
k k

r j mj k j k jj k j k

x x xL A f w x m
x x x x

δ δ
≤ ≤

= ≠ ≠

   −
   − ≤ ≤
   − −   

∑ ∏ ∏ ,1T        (3.8) 

1Ttrong đó 1T ( ) ( )max
rn A

f n w nδ
∈

= −
1T

.  

 

1TVới mọi 1T1 j m≤ ≤
1T

, 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

° ( )

2
2

1
2 2

1

2 2 2

2 2 2

2

.

1 2 ... 52
1 ! 4 ! 2 1 . 2 2 ... 6

4 1 2 ... 5
:

2 1 ! 6 1 !

m

k
k k

m
k j jj k

j k j k
k j k

x
x

xx x x x x x

r r r
r j j r j r j r j r j

r r r
r

r r
ψ

=

≠

≠ =

= ⋅
− − +

+ +
= ⋅

+ − − + + + + +

+ +
≤ =

− +

∏
∏

∏ ∏

 

1Tvì  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 ! 4 ! 2 1 . 2 2 ... 6

2 1 2 1 ! 2 ! 2 2 . 2 3 ... 6 1

2 1 ! 6 1 !

r j j r j r j r j r j

r r r r r r

r r

+ × − − × + + + + +

≥ + × − × + + +

= − +

 

Bằng cách tính toán trực tiếp, ta có ° ( ) 3 961 .eψ < , và  

° ( )
° ( )

( )( )( )( )
( )( )( ) ( )

2
10

3.96
2 6

25 5 1 5 2 5 3 5 41 5
2 2 1 6 2 6 3 ... 6 7 2 .6

r r r rr
e

r r r r rr
ψ
ψ

 + + + + +  = < <
+ + + +

 

vì  

( )( ) ( ) ( ) ( ) 28 2 6

7 6 5

4 3 2

5 .2 2 1 6 2 ... 6 7 2 .6 . 5 1 ... 5 4

72900000000 265680000000 394065000000
302946030000 125967060000 26004042000
1698012000 107495424

0.

r r r r r r

r r r
r r r

r

+ + + −  + +  
= + +

+ + +
+ −

>

 

Do đó ° ( ) 3 96. rr eψ <  với mọi 1r ≥ . Bởi vậy, (3.8) trở thành 

[ ]( ) 3.96; 8 r
rL A f w x re δ− ≤ .                                  (3.9) 

Từ bất đẳng thức (3.7) và (3.9), chúng ta nhận được kết quả mong muốn. 

 



 
 

Hệ quả 3.3.2. Giả sử rằng 2
1f L∈  và ( ) 4

,
lim 0n

n n
f n e

∈ →∞
=

¢
. Khi đó, 0f ≡ . 

Chứng minh. Với mỗi x∈ ¡ , sử dụng Định lý 3.3.1 cho 0w ≡  và r x> , ta có 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

3.962

40.042

8 max

8 max 0

r

r

r
r

L n A

r
nr

L n A

f x f e re f n

f e re f n e

−

∈

− −

∈

≤ +

≤ + →

¡

¡

 

khi r →∞ .  

Vì vậy ( ) 0f x =  với mọi x∈ ¡  và do đó 0f ≡ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Chương 4: ÁP DỤNG VÀO BÀI TOÁN TRUYỀN NHIỆT 

 

4.1. Giới thiệu 

Trong Chương này, chúng tôi quay trở lại trình bày bài toán truyền nhiệt (1) và (4). Mục đích 

của chúng tôi là chứng minh tính duy nhất nghiệm của mỗi bài toán và hiển thị một chương trình 

tính toán nghiệm bằng số. 

4.2. Các kết quả nghiên cứu về bài toán (1) 

Định lý 4.2.1. (Tính duy nhất) Với mỗi ( )1f L Q∈ , hệ thống (1) có nhiều nhất một nghiệm 

[ ] ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 20, ; 0,1 0, ; 0,1u C T L L T H∈ ∩ . 

Chứng minh. Giả sử rằng 1u  và 2u  là hai nghiệm của (1) tương ứng với cùng một dữ liệu f . 

Khi đó, 1 2u u u= −  thỏa mãn (1) tương ứng với 0f = .  

Từ (2) ta có 

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )

2

2

1

4 4

4

0,1

., .,0

.,0 0

n n T n

n T n

L

F u T n e F u n e

u e

− +

− +

=

≤ →
 

khi n →∞ . 

Điều xảy ra từ Hệ quả 3.3.2 là ( )., 0u T ≡ . Tất nhiên, chúng ta có thể thay thế T  bởi bất kỳ 

( )0,t T∈  để có được ( )., 0u t ≡ . Vì vậy 1 2u u≡ . 

Lưu ý rằng, sự tồn tại nghiệm không được xem xét ở đây. Thay vào đó, chúng tôi giả định 

rằng, có một nghiệm chính xác  

[ ] ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 20, ; 0,1 0, ; 0,1u C T L L T H∈ ∩  

của hệ thống (1) tương ứng với dữ liệu chính xác ( )1
0f L Q∈ . Mục đích của chúng tôi trong định lý 

tiếp theo là xây dựng một nghiệm số xấp xỉ ( ).,u T  từ một dữ liệu được cho sẵn ( )1f L Qε ∈  và thỏa 

mãn ( )10 L Q
f fε ε− ≤ .  

Với x∈ ¡ , chúng ta sẽ ký hiệu bởi x    các số nguyên trong khoảng ( ], 1x x + . 

Định lý 4.2.2. (Nghiệm số) Giả sử rằng ( ) ( )2
0 ., 0,1u T H∈ . Định nghĩa  



 

         

( ) ( ) ( ) ( )

( ){ }

2
1

0 0

, cos , ,

2 1 1ln , ,
9

1,2,...,4 ,

T
y t TH y f x t e yx dxdt y

r M

A r j j r

ε ε

ε ε

ε ε ε

ε ε

−= ∈

  = =    

= ± + =

∫ ∫ ¡

 

( )
[ ]
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

; , 0 ,

, ,

0 2 cos .
n M

L A H n r
F n

H n r n M

v x F F n n x
ε

ε ε ε
ε

ε ε ε

ε ε ε

π

π π

π
≤ ≤

 ≤ <= 
≤ <

= + ∑
 

Khi đó, chúng ta có sai số ước lượng 

( ) ( )1

3
12
9

0 00,1

1., ln
H

v u T Cε ε
ε

  − ≤     
, 

trong đó 0C  là viết tắt của một hằng số chỉ phụ thuộc vào 0u . 

Chứng minh. Ký hiệu nghiệm chính xác ( )0 .,u T  bởi 0v  cho ngắn gọn. Từ đây, chúng ta sử 

dụng 0C  như là một hằng số phổ dụng mà chỉ phụ thuộc vào 0u  và T. 

Bước 1. So sánh ( )( )0F v nπ  và ( )( )F v nε π  với 0 n M επ≤ ≤ . 

Cho ,y y rε∈ ≥¡ . Điều xảy ra từ (2) là  

( )( ) ( ) ( )( )( )2

0 0 0 0.,0y TF v y H y e F u y C ε−− = ≤  

do 
2 2

2 2
9 96 6 62 2

T y T ry T Te e e eε ε
− −− ≤ ≤ ≤ . 

Hơn nữa 

( ) ( )0H y H yε ε− ≤ . 

Do đó  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0F v y H y F v y H y H y H y Cε ε ε− ≤ − + − ≤ . 

Đặc biệt, chúng ta có 

( )( ) ( )( )0 0F v n F v n Cεπ π ε− ≤  nếu r n Mε επ≤ ≤ ,                 (4.1) 

và 

( )( ) ( )0 0max
n A

F v n H n C
ε

ε ε
∈

− ≤ . 

Chúng ta suy diễn từ bất đẳng thức trên và Định lý 3.3.1 rằng, nếu 0 y rε≤ ≤  thì  



 

( )( ) [ ]( ) ( ) ( )2
3.962

0 0 00,1
; 8 .

r
r

L
F v y L A H y F v e r e C

ε
ε

ε ε ε ε
−

− ≤ +  

Chọn y nπ=  và sử dụng 
2 2
9 9re e eε ε

− −
≤ ≤ , chúng ta nhận được  

( )( ) ( )( )
1
9

0 0F v n F v n Cεπ π ε− ≤  nếu 0 n rεπ≤ ≤ .               (4.2)  

Bước 2. Áp dụng đẳng thức Parseval-Plancherel, ta có  

( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

2
0 0,1

2 22 2
0 0

1
0 0 2 1

H

n

v v

F v F v n F v n F v n

ε

ε επ π π
∞

=

−

= − + + −∑
       

          ( )( ) ( )( ) 22 2
0

0
4

n
n F v n F v nεπ π π

∞

=

≤ −∑ .                                                    (4.3) 

Điều xảy ra từ (4.2) là  

( )( ) ( )( ) 22
0

0 n r
n F v n F v n

ε

ε
π

π π
≤ <

−∑  

                    ( )( ) ( )( ){ }22
00

max
n r

r n F v n F v n
ε

ε επ
π π

≤ <
≤ −  

                     
21 2

2 2 39 9
0 0.r r C C rε ε εε ε

 
≤ = 

 
.                                      (4.4) 

Tương tự, sử dụng (4.1), chúng ta có 

( )( ) ( )( ) 22
0

r n M
n F v n F v n

ε ε

ε
π

π π
≤ <

−∑  

                   ( )( ) ( )( ){ }22
0max

r n M
M n F v n F v n

ε ε
ε επ

π π
≤ <

≤ −   

                          ( )22 2
0 0.M M C Cε ε ε ε≤ =                                        (4.5) 

Vì ( )2
0 0,1v H∈  và ( ) ( )0 00 1 0' 'v v= = , chúng ta có 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

' ''
0 0 02 2

0 0

1 1sin cosF v n v x n x dx v x n x dx
n n

π π π
π π

= − = −∫ ∫ . 

Đẳng thức Parseval-Plancherel đưa đến 

( )( )2

2 24 4
0 0

1

''

L
n

v n F v nπ π
∞

=

= ∑  

Vì vậy  



 

     

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )2

2 22 2
0 0

24
02

2

02 4 0 1

1

1 ''

,

n M n M

n M

L

n F v n F v n n F v n

n F v n
M

v
M

ε ε

ε

ε
π π

πε

ε

π π π

π

π

> >

>

− =

≤

≤

∑ ∑

∑  

  0C ε≤                                               (4.6) 

Từ (4.3), (4.4), (4.5) và (4.6), chúng ta kết luận rằng  

( ) ( )( )1

2 232 3 2 19 9
0 0 00,1

ln
H

v v C r C eε ε ε ε −− ≤ ≤ . 

Chứng minh được hoàn thành. 

Chú ý 4.2.3. Nếu điều kiện ( ) ( )2
0 : ., 0,1v u T H= ∈  được quy về ( )1

0 0,1v H∈ , chúng ta có  

( )( )2

1 1
1 2 9

0 0 ln
L

v v C eε ε −− ≤ . 

Việc chứng minh thậm chí đơn giản hơn với một số thay đổi nhỏ trong Bước 2. 

4.3. Các kết quả nghiên cứu về bài toán (4) 

Chúng tôi trở lại xem xét bài toán (4). Nhớ lại rằng, xấp xỉ (6) chỉ có được nếu 

( )( )2

0Te Dα ϕ α− →  “đủ nhanh” khi α → +∞ , trong đó 

( )( ) ( ) ( )
2

0

T
t TD e t dtαϕ α ϕ−= ∫ . 

Để giữ cho ( )( ) 0D ϕ α →  “từ từ” khi α → +∞ , chúng ta sẽ cần một điều kiện yếu (H) trên 

ϕ . 

Điều kiện (H). ( )1 0,L Tϕ ∈  và ( )lim inf 0
t T

tϕ
−→

>  hoặc ( )lim sup 0
t T

tϕ
−→

<  đúng. 

Chú ý 4.3.1. Lớp hàm thỏa mãn (H) là rất lớn. Ví dụ, điều kiện này đúng nếu ϕ  liên tục tại 

t T=  và ( ) 0Tϕ ≠ . 

Bổ đề 4.3.2. Nếu ϕ  thỏa mãn (H) thì ( )( )2lim inf 0D
α

α ϕ α
→∞

> . 

Chứng minh. Giả sử rằng ( )lim inf 0
t T

tϕ
−→

> . Khi đó, tồn tại ( )0,Tλ ∈  và 0 0C >  sao cho 

( ) 0t Cϕ >  với mọi ( ),t Tλ∈ .  

Do đó  



 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0

T
T t T t TD e t dt e t dt

λ
α α

λ

ϕ α ϕ ϕ− −≥ −∫ ∫  

           ( ) ( ) ( )
2 2

0
0

T
t T Te C dt e t dt

λ
α α λ

λ

ϕ− −≥ −∫ ∫  

            
( )

( )
( )

2
2

10 2 0,

1 .
T

T
L T

eC e
α λ

α λ ϕ
α

−
−−

≥ −  

Nhân cả hai phía của bất đẳng thức trên với 2α  và sau đó cho α →∞ , chúng ta có được kết 

quả mong muốn. 

Định lý 4.3.3. (Tính duy nhất) Giả sử rằng ϕ  thỏa mãn (H) và ( )2 0,1g L∈ . Khi đó, hệ 

thống (4) có nhiều nhất một nghiệm 

( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 2, 0, ; 0,1 0, ; 0,1 , 0,1 .u f C T L L T H L∈ ∩  

Chứng minh. Cho ( )1 1,u f  và ( )2 2,u f  là hai nghiệm. Đặt 1 2u u u= −  và 1 2f f f= − . Khi đó 

( ),u f  là một nghiệm của (4) tương ứng với ϕ  và 0g ≡ .  

Do đó, (5) trở thành 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )2

.,0 . ,Te F u n D F fα ϕ α α α− = ∈ ¡                      (4.7) 

Đặc biệt, chọn nα = ∈¢ , ta có  

( )( ) ( )( ) ( )( )24 42 2. .,0 0n n T n

L
e F f n n D n n e F uϕ

∞

− += →  khi n →∞ . 

Mặt khác, ( )( )2lim inf 0
n

n D nϕ
→∞

>  do Bổ đề 4.3.2.  

Do đó  

( )( )4 0 0ne F f n = →  khi n →∞ . 

Điều xảy ra từ Hệ quả 3.3.2 là 0f ≡ .  

Vì vậy, phương trình (4.7) trở thành 

( )( )( ).,0 0F u α =  với mọi α ∈ ¡ , 

và do đó ( ).,0 0u ≡ .  

Như đã biết, phương trình truyền nhiệt thuần nhất với điều kiện đầu tầm thường ( ).,0 0u ≡  

chỉ có nghiệm tầm thường 0u ≡ .  

Do đó ( ) ( )1 1 2 2, ,u f u f= . 



 
Bài toán (4) mà chúng tôi đề cập là bài toán không chỉnh một cách khắt khe, và do đó sự 

chỉnh hóa là cần thiết.  

Giả sử rằng  

( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 2
0 0, 0, ; 0,1 0, ; 0,1 , 0,1u f C T L L T H L∈ ∩  

là nghiệm chính xác của (4) tương ứng với dữ liệu chính xác ( )0 0, gϕ , trong đó 0ϕ  thỏa mãn (H) và 

( )2
0 0,1g L∈ .  

Cho sẵn dữ liệu ( ) ( ) ( )( )1 2, 0, , 0,1g L T Lε εϕ ∈  thỏa mãn 

( )10 0,L Tεϕ ϕ ε− ≤  và ( )20 0,1L
g gε ε− ≤ . 

Mục đích của chúng tôi là xây dựng, từ ( ), gε εϕ , một nghiệm chỉnh hóa fε  xấp xỉ 0f . Chúng 

ta sẽ sử dụng một chương trình tương tự như trong Định lý 4.2.2. 

Định lý  4.3.4. (Sự chỉnh hóa) Giả sử rằng ( )1
0 0,1f H∈ . Định nghĩa 

( )
( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )

( ){ }

2 6

, 0,

0, 0,

2 1 1ln , ,
9

1,2,...,4 ,

F g y
D y

D yH y
D y

r M

A r j j r

ε
ε

εε

ε

ε ε

ε ε ε

ϕ
ϕ

ϕ

π
ε ε


≠

= 
 =

  = =    

= ± + =

 

( )
[ ]
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

; , 0 ,

, ,

0 2 cos .
n M

L A H n r
F n

H n r n M

f x F F n n x
ε

ε ε ε
ε

ε ε ε

ε ε ε

π

π π

π
≤ ≤

 ≤ <= 
≤ <

= + ∑
 

Khi đó, chúng ta có sai số ước lượng 

( )2

1
9

0 00,1

1ln
L

f f Cε ε
ε

 − ≤  
 

, 

trong đó 0C  là viết tắt của một hằng số chỉ phụ thuộc vào dữ liệu chính xác. 

Chứng minh. Ý tưởng chính của chứng minh là tương tự như một phần của Định lý 4.2.2.  

Bước 1. So sánh ( )( )0F v nπ  và ( )( )F v nε π  với 0 n M επ≤ ≤ . 

Đầu tiên, chúng ta xét y∈ ¡  sao cho r y Mε ε≤ ≤ . Cho 0ε >  đủ nhỏ, do Bổ đề 4.3.2 chúng 

ta có  



 

( )( ) 1
0 2

CD y
y

ϕ ≥                                                   (4.8) 

với 1 0C >  là một hằng số chỉ phụ thuộc vào 0ϕ , và  

      ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0D y D y D y D yε εϕ ϕ ϕ ϕ≥ − −  

1 1
2 2 .

2
C C
y y

ε≥ − ≥                                                      (4.9) 

Điều xảy ra từ (5) và (4.8) là 

( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

2

0 0
0

.,0y T F u y
F f y H y e

D yϕ
−− =  

( )( )
22

0
1

.,0
y T

L

y e F u C
C

ε
∞

−

≤ ≤            (4.10) 

do 
2
9rye e eε−− ≤ ≤ .  

Hơn nữa, sử dụng (4.8), (4.9), chúng ta có ước lượng từ sự tính toán trực tiếp 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

0 4
0 0

0

.
F g y F g y

H y H y C y
D y D y

ε
ε

ε

ε
ϕ ϕ

− = − ≤               (4.11) 

Sử dụng (4.10), (4.11) và bất đẳng thức tam giác, chúng ta có 

( )( ) ( ) 4
0 0 0F f y H y C y ε− ≤  nếu r y Mε ε≤ ≤ . 

Đặc biệt, chúng ta có 

( )( ) ( )( )
1

4 8 3
0 0 0F f n F f n C M Cε επ π ε π ε− ≤ =  nếu r n Mε επ≤ ≤ ,        (4.12) 

và  

( )( ) ( ) ( )4
0 0max 5

n A
F f n H n C r

ε
ε ε ε

∈
− ≤ . 

Điều xảy ra từ Định lý 3.3.1 và bất đẳng thức trên là nếu 0 y rε≤ ≤  thì  

( )( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )2

43.962
0 0 00,1

; 8 5
r

r
L

F f y L A H y F f e r e C r
ε

ε
ε ε ε ε ε

−
− ≤ + . 

Chọn y nπ=  và sử dụng 
2 2
9 9re e eε ε

− −
≤ ≤ , chúng ta nhận được 

( )( ) ( )( )
1
9

0 0F f n F f n Cεπ π ε− ≤  nếu 0 n rεπ≤ ≤ .                (4.13) 

1TBước 2. Áp dụng đẳng thức Parseval-Plancherel, ta có  

( )2

2
0 0,1L

f fε−  



 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
0 0

1
0 0 2 .

n
F f F f F v n F v nε επ π

∞

=

= − + −∑      (4.14) 

1TChúng ta có  

( )( ) ( )( )
2

2 9
0 0

0 n r
F v n F v n C r e

ε

ε ε
π

π π
≤ ≤

− ≤∑                             (4.15) 

do (4.12) và  

( )( ) ( )( ) 2
0 0

r n M
F v n F v n C

ε ε

ε
π

π π ε
≤ ≤

− ≤∑                            (4.16) 

1Tdo (4.13). Cuối cùng 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

2 2
0 0

22 2
02

1
n M n M

n M

F f n F f n F f n

n F f n
M

ε ε

ε

ε
π π

πε

π π π

π π

> >

>

− =

≤

∑ ∑

∑
 

2

1
2' 3
L

f ε≤                                        (4.17) 

1TTừ (4.14), (4.15), (4.16), (4.17), chúng ta kết luận rằng 

( )2

2 2
2 2 2 13 9

0 0 0 ln
L

f f C r Cε εε ε ε−− ≤ ≤ . 

1TChứng minh được hoàn thành. 

Chú ý 4.3.5. Sai số ước lượng trong Định lý 4.3.4, là ( )
1

1 9ln ε ε− , là một cải tiến đáng kể so 

với sai số ước lượng trong định lý chỉnh hóa thứ hai của [27], đó là ( )
1

1 9ln ε ε− . Hơn nữa, trong 

[27] các tác giả đã phải đòi hỏi thêm điều kiện đầu ( ).,0u . 

4.4. Thực nghiệm số 

Để thấy hiệu quả của phương pháp, chúng ta hãy xem xét một ví dụ cho bài toán nguồn nhiệt 

ngược (4). Chọn 1T =  và dữ liệu chính xác 

( ) ( ) ( )1 3 2
0 0, 2 3 cos .tt e g x x x xϕ π−= = − −  

Khi đó, nghiệm chính xác của (4) là 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 3 2
0

3 2 2
0

, 2 3 cos ,

, 2 3 12 6 1 cos .

tu x t e x x x

f x t x x x x

π

π π

−= − −

= − − + − +
 

Với mỗi số nguyên 1n ≥ , hãy xem xét các dữ liệu bị nhiễu 



 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

sin8,
3n n

n x
t t g x g x

n
π

ϕ ϕ= = + ⋅ ⋅  

Khi đó, nghiệm bị nhiễu tương ứng với dữ liệu bị nhiễu là 

%( ) ( ) ( )

°( ) ( ) ( ) ( )

2
1

0

2 2 2 2 2

0

sin8, , ,
3

4 1 sin 28
3

t

n

n x
u x t u x t e

n
n n x n

f x f x
n

π

π π π

−= + ⋅

+ −
= + ⋅

 

Chúng ta thấy rằng  

( )20 0 1

1 0
,n L

g g
n

− = →  khi n →+∞  

nhưng  

°
( )2

4 4 2 2

0 0 1

16 8 3
3,n L

n nf f
n

π π+ +
− = → +∞  khi n →+∞ . 

Do đó, nếu n lớn thì là một sai số nhỏ của dữ liệu gây ra một sai số lớn của nghiệm. Vì vậy, 

bài toán là không chỉnh và sự chỉnh hóa là cần thiết. 

Bây giờ, chúng ta sử dụng chương trình trong Định lý 4.3.4 đối với 1nε −=  để tính toán 

nghiệm chỉnh hóa. Tương ứng với 10 k
kε

−= , chúng ta có được nghiệm chỉnh hóa sau đây 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2

2

0.448859 5.513525cos 0.546463cos 3 ,

0.5007813 5.513525cos 0.546463cos 3 0.195325cos 5 ,

0.512356 5.513525cos 0.546463cos 3 0.195325cos 5

0.099459cos 7 0.060117cos 9 .

f x x x

f x x x x

f x x x x

x x

ε

ε

ε

π π

π π π

π π π

π π

= − − +

= − − + +

= − − + +

+ +

 Sai số 

giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác được xác định bởi Bảng 4.1. 

1THình 4.1 đưa ra một so sánh trực quan giữa nghiệm chỉnh hóa tương ứng với 1T

1
1 : 10ε ε −= =

1T

 và 

nghiệm chính xác. 

Lưu ý rằng, nghiệm bị nhiễu tương ứng với 1
1 : 10ε ε −= =  gây ra một sai số lớn 

±
21 0 227.9865

L
f fε − ≈ . 

1nε −=  20 L
f fε−  2

2

0

0

L

L

f f
f

ε−  

1
1 10ε −=  0.1742974617 0.04409277801 

2
2 10ε −=  0.09321430861 0.02358082429 

3
3 10ε −=  0.04569371374 0.01155933515 



 
4

4 10ε −=  0.02675238031 0.006767664629 

5
5 10ε −=  0.01374434647 0.003476966399 

 

Bảng 4.1. Sai số giữa nghiệm chỉnh hóa và nghiệm chính xác. 

 
 

Hình 4.1. Nghiệm chỉnh hóa 
1

fε  và nghiệm chính xác. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-------  Nghiệm chỉnh hóa 
              Nghiệm chính xác 
 



 



 

KẾT LUẬN 

 
Luận văn của chúng tôi trình bày bài toán khôi phục trong lý thuyết hàm nguyên. Cụ thể là 

khôi phục một lớp hàm nguyên từ các giá trị của chúng trên một tập hợp các điểm nguyên. Các kết 

quả này được áp dụng để kiểm tra hai bài toán liên quan đến phương trình truyền nhiệt: bài toán đầu 

tiên là việc giải một phương trình truyền nhiệt mà không có điều kiện đầu hoặc điều kiện cuối, và 

bài toán thứ hai là việc xác định nguồn nhiệt của một bài toán nhiệt ngược thời gian. 

Các kết quả trình bày trong Luận văn này không mới, tất cả đều được phát biểu và chứng 

minh hoặc định hướng trong một số tài liệu tham khảo. Điều mà Luận văn đã thực hiện được là 

trình bày và chứng minh một cách chi tiết hơn. Đồng thời, đã vận dụng được một số kết quả ở một 

số tài liệu tham khảo với sự nhiệt tình giúp đỡ và góp ý của Thầy hướng dẫn. 

Qua Luận văn này, bản thân tôi đã học tập được rất nhiều điều bổ ích với công tác nghiên 

cứu khoa học và hiểu được sâu sắc những kiến thức mà bản thân đã được lãnh nhận từ tất cả Quý 

Thầy Cô tham gia giảng dạy lớp Cao học Toán Giải tích khóa 19 đã truyền thụ trong suốt quá trình 

học tập. 

Mặc dù, tôi đã có nhiều cố gắng trong học tập và nghiên cứu, nhưng do thời gian hạn chế và 

kiến thức bản thân còn rất nhiều giới hạn, tác giả Luận văn chưa đưa ra được nhiều ứng dụng thực 

tiễn bằng các thực nghiệm số và đây cũng là hạn chế của Luận văn. 

 Hướng phát triển của Luận văn là nghiên cứu bài toán khôi phục trong Lý thuyết hàm giải 

tích. 
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