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LOI CAM ON

Tbi xin dic biét bay to 1ong biét on chan thanh va su sic dén Thay cia toi, PGS. TS. Pang
Puc Trong vé tit ca nhitng su huéng din, gop v, chi day, giup d5, dong vién, khich 1¢ rat nhiét tinh
va tan tim cua Thay trong sudt qua trinh nghién ctru va hoan thanh Luan vin.

Tbi xin chan thanh cdm on dén toan thé Quy Thay C6 trong T6 Toan Giai tich cta Trudng
Pai hoc Sur pham Thanh phd H6 Chi Minh da giang day tan tinh, luén khich 1¢ ti trén con duong
hoc tap va nghién ctru Toan hoc.

Tbi xin chan thanh cdm on Quy Thiy C6 phan bién di doc va gop ¥ dé to6i hoan chinh Luan
van nay.

Tbi xin chan thanh cam on cac Thiy C6 trong Hoi dong cham Luan vin di doc va cho toi
nhiéu ¥ kién quy bau dé t6i thdy dugc nhing thiéu st ciia minh.

Tbi xin bay t6 long biét on siu sic va chan thanh t&i cac thay gido, ¢b gido trong Khoa Toan
- Tin va Phong Sau dai hoc Truong Pai hoc Su pham Thanh phé HO Chi Minh d3 tan tinh giap do
va tao moi diéu kién thuén loi nhat cho toi trong subt qua trinh hoc tap, nghién ctru va hoan thanh
Luéan van.

Toi1 gtri 161 cdm on chan thanh téi cac ban be, déng nghiép da hd tro, dong vién va tao diéu
kién cho t6i trong thoi gian hoc tap, nghién ctru va hoan thanh Luan van.

Tbi dic biét bay to 1ong biét on sau sic dén gia dinh t6i, da luén & bén toi, gitip dd, dong
vién, tao diéu kién thuén lgi dé t6i vuot qua moi kho khan trong qua trinh hoc tap va hoan thanh

Luén van nay.

Nguyén Quoc Cwong



MUC LUC



PHAN MO DAU

Viéc khao sat bai toan khoi phuc ham nguyén bat ngudn tir thuc té, trong cac linh vuc didu
khién hoc, vat 1y, kinh té, y khoa, tham do, nhan dang, ... dic biét 1a cac bai toan khong chinh. Pay
1a linh vuc toan hoc hét strc thuc tién, sau rong, duogc nhiéu nha toan hoc quan tam nghién ctru va
dat dugc nhidu thanh tyu rat quan trong. Trong qua trinh giai bai todn khoi phuc, cac két qua thu
dugc da c6 nhiéu tmg dung rong rai trong nhiéu linh vyc nhu phuong trinh dao ham riéng, xir 1y tin
hiéu, ly thuyét hé théng, nhan dang trong tinh huéng x4u nhat,. ..

Trong Ludn van nay, chung t6i trinh bay bai toan khoi phuc mot 16p ham nguyén tur cac gia
tri ctia chung trén mot tap hop cac diém nguyén. Céc két qua nay duoc ap dung dé kiém tra hai bai
toan lién quan dén phuong trinh truyén nhiét: bai toan dau tién 1a viéc giai mot phuong trinh truyén
nhiét ma khong c6 diéu kién dau hoic diéu kién cudi va bai toan thtr hai 14 viéc xac dinh ngudn
nhiét ciia mot bai toan nhiét nguoc thoi gian. Cu thé nhu sau:

Cho & >0, chung t6i ky higu L. la khong gian cac ham nguyén f e L*(j ) théa man

| f (z)| —conste”™, ze£.

Do dinh Iy Paley-Wiener (xem Rudin [18, Chuong 19]), mdi ham f e Lf, c6 thé duoc biéu

dién nhu 14 bién ddi Fourier ciia mot ham g e L2 (-o.,0), nghia la
f(z)= I g(t)e“dt, ze£.

Chung t6i quan tam dén mot bai toan khoi phuc mot ham trong Lf, tir cac gia tri ciia no trén

mat tdp con da bict cia j , van d€ nay da dugc bict khi xem xét mot s6 phuong trinh dao ham riéng.

Trudc tién, chung ta hay xem xét phuong trinh nhiét

u —u, = f(xt), (xt)eQ:=(0,1)x(0,T), o
u (0,t)=u,(Lt)=u(Lt)=0,

trong d6 U e Cl([O,T]; Ll(O,l)) N L2 ((O,T); H?2 (0,1)) da biét. O day, ching ta nhé lai rang,

C'([0,T];L*(0,1)) 1a khong gian tat ca céc ham lién tuc f:[0,T]—L'(0,1) co f':[0,T]— L*(0,1)

lién tuc va L? ((O,T); H 2 (O,l)) 1a khong gian tat ca cac ham f (0,T)—> H?*(0,1) thoa man



III

Day 1a mot loai bai toan goi 1a “bai toan khong co diéu kién dau” .

H2 (o) S

Niam 1935, Tikhonov [25] d4 ching minh tinh duy nhat nghiém ctia phuong trinh truyén

nhiét thuan nhat
U —Au=0, —co<t<oo,

Nam 1990, Safarov [19] da giai quyét bai toan thuan nhat nay cho mién khong bi chin x >0
vacho 0< x <. Sau d6, phuong trinh truyén nhiét khong thuan nhat ma khong c6 diéu kién dau da
dugc xem xét boi nhiéu tac gia nhw Shmulev [23], Kirilich [13] va Guseinov [12]. Céc tac gia nay
kiém tra bai toan trong diéu kién —oo <t < oo hodc —oo <t <T va ho doi hoi mot sd gia thiét vé diéu
kién nhiét do tai —oo hodc diéu kién tuan hoan dé bai toan giai duoc.

Trong Luan vin nay, chiing toi s& trinh bay bai toan khong thuan nhét trén mot thoi gian hiru
han 0 <t <T, viéc lam nay la hgp ly hon cho cac ung dung thuc té. Viéc thiéu diéu kién dau u ( : 0)
dugc bu dip bang cach thém diéu kién bién u (1, ) Chiing t6i mudn chimg minh rang bai toan (1)
c¢6 nhiéu nhit mot nghiém va giai n6 bang sb.

V6imdi o € , nhan vao hai vé cia phuong trinh dau tién cua (1) v6i v(x)=cos(ax) va st
dung tich phan timg phan, ta c6

u, (x,t)cos(ax)dx —juxx (x,t)cos(ax)dx =_(|)1' f (x,t)cos(ax)dx,

0

O e

ij'u (x,t)cos(ax)dx—[ u, (x,t)cos(ax)+au(x,t)sin(ax)] " zl
dty x=0
+a2ju(x,t)cos(ax)dx ::[ f (x,t)cos(ax)dx,

EF(u(.,t))(a)—[ux(1,t)005a+au(1,t)sina—uX(O,t)COSO—au(O,t)sin 0]
+a?F (u(.1))() = F(F (1))(a).
Do u,(0,t)=u,(Lt)=u(Lt)=0 nén
d

SF(uC)(@)+aF (u(0)(@) =F (T (1)(@).

trong d6 F 1a viét tat cua bién doi Fourier Cosin trong L*(0,1), nghia la

F (w)(2) =

O ey

w(x)cos(zx)dx, weL?(0,1), ze£ .



Tir phuong trinh %F (u(1))(@)+ @ F (u(.1))(e) = F( £ (.1))(a), tasuy ra

.
F(u(.T))(a)=eTF(u(.0))(a)+ [e" TR (f(.1))(a)dt. ()

0
Khé khan cia viée tim u(.,T) 1a boi vi diu kién dau u(.,0) khong c6 sdn. Tuy nhién, tir (2),

chung t6i c6 mdt quan sat rat quan trong rang, khi || — +oo thi e T —> 0 r4t nhanh va that 1a hop
ly dé st dung xap xi
;
F(u(T))(a) = [e" TR (f(.1))(a)dt. 3)
0
Cong thire (3) dua ra mot xap xi tt cho F(u(.,T))(a), néu |o| dit 1on. Bay gid, mau chét
clia van dé 1a dé khoi phuc F (u (.,T ))(a) cho ‘a‘ rat nho. Vi vay, chiing t6i gip mot bai toan khoi
phuc mét ham trong L tir cac gia tri ciia n6 trén mot tap hop (—o0,—r]u[r,), trong d6 r >0 la
mot s6 16n.
Bay gi0, chiing ta hily xem xét mot bai toan truyén nhiét khac goi 1a “bai todn nguon nhiét
nguoc thoi gian”. Day 1a bai toan tim mot cap ham (u, f ) thoa man
u —u, =o(t) f(x), (xt)eQ=(0,1)x(0,T),
u, (0,t)=u,(Lt)=u(Lt)=0, (4)
u(x,T)=g(x),
trong 46 @ € L'(0,T) va g € L*(0,1) duoc cho truge.
Bai todn ngudn nhiét ngugc thoi gian nay 13 “bai todn khéng chinh”, nghia 1a nghiém c6 thé

khong ton tai va tham chi néu né t6n tai thi né c6 thé khong phu thude vao cach lién tuc trén dir

lidu. Vi vay, mot cach xir Iy s6 thong thuong 1a khong thé va mot sy chinh héa 1a can thiét.



Bai toan tim ngudn nhiét dudi dang ‘(p(t) f (X) , trong d6 mot trong hai ham ¢ va f khong
duoc biét, da duoc kiém tra trong mot thoi gian dai. Tinh duy nhét va sy 6n dinh duogc xem xét bai
nhiéu tac gia nhu Cannon-Esteva [5, 6], Yamamoto [31, 32], Yamamoto-Zou [33], Saitoh-Tuan-
Yamamoto [20, 21] va Choulli-Yamamoto [7]. Tuy nhién, sy chinh héa bai toan ddi véi trudng hop
khong 6n dinh van con khé khan. Su chinh héa bai toan cho trudng hop f =1 da duoc kiém tra boi
Wang-Zheng [29] va Shidfar-Zakeri-Neisi [22], trong khi truong hop ¢ =1 dugc xem xét boi
Cannon [4], Wang-Zheng [30] va Farcas-Lesnic [11]. Gan day, Trong-Long-Pinh [27] va Trong-
Quan-binh [28] da xem xét sy chinh hoa bai toan trong d6 ¢ dugc cho trudc va f 1a khong dugce
biét. Tuy nhién, trong hai bai béo ndy, ca hai diéu kién dau u(.,0) va diéu kién cudi u(.,T) 1a bat
budc. Yéu cau ndy la ngit va khong tu nhién. Trong Luan vin nay, chiing tdi trinh bay bai toan
tuong ty nhu trong [27], nhung yéu cau cua nhiét do ban dau duoc loai bod hoan toan.

Luuy rﬁng, néu f di duoc biét thi chung ta c6 dugc mot bai toan truyén nhi¢t ngugc thong
thuong. Vi vay, ching t6i s€ chi tap trung vao viéc tim f .

V&imdi o e ,nhan vao hai vé ciia phuong trinh dau tién cua (4) véi v(x)=cos(ax) vasu

dung tich phan timg phan, ta c6

1 1 1
fut (x,t)cos(ax)dx— _[ Xx(x,t)cos(ax)dx:jqo(t)f(x)cos(ax)dx,
0 0 0

%iu(x,t)cos(ax)dx—[ux (x,t)cos(ax)+au(xt)sin(ax)] i z;
+ azju(x,t)cos(ax)dx =p(t)

0

f (x)cos(eax)dx,

O e

EF(u(.,t))(a)—[ux(1,t)005a+au(1,t)sina—uX(O,t)cosO—au(O,t)sin 0]
+a?F (u(.0))() = F(F(.1))(a).

Do u,(0,t)=u,(Lt)=u(lt)=0 nén

d

dt —F(u(.t))(a)+aF(u(.t))(a)=p(t)F(f)(x).

Tu phuong trinh trén, ta suy ra



Vi vay

trong do
:
J‘ea (t T)
0
Néu e_“zT/‘ D (go)(a)‘ — 0 “dit nhanh” khi |a| > +o0 thi chiing ta ¢6 xap xi

R FUG0)@) F(e)@)
=5 a) bo)a) Bl O
f

Vi vay, chung t6i gap lai bai toan khoi phuc mdt ham trong L1 nghia la ( ) tur gid tri cua

né trén mot tap hop (—oo,—r]U[r,0), trong d6 r >0 la mot s6 16n.

Tém lgi, hai bai toan truyén nhiét goi ra cho ching ta mot “bai todn céng cu” cia viéc khoi
phuc nhiing ham trong ‘Lf, ‘. Phén con lai cia Luan vin nay duoc trinh bay thanh 4 Chuong. Trong
Chuong 1, chung t6i gidi thiéu va trinh bay mdt sb kién thirc co ban, cac ky hiéu, cac khong gian
ham dugc str dung trong Luan vin. Trong Chuong 2, chiing toi gidi thiéu va trinh bay so luoc vé
ham giai tich, ham nguyén va cac tinh chat quan trong cta chiing dugc sir dung trong Luan vin.
Trong Chuong 3, chiing t6i trinh bay mot sé két qua vé “bdi todn céng cu” cua viée khoi phuc
nhitng ham trong ‘Li - Trong Chuong 4, ching tdi tro lai nhitng bai toan truyén nhiét va ap dung cac
két qua trong Chuong 3 dé giai quyét chiing. Mot thuc nghiém bang s ciling dugc trinh bay trong
Chuong 4 dé 1am sang t6 hiéu qua phuong phap.



Chuwong 1: KIEN THUC CHUAN BI

1.1. Khéng gian dinh chuan va khong gian Banach
Pinh nghia 1.1.1. (xem [15, tr. 3-4]) Cho K 1a truong s6 thuc | hodc trudng sd phirc £ .
Tap hop X khac rong cung vé6i hai 4nh xa (goi 1a phép cong va phép nhan v hudng)
+: XxX — X
(xy) a x+y

tKxX —» X
(4,x) a Ax

dugc goi 12 mot khdng gian tuyén tinh (hodc khéng gian vecto) trén K néu cac tinh chat sau thoa
man:
(@) X cung véi phép cong 1la mot nhdém Abel, tire 1a:
(i) x+y=y+x voimoi X, ye X,
(i) (x+y)+z=x+(y+2) véimoi x, y, ze X,
(iii) Ton tai mot phan tr 0 cia X a0 cho 0+ x=X+0=X véimoi x e X ,
(iv) Vi mdi phan tir X ctia X , ton tai mot phan tir —x cua X sao cho
x+(-x)=0.
(b) ﬂ(x+ y):/ly+/1x véimoi A e K, vavdimoi X, ye X,
(©) (A+p)X=Ax+pux véimoi A, ue K, va véimoi xe X,
(d) (Ap)x=A(ux) véimoi A, e K, vavéimoi xe X,
(e) Ix=x voimoi xe X .
Néu K =i thi X duoc goi 1a mot khéng gian tuyén tinh thuec.
Néu K =£ thi X duogc goi 1a mot khéng gian tuyén tinh phirc.
Pinh nghia 1.1.2. (xem [16, tr. 8]) Cho (X ,+,-) la mot khong gian vecto trén | . Mgt anh xa
[ % =i
x a [x|
duoc goi 1a mot chudn trén X néu céc tinh chat sau thoa véi moi X, yeX,aej ,
(i) [x|>0 va|x|=0e x=0,
(i) x| =lerx].

Gii) [x-+ ] <[ +]v]



Khong gian vecto (X +) v6i chuan || . || duoc goi 1a khong gian dinh chudn (X +|| : ||)

hay van tat 13 (X ,|| .

) , hay van tat hon 1a X , khi cac phép toan, ham chuan dugc ngdm hiéu va
khong thé nham 1an.

Pinh nghia 1.1.3. (xem [16, tr. 10]) Cho (X ,|| . ||) 12 mot khong gian dinh chuan va f 1a mot
anh xa tir tap hop cdc s6 nguyén duong ¥ vao X . Dit x, = f(n) véi moi n trong ¥ . Ta goi {X,}
la mot day trong X .

Cho {x,} la mot day cac phan tir cia mot khong gian dinh chuan (X ,|| : ||) . Tanoi

() {Xn} 1a day hoi tu (trong X ) néu ton tai x € X sao cho MUOHX“ - X|| =0, nghia la tmg v&i
mdi ¢ >0, tdn tai Ny € ¥ sao cho |x, —X| <&, véimoi N> n,. Khi do, phan tir x, néu co, thi duy
nhat va duoc goi 14 gi6i han cua diy {Xn} , ky hiéu rl]l_rllc X, = X. Ta cling no6i X, = X khi n —» .

(ii) {x,} la day Cauchy (trong X ) néu g v6i mdi £ >0, ton tai Ny € ¥ sao cho
||Xm —Xn||< £,véimoi M N2n,.

(iii) {x,} 1a day bi chdn (trong X ) néu anh cua no,

{Xn |n c¥ }
la mot tap con bi chan cua X .

Chu ¥ rang, moi ddy hoi tu déu 1a diy Cauchy va moi diy Cauchy déu bi chin. Chiéu nguoc
lai khong dung cho trudng hop tong quat.

Pinh nghia 1.1.4. (xem [9, tr. 10]) Cho (X ,|| . ||) 12 mot khong gian dinh chuan va f 1a mot
anh xa tir tap hop cac sd nguyén duong ¥ vao X va g la mot anh xa dong bién nghiém cach tir ¥
vao ¥ .bat X, = f (n) vay, =f Og(k) voimoi n va k trong ¥ . Ta goi {y, } 1a mot day con cua
day {,} va dugc ky higu 1a {x, }.

Dinh nghia 1.1.5. (xem [16, tr. 10-11]) Cho khong gian dinh chuan (X.|-[). Ta néi

(i) (X.]-[) 1a ddy cti khi moi day Cauchy trong X déu hoi ty.

(i) (X ,|| . ||) la compact khi moi day trong X déu c6 mot ddy con hoi tu (trong X ).



Pinh nghia 1.1.6. (xem [16, tr. 52-53]) Vi hai khong gian dinh chuan (X1,+, Sl ||1)i
(Xau 4] -[l,) xét X =X, xX,.Tacé X tré thanh mot khong gian vecto v6i cac phép toan trén X
sinh boi cac phép toan trén X, va X,,
() + (¥ ¥o) = (X + Y X+ Y5,
a (X, %)= (ax,ax,),

v6imoi X, Y; € X, X,, ¥, € X, V& @ € . Hon nita, ham |-|: X = X x4c dinh boi

||X|| =4 /”Xl”l2 + ||X2 2 , VOl X = (Xl, X2) e X, tré thanh mot chuan trén X . Khong gian dinh chuin X
nhan duoc goi 1a khéng gian dinh chudn tich cia cac khong gian dinh chuan X, va X,.

Tuong tu v6i n khong gian dinh chuan (Xi,+,-,|| . ||i), i=12,.,n,tap X =X, x X, x..x X
v6i cac phép toan ciing nhu ham chuan sau

(X0 Xgreees X0 )+ (Vs Yareen Yo ) = (X + Vi Xo + Voo Xy + ¥y )

= %+ +

||(x1 Xy e Xy )
duoc goi la khong gian dinh chudn tich cia cac khong gian dinh chuan (Xi T ’” : “. )’ i=12...n.
Pinh nghia 1.1.7. (xem [9, tr. 10]) Ta n6i mot khong gian dinh chuan (X ,|| . ||) la mot khdng

gian Banach néu va chi néu moi diy Cauchy cua né déu hi tu.

1.2. Khong gian Hilbert
(xem [16, tr. 155-156)

Pinh nghia 1.2.1. Cho H 1a m{t khong gian vecto trén j . Mot anh xa
()i HxH —
(xy) a (xy)
dugc goi 12 mot tich vé huedng trén H néu cac tinh chét sau thoa,
() (ax+BX,y)=a(xy)+B(X\y), véimoi @, fei; x,x,yeH,
(i) (x,ay+pByY=a(xy)+B(xy), véimoi a,fei;xy,y eH,
(i) (x,y) =(y,x), véimoi x,y e H, va

(iv) (x,x)>0, véimoi xe H va (x,x)=0< x=0.



Nhu vy, mot tich vo huéng trén H 1a mot phiém ham song tuyén tinh, dbi ximg, x4c dinh
duong.

Tur tich v6 hudng néu trén, véi x e H, dat

Tt dinh nghia, véi x,y e H, tacd

0<({X+ty,X+ty) :|x|2 +2t(x, y>+t2|>’|2

ding véimoi tej ,tasuyra

Bit dang thirc Schwarz. Véi moi x,y e H,

[y <[y
Twr do suy ra

X+ y|2 =(X+Yy,X+Y) =|x|2 +2(x, y>+|y|2
<X+ 2y + |y = (| +[y])
nén ta duogc

Bit ding thirc tam gidc. Véimoi x,y e H,

X+ y|<|x|+]y|.

Hon nira, do
|x+y|2 |x—y|2 X+Y X+Y X—y x=y\ 1/.2 |
e R e B e R LR B
2| | 2| 2 2 2 ' 2 2
Bit ding thirc hinh binh hanh. V&i moi x,y e H,
2 2
X+Yy X—Yy 1
PP -3 )

| 1a mdt chuén trén H va do d6 H tr& thanh mot khong gian dinh chuan,

ta duoc

Pac biét,

Pinh nghia 1.2.2. Khi khong gian dinh chuan (H ,| . |) day du, ta noi (H ,| . |) 14 khong gian

Hilbert.

1.3. Khong gian

L (xem [1, tr. 1-5]; xem [3, Chuong 4]; xem [18, Chuong 3])



1.3.1. Cac dinh Iy quan trong cua ly thuyét tich phan
Pinh Iy 1.3.1.1. (Pinh 1y hi tu don diéu ciia Beppo Levi) Cho {f,} 1a ddy ting cac ham

kha tich (Lesbesgue) trén tap Q < j " sao cho Supj f <oo.Khidé, f hoityhkntrén Q vé mot
n

ham f kha tich trén Q va

f,(x)— f(x)|dx— 0 khi n— oo.

||fn_f||1E.[

Q

Pinh Iy 1.3.1.2. (Pinh ly hi tu bj chin ciia Lesbesgue) Cho { f } 1a mot day cac ham
(thuc hodc phuc) kha tich trén Q. Gia su
() f,(x)> f(x) hkntrén Q.

(ii) Ton tai ham g kha tich sao cho véi mdi n,

f,(x) > g(x) hkntrén Q.
Khi do f kha tich va

It fl=]

Q

f,(X)— f (x)]dx — 0 khi n— oo,

Hé qua 1.3.1.3. Cho f 1a ham do duogc va g 1a ham kha tich trén Q. Ta c6, néu

f,(x)| = g(x) hkn.trén @ thi f kha tich trén Q. Suy ra ring, néu || kha tich thi f kha tich

(duong nhién chiéu nguoc lai cling dung).
Bo dé 1.3.1.4. (B6 dé Fatou) Gia sir { fn} la mot day cac ham kha tich sao cho
(i) f,=20 h.kntrén Q, vn.
(i) sup f, < 0.
V6imdi x e Q, tadat f(x)=liminf f (x).Khidé, f kha tich trén Q va

[ £ <liminf [t .

Giast Q cj'Q,cj’lahaitapmova F:Q xQ, > (hoic £)la ham do dugc.
Dinh ly 1.3.1.5. (Tonelli) Gia su
I|F(x,y)|dy<w h.k.n. trén Q,

Q,
va

jdxHF(x, y)|dy < oo

Q Q,

Khi do, F kha tich trén €, xQ2,.



Pinh ly 1.3.1.6. (Fubini) Cho F kha tich trén €, xQ,. Khi d9, vdi hau hét x thudc Q
F (X,.) =ya F (X, y) kha tich trén Q,
va

X a j F(x,y)dy kha tich trén Q

QZ
Két luan tuong tu khi d6i vai tro x cho y, Q, cho Q,.
Hon nira, ta c6

Idxj xy)dy=IdyIF(x,y)dx=I F(x, y)dxdy

Q O QO xQ,

1.3.2. Khéng gian
LP,1<p<w
Pinh nghia 1.3.2.1. Cho pej voi 1< p <, tadinh nghia
L°(Q)={ f:Q—i (hodc £); f doduocva|f|® khatich },

1*(Q)={ f:Q—i (hogc £); f dodugeva 3C,|f(x)|<C hkn },

11, ={ 1 or dle

|f], =inf{C;|f (x)|<C hkn}.

va ky hidu

Nhan xét 1.3.2.2. Néu f e LP(Q) thi |f (x)|<||f||, hkn xeQ.
That vy, c6 day {C,} hoituvé | f|, sao cho ¥n,|f(x)|<C, hkn.trén Q. Vi vay, véi mdi

n, |f(X)<C,. ¥xeQ\E,, trong d6 E, la tap khong déng ké (c6 d6 do 0). Dat E =UE, thi E la

tap khong dang ké va voi mdi n, |f(x)|£Cn, vxeQ\E,suyra |f(X)|£C, VxeQ\E.

Ta ky hiéu p' 1a s6 lién hop cia p, 1< p <o, nghia la l+i=1

p p’
Pinh ly 1.3.2.3. (Bit ding thirc Holder) Cho f e L” va g e L” véi 1< p<oo. Khido

f.gel va

JItg[=<[fl, 171,

Duya vao bat dang thirc Holder, nguoi ta chimg minh dugc:



Pinh ly 1.3.2.4. L" 1a mot khong gian vector va ||||p 14 mot chuan véi 1< p< .
Pinh ly 1.3.2.5. (Fischer-Riesz)

(i) L® la khong gian Banach voi 1< p<oo.

(ii) Gia sir { f,} 1a mot ddy hoi tu vé f trong khong gian L” (1< p <co), nghia 13,

| f, — f], > 0. Thé thi c6 day con {f, } ~ saocho

f, (x) = f(x) hkn

k|, (x)|<h(x) hkn

véi h 1a mot ham trong LP.

Véi Q la tap mé trong  , ta ky hiéu C*(Q) 1a khong gian cac ham sb kha vi lién tuc dén

cap k va C” (Q) = kllek (Q) .Con C, (Q) 1a khong gian cac ham s6 f lién tuc trén Q sao cho gia

(support) cua f, tirc 1a tap hop

supp f ={xeQ: f(x)=0}
la compact chira trong Q, ky hi¢u gach ngang ¢ trén 1a bao dong cua tap hop. bat

Ci(Q)=C"(Q)nC,(Q)
Cl(Q)=C"(Q)nC, (Q)

Lo (Q) 13 tp cac ham do dugc trén Q, kha tich trén mdi tip compact K < Q.

Ta c6 két qua sau day vé tinh tri mat:

Pinh Iy 1.3.2.6. V6i 1< p <o (luu y rdng p # ), thi C(Q) tra mat trong L°(Q).

Pinh 1y 1.3.2.7. (Riemann-Lesbesgue) Cho f e L'(a;b), véi (a;b) 1a khoang hiru han

hodc vo han cta j , thitaco
b b
lim f(x)cosNxdx:O, Mljf(x)sm Nxdx =0

N—o0
a

khi N — oo.

1.3.3. Tich chap
Pinh nghia 1.3.3.1. Cho hai ham s6 f va g xac dinh trén j M thi ham s f =g dinh boi

frg(x)= [ f(x-y)g(y)dy,

. N
1

voi gia thiét 1a tich phan ¢ trén ton tai, duoc goi la tich chdp cia f va g.



Dinh Iy 1.3.3.2. Giasir f e '(j ") va geL’(j V) v6i 1< p <oo. Khi d6, voi mbi xe "
hams6 ya f(x-y)g(y) khatichtrén | ™ va f*geL’(j ). Hon nita,

[+l <[l lsl,-

1.4. Khong gian Sobolev

(xem [3, Chuong 8])

1.4.1. Khéng gian Sobolev WP va cac tinh chit co ban
Cho Qci Vlamotthpméva 1< p<oo.

Pinh nghia 1.4.1.1. Hdm g e L, (Q) dugc goi la dao ham riéng suy rong theo bién X cua

ham f e L, (Q), ky hiéu g :(;i hay g =D, f, néu
X

If I pdx, Vo eC(Q).

Néu f c6 D,f, i=1 N, taky higu Vf =(D,f,D,f,..,D,f).
Pinh nghia 1.4.1.2. V6i 1< p <o, ta ky hiéu W"?(Q) 1a tap hop cac ham f e L°(Q) c6

moi dao ham riéng suy rong D, f € L?(Q), i=1,

Trong W*?(Q) ta xét chuan

N
[#le =l Fle + 210

hoic chuan twong duong

=112 SIo 12| 22 e

Pinh nghia 1.4.1.3. Khong gian W**(Q) dugc ky hiéu la H*(Q) va dugc trang bi tich vo

hudng

=Ifgdx+f[iDifDingx
Q o\ i=l

va chuan tuong Ung

1

:@fr dx+£(iNZl|Dif|2jde.




Pinh nghia 1.4.1.4. W,;"" (Q) 1a bao dong cta C;(Q) trong W*? ().

Ta ky hi¢u Hj (Q)=W,?(Q).

Dinh ly 1.4.1.5. Khong gian W*" 1a khong gian Banach véi 1< p<oco, khd li véi 1< p< oo,
phan xa voi 1< p<oo.

Pinh 1y 1.4.1.6. (Pao ham ciia mjt tich)

Cho f,geW'"(Q)NL"(Q), 1< p<oo.Khido fgeW?(Q)nL"(Q) va
D.(fg)=(D;f)g+f(Dg).

Dinh 1y 1.4.1.7. (P20 ham ciia him hgp) Cho G e C'(j ) théa G(0)=0,
G(t)<M,vtej va f eW"?(Q),1<p<w.

Khido Gof eW*?(Q) va D,;(Gof)=G(f)D,f.

1.4.2. Khéng gian Sobolev W ™"

Pinh nghia 1.4.2.1. Cho mot s6 nguyén m > 2 va mot sb thuc 1< p < oo, ta dinh nghia bang

quy nap

Wm*p(Q):{f eWml’p(Q),(;iXieWml'p(Q),Vi =1,_N}

hay ta ciing c6 thé dinh nghia mot cach twong duong

W™P(Q) = {f € LP(Q)‘Va, |z <m, 3g, € L?(Q) sao cho

[0 =(-1)"[g,0 YpeCl (Q)}

Taky hiu D“f =g, va H"(Q)=W"?(Q).

Chiy 1.4.2.2. Mot da chi s6 o 1a mot bd o = (e, a,,..., ) voi ¢ >0 nguyén, ta dat
aa1+a2+...+a,\,

¢
OX[ 20X 2 ...OX\"

N
|a| = Zai va D% =
i=1

Pinh Iy 1.4.2.3. Khdng gian W™ duoc trang bi boi chuin

[l =0+ 2 |
0<|erj<m

D* f

LP

la mot khong gian Banach.

Pinh ly 1.4.2.4. Khong gian H™ (Q) duoc trang bi boi tich v6 hudng



(f.9),0 =(f.9).+ > (D"f,D"g),

Oi‘a‘ém
la mot khong gian Hilbert.

Ta chimg minh dugc rang chuan cia W™? (Q) 1a twong duong vé6i chuan

[l + >

loj=m

D*f

P

1.5. Bién doi Fourier
(xem [1, tr. 56-68]; xem [8, Chuong 6]; xem [10, Chuong 4]; xem [18, Chuong 9)
1.5.1. Bién doi Fourier trong L' (j )

Pinh nghia 1.5.1.1. Cho f e L'(j ), ham F dinh boi

F(1)=F(x)= | & (t)dt
dugc goi 12 bién doi Fourier cua f .
Pinh Iy 1.5.1.2. Cho f,geL'(j ), 4, u £ . Khi do, ta co:
(i) F(Af+ug)=AF(f)+uF(g),
(i) F(f=g)=F(f)F(9),
(iii) sxg_p|F(x)|s||f

(iv) [F (x)-F(y)|—0 khi [x-y| >0,
(v) F(x)—0 khi || — .

Pinh Iy 1.5.1.3. Vé6i r >0, dat f, (t)=f(rt). Taco

F(fr)=Fr(x)=1Fm

r r
Pinhly 1.5.1.4. Véi aej , dat f,(t)=f(t+a). Taco

F(f)=FR(x)=e""F(x)

a

Pinh Iy 1.5.1.5. Cho f e L'(j ) thoa supp f —[-a;a]. Tacd F 1a ham giai tich trén £ .

Pinh ly 1.5.1.6. Choday {f,}  hoitutrong L'(j ). Khidé, day {F,} hoitudéu trén

n=12,.. n=12,...



Pinh Iy 1.5.1.7. Cho f e L'(j ) thoa tinh chat f e L'(j ) va f lién tuc tuyét doi trén moi
khoang hiru han. Khi d6 F'(x)=—ixF (x).
Pinh Iy 1.5.1.8. Néu f c6 dao ham bac cang cao trong L*(j ) thi F hoi tu vé 0 cang nhanh

khi |X| — o0, nghia la,

Pinhly 1.5.1.9.Cho f e '(j ). Néu f" tontaiva f"el'(j ) thi Fel'(j ).
Pinh Iy 1.5.1.10. Cho f e L'(j ) bi chan, lién tyc va F e L'(j ). Khi d6 ta co

f(t):i e ™F(x)dx.

2 7,

1.5.2. Bién doi Fourier trong L*(j )

Pinh Iy 1.5.2.1. (Plancherel) Véimoi f e L*(j ), N >0, ta dat
N

Fo{fl(x)= je‘“f(t)dt

N

Khi @6

(i) FN{f} hoi tu trong L*(j ) dén mot ham F{f} khi N — oo. Hon nita
|F{f}

(ii))Néu fel'(j )nL*(j ) thi F{f}=F(f)hhtrén; .

iz =27r||f

2
12

(iii) Pat
N

¢ ()= e™F {f}(x)dx

-N

thi ¢, hdi tu trong Lz(i ) dén f khi N — oo.

(iv) Toan tr F 1a mot dang cau tir L*(j ) vao L(j ).

H¢ qud 1.5.2.2. Néu f e L*(j )va Fel'(j ) thi

f(t) :i I e *F (x)dx voih .h x.



Pinh ly 1.5.2.3. (Déng thirc Parseval) Cho f e L*(j ). Taco

LZZ\/E”f

IF

[

1.6. Pa thic Lagrange (xem [2])

Ky hiéu K 1a tap cac s6 thuc j hodc tap cac s6 phicc £ va P, (i ) hoac P (E) 1a tap tat ca

n

cac da thirc bac nho hon hoic bang n—1. Cho n diém phan biét t € K va n gia tri o, e K,1<i<n

Ta tim mot da thirc thoa
P ()=, 1<i<n

Dé lam diéu do, ta gii thi¢u cac da thic |,

not-t.

L) =k (t,..t;t) =] [—- teK,i=12,..,n.
i =t
=i
Rorang |, e P, (K),i=12,..,n va
L(t;)=1néu j=i, I(t;)=0néu j=i.
Cac da thuc |, 1=12,...,n dugc goi 1a cac da thitc Lagrange co ban. Ching c6 thé dugc viét

dudi dang khac.
Ta gi6i thiéu da thtic

Khi do

H(t tJ)ZIti—Tt (t) =w'(t,)

Piéu d6 cho phép ta viét

D@ thay rang, da thic



la da thire duy nhét trong P,(K) théa P, (t)=a;, 1<i<n.Dang p,(t) cta da thirc ngi suy duoc
goi la dang Lagrange.
Bay gio, néu f 1K — K 1a mot ham batky va t e K, i=12,...,n 1a cac diém nat phan biét

thi
L (fit)=L, ., (f:)=2 F(t)L(t), teK
1 da thirc duy nhét trong P,(K) ma né déng nhat véi f tai cac diémnit t, i=12,...,n.
Hién nhién, néu p € P,(K) thi
L, (pit)=p(Y)
Vi p dugc xé4c dinh duy nhét béi cac gid tri p(t;),i=12,...,n cland.
Do do, toan tir tuyén tinh L, : K — P, (K) 1a liiy dang, nghia la L% =L,. Vi vay, n6 la mot

phép chiéu, ta goi 1a phép chiéu néi suy Lagrange.

1.7. Bai toan chinh va bai toan khdng chinh (xem [26])

Xét phuong trinh

Ax =y

v6i A 1a mot toan tir lién tuc (khong nhat thiét tuyén tinh) tir mot khong gian Banach X vao mot
khong gian Banach Y va x e X duogc tim tr y da cho.

Ta n6i phuong trinh Ax =y biéu dién mot bai toan chinkh theo nghia Hadamard néu toan tir
A c6 mdt toan tur ngugc lién tuc tr Y vao X, véi X va Y la cac khéng gian Banach. NGi cach
khac, ching ta doi hoi rang:

(i) Voibatky y eY c6 nhidu nhat mot x € X théa Ax =y (tinh duy nhat nghiém);

(ii) Vi batky y eY ton tai mot nghiém x e X théoa Ax =y (su ton tai nghiém);

(iii) Ay, - Ay, HX — 0 khi |y, = Y,], — 0 (tinh 6n dinh nghiém).

Néu mét trong ba diéu kién (i), (ii), (iii) khong thoa thi phuong trinh Ax = y biéu dién mot

bai todn khong chinh theo nghia Hadamard.

1.8. Sw chinh hoa (xem [26])
Y tuéng co ban trong viéc gidi bai toan Ax =y 1 dung su chinh héa, nghia 14 thay phuong

trinh ndy bdi mot phuong trinh “gdn” voi nd bao gdm cd mdt tham s6 nhd « deé ta co the giai



phuong trinh d thay d6i mot cach on dinh va nghiém ciia né 1a gan véi nghiém cua phuong trinh
ban dau khi o 1a nho.

Pinh nghia 1.8.1. Ta goi R ( y,0 ) la toan tir chinh hoa ctia phuong trinh Ax = y trong lan
can clia Y,, néu thoa cac tinh chat sau:
(i) Ton tai & >0 sao cho R(y,d) xéac dinh véi moi 5 €[0;6,] vamoi Y, €Y thoa
Hyex B yé” <9,
(i) Véimoi & >0, tdn tai 6, (&, Y,,) < &, sa0 cho ||y, — Y,| <5 <6, thi |x, —xs| < & véi
X; =R(Y5.,6).
Chuy 1.8.2. Trong dinh nghia trén, {R(y5,5)} c6 thé 1a mot tap hop va X, 1a mot phan tir
bat ky cta {R(yg,J)} .
Trong nhiéu truong hop, ta sir dung dinh nghia sau (bao ham dinh nghia vira néu).
Pinh nghia 1.8.3. Ta goi R( y,a ) la toan tir chinh hoa ctiia phuong trinh Ax =y trong lan
can clia Y,, néu thoa cac tinh chat sau:
(1) Co mot s6 6, >0 sao cho R(y,a) xdc dinh voi moi @ >0 vavéimoi yeY thoa
Iy = Yo |<o<8,.
(i) C6 mOt ham o = a(5) sao cho v&i moi ¢ > 0, ton tai 5(8) <6, sao cho néu y;€Y va
[Vs = Yol < () thi|x, —x,| <&, trong d6 x, =R(y;,a(5)).
Theo dinh nghia 1.8.2 thi véi 6 — 0 thi Y; > Y, trong Y, tacod X, = R(y5,a(5)) — X, Nén
X, la nghiém chinh héa phy thudc lién tuc vao thay doi ciia vé phai. Vi vay, van dé giai X, tro
thanh xay dyng toan tir chinh héa R ( Y, a).
Dinh 1y 1.8.4. V6i ¢ >0 VA R(Y,@):Y x| "> X lién tuc d6i véi y. Gid sit
Li_rlgﬁ(AX,a) =X véimoi xe X thi R(Y, a)‘ 13 todn tir chinh héa ctia phuong trinh Ax =y .
Chuay 1.8.5. S6 duong o dugc goi 1a tham s6 chinh hoa.
Néu trong Pinh 1y 1.8.4, ﬁ(y, a) 12 mot diy dém duoc cac toan tir thi ta co thé 14y cac sb tu

nhién n lam tham sé chinh hoa va diéu kién trén tr thanh

limR(Ax,n) =X véi moi xe X .

n—o0



Chuong 2: HAM NGUYEN
2.1. Ham giai tich (xem [17])
Dinh nghia 2.1.1. Cho D 1a mot tip mo khac rong trong £ . Ham f : D — £ duoc goi 1a
kha vi phitc (£ —kha vi) tai Z, € D néu ton tai ham f,:D — £ lién tuc tai Z, va
f(z)=1(z)+(z-2,)f(2) véimoi ze D

Ham f, nhu thé, néu ton tai thi dugc xac dinh duy nhat boi f :

TESICEIO TN

va bang cach dat h=2z-2, do tinh lién tuc cua f; tai z, ta co:

lim f(zy+h)—1(z) ~ (2,

h—0 h

S6 fi(zy)e£ dugc goi la dao ham ciia ham f (theo bién z) tai Z,, ky hiéula f'(z,) hodc

df
E(Zo)-

Dinh nghia 2.1.2. Cho D 1a tap mé khic rong trong £. Ham f :D — £ dugc goi la chinh
hinh trén D néu no kha vi phic tai moi diém thudc D.

Ham f dugc goi la chinh hinh tai diém z,eD néu ton tai mot 1an cn mé U cua Z, nam
trong D sao cho ham f |U chinh hinh trén U . Tap hop cac diém ma tai @6 ham chinh hinh luén 1a
tap mo trong £ . MGt ham chinh hinh tai Z, thi ham d6 kha vi phuc tai Z, nhung ham kha vi phtrc
tai Z,khong nhat thiét chinh hinh tai Z,. Chang han, ham f(z) =zz kha vi tai diém z =0 nhung
khong chinh hinh tai diém nay.

Ham chinh hinh con dugc goi 1a ham gidai tich.

Téap hgp cac ham chinh hinh trong D dugc ky hi¢u la H(D).

Ta ¢ cac bao ham thitc £ < H (D) = C(D). Bao ham thirc thir nhat c6 duoc do cac ham
hang 1a cac ham kha vi phirc trong toan bo £ .

Cha'y 2.1.3. Ta c6 thé mé rong dinh nghia trén cho trudng hop D 13 tdp md khac rong tuy ¥

trong £, va f laanhxatr D vao £ . Khi z, hiru han va f(z)) =, tandi f chinh hinh tai Z,

néu

fiz) chinh hinh tai z,. Khi z, =0, tandi f chinh hinh tai z, néu f (%) chinh hinh tai 0.

Néu khong néi rd ta hiéu ham chinh hinh véi D= £ va f hitu han.



Pinh ly 2.1.4. (Pinh Iy Liouville) Néu f 1a ham chinh hinh va bi chan trén £ thi f 1a ham
hang.

Pinh Iy 2.1.5. (D’Alembert-Gauss) Moi phuong trinh dai sd

P(z2)=a,2"+az" " +..+a,=0, 8,#0,a,,a,...,a, €£

c6 ding n nghiém néu mdi nghiém duoc tinh mot sé 1an bang ding s6 boi cta no.

Pinh Iy 2.1.6. Cho G 1a mién trong £, f :G — £ 1 ham chinh hinh khac hang. Khi d6, vé6i
moi ae £ tap hop (tho)

f@)={zeG:f(z)=a}

ma ta goi la tap cac a -diémcua f,1a tap roi rac va dong (tuong déi) trong G. Dac biét, vdi moi tap
compact K =G, mditap f (a)nK ,ae£ , 1a tap hitu han, ddn dén f (a) 1a tap khong qua dém
dugc, nghiala f co khong qua dém duoc cac a-diém trong G.

Pinh ly 2.1.7. (Pinh ly ddng nhit) Cac ménh dé sau vé cap f, g cac ham chinh hinh trén
mién G c £ 1a tuong duong

(i) f=g

(ii) Tap hop {a) eG:f(w)=9 (a))} c6 mot diém gidi han trong G .

(iii) Co mot ce G sao cho f"(c)=g"(c), vne¥.

Nhin xét 2.1.8. TUr dinh 1y dong nhét, ta c6 hai két qua:

(i) Néu f 1a ham chinh hinh trén mot mién D va bang 0 trén mot dia md nao d6 nam trong
D thi n6 bang 0 trén toan bo D;

(i) Gia st f va g la cac ham chinh hinh trén mién D va f(z,)=9(z,) trén mot diy diém

v0 han céc diém phéan biét {z,} =D va limz,=aeD. Khidé, f(z)=g(z) véi moizeD.

N>

Dic biét, gid st f 1a cac ham chinh hinh trén mién D va {z,} < D 1a mot day c4c diém déi
mot khac nhau, hoi tu dén diém z,e D . Néu f(z,)=0 véimoi ne¥ thi f=0 trén D.

Dinh Iy 2.1.9. (Dinh ly hi tu Weierstrass) Cho D 1a tap mé khéc rong trong £, f, 1a day
cac ham chinh hinh trong D hoi tu compact trong D vé f :D — £ . Khi d6, f chinh hinh trong D
va voi moi k € ¥ , day cac dao ham fn(k) hdi tu compact trong D vé

Ta gia st métric trén H (D) dugc cam sinh tir métric trén C(D, £) . Khi d6, H (D) la khong
gian con dong cua C(D,£), C(D,£) la khong gian du.

Hé qua 2.1.10. H(D) la khong gian métric du.



Pinh 1y 2.1.11. Néu véi f, € H(D), chudi )_ f, hoi tu chuan tic trong D vé f e H(D) thi
voi moi k e ¥ , chudi Z f®) hoi tu chuan téc trong D vé& f&

Mot anh xa lién tuc f:X —Y giita cac khong gian topd X va Y dugc goi 1a anh xa md néu
anh f(U) cua moi tdp mé U ctia X 1a mot tap con md cia Y .

Pinh Iy 2.1.12. (Pinh Iy 4nh xa mé) Cho D la tdp m& khéc rong trong £ . Néu f chinh
hinh va khong hang dia phuong trong D thi né 1a 4anh xa mé tir D VAo £ .

Nhén xét 2.1.13. Néu f 13 anh xa chinh hinh 1-1 trén tdp mé khac rong D thi D va f (D)
d6ng phoi.

Pinh 1y 2.1.14. (Nguyén ly bao ton mién) Néu f chinh hinh va khong dong nhit bang hang
sO trong mién G thi anh f(G) ciling 1a mot mién.

Pinh Iy 2.1.15. (Nguyén 1y mdédun cwe dai) Cho f 14 ham chinh hinh trén mién G va | f |
c6 cuc tri dia phuong thi f 1a ham héng trén G.

Pinh ly 2.1.16. (Nguyén Iy médun cwe dai cho mién bi chin) Gia st ham f chinh hinh
trong mién bi chin G va lién tuc trén clG . Khi d6 hodc f =const hoic | f (Z)| chi dat cuc dai trén
oD, nghia la

1T (2)|<|f|,. VZeCIG.

Pinh ly 2.1.17. (Pinh Iy Weierstrass cho mién bi chin) Cho G 1a mét mién bi chan, f, 1a

day cac ham lién tuc trén cl(G) va chinh hinh trong G . Néu diy fn| o hoity déu trén 6G , thi day
f hoitudéutrén clG va ham giéi han lién tuc trén clG va chinh hinh trong G .

Dinh Iy 2.1.18. (B6 dé Schwarz) Néu f :E=B(0,1) > E =B(0,1) la mot ham chinh hinh va

f(0)=0 thi
1f(2)|<|2| véimoi zeE va |f'(0)<1.

Hon nita, néu c6 z, € B(0,1)\{0} sao cho | f (z,)|=|z,| hay | f(0)|=1thi c6 a: |a|=1 sao
cho f(z)=az vé6imoi zeE.

Pinh ly 2.1.19. (Pinh Iy Hurwitz) Gia sit G 1a mién trong £ , diy f, € H(G) hoi tu
compact trong G vé f va f, khong cé khong diém trong G. Khi d6, néu f khong la ham hang

khong thi f khong c6 khong diém trong G.



Hé qua 2.1.20. Néu day ham f, chinh hinh va don diép trong mién G, hoi tu compact vé& f
trong G thi f hodc don diép hoic 14 hing sd.

Pinh ly 2.1.21. (Pinh ly Runge) Cho K 1a mét tdp con compact cia £ va A l1a mot tap con
cia £ \K sao cho A gip mbi thanh phan lién thong ciia £ ,\K. Néu f 13 ham chinh hinh trong
moi tdp m& chita K VA & >0 thi c6 mot ham hitu ty R(z) ma c6 cuc diém chi ndm trong A va sao
cho

|f(Z)—R(Z)|<8 voimoi zeK.

H¢ qua 2.1.22. Cho G latip conmé ciia £ va A lamdt tap con ciia £ \G sao cho A gip
mdi thanh phan lién théng cua £ \G. Pit R(G, A) 1a tap hop cac ham hitu ty va véi cuc diém nim
trong A va xem R(G, A) nhu la khong gian con ciia H(G). Néu f e H(G) thi c6 mot day {R, |
trong R(G, A) sao cho f =limR, . Nghia la R(G, A) tri mat trong H(G).

Trong hé qua tiép theo, ta xét A= {OO} va str dung két qua rang, mot ham hiru ty chi c6 cuc
diém tai oo 1a ham da thirc.

H¢ qua 2.1.23. Cho G 1a tip con mé ctia £ sao cho £ \G lién thong. Khi d6, véi moi

f e H(G) thi c6 mét ddy céc da thie{p,} sao cho f =limp, trong H(G).

2.2. Ham nguyén véi bac hiru han (xem [14, tr. 1-7])
2.2.1. Ham nguyén
Mot ham f (z) gidi tich trén toan bo mat phang phirc, nghia 14 né dugc bicu dién béi mot

chudi liiy thtra c6 dang:

f(z):icnz“, LimWZO

n=0
dugc goi la mot ham nguyén.
Pay 1a mot 16p ham don gian nhét ciia cac ham giai tich ma c¢6 chira tat ca cac da thuc. Ham
nguyén dugc phan 16p dua vao bac cua chung, nghia la theo su tdng cua chung khi |Z| — 00, Mot

ham nguyén c6 thé ting theo cac cach khac nhau, theo nhidu huéng khic nhau. Véi sy dic trung

tong quat clia sy ting, ta giéi thiéu ham M, (r) = max |f (Z)| Theo nguyén Iy cuc dai, ham nay don

[2=r

di€u tang.



Mot da thirc co cang nhiéu nghiém thi ting cang nhanh. Tinh chét nay ciing dugc mé rong
cho ham nguyén nhung phtic tap hon nhiéu. Mdi lién hé gitta sy ting cia mot ham giai tich va sy
phan bd nghiém cta n6 12 ndi dung chinh ciia dinh 1y vé ham nguyén.

Ta sé& chi ra c6 mot s6 dinh 1y twong tu dinh 1y dong nhéat. Cac két qua nay phat biéu rang,
néu ham nguyén f “ting dit chdm” va nghiém ctia nd “dwoc sdp xép mot cach rat triv mét”, thi

f (z)=0. Pay la nhitng dinh 1y vé tinh duy nhat twong ty véi cc dinh 1y vé tinh duy nhat don gian

nhét cho da thuc.

2.2.2. Bac cia ham nguyén

Néu h ( r) < (0( r) la dung voi céc gia tri r du 16n, chung ta goi no la bat déng thirc tiém can
. as
va viet: h(r)<e(r).

2 . ~ \ , ” , - . \ ~ A n
Néu bat dang thirc trén ding vé6i ddy nao do clia cac gia tri I, —> oo thi ta s& viét: h(r)<e(r)

Mot ham nguyén f (Z) dugc goi 12 ham vé6i bac hiru han néu

as K K .
M, (r)<exp(r*)=e", voi k >0,
Bac cua ham nguyén 1a chan dudi lon nhét cia cc gia tri kK ma bat déng thirc tiém can duoc
thuc hién.
Ky hiéu bac cia mot ham nguyén f la p=p;.

Tur dinh nghia cta béc ta co

(s as

e iMf(r)<e

rPte

Lay logarithm theo co s6 e hai lan ta duoc

n loglog M, (r)as

pP—&< <p+eg,
logr
loglogM (r
p =limsup glogM, ( )
r—e logr

Pinh ly 2.2.2.1. Bac ciia ham nguyén dugc xac dinh boi cong thure

o =limsup nlogn

n—oo 1
'°9(|CJ



Cho mdt day s6 &, &,..., &, #0, lima, =00, chin dudi 16n nhat cua A sao cho »’

N—o0 m4|a

tu goi la s6 mil hoi ty.

Pinh Iy 2.2.2.2. (Pinh ly Hadamard) (xem [14, tr. 18]) S6 mil hoi tu cia cac khong diém
cua mét ham nguyén khong vugt qua bac cia ham nguyén do.
2.3. Pinh ly Paley-Wiener (xem [18, Chwong 19])

Ky hiéu IT* 1 tap hop tat ca cac sb phitc z = x +iy thoa y>0.

Pinh 1y 2.3.1. Gia st f  H(I1") va

sup $T|f(x+iy)|2dx:C<oo

0<y<w

Khi d6, ton tai mdt ham F e L*(0,) sao cho

f(z) :IF (t)e™dt, zeIl*
0

va
fIF([ dt=c
0
Pinh Iy 2.3.2. Gia sit A va C 1a cac hing s6 duong va f 1a mot ham nguyén sao cho
|f(z) <Ce™, ze£
va

Hf (X)|2dx<oo.
Khi d6 ton tai mot ham F e L*(—A, A) sao cho
A .
f(z)= I F(t)e“dt, ze£ .
-A
2.4. Khong gian H? (khéng gian Hardy) (xem [18, Chuwong 17])
2.4.1. Céc khéng gian H? va N

Pinh nghia 2.4.1.1. Ta dinh nghia f, trén T nhu sau

f (em): f(re“"), 0<r<l1



néu f 1a ham lién tuc bat ky xac dinh trén U , va cho o la d6 do Lebesgue trén T, duoc chuin hoa

o(T)=1. Theo @6, L” —chuén dugc hiéu la L° (o). Dic biét,

(1, ~{fleao | o<
T

[l =sunlf (re”)

va ta gidi thidu

||fr||0:epr‘Iog+ f|do.
T

Dinh nghia 2.4.1.2. Néu f e H(U) va 0< p<oo, dit
|1, ={sup|| fl,:0<r <1}
Néu 0< p <o thi H? dugc dinh nghta 12 16p tat cé cac ham f e H(U) véi | f| <o
L6p N bao gom tat ca cac ham f e H(U) ma ||f||O <,
Rorangla H* c HP cH <= N néu 0<s< p<oo.
Nhéan xét 2.4.1.3.
(i) Khi p <o, Pinh 1y 17.3 va Dinh 1y 17.5 (xem [18], tr. 336-337) cho thdy | fr||p 1a ham
khong giam theo r, véimoi f e H(U).

Khi p = o0, theo Pinh Iy module cuc dai ta co két luan tuong tu. Do do

[£1, =tim[],

r-l
(i) V&i 1< p<oo, HP 1a mot khong gian tuyén tinh dinh chuan.
(iii) C6 thé xem HP 13 khong gian con déng ctia L® va do d6 no 1a khong gian Banach.

Pinh 1y 2.4.1.4. Néu f e H? (hoic f e N), @, @,,... 1a cac khong diém cia f trong U va

(-t
thi
f(z)=0, véimoi zeU.

2.4.2. Mot sb tinh chat quan treng cia khéng gian H°

Néu O< p<oo va f eHP” thi



(i) Gi6i han khong tiép xac f° (e“’) ton tai khip noi trén T va

f*eLp(T),

=0,

(i) £ =111,

2.4.3. Khong gian H?

(ii) me*- f

f*

Khoéng gian H? c6 mot cach tinh chudn don gian nhu sau:

Pinhly 2.4.3.1. Giasir f eH(U) va
thi f € H® néu va chi néu

Ngoai ra,

o0

1]l = 2laf"

n=0

Chitng minh. Ap dung Dinh 1y Parseval cho f véi r <1 taco

Slaf = timYfa,f r*" =tim |1, do = |
n=0 n=0 T

2
[

r-l r-l

Nhéan xét 2.4.3.2.
(i) Mot cach tu nhién, khong gian H?(U ) duge xem nhu mot khong gian con dong cuia
L*(T) (g0m tat ca cac ham c6 dang > ae™ voi Z|an|2 <0, 1a sy md rong tuyén tinh déng cua
n=0 n=0
cac tap {ei”"7 n> O} ).

Chu y rang, néu |Z| <1 thi theo bat dang thirc Cauchy - Schwarz

1 1
[ (Shal [ (S <
n=0 n=0

Do d6, cac chudi lity thira nhu vay c6 ban kinh hoi tu it nhat 1a 1 va xac dinh mot ham giai

> lan.z

tichtrén U .
(if) H?(U) 1a khong gian Hilbert véi tich trong x4c dinh boi



hay tuong duong

Cac ham e, (z)=2",n20 tao thanh co s& tryc chuén ciia H. Tasuy ra

0 1% it\[2
i1 =2 fje(e)

dt.
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Chuwong 3: KHOI PHUC HAM NGUYEN TRONG 0 TU NHUNG PIEM

NGUYEN

3.1. Giéi thi¢u

Trong Chuong nay, chung t6i chi trinh bay mét truong hop dac biét ctia “bai todn cong cu”.
Chinh xac hon, chung t6i trinh bay bai todn khoi phuc mot ham trong ‘Li tir cac gia tri ciia no trén
mot tap ‘{n € ¢,|n| > r}, voi r >0 lon.

Bai toan tim kiém mot ham nguyén tir cc gia tri ctia nd trén mot tap A dém duoc 12 mot bai
toan dién hinh trong 1y thuyét ham nguyén. Pic biét, trudng hop thu vi A=¢ di dugc xem xét
trong mot thoi gian dai (xem [14, Bai giang 20]). Mot dinh 1y ¢6 dién (xem [14, Muc 20.2]) n6i
rang, mot ham f e Lfr | c6 thé duoc xac dinh hoan toan tir cac gia trj ciia nd trén tdp A= ¢ boi biéu

dién

f(2)= 35 () £ (=)

— z(z—n)

va

” f ”iZ(i )~ Z|f (n)|2 '

ne¢

Tuy nhién, néu A= {n et ,|n| > r} v6i r >0 thi tinh duy nhit cta sy xac dinh ctia ham

f e L2 khong con dam bao. Vi dy, ham nguyén

thoa man . f (n) =0 v6i moi s6 nguyén n = 0. Do d6, that 14 thu vi dé xem xét viéc xac dinh mot

ham f e Li‘tfr{ f (n)}nEA trong truong hop o < .

3.2. Pinh ly én dinh

Khi 0< o < 2, chung ta c6 dinh 1y 6n dinh sau day. Dic biét, dinh Iy ndy bao ham két qua
tinh duy nhat.

Dinh Iy 3.2.1. (On dinh) Cho & <(0,2) va A={ne¢,|n|>r} véi r > 0. Khi 6, ton tai

mt hang s0 C =C(o,r)> 0 sao cho



1

2
. SC(;“(”)FJ Vi el?.
iZ(i ) :Z‘f (n)

ne¢

|t

Chay3.2.2. T |f ", dinh Iy én dinh trén c6 thé dugc néi céch khéc theo

anh xa

o (o)

neA

dinh nghia mot chuan twong duong trong khong gian (Li |

L (i ))'

O day, cong cu chinh dé chimg minh Dinh 1y 3.2.1 14 da thirc ndi suy Lagrange. Nhé lai rang,

néu B = {xl, e X } 12 mot tap gdm p s6 phirc phan biét 1an nhau thi da thirc ndi suy Lagrange

L[B;w] cuaanhxa w:B > £ la

o) 3 T2 % ot

EARS

Ta can bat dang thirc ndi suy sau day:
Bé dé 3.2.3. (Bat déng thirc ndi suy) Cho o, (0,2). Khi do, ton tai k € ¥ va C; >0 chi

phu thudc vao o, sao cho

sup

xe[-r,r]

2kr
f(x)-L[ AT ] <G| f Lz(i)(ij  Viellre¥,

O-O
trong d6 Af ={i(r+ j)| i :1,2,...,kr}.

Chimg minh. C6 dinh X € [—r,r] va dat X; =r+ j véi 1< j<kr. Theo cong thirc s6 du cua
da thtrc noi suy Lagrange (xem, vi du, [2, muc 1.1, tr. 9]), ton tai & € [—(k +1)r,(k+1) r] sao cho

f(x)—L[A“,f](x):ﬁ%(f)ﬁ(xz—xf). (3.1)

j=1

Vi f e L? nén chung ta c6 biéu dién
f(2)= [ g(t)e“dt voi g eL*(-0,0).

Do d6

(o

[ a(t)(it)™ e®dt

-0

d2krf

dz2 (‘f)‘ - r (3.2)

Lz(fa,o) g !

<[g

Ll(—a,a) GZkr = || f




O day, chung ta da su dung

/ ’O'
||g|||_1(70’0) <20 ||g||L2(—a,a) - ; || f ||L2(i ) < || f ||L2(i )
Mit khac, vi [X| < x;,

1 kr

< 22 1 2
(2kr)!lj1|x Xj|£(2kr)!HXj

(2kr)! =vi(r)
Chiing ta thay rang
v, (r+1) (k+l)2((k+1)I’+l)2...((k+1)r.|_k)2 (k+1)2(k+1)
N -
vi () (2kr +1)...(2kr +2K) (2
khi r — +o0.
Béi vi

(1+%jln(k +1)~In(2k) - In(%j< “In(ay) Khi k > 490,
chung ta c6 thé chon k >0 phu thudc vao 0, Sao cho
1
[1+Ej|n(k+1)_|n(zk) <—In(a,).
Bit dang thiic sau cing tuong duong voi

(k +1)2(k+1) 1
2k < 2k *
(2k)7  (o0)

Diéu xay ra tu

2(k+1)
Wk(r+l>—>(k+l)2k < 12k khi r — +o0,
‘//k(r) (Zk) (00)
la
C
w, (r)< G ;Zkr , Vr=12,..
0

v6i C, >0 14 hang s6 chi phu thude vao oy .
Tir (3.1), (3.2), (3.3) va (3.4), chung ta nhan duoc két qua mong mudn.
Bay gi0, chiing ta da san sang dé ching minh dinh 1y 3.2.1.

(3.3)

(3.4)



Chitng minh dinh Iy 3.2.1. Trudc tién, ching ta ching minh tinh duy nhat va khi d6 c¢6 duoc

su On dinh.
Buérc 1. Chung ta chimg minh ring, néu f e L2 va f (n)=0 véimoi ne A thi f=0.
That vay, chon o, €(o,2) va k, C, nhu trong B dé 3.2.3. C6 dinh x e . Khido Al c A
v6i § >|X| du lon. Didu xdy ra tir B6 d& 3.2.3 1a

2ks
o .
LZG{—J — 0 khi s > +0.

Oy

£ (0]=]f (- L[AS 1 ](x)| <
Do d6 f(x)=0 véimoi xei ,vavivay f =0.

Budre 2. Gia st nguoc lai, co mot day {f,} = L. thoa man

[fale =1 va lim 3|, (n) =0,
neA

m—>-+oo

Vi f e’ néntdntai g, e L? (-o,0) sao cho

o

itz l l
fm(z) = I Im (t)et dt, ”gm 12(~0.0) :E” i -

CQ) T J2r

Piéu xay ra tir sy bi chin cia diy {gm} trong L*(-o,0) 1a c6 mot ddy con {gmk } hoi tu yéu

& mithim g, € (-0.0). Vi iy
lim f, (n)=f,(n), Vne¢, trongdo f (z)= J’ g, (t)edt.

K—>-+o0
-o

Mgt khac, lim f,, (n)=0 véimoi ne A. Vivay, f,(n)=0 véimoi ne A, va ching ta suy

—>-+0

ra tt Buge 11a f, =0. Nhu vay, I(Iim f,, (N)—0 véimoi ne ¢, vadodo
2 2
o)~ 2l (O =2, (") 2

khi k — +o0 . Diéu mau thun nay hoan thanh viéc chimg minh.

f

|2

f (n)|2 50

My

3.3. Bat ding thirc ndi suy
Bay gio, ching ta dé dang nhan duoc bat dang thirc ndi suy trong Bo dé 3.2.3 cho trudng hop
dac biét o =1.

Pinh ly 3.3.1. (Bit diing thirc ndi suy) Cho f e > va w: A — £ | trong d6

A ={x(r+j),j=12,.,4r} v6isd nguyén r > 0. Khi do, ta c



PELERE: O max|f (n)-w(n)|.

sup |F(x)=L[Aw](x)|<]f

Chimg minh. C6 dinh X e[-r,r] vadat m=4r, X, =r+ j v6i 1< j <m. Ching ta s& stt
dung bat ding thirc tam giac
|f (x)- L[A;W](x)| < | f(x)-L[A; f](x)|+‘L[A;( f —W):I(X)‘ (3.5)
Trudc hét, ching ta wéc lugng | (x)— L[ A;w](x)|. Sit dung (3.1), (3.2), (3.3) trong chimg

minh B6 dé 3.2.3 d6i v6i k =4 chung ta nhan duoc

£ ()= L[A:£]0x)| <] F iz, wa (F), (3.6)
trong do
i :(r+1)2(r+2)2...(5r)2.
valr) (8r)!

1
Bang cach tinh toan tryc tiép, chung ta c6 v, (1) ~1 <e?,va

v, (r+1) _ 25[(5r+1)(5r +2)(5r +3)(5r +4) | 5
v, (r) (8r+1)(8r+2)...(8r +8) 8°

5° (8r +1)(8r +2)...(8r +8)—8°[ (5r +1)(5r +2)(5r +3)(5r + 4)]2

= 3276800000000r " +11345920000000r° +16117760000000r°

+12084267520000r* +5110135040000r° +1199880928000r >
+141123408000r + 6086323584
> 0.

r

Dén dén y,(r)<e ? véimoi r >1. Vivay, (3.5) tré thanh

()~ L[A: 1](0]<]|

Tiép theo, chung ta uéc luong |L(Ar f —W)(X)| .Tacd

L[A: f —w](x) —i[l_[ . _XE]X;X)_(J (f(x;)-w(x,))

i1\ kei X X

o It () -(ow)

=1\ k#]j XJ

2
)8 | (3.7)




Vi ‘X‘ <X; v6i 1< j<m, nén dang thirc trén dan dén

— X
2
=1{ k=j X — X,

|L[A,;f— |<25Z[H| Ugwmgpj@n{ﬂ 2xk2 ZJ (3.8)

k=j |[Xj — X

trong d6 & = rpefirx|f W(n)|.

Véimoi 1< j<m,

xZ 2 X,
I‘I Kk _ %, i
k XJ'Z_Xk2| X; H|xj—xk|. (xj+xk)
K| k=1
2 (r+1)2(r+2)2...(5r)2

r+j (j—1)!(4r—j)(2r+j+1).(2r+ j+2)..(6r+])
LA+ (re2)(5r)° e
~ (2r-1)Y(6r+1)! =v(r)

2(r+ j)x(j-1)1(4r—j)x(2r+ j+1).(2r+ j+2)...(6r+ j)
>(2r+1)x(2r =1)}(2r)Ix(2r +2).(2r +3)...(6r +1)
=(2r-1)(6r+1)!

g e , © \
Béng cach tinh toan tryc tiep, ta co y (1) <e™™, va

3.96

w(r+1) 25[(5r+1)(5r+2)(5r+3)(5r+4)]  5° .

v(r)  2r(2r+1)(6r+2)(6r+3).(6r+7) 226°

5%.2r (2r +1)(6r +2)...(6r +7) ~ 22.6%[ (5r +1)...(5r +4)]

= 72900000000r " + 265680000000r° + 394065000000r°

+302946030000r* +125967060000r° + 26004042000r?
+1698012000r —107495424
> 0.

Do d6 (1) <e** voi moi r >1. B&i vy, (3.8) tré thanh
IL[A; f —w](x)|<8re®*'s. (3.9)

Tir bat dang thie (3.7) va (3.9), chung ta nhan duoc két qua mong mudn.



HE qua 3.3.2. Gidsuring f e’ va lim f(n)e' =0.Knido, f=0.

ne¢,‘n‘%oo
Chitng minh. V6imdi x e i , st dung Pinh 1y 3.3.1 cho w=0 va r > ‘X‘ ,taco
|f (x)| <|f ||L2(i )efE +8re®%" rpix|f (n)|

<|f ||Lz(i )975 +8re 0% max‘ f (n)e“‘"‘ 0

neA

khi r — 0.

Vivay f(x)=0 véimoi xej vadodé f =0,



Chuwong 4: AP DUNG VAO BAI TOAN TRUYEN NHIET

4.1. Gidi thiéu

Trong Chuong nay, chiing t6i quay tr lai trinh by bai toan truyén nhiét (1) va (4). Muc dich
ctia ching t6i 1a chtrng minh tinh duy nhat nghiém ctia mdi bai toan va hién thi mot chuong trinh
tinh toan nghiém bang sd.
4.2. Céc két qua nghién ciru vé bai toan (1)

Dinh ly 4.2.1. (Tinh duy nhit) V6i mdi f e L'(Q), hé thong (1) c6 nhiéu nhat mdt nghiém

ueCH[0,T];L}(0,1))nL*((0,T);H?(0,1)).

Chitng minh. Gia sit rang U, va U, 1 hai nghiém cua (1) twong tng vé6i cing mot dit liéu f .
Khi d6, U=U, —U, thoa man (1) twong tng véi f =0.

Tu (2) ta co

F(u(-T))(n)]e =|F (u(..0))(n)e ™"

<|u(.0).., e " —0

L(0.1)

khi |n|— oo
Diéu xay ra tir H¢ qua 3.3.21a u(.,T)=0. Tat nhién, chung ta c6 thé thay thé T boi béat ky
te(0,T) dé co duge u(.,t)=0. Vivay U =U,.

Luuy réng, su ton tai nghiém khong duoc xem xét & day. Thay vao do, chung t6i gia dinh

rang, c6 mot nghiém chinh xac

ueC([0,T];L'(0,1))nL*((0,T);H?(0,1))
ciia hé thong (1) trong tmg véi dit liéu chinh xéc f; € L'(Q). Muc dich ctia ching t0i trong dinh ly
tiép theo 1a xay dung mot nghiém s6 xap xi u(.,T) tr mot dit liéu dugc cho sdn f, e L'(Q) va théa

<g.

man ||f, - f,

'(Q)
Véi xe i , ching ta s& ky hiéu boi [ X | cac s6 nguyén trong khoang (X, x +1].

Dinh ly 4.2.2. (Nghiém s0) Gié sir rang U, (.,T)e H?(0,1). Dinh nghia



(B
A :{J_r(rg+ j)|j:1,2,...,4ng,

F (n) L[A;H,], 0<nz<r,
nj)=
‘ H,(nz), r <nz<M,,

v,(x)=F,(0)+2 > F (n)cos(nzx).

1<n<Mm,

3
1)) 1
Hl(o'l)gco(ln(;D &%,

trong d6 C, 1a viét tat cia mot hang s chi phy thude vao U, .

Khi do, chung ta c6 sai s6 udc luong

v, —Uy(.,T)

Chitng minh. Ky hiéu nghiém chinh x4c u, (., T) béi V, cho ngin gon. Tir day, ching ta sir

dung C, nhur 1a mot hang s6 pho dung ma chi phu thudc vao U, vaT.
Buée 1. So sanh F (v, )(n7) va F(v,)(nz) véi 0<nz <M.

Cho yeij,|y|>r, . Diduxayratir (2) 1a

F(v)(y) = Ha(v)] =& |F (us(,0))(v)| < Cos

do
eV <e . <o’ ? <eg
Hon ntra
Ho(Y)-H,(y)<e
Do d6
F(v)(¥)~H, (V) <[F (% )(¥) = Ho ()] +[H, (¥)~ H, (¥)| < Coe
Dac biét, chung ta co
‘F(VO)(I'V[)— F(Vg)(nﬂ)‘ﬁcoé‘ néur, <nr<M,,
va

max|F (v,)(n)—H, (n)| < Cye.

neA,

Chung ta suy dién tir bat dang thirc trén va Dinh 1y 3.3.1 rang, néu 0< y <r, thi

(4.1)



ré'
e 2 +8re**Ce.

[F (%) (y) = L[AH.](y)[<[F (v)

*(03)

2 2
Chon y =nz vasudung e ® <e" <eg °, ching ta nhan dugc

1
‘F (Vo)(nz)—F (Vg)(nﬂ')‘ <C,e® néu 0<nz<r,.

Budc 2. Ap dung dang thiic Parseval-Plancherel, ta c6

2
H(0,1)

=|F(%)(0)~F(v,)(0)[ +2n21(1+ n?z? )|F (v, )(nz) ~ F (v, )(nz)[

Ve v,

<472y 02| (v,)(n7) - F (v, ) (nz )
n=0
Piéu xay ra tir (4.2) 1a

> n?|F(v,)(nz)~F(v,)(nz)[

O<nz<r,

<r. max {n2|F(v0)(n7z)— F (Vg)(n”)r}

0<nz<r,
1)? 2
2 9| 2,309
<r.r’| Ce? | =Cirie?.

Tuong tu, st dung (4.1), ching ta c6

> n?|F(v,)(n7)~F(v,)(nz)

r.<nz<M,

<M, max {n2|F(V0)(”77)—F(Vg)(””)r}

r.<nz<M,
<M, M?(Cys)’ =Cie
Vi v, e H?(0,1) va v, (0) =V, (1) =0, ching ta c6

F(vy)(n7)= —%Zv& (x)sin(nzx)dx =— n;z ivo (x)cos(nzx)dx.

Pang thirc Parseval-Plancherel dua dén

iz = in“z“‘F (vo)(nyz)‘2

v

Vi vay

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)



> n*[F (v)(nr) = F (v, )(nr)] = 3 n[F (%) (na)

nz>M, nz>M,

1

<07 2 'R (%)(ne)f

& N>M,

-
M 7z

2

L2(02)

<C,¢ (4.6)
Tir (4.3), (4.4), (4.5) va (4.6), chung ta két luan rang

2

<C,rle® <C? (In (5‘1))3 s

2

”VO —V, H(0,2)

Chung minh dugc hoan thanh.
Chuy 4.2.3. Néu diéu kién v, =u(.,,T)e H?(0,1) dugc quy vé v, e H*(0,1), chiing ta c6

1 1

» <C, (In (g‘l))E e°.

Viéc chirg minh tham chi don gian hon véi mot s6 thay d6i nho trong Budc 2.

Vo —V

&

4.3. Céac két qua nghién ciru vé bai toan (4)

Chung t6i tro lai xem xét bai toan (4). Nhé lai rang, xap xi (6) chi ¢6 dugc néu

e—azT/

D((p)(a)‘ — 0 “dii nhanh” khi |a| — +o0, trong do
T
D(p)(ar)= [ Tp(t)dt.
0

Dé giit cho D(¢)(ar) >0 “tir tir” khi [o| > +o0, chiing ta s& can mét diéu kién yéu (H) trén

Pi¢u ki¢n (H). ¢ € L'(0,T) va liminf ¢(t) >0 hodc limsupep(t)<0 ding.

t>T~ t—>T~
Chu y 4.3.1. Lép ham thoa man (H) 14 rat 16n. Vi du, diéu kién nay dung néu ¢ lién tuc tai

t=T va o(T)=0.

Bo dé 4.3.2. Néu ¢ théa man (H) thi lim inf o |D(gp)(a)| >0.

a0

Chimg minh. Gia st rang liminf ¢(t)>0. Khi do, ton tai 2 (0,T) va C;>0 sao cho

t>T"
o(t)>C, véimoi te(4,T).
Do do



_ ¥ () o

oT)"

Nhén ca hai phia cua bat dang thirc trén véi «? va sau d6 cho ‘a‘ — o0, chung ta c6 duoc két
qua mong mudn.

Dinh ly 4.3.3. (Tinh duy nhit) Gia st ring ¢ thoa man (H) va g € L?(0,1). Khi d6, hé
thdng (4) c¢6 nhidu nhat mot nghiém

(u. F)e(CH([0.TT;L(0.0) L2 ((0.T);H?(0,1)), L*(0,1)).

Chimg minh. Cho (u, f,) va (u,, f,) 1a hai nghiém. Pat u=u,—u, va f = f,— f,. Khi d¢
(u, f) 1a mot nghiém cua (4) twong ing véi ¢ va g =0.

Do d6, (5) tré thanh

e “TF (u(.,0))(n)=D(p)(a)F(f)(a), aci 4.7)
Diac biét, chon ¢ =ne ¢, taco

eF (f )(n)‘.|n2D(gp)(n)| =n%e TN

F(u(,0))|. >0 khi n—co.

Mat khac, liminf |n’D(p)(n)|>0 do BS dé 4.3.2.

|n[—>o0
Do do

o4

F(f)(n)|=0-0 khi |n|—oo.
Piéu xay ra tir Hé qua 3.3.21a f =0.
Vi vay, phuong trinh (4.7) tr¢ thanh
F (u(.,O))(a) =0 véimoi e ,
vado dé u(.,0)=0.
Nhu da biét, phuong trinh truyén nhiét thuan nhat véi diéu kién dau tdm thudng u(.,0)=0

chi c6 nghiém tam thuong u =0.

Do d6 (uj, f,)=(u,, f,).



Bai toan (4) ma ching toi dé cap 1a bai toan khong chinh mét cach khat khe, va do dé su
chinh héa 13 can thiét.
Gia sir rang
(U, fo) e (CH([O.T];L(0.0)) A L2 ((0.T);H? (0.2)), L (0,1))
1a nghiém chinh x4c cua (4) tuong tng véi dit liéu chinh xac (¢, 9, ), trong d6 @, thoa man (H) va
g, € L (O,l).

Cho sén dit liu (g,,9,) € (L'(0,T),L*(0,1)) théa man

9. - gO”LZ(O,l) <é.

Pe _(pOHLl(o,T) <& va
Muc dich cua ching t6i 1a xdy dung, tir (¢,,d, ), mot nghiém chinh héa f, xép xi f;. Chiing

ta s€ su dung mot chuong trinh twong tu nhu trong Pinh 1y 4.2.2.

Pinh ly 4.3.4. (Sw chinh héa) Gid sir rang f, € H'(0,1). Dinh nghia

0, D(p,)(y)=0,
rgz(gln 1) ,M8=7r261,
9 & &

B H, (nz), r.<nz<M,

f,(x)=F,(0)+2 > F,(n)cos(nzx).

1<n<M,

<C,. |l 1 é
?(02) = 0 n;g,

trong d6 C; la viét tit cia mot hﬁng sb chi phu thudc vao dir liéu chinh xac.

Khi do, chung ta cé sai s6 udc luong

f

fa_ 0

Chitng minh. Y tudng chinh ctia chimg minh 13 twong tu nhu mét phan cia Dinh 1y 4.2.2.
Buée 1. So sanh F(v,)(n7) va F(v,)(nz) véi 0<nz <M.

Dau tién, chiing ta xét y e saocho r, < M <M,. Cho & >0 dinho, do B6 d& 4.3.2 chiing

ta co



Do) (y)2t

v6i C, >0 1a mot hang s chi phy thude vao ¢, va

D(e.)(¥)2[D(gs)(¥) =[P () (¥) - D(e.)(y)

Z&—a‘zi.
y’ 2y?

Piéu xay ra tir (5) va (4.8) 1a

2
doe<ell<eo,

va

Hon nita, str dung (4.8), (4.9), chiing ta c6 udc luong tir sy tinh toan truc tiép

a2 [FE)_Fe)W)] e e
[Ho (¥)-H. ()] S <C'e

St dung (4.10), (4.11) va bat dang thirc tam gidc, ching ta co
IF(f,)(y)—Ho(y) <Co¥'e néur, <|y|<M,.

Dac biét, chung ta co

1
‘F(fo)(nﬂ')— F(fg)(nﬂ')‘ﬁ C,M?e=Cyz’e3 néur, <nz<M,,

max|F (f,)(n)-H

) (n)|<C,(5r,) e

&

Diéu xay ra tir Dinh 1y 3.3.1 va bat dang thiic trén la néu 0< y <r, thi

rE
) 3.96r, 4
e 2 +8re™Cy(5r,) .

F(f)(y)-L[AH ()| <[F (%)

*(02)

2 2
Chon y =nz vasadung e ® <e" <eg °, ching ta nhan dugc

1

‘F(fo)(nﬂ')— F(fg)(mz)‘ <C,e® néu 0<nz<r,.

Budc 2. Ap dung dang thirc Parseval-Plancherel, ta c6

2

¢ll2(01)

”fo_f

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)



=|F(f,)(0)=F(f,)(0) +2§|F(VO)(nﬂ)— F(v,)(n7).  (4.14)

Chdng ta cé

2

> ‘F(vo)(nyz)—F(vg)(n;z)‘2 <C,re’ (4.15)

0<nz<r,

do (4.12) va

> |F(v%)(nz)-F(v,)(n7)] <Cyle (4.16)
r,<nz<M, \/_

do (4.13). Cudi cung

> [F(f)(n7)=F(f)(n7)f = 3 [F(fo)(na)

nz>M, nz>M,
< 3 22| (f,)(na))
e n>M
1
<[] ¢ (4.17)

Chung minh dugc hoan thanh.

1
Chi y 4.3.5. Sai s6 u6c lugng trong Pinh Iy 4.3.4, 1a /In(™)?, 1a mot ci tién dang ké so

1
v6i sai s6 udc luong trong dinh 1y chinh hoa thir hai cta [27], d6 1a ,/In(£™)&°. Hon nita, trong

[27] céc tac gia da phai doi hoi thém diéu kién dauu(.,0)

4.4. Thwc nghiém sé
Pé thay hiéu qua cta phuong phap, chiing ta hiy xem xét mot vi du cho bai toan ngudn nhiét
nguogc (4). Chon T =1 va dir li€u chinh xac
@ (t) =€, g,(x)=2%x*>-3x* —cos(xx).
Khi do, nghi¢m chinh xac cua (4) 1a
Uy (x,t) =" (2x° = 3x* —cos(7x)),
fo(X,t)=2x° = 3x* —12x+6— (1+ z* ) cos(7x).

V61 moi sO nguyén n >1, hady xem xét cac dir liu bi nhieu



sinz(nzx).

8
2, ()=, (t), 9,(x)= go(x)+\g. n
Khi d6, nghiém bi nhiéu twrong img véi dir liéu bi nhié{/l:‘;\

&)~ \Fi sinz(nﬂx)’

7’ +1 sin?(nzx)—2n°z’

J@ :

Chung ta thay rang
1 .
”gn - gO”LZ(O,l) = H — 0 khi n— 4o

nhung

167'n* +87%n* +3 .
- —> +o0 KNl n > 40

f}
12(0.1) \/ 3n

n~ 0

Do d6, néu n 16n thi 1a mot sai s6 nhé cﬁz: dir li¢u gay ra mdt sai sb 16n cua nghiém. Vi vay,
bai toan 1a khong chinh va sy chinh héa 13 can thiét.
Bay gio, ching ta st dung chuong trinh trong Pinh 1y 4.3.4 d6i véi & =n™ dé tinh toan
nghiém chinh héa. Tuong (mg v6i g, =107, chiing ta c6 dugc nghiém chinh héa sau day
f, (x) =—0.448859—-5.513525¢c0s( )+ 0.546463cos(37x),
f,, (x) =-0.5007813-5.513525c0s( x) + 0.546463cos(37zx) +0.195325cos (57X),
f, (x)=-0.512356 —5.513525c0s( 7 x) + 0.546463c0s(37x) + 0.195325¢c0s (57 X)
+0.099459cos(77x)+0.060117 cos(97x).

Sai sO

gitra nghi¢m chinh hoa va nghiém chinh xéc dugc xac dinh boi Bang 4.1.
Hinh 4.1 dua ra mot so sanh tryc quan giita nghiém chinh hoa twong img voi ¢ =&, ;=107 va
nghiém chinh x4c.

;oS s A . + X ’ 7, . -1 A A s Az
Luu y rang, nghiém bi nhiéu twong tmg véi € = ¢, =107 giy ra mdt sai s6 16n

- fOHLZ ~ 227.9865.

] [ fo = £,

e=n"t | fo— £, L
&= 10™ 0.1742974617 0.04409277801
g, =107 0.09321430861 0.02358082429
g =107 0.04569371374 0.01155933515




g, =10" 0.02675238031 0.006767664629

& =107 0.01374434647 0.003476966399

Bang 4.1. Sai s6 giita nghiém chinh hoa va nghiém chinh xAc.

|~ Nghiém chinh héa
' Nghiém chinh xac

-6 i i | i | | I I I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 L« 0.8 0.9

Hinh 4.1. Nghi¢m chinh hoa f, va nghiém chinh xac.






KET LUAN

Luan vin ctia chung toi trinh bay bai toan khoi phuc trong 1y thuyét ham nguyén. Cu thé 1a
khoi phuc mot 16p ham nguyén tir cac gia tri ciia chung trén mot tap hop cac diém nguyén. Céc két
quéa nay dugc dp dung dé kiém tra hai bai toan lién quan dén phuong trinh truyén nhiét: bai toan dau
tién 14 viéc giai mot phuong trinh truyén nhiét ma khong c6 diéu kién dau hoic diéu kién cudi, va
bai toan thir hai 1a viéc xac dinh ngudn nhiét cia mot bai toan nhiét nguoc thoi gian.

Céc két qua trinh bay trong Luan vin nay khong moi, tat ca déu duoc phat biéu va ching
minh hodc dinh huéng trong mot sd tai liéu tham khao. Piéu ma Luan vin da thyuc hién duoc 1a
trinh bay va chirng minh mot cach chi tiét hon. Déng thoi, da van dung dugc mot sb két qua & mot
sO tai liéu tham khao véi sy nhiét tinh giap d& va gop ¥ ciia Thiy huéng dan.

Qua Luan van nay, ban than t6i da hoc tap duogc rat nhiéu diéu bé ich véi cong tac nghién
ctru khoa hoc va hiéu duoc sau sic nhitng kién thirc ma ban than d3 duoc 1anh nhén tir tit ca Quy
Thay C6 tham gia giang day 16p Cao hoc Toan Giai tich khoa 19 da truyén thy trong sudt qua trinh
hoc tap.

Mic du, toi di c¢6 nhiéu c¢b ging trong hoc tap va nghién ctru, nhung do thoi gian han ché va
kién thirc ban than con rat nhiéu gidi han, tac gid Luan van chua dua ra dugc nhiéu ung dung thuc
tién b?mg cac thyc nghiém sb va day cling 1a han ché cta Luén van.

Hudng phat trién ctia Lun vin 1a nghién ctru bai toan khéi phuc trong Ly thuyét ham giai

tich.
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