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MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Ra doi tir thé ky 17, 1y thuyét x4c suat nghién citu qui luat clia cac
hién tugng ngdu nhién. Diya vao cac thanh tyu ctia Iy thuyét xac suat,
théng ké toan xay dung cac phuong phap ra quyét dinh trong diéu
kién thong tin khong day di. Cac dinh 1y gi6i han va luat s6 16n 1a mot
trong nhitng két qua quan trong va Iy tha clia ly thuyét xic suat. v
nghia clia chung khong chi 14 nhitng két qua dep vé mit toan hoc ma
con 1a co sd cho cac lap luan ciia thong ké toan hoc khi lam viéc véi
dam dong.

Ngay nay trong cac linh vic kinh té, chinh tri, quan sy, héa hoc, thic
nhiém, sinh hoc, ki thuat . . . déu can dén xac suat va thong ké ma
luat s6 16n va dinh ly De Moivre-Laplace déng mot vai tro quan trong.
XuAt phat tit nhu cau phat trién vi tng dung, ching t6i quyét dinh
chon dé tai véi tén: Luat sé 16n va dinh 1y De Moivre-Laplace dé
tién hanh nghién ctu.

2. Muc dich nghién citu

- He thong lai cac khai niém co ban ctia 1y thuyét xac suat, luat s6
16n va cac tinh chat clia ching.

- Chitng minh chit ché, chi tiét vé luat s6 16n va dinh 1y De Moivre-
Laplace. Dong thoi dua ra cac vi du ap dung thyc té cia luat s6 16n va
dinh ly De Moivre-Laplace.

3. D6i tuong va pham vi nghién ciu

- D6i tugng nghién citu: dé tai nghién cttu vé luat s6 16n va dinh 1y
De Moivre-Laplace.

- Pham vi nghién cttu: nghién citu cac tai lieu vé xac suat trong va



ngoai nudc.

4. Phuong phap nghién ctu

- Thu thap cac bai bao khoa hoc, cac tai lieu cta cac tac gid nghién
cttu lién quan dén luat sd 16n va dinh Iy De Moivre-Laplace.

- Tham khao thém cac tai lieu trén mang Internet.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién cta dé tai

Luan van dugc trinh bay c¢6 hé thong vé6i cac ching minh chit ché,
chi tiét vé luat s6 16n va dinh 1y De Moivre-Laplace. Bén canh d6, luan
van con dua ra cac vi du 4p dung thyc té clia luat s6 16n va dinh 1y De
Moivre-Laplace. Nén luan van nay gép phan tao ra dugc mot tai lieu
tham khéo cho sinh vién su pham va hé cit nhan toan.

6. CAu tric ctia luan van

Luan van dugc trinh bay thanh ba chuong:

Chuong 1 v6i nhan dé Bién ngau nhién va xac suat. Trong chuong
nay, trude tien ching toi trinh bay mot s6 kién thitc tong quan vé bién
ngau nhién va xac suét.

Chuong 2 v6i nhan dé Luat sb 16n. Trong chuong nay, ching toi
trinh bay vé luat s6 16n va mot s6 vi du minh hoa cling nhu cac ap
dung ciia no.

Chuong 3 véi nhan dé Dinh ly De Moivre-Laplace, nham trinh
bay dinh 1y De Moivre-Laplace va mot s6 ting dung ctia dinh 1y nay.



Chuong 1

BIEN NGAU NHIEN VA XAC SUAT

1.1 Bién ngau nhién

1.1.1 o-dai so va dai so

Gia stt Q 1a mot tap tuy y khac 0. Ky hieu P(Q2) 1a tap hgp gom tat
ca cac tap con cua ).

Dinh nghia 1.1. Lép A C P(Q) duge goi 1a mot dai s6 néu thoéa
man cac diéu kién sau:
i. Qe A
ii. Néu A € A, thi A € A (ky higu A 14 phan bii ctia tap A trong Q).
iti. Néeu A, Be€ A, thi AUB € A.
Dinh nghia 1.2. Lép F C P(Q) dudc goi 1a o-dai s6 néu no6 la dai
(0.)
s6 va v6i moi A, € F, n=1,2,3,...taco |J A, € F.
n=1
Dinh 1y 1.1. Cho trudc mot Idp tap hop M # 0, M C P(Q); bao gio
ciing ton tai mot dai so duy nhat C(M) bao ham M va chia trong tat
cd cdc dai s6 khdc bao ham M. Dai s6 C(M) dugc goi la dai s6 sinh
ra boi M.
Dinh 1y 1.2. Cho trudc mot Idp tap hop M # 0, M C P(Q); bao gio
ciing ton tai mot o-dai s6 duy nhat sinh ra bdi M, kij hieu o(M).
Dinh nghia 1.3. Mot phan hoach hitu han C = {4;,i € I} 1a4 mot ho
céc tap con khac (), roi nhau ting cip ciia €2, va hop ciia ching 1a Q.



Dinh 1y 1.3. Dai s6 A sinh bdi phan hoach hitu han C ciia Q gom tat
cd cdc hop cta cde ho con ¢é thé ¢é cia C.

Dinh nghia 1.4. Gia st 2 = R = (—o0; +00) va C la 16p cac khoéng
dang [a;b) v6i —oo < a < b < +o0, § day quy udc [—oo;b) = (—o0;b).
Khi d6, o(C) duge goi la o-dai s6 Borel ciia R, ky hieu la B(R). Méi
phan tt ctia B(R) dugc goi 1a mot tap Borel.

Nhan xét 1.1. Ro rang : [a;b], (a;b) € B(R). Hon nia, o-dai so sinh
béi cic doan thang md (dong) cing chinh bing o-dai s6 Borel.

1.1.2 Anh xa do dugc

Dinh nghia 1.5. Cip (Q,F), trong d6 Q # 0 bat ky, con F 1a mot
o-dai s6 cac tap con ctia  duge goi 1a mot khong gian do dugc.

1- Cac tap {w} C Q,{w} € F dugc goi la cdc bién co so cap.

2- Cac phan tit A € F dudc goi 1a cdc bién co, Q dugde goi 1a bién co
chdc chdn, O duge goi 1a bién c6 khong thé. Néu AN B = (), thi ta néi
A va B la cac bién co zung khdc.

Dinh nghia 1.6. Gia st (2, F) va (F, B) la hai khong gian do dugc.
Anh xa f: Q — E dugc goi 1a (F,B)-do duge (néu khong c¢6 nham
1an ta viét tat 1a do duge) hay con dugde goi 1a phan t1t ngadu nhien hay
bién ngdu nhién nhan gia tri trong F néu f~1(A) € F, véi moi A € B.
Dinh 1y 1.4. Gid st h : (0, F) — (G,G); g: (G,G) — (E,B) la
cac danh xa do duge. Khi dé danh xza hop g o h la phan ti ngau nhién
tréen (2, F) vdi gid tri trong (E,B).

Dinh ly 1.5. Cho C la mat ldp cdic tap con cia Q. Dat B = o(C) la
o-dai s6 sinh ra bdi C. Gid st (E,&) la khong gian do dugc. Anh za
f:E — Qla (& B)-do dugc khi va chi khi f~1(C) € &, vdi madi
CecC.

1.1.3 Bién ngiu nhién

Gia stt (2, F) 1a khong gian do duge da cho, R = [—o0; +oc], R =
(—00; +00).
Dinh nghia 1.7. Bién ngau nhién X nhan gia tri trén (R, B(R)) dugc

goi 1a mot dai lugng ngdu nhién, néu X nhan gia tri trén (R, B(R)) thi
X dugc goi 1a mot dai luong ngau nhién suy rong.



Dinh 1y 1.6. Gid st X : Q@ — R. Khi dé cic ménh dé sau tuong
duong:

a) X la mot dai lugng ngau nhién;

b) {w: X(w) <z} € F, vdi moi x € R;

c) {w: X(w) <z} eF, véi moix e R;

d){w:a < X(w)<b}eF, vdi moia,beR, a<b.

Chu y 1.1. Cho khong gian do duge (2, F), A C Q. Ta thiy ring
I4 la dai luong ngdu nhién khi va chi khi A € F. Tong qudt, néu
A; € F,i € I (I la tap khong qua dém dugc) va Y. A; = Q thi vdi
i€l
(z3)ier € R, ham X : © — R cho béi X (w) = Zmi]IAi(w) cling la
el
dai lugng ngau nhién va dudce goi 1a dai luong ngau nhién roi rac. Khi
I hitu han thi X dugce goi 1a dai luong ngau nhién don gidn.

Dinh nghia 1.8. Ham ¢ : (R", B(R")) — (R, B(R)) dugc goi 1a ham

Borel, néu né la (B(R™), B(R))-do duge, nghia la ¢ '(B) € B(R") vdi

moi B € B(R)

Dinh nghia 1.9. Anh xa X = (X1, Xo,...,Xp): @ — R"™ dugce goi

. L =

14 vector ngau nhién n chiéu néu X "1(B) € F, v6i moi B € B(R").
n

Trong d6 X ~1(B) = () X, (B;), B =By x By x ... x Bn, v6i B; €
i=1

B(R).
- .

Vector ngau nhién X c¢6 2 loai: wvector ngau nhién roi rac (lién tuc)

néu X;, i =1,2,...,n la cac dai lugng ngau nhién roi rac (lien tuc).

Ménh dé 1.1. X = (X1, Xo,...,X,) la vector ngau nhién n chiéu

khi va chi khi X7, X»,..., X, la cac dai lugng ngau nhién.

Dinh 1y 1.7. Cho X = (X1, X, ..., X,) la vector ngau nhién n chiéu
— .

va g la mot ham Borel. Khi d6' Y = g(X) la mot dai luong ngau nhién.

* Luu y. Dinh Iy trén duge mé rong nhu sau: Néu g : (R™, B(R")) —
— R R —
(R™, B(R™)) la ham Borel va X la vector ngau nhién n chiéu, thi g(X)
la vector ngau nhién m chiéu.
Hé qua 1.1. 1. Néu X la mot dai lugng ngau nhién, thi vdi moi a > 0,
ta c6 | X|% la mot dai lugng ngau nhién.



2. Néu X, Y la cdc dai lugng ngau nhién. Khi d6 X £Y, X.Y,
max {X,Y}, min{X,Y} la cdc dai ligng ngau nhién va néu Y (w)

khong triét tiéu, thi v ciing la mot dai lvgng ngau nhién.

Dinh 1y 1.8. Gid st (X,)n>1 la day dat luong ngau nhién va hitu han
trén Q). Khi do

sup X, inf X,,, limsup X,,, liminf X,
n n n n

la cac dai liong ngau nhién. Ddc biét néu lim X,, = X, thi X ciing la
n—oo

mot dai luong ngau nhién.

Dinh 1y 1.9. Gid s X la mot dai lwgng ngau nhién xzdc dinh trén
khong gian do dugc (2, F). Khi do:

a) Ton tai day dai lugng ngau nhién roi rac hoi tu déu dén X .

b) Néu X > 0, thi ton tai day dai lugng ngau nhién don gidn (X, )n>1
sao cho X, T X.

1.2 Do do xAc suat

1.2.1 Khong gian xac suat

DPinh nghia 1.10. Goi F la 16p cac tap con cta 2. Mot anh xa p :
F — R dugc goi la mot ham tap hop (hay ham tap).

Dinh nghia 1.11. Ham tap hgp P xac dinh trén o-dai s6 A duge goi
1a do do xzdc sudt néu thda méan cac diéu kién sau:
a) P(A) >0, véi moi A € A.

b) P(Q) = 1.

¢c) Néu A; € A, AiNA; =10, i # j v6imoii,j € N*, thi P(| ] A;) =
o =1
> P(A)
i=1

Dinh nghia 1.12. Néu P 13 mot do do xdc suat trén mot o-dai sb
A céc tap con cta  thi ta goi bo ba (2, A, P) 1a mot khong gian xdc
sudt.



Dinh 1y 1.10. Cho P la mot do do wdc suat trén o-dai s6 A. Khi dé
ta co:
1) P lién tuc trén, tic la néu A, € Ain=1,2, ... la day khong gidm

(Ap, C Apy1) va hm A, = U Ap, thi P( U A )— lim P(A4,).
n= l n= n—0oo

2) P lién tuc dudi, tic la neu Ap e An = 1, 2,... la day khong tang
(A, C Ap—1) va hm A, = ﬂ Ay, tth(ﬂ Ap) = lim P(Ay).

3) P lién tuc tai khong, tuc la néu A, E A An D Apyii,n=1,2,.
va ﬂ A, =0, th lim P(A,)=0.

n=1

1.2.2 Cac tinh chit sd cap ciia xac suat

Dinh 1y 1.11. Cho (Q,F, P) la mot khong gian zdc sudt. Ta co:
1) P(0)=0
2) P(A) =1— P(A).
3) Néu A C B, thy P(A) < P(B).
4) P(A) <1
5) Néu A, B € F, thi P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB).
6) P(AUB) < P(A) + P(B) (A,B € F).

7) P( Gl A,) < f;l P(A).

8) P 81 A,) - P( @ B,) < fl[P(An) — P(By)] néu A, > Byp,n =
1,2,....

1.2.3 Phan phdi xac suit va ham phan phdi xac suit ctaa
dai luong ngau nhién

Dinh nghia 1.13. Cho dai lugng ngau nhién X : (Q,F,P) —
(R, B(R)). Véi méi B € B(R), ta dit Px(B) = P(X'(B)) va goi
Px 1a phan phoi zdc sudt cta dai lugng ngdu nhién X.

Dinh nghia 1.14. Ham s6 Fy : R — R dugc xac dinh bdi Fx(r) =
P{we Q: X(w) < x}, v6i moi x € R duge goi 1a ham phan phdi zdc
sudt ctia dai lugng ngau nhién X.

Néu xem F(z) = Fx(x), thi ham F(z) ¢6 cac tinh chat sau:



Dinh 1y 1.12. i) F(x) la ham don di¢u khong gidm, nghia la néu
x <y, thi F(z) < F(y).

it) F(x) la ham lién tuc bén trdi (tic la F(x —0) = F(x)) va c6 gidi
han phdi tai moi diém.

iii) F(—o0) = xli}moo F(z) =0, F(+00) = lim F(z)=1.

T—+00

Dinh nghia 1.15. Ham phan phdi Fx (z) dugc goi 1a 707 rac néu no6

c6 dang:
F(z)= Y p

122 <X
trong d6 P(x;) =p; >0, >.p; =1vamiéngidtri S = {z; : 1 <1i < oo}
i

13 tap khong qua dém duge cia R.
Ham phan phdi Fx(z) duge goi 1a lien tuc tuyét déi néu c6 mot
ham Borel fx(z) > 0 sao cho:

F(z) = /I fx(t)dt, zeR.

Ham fx(z) duge goi la ham mat do cia X.

Dai lugng ngdu nhién X dudce goi 1a dai luong ngau nhién roi rac
(c6 phan phoi roi rac) néu ham phan phdi xac suat ctia né 13 ham roi
rac.

Dai lugng ngau nhien X dudc goi 1a c6 phan phoi zdc suat lien tuc
tuyét doi (dai ligng ngau nhién lién tuc) néu ham phan phoi xac suat
ctia né 1 ham lién tuc tuyét déi.

Dinh nghia 1.16. Cho X = (X1,Xo,...,X,) 1& mot vector ngau
nhién. Khi d6 F5; : R" — [0,1] dugc goi 1a ham phan phéi xdc sudt

. - . .
cta vector ngau nhién X néu véi moi x = (z1,22,...,2,) € R", ta
cO:
_
F)—(>(:L') =PX <z)=PX1 <zx1,Xo<ma,..., X, <)

O day ta xét truong hgp vector ngau nhién 2 chiéu (tic 1a cip dai
lugng ngau nhién (X,Y)), con trudng hop n chiéu thi ching ta qui nap
lén.



Dinh nghia 1.17. Gia st (X, Y") la vector ngdu nhién rdi rac. V6i moi
diém (z;,y;) 1a nhitng diém tap trung xéc suit ciia vector ngu nhien
(X,Y), ta ky hléu f(X,Y)(xiayj) = Dij = P(X = IZ’,Y = yj)- Khi dé
ham f(xy): X XY — R cho bdi cong thic trén duge goi la ham mat
do zdc suat cia vector ngau nhien (X, Y).

Dinh nghia 1.18. Gia st (X,Y) 1a vector ngau nhién lién tuc tuyét
ddi. Vector ngdu nhien (X,Y) dugc goi 1a ¢6 phan phdi dong thoi lién
tuc tuyét doi néu ham phan phéi dong thai clia né c6 dang:

¢y
F(X,Y)(%y)z/ / fix vy (u, v)dudv

Ham f(xy)(z,y) dudc goi la ham mat do cla vector ngau nhién
P Fixyy (e, y)

(X7Y)7 va ta co f(X,Y)(wvy) = (SLU(Sy

* Mot s6 vi du. Phan phdi nhi thiic, phan phdi Poisson, phan phéi
chuan.

1.2.4 Tinh doc lap theo xac suat
Cho (9, F, P) la mot khong gian xac suat ¢ dinh.

DPinh nghia 1.19. Cho &, &' 1a cac 16p cac tap do duge clia F. Ta néi
£, doc lap néu véi moi A € &€, véimoi B € £, ta ¢6 P(ANB) =
P(A).P(B).

Dinh nghia 1.20. Cho X, Y la cac dai lugng ngau nhién trén (2, F, )
Ta néi cac dai lugng ngau nhien X,Y doc lagp néu o(X),o(Y) d
lap.

Day cac dai lugng ngdu nhien (X,,),>1 duge goi 1a doc lap néu
0(X1),0(X2),... doc lap
(6 day o(X) = {X1(B), B € B(R)} la o-dai sb sinh béi X.)

Dinh 1y 1.13. Cdc meénh dé sau tuong duong:

1. X, Y doc lap

2. Véi moi (x,y) € R?, ta c6 Fx y)(x,y) = Fx(z).Fy(y)

3. Voi moi (z,y) € R?, ta cd fixyy(z,y) = fx(@)-fy (y)

4. Voi moi A, B € B(R), ta ¢6 P[X(w) € A,Y(w) € Bl = P[X(w) €
A].PlY (w) € B].
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Dinh ly 1.14. Cho Fy,F» la hai o-dai s6 con cia F, tap E = {ANDB :
A€ F,B e Fo}. Khi doo(E) = o(F1UF2).

Dinh ly 1.15. Néu cic o-dai so con Fi, Fo, F3 doc lgp nhau tiung doi
mot tha, O'(fl U fg) doc lap voi Fs.

Nhan xét 1.2. Ta c6 thé md rong dinh 1y trén nhu sau: Néu Fy, Fa, ..., Fn
doc lap, thi o(F1 U Fy) doc lap vdi Fs, ..., Fn, va o(FrUFeU...UFy)
doc lap voi o(Frr1 U...UF,).

Dinh 1y 1.16. Cho f,g la cic ham Borel. Néu X,Y la cdc dai luong
ngau nhién doc lap, thi f(X),g(Y) cang doc lap.

* Luu y. Ta c6 thé mé rong dinh 1y trén nhu sau: Néu X1, Xo, ..., X,
la cac dai luong ngau nhién doc lap, thi

F(X1, Xa, o, Xi) i (X, -, X)) doc lap.

Dinh 1y 1.17. Gid st X1, X2, X3 la cic dai liong ngau nhién doc lap
nhau ting doi mot. Khi do (X1, X2) doc lap vdi o(X3).

Nhan xét 1.3. Ta c6 dinh Iy mé rong nhu sau: Néu X, Xo, ..., X,
doc lap, thi o(X1, Xo, ..., Xy) doc lap voi o(Xgi1, ..., Xn)-

1.3 Cac dac trung sbé ctia dai lugng ngiu nhién

1.3.1 Ky vong
Dinh nghia 1.21. Gia st X la mot dai lugng ngau nhién roi rac véi
mlen gid tri S = {z;:i € N*} va pi = P[X = x;]. Khi d() néu chudi

Z x;.p; hoi tu tuyet doi, nghia 1a Z |zi| .pi < +o0, thi Z x;.p; dugc
i=1 = =
goi 1& kg vong cua X va ky hiéu 1a E(X)

o0
Ta co: E(X) = Z::z:lpZ
i=1

Dinh nghia 1.22. Gid st X 1a mot dai lugng ngau nhién lién tuc
+oo

tuyet doi c6 ham mat do fx(x). Néu tich phan / x.fx(z)dz hoi tu

— 00
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tuyet doi, thi gia tri ciia tich phan dé duge goi 1a ky vong clia X va
ky hieu I E(X).
+oo
Tac6 E(X) :/ z.fx(z)dz.
—0oQ
Dinh nghia 1.23. Gia st X 14 mot dai lugng ngau nhién roi rac va
o0
¢ 1a mot ham thyc bat ky cho trude. Khi dé néu > |o(x;)].p; < oo,
i=1

o0
thi gia tri Y ¢(x;).p; duge goi la ky vong cia ham cia mot dai luong
i=1
ngdu nhién roi rac va ky hieu 1la E [p(X)].
Néu X 1a mot dai lugng ngdu nhién lien tuc va ¢ 1a mot ham

+o0o
Borel bat ky cho trude. Khi d6 néu [ |p(z)].fx(z)dz < oo, thi gid

—0
+oo
tri [ p(z).fx(z)dz duge goi la ky vong cia ham cia mot dai luong
— o0

ngau nhién lién tuc.

Dinh nghia 1.24. Gié st (X,Y) la mot vector ngau nhién rsi rac ¢6

phan phoi dong thoi P(X = z;,Y = y;) = pi; va ¢(X,Y) 1a ham cla

mot vector ngau nhien. Khi dé néu Y > |p(zi, y;)|.pij < oo, thi gid tri
i

Y3 o(wi,y5).pij dude goi la ky vong cida ham cia mot vector ngau

i g

nhién roi rac va ky hiéu 1la E [p(X,Y)] .

Tuong tu, néu (X,Y) 1a mot vector ngdu nhién lien tuc thi

“+o00 +0o0

E[p(X,Y)] = / / o(.9) fox (@, y)dady

—0o0 —O0

dugce goi 1a ky vong ciia ham cia mot vector ngau nhién lién tuc.
400 00

Dac biet E(X.Y) = / /a:yf(X,y)(:c,y)dxdy.

—00 —O0

Dinh ly 1.18. Gid st X,Y > 0 hodc E|X| < 0o, E|Y| < co. Khi dé
ta ¢6 cdc tinh chat co bin sau:
1) E(C)=C, vdiC la hing sé.
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2) |EX| < E|X|.

3) Neu X <Y, thh EX < EY.

4)E(X+Y) = E(X)+ E(Y).

5) BE(k.X)=k.E(X), kla hdng so.

6) E(X.Y)=FE(X).E(Y) néu X,Y doc lap.
Dinh nghia 1.25. Ham ¢ xac dinh trén tap 16i A dudc goi 1a ham loi
trén A néu véi moi z,y € A va A € [0;1], ta co:

gz + (1= Ny) < Ag(z) + (1 = Ng(y).
Ham g dude goi 1a ham lém trén A néu —g 1a ham 16i trén A.
Dinh 1y 1.19. Gid st g : R — R la ham 10i, X la mot dai luiong
ngau nhién cho trude véi E|X| va E|g(X)| hiu han. Khi dé

Eg(X) > g(EX).

Bat ding thitc nay dugc goi la bat dang thic Jensen.
Dinh ly 1.20. Gid st X > 0 la mot dai luong ngau nhién cho trudc
vdi E|X|F < 0o, k€ N*. Khi dé

E(X) < (B(X")Y? < (B(X)!? <

1.3.2 Phuong sai

Dinh nghia 1.26. Néu dai lugng ngau nhien X ton tai gid tri F(X —
EX)?2, thi dai lugng nay duge goi 1a phuong sai ctia X va ky hieu la
Var(X). Khi d6 ta c6 :
o0
Var(X) = Z(xz — EX)?*p; (néu X c6 phan phéi rdi rac)
i=1

+oo
Var(X) = / (x — EX)?f(x)dz (néu X c6 phan phdi lien tuc)

—00

Dinh 1y 1.21. Phuong sai cé cdc tinh chat sau:
1) Var(C) =0, vdi C la hing so.
2) Var(X) = B(X?) — (EX)?.
3) Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y), néu X,Y doc lap.
4) Var(k.X) = k2. Var(X).
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Chuong 2

LUAT SO LON

2.1 Céac bat dang thic ngiu nhién

2.1.1 B4t dang thic Chebyshev

Dinh ly 2.1. Cho X la dai ligng ngau nhién cé phuong sai VarX hiu
han. Vdi mdi e > 0 cho trude, ta cé bat dang thic sau:

VarX
62

P(|X —EX|>¢) <
Bat ddng thite nay dugc goi la bat dang thiic Chebyshev.

2.1.2 Bat dang thitc Markov.
Dinh 1y 2.2. Gid st X la dai lugng ngau nhién ¢ X >0 va X ¢6 ky
vong hdu han. Khi dé vdi moi € > 0, ta cé:

1
P(X >¢) < -EX.
e

Bat dang thie nay duoc goi la bat dang thic Markov.

Chu y 2.1. Trong truong hop tong quat, ta c6 phéat biéu sau: Néu
g : R — R la ham don diéu khong gidm va X la mot dai lugng ngau
nhién. Khi dé vdi moi a € R, g(a) > 0 va Eg(X) hiu han, ta co:

P(X >a) < g(la)Eg(X» (2.1)
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2.1.3 B4t dang thic Chernoff.
Dinh 1y 2.3. Cho X la mot dai ligng ngdu nhién c6 E(e®X) < oo.
Khi do: !

P(X >z) < ﬁEeaX (a > 0).

2.2 Sy hoi tu cia day dai lugng ngau nhién.

Dinh nghia 2.1. Day dai lugng ngau nhién (X,,) dudc goi 1a hoi tu
theo wdc sudt t6i dai lugng ngau nhién X, néu véi moi € > 0, ta co:

lim P(|X, — X|>¢) =0.

Khi d6 ta ky hieu 1a X,, 2> X.
Dinh nghia 2.2. Day dai lugng ngau nhién (X,,) dugc goi 1la hoi tu

hau chdc chdn t6i dai lugng ngdu nhién X, néu ton tai tap A cé xac
suat khong sao cho

Xp(w) — X(w) vdiw & A,

hay P(lim X, =X)=1.
n—oo

Khi d6 ta ky hieu 1a X,, =55 X

Dinh nghia 2.3. Day dai lugng ngau nhién (X,,) dugc goi la hoi tu

theo trung binh bac p (0 < p < oo) dén dai lugng ngau nhién X, néu:
lim E|X, — X|” = 0.
n—oo

. . LP
Khi dé ta ky hiéu la X,, =— X
Dinh 1y 2.4. Cdc ménh dé sau tuong duong:

h.c.c

1. X, —0
o
2. Véimoie >0, thh lim P([)] {w:|Xk(w)|<e})=1
n—oo

k=n

3. Véi moie >0, thi P(lim{w : | X,(w)| >¢}) = 0.
n

Dinh ly 2.5. Néu day dai luong ngau nhién (X,) la don diéu ting

h.c.c

(gidm) va X, > X, thy X,, 25 X.
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h.c.c

Dinh 1y 2.6. X,, —— X khi va chi khi sup | Xy — X| L0 khin — .
k>n

Dinh 1y 2.7. Quan hé gita cdc logi hoi tu :

1. Néu X, HX th X, & X.

2. Nean—>X, tthn—>X.

Dinh nghia 2.4. Day (X,) dugc goi 1a ddy co bin theo xdc sudt
(tuong ing h.c.c , theo trung binh bac p) néu véi € > 0 tuy ¥, ta c6
P(|X,, — Xin| > €) — 0 khi m,n — oo (tuong ung P(sup | X — X;| >
ki>n

g) — 0, F|X, — X" —0).

Bé dé 2.1. (Bé dé Borel - Cantelli) Gid si (An)n>1 la day bién co
bat ky. Khi do:

o0
a) Néu > P(Ay) < oo, thi P(limsup 4,,) =0
n

n=1

b) Néu > P(A,) = oo va (A,) doc lap, thy P(limsup A,,) = 1

n=1

G day hmsupAn = ﬂ U Ap,
n=1m=n
Heé qua 2.1. Gid st (e,) la day so duong gidm dén 0 (g, | 0). Khi do
[e.e]

h.c.c

néu y P X, - X|>e,) < oo, thi X, =5 X.
n=1
. oo
Hé qua 2.2. Gid st e, > 0 vdi moi so tu nhienn > 1 va Y &, < oo.
~ n=1
Khi d6 néu Y P(|Xp41 — Xn| > £0) < 00, the day (X,) hoi tu h.c.c
n=1
dén dai luong ngau nhién X nao dé, hitu han h.c.c .
Hé qua 2.3. Néu day (X,,) co bin theo xdc sudt, thi cé thé rit ra dugc
mot day con (X, ) hoi tu h.c.c dén dai luigng ngau nhién X nao do.
Dinh 1y 2.8. Day cdc dai ligng ngau nhién (X,) hoi tu theo wdc sudt
khi va chi khi né la day co ban theo xdc sudt.
Dinh ly nay dugc goi la tiéu chuan Cauchy vé su hoi tu theo xdc suat.
Dinh 1y 2.9. Day cdic dai luong ngau nhién (Xp)p>1 hoi tu h.c.c khi
va chi khi day (Xp)n>1 la day co bin theo nghia h.c.c .
Dinh ly nay dugc goi la tiéu chuan Cauchy vé su hoi tu h.c.c.
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2.3 Luat sb 16n

2.3.1 Dinh nghia

Dinh nghia 2.5. Cho (X,,),>1 1a diy dai lugng ngdu nhién, néu ton
tai day s (an)n>1 va ham doéi xting n, = fn(X1, X2, ..., X;,) thoa man
v6i mdi € > 0 cho trude, ta co:

lim P(|n, —an| <e) =1,

n—oo
thi day (X,,)n>1 dude goi 1a tuan theo ludt sé lon dang yéu doéi véi ham
doi zitng np.

2.3.2 Luat sb 16n dang yéu

1 — 1 —
Bay gio xét fn(X1, Xo, ..., Xp) = - > Xivaa, = - Y EX;, ta c6;
=1 i=1

Dinh nghia 2.6. Day cac dai lugng ngdu nhién Xq, Xo,..., X, ...
duge goi 1a tuan theo luat s6 16n (dang yéu) néu véi moi € > 0 cho
trudc, ta co:

< 5] =1.

Dinh 1y 2.10. (Dinh ly Chebyshev) Gid s@ (X,) la day cic dai
lwgng ngau nhién doc lap tung doi mot, cé phuong sai dong bi chdn
(tic la VarX; < C < +oo, vdi moi i). Khi dé, vdi moie > 0, ta co:

, 1 — 1 &
JLHQOP{H;Xi—n;EXi <€}:1.

Heé qua 2.4. (Dinh ly Bernoulli) Gid st m la so lan zudt hién bién
co A trong day n phép thit doc lap vdi wdc sudt zudt hién bién c6 A
trong moi phép thi la p. Khi dé, vdi moie > 0, ta co:

1 & 1 &
EZXZ-—EZE)Q

i=1 i=1

lim P

n—oo

lim P(|% —pl<e) =1

n—oo
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Hé qua 2.5. (Dinh ly Poisson) Goi p la so lan zdy ra bién co A
trong n phép thit doc lap dau tién, py, la wdc sudt zdy ra bién co A trong
lan thit thit k. Khi dé, vdi moi € > 0 cho trude, ta co:

n
i £l <o) =
nh_)rgloP(\n—n 1pz|<5)—1.
1=

Hé qua 2.6. (Dinh ly Markov) Gid st day dai lugng ngau nhién
(X,) théa man

1 n
Vv - X 0, khi .
ar(n; >—> i n — 00

Khi dé, day (X,,) tuan theo ludt so l6n dang yéu.

Dinh ly 2.11. Gid st X la mot dai liong ngau nhién cho trudc vdi
EX = pva E|X| < co. Khi dé ta co:
i. lim n.P(|X|>n)=0.
n—oo
ii. lim ~EX? =0, trong d6 X' = XI(x|<n)-
n—oo N
Dinh ly 2.12. Gid st (X;)i>1 la day dai luong ngau nhién doc lap,
cting phan phoi véi EX; = p va E|X;| < oo, i=1,2,...,n. Khi dé ta
co:
Sn P 4 -
— W voi Sy, = ZXi'
" i=1
Dinh Iy 2.13. (Diéu kién can va da cho luat sé 16n) Cho day
dai lwong ngau nhien tuy § X1, Xo, ..., Xp, . ... Diéu kién can va diu dé
day dai liong ngau nhién nay théa man hé thic:

1 o 1o
lim P{|— X — — EX =1 d1 ) 2.2
Jim. {|n; k ”kzl kKl <el=1, wvdimoie >0 (2.2

- Li1(Xk - EXk)} 2

n—oo

= 0. (2.3)

n

n2 + L§1<Xk - EXk)} :
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2.3.3 Luat manh sb 16n.

Dinh nghia 2.7. Day cac dai lugng ngau nhién (X,,) duge goi 1a tuan
theo ludt manh s6 l6n néu:
Sn - ESn h.c.c
n

6day S, =X1+Xo+ ...+ X,.
Hodc tong qudt hon: néu ton tai hai day s6 (an), (by) va (by) la day
. . Sp —
s6 duong ting dén oo sao cho RT% hee g,
n
Dinh 1y 2.14. (Luat manh s6 16n Kolmogorov) Gid s (X,,) la
day cdc dai lugng ngau nhién doc lap va (by) la day s6 thuc duong tdang
dén co. Khi dé néu:

0.

o0

VarX,
D < (24)

n=1

thi Sn - ESn h.c.c 0.
bn,
DE chitng minh luat manh sé lon kolmogorov, trude hét ta can ching
minh mot so tinh chat quan trong sau.

Dinh ly 2.15. (Dinh ly Kolmogorov) Giad st X1, Xo,..., X,,... ld

day cdc dai lwong ngau nhién doc lap sao cho vdéi moi k = 1,2,...,n
thoa man:

P(‘Sn_5k| Za) <p< L.
Khi do

1
P(max[Sy| > ) < 1= P(Su| > =~ )

Dinh ly 2.16. Gid st (X,,) la day cdc dai ligng ngau nhién doc lap.
[o.¢]
Khi d6 chudi > X, hoi tu hau chdc chan khi va chi khi chudi dé hoi

n=1
tu theo zdc suat.

Dinh ly 2.17. (Dinh 1y Kolmogorov-Khinchine) Gid si day (X,,)
o0
doc lap, EX, = 0, vdi moin € N*. Khi dé néu ZEX% < o0, thi

n=1

o
chuoi Yy Xy, hoi tu hau chac chan.
n=1
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Dinh ly 2.18. Cho (b,)n>1 la day s6 duong tang dén oo. Khi dé néu:

VarX,
>

n=1

thi chudi

n

oo

X, —FEX R , ,
Z = 2 " hoi tu hau chdc chdn. (2.5)
n=1

Bo dé 2.2. (Bo dé Kronecker) Gid st (7,)n>1 la ddy cdc s6 thuc
va (bp)n>1 la day cdc so thuc duong tang dén oo. Khi dé néu chudi so
oo

> xy hoi tu, th

n=1
nEE;>Ei ji:lu;$k = 0.

*Cubi cung ta di vao ching minh ludt manh sé lon Kol-
mogorov:

S, — ES, EX
R6 rang & Zbk k)
X EX
Vé6i moi k € N*,w € ), ta dat zp = k()bk Suy ra
k
> “>‘¥kQu)——EL¥k
D S
k=1 k=1
\ ..~ X — EX
Khi d6 theo diéu kien (2.4) va tit (2.5), ta thu duge chudi » %
k
k=1

hoi tu h.c.c. Nén ton tai tap A ¢c6 P(A) = 0 sao cho chudi s6

> )(kgu)——ELXk

hoi tu véi w & A.
by,

k=1

Khi dé tit b6 dé Kronecker, ta suy ra :

1 — X - EX
nh_)rrgob—z:bk <k(w)bkk>:0, voi w & A.

" k=1
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Vay
Sn - ESn h.c.c
bn,
Heé qua 2.7. Néu day cac dai lugng ngau nhién doc lap X1, Xa, ..., Xp, ...
théa man diéu kién:

0.

oo

Z V(ZQX” < o,

n=1

thi né sé tudan theo ludt manh so ldn.

Hé qua 2.8. Goi ma la s6 lan xuat hién bién co A trong day n phép
thit Bernoulli va p la xdc sudt dé bién co6 A zudt hién trong moi phép
thi. Khi doé ta co: m

P(lim —A:p> = 1.

n—oo n
Hé qua 2.9. Néu day dai luong ngau nhien X1, Xo,...,X,,... doc
lap, c6 cung phan phoi vdi ky vong EX; = p; i = 1,2,...n,... vd
phuong sai VarX; = o hitu han, thi

L

Hé qua 2.10. Néu day dai lugng ngau nhién (X,) doc lgp c6 phuong
sai dong bi chan, thy day (X,,) sé tuan theo ludgt manh so lon.
Dinh 1y 2.19. Gid st (X,)n>1 la day dai lwgng ngau nhién doc lap
cung phan phéi véi EX,, = p va E(X}) < oo. Khi dé

S

= —0 hcc
n

n
trong do S, = ZXi'
i=1
Dinh ly 2.20. Gia st (X,,) la day cic dai lugng ngau nhién doc lap
cung phan phoi. Khi do
Sn

— —u hce peR
n

khi va chi khi E1X;| < oo va p= EX.
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Chuong 3

DINH LY DE MOIVRE-LAPLACE

3.1 Dinh ly De Moivre-Laplace

Dinh 1y 3.1. Cho X1, Xo,... la day cdc dai lugng ngau nhién doc lap
cting phan phoi véi P(X; = 1) =p, P(X; =0)=q=1—p va ¢ day
EX;=p, VarX; = p(1 —p) vdi moi i € N*. Khi do, vdi moi x € R ta
co:

lim P(—22 =" ) = P(X < 2) vdi X ~ N(0: 1).
=00 np(l —p)

n
Trong d6: S, = > X; ~ B(n;p), N(0;1) 1 phan phdi chuan chuan tic.

i=1
Dinh ly 3.2. (DPinh ly gigi han dia phudng De Moivre-Laplace)
Khin — oo, ta co:

1 1 1.2
P(SI=x): e 2" —1 3.1
(Si=2): S 1)

vdi dieu kién x thudc khodng hiu han [a;b] nao dé va ¢ day S; =
Sn — ES,,
VVarS, '

Dinh 1y 3.3. (Dinh ly gidi han tich phan De Moivre-Laplace)
Vi moi x € R, ta co:

i Sp —np ) 1 /z 2
lim P <z|=-—— eV 2dy,
n—o0 ( NG V21 oo
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hay la vdi moi a,b théa dieu kien —oo < a < b < +o00, ta cé:

) Sy —np > 1 /b —22/2
lim Pla< <b|=— e 24y,
n—00 < TW/npq V2rm Ja

3.2 Mot s6 tng dung cta dinh 1y De Moivre-
Laplace.

Ta xét n phép thit Bernoulli doc lap véi xac suat thanh cong trong
n

mdi phép thit 1a p. Goi A la bién c¢6 thanh cong. Khi d6 n(A4) = Z X;
i=1

14 s6 1an x4y ra bién c6 A trong n phép thit Bernoulli. Duéi day 1a mot
vai tng dung quan trong ctia dinh 1y De Moivre-Laplace:

1) Védin di lén va p khong qud gan 0 va khong qud gan 1, ta cé thé
zem phan phoi nhi thic zép xi phan phéi chudn. Khi do6 ta cé:

1

P(X =k)=CFprq"F~ — f(¢
(X=#) e 1O
. k—np 1 _2 ‘.
véi t = va f(t) = .~ 2 la ham mat do cha phan phoi
v npq ( ) V2T
N(0,1).

2) Theo dinh ly De Moivre-Laplace, ta co:

kg—np)_(b(krl—np

Pl < X <hy) = 2 VIPq VIDq

)

1 r 2 £
voi @(z) = \/27/ e~z dt 1a ham phan phdi N(0,1). Khi do
T J—00

M —p| <e) = De. ﬁ) — O(—e¢. E)

I
n pq Pq

Vi &(x) + ¢(—x) = 1, nén

n(A n n
p(|(n) —pl SR 20 )~ Ta 20y 1)
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v6i 5 dt (Tich phan Laplace).
oz %h/‘ D place)

3) Ung dung trong viéc chon kich ¢ mau thit n bing cach dung bat
dang thitc Chebyshev va dinh lij De Moivre-Laplace.

* Van dé chon cd mau.
Trong thic té ta thudng quan tam dén bai toan: cho trudc € va .
Tim n nhé nhat sao cho

PP <) s1-a
(175 <)

Trong d6, e dugc goi 1a sai 86, 1 — o dugc goi 1a do tin cay. Theo bat
dang thitc Chebyshev thi ta can chon:

S R
L P

Theo Dinh lyj De Moivre-Laplace, thi ta can chon:

$2

1 2
Véi 24 —— e /24t = o. (K¥ hieu [z] 1a phan nguyén cta ).
Dat
1 x2
=[] v [2]
Ta thu dugc:
lim (@) =400
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KET LUAN

Luan van da thu duge mot s6 két qua chinh sau:

1.

Trinh bay mot ciach hé thong cic khai niém co ban ciia 1y thuyét
XAc suat, luat s6 16n, cac tinh chat ciia chiing va dua ra mot s6
vi du minh hoa.

. Chitng minh chat ché, chi tiét vé luat s6 16n va dinh Iy De Moivre-

Laplace.

. Dua ra céc vi du ap dung thuyc té ctia luat s6 16n va dinh ly De

Moivre-Laplace.



