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MỞ ĐẦU 

1.   Lý do chọn ñề tài. 

 Trong toán học, các phương  trình dạng  anx
n + an-1x

n-1 + … + 

a1x + a0 = 0, an   0,  trong ñó  x  là ẩn số, và   ai ,  i = 0, .., n,  là các 

số cho trước; ñược gọi là phương trình ñại số bậc  n. 

 Việc giải các phương trình ñại số là một vấn ñề kinh ñiển của 

toán học. Vào thế kỷ thứ 16, Tartaylia, Cardano và Ferrari tìm ñược 

cách giải các phương trình ñại số bậc 3, bậc 4, với các công thức 

nghiệm là những biểu thức chỉ chứa các căn thức. Đến ñầu thế kỷ thứ 

19, abel ñã chứng tỏ rằng không thể tìm ñược một công thức tổng 

quát như vậy ñối với các phương trình ñại số bậc lớn hơn hoặc bằng 

5. Và sau ñó Galois ñã ñưa ra một tiêu chuẩn ñể một phương trình 

ñại số có nghiệm là những biểu thức chứa căn thức. Phương pháp xét 

nghiệm của Galois sau này ñược gọi là “Lý thuyết Galois”. 

Lý thuyết Galois là một trong những nội dung cơ bản của ñại số 

hiện ñại, nó liên quan ñến nhiều cấu trúc ñại số khác như: nhóm, 

vành, trường, không gian vectơ… Lý thuyết Galois có nhiều ứng 

dụng trong những lĩnh vực khác nhau của toán học. Một trong những 

ứng dụng chủ yếu của Lý thuyết Galois là tìm nghiệm căn thức của 

các phương trình ñại số, giải bài toán dựng hình bằng thước kẻ và 

compa. Với mong muốn tìm hiểu Lý thuyết Galois và những ứng 

dụng của nó, Tôi chọn ñề tài luận văn Thạc sĩ của mình là: “Lý 

thuyết Galois và ứng dụng” .  

2.    Mục ñích nghiên cứu.   

Mục ñích của luận văn này là tìm hiểu và trình bày lý thuyết 

Galois cùng những ứng dụng của nó, cụ thể là:  
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-   Giải những bài toán dựng hình bằng thước kẻ và compa 

-   Tìm nghiệm căn thức của những ña thức (còn gọi là tìm 

nghiệm căn thức của những phương trình ñại số ) . 

 -   Xét xem khi nào thì một phương trình ñại số giải ñược bằng 

căn thức.  

3.   Đối tượng và phạm vi nghiên cứu. 

3.1.   Đối tượng nghiên cứu: 

-  Trường số phức. 

-  Một số cấu trúc ñại số như : nhóm, vành, trường, mở rộng 

trường… 

-  Phương trình ñại số, ñịnh lý cơ bản của ñại số. 

-  Bài toán dựng hình. 

-  Lý thuyết Galois. 

      3.2.   Phạm vi nghiên cứu: 

 -  Giải phương trình ñại số bằng căn thức. 

 -  Lý thuyết Galois và một số ứng dụng của nó.   

4.   Phương pháp nghiên cứu.  

 -  Nghiên cứu các tài liệu về lý thuyết mở rộng trường, lý thuyết  

Galois và các kiến thức liên quan, như giáo trình, sách giáo khoa 

cùng một số tài liệu khác từ internet. 

 - Khảo sát, phân tích, tổng hợp và minh họa lý thuyết Galois 

cùng những ứng dụng của nó thông qua những ví dụ. 
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5. Cấu trúc của luận văn. 

Luận văn gồm có hai chương: 

Chương 1,  Giới thiệu sơ lược về lý thuyết mở rộng trường và 

lý thuyết Galois. 

Chương 2,  là nội dung chính của luận văn, trình bày một số 

ứng dụng của lý thuyết Galois, bao gồm: 

1.   Giải những bài toán dựng hình cổ ñiển. 

2.   Tìm nghiệm căn thức của phương trình ñại số có bậc nhỏ 

hơn 5, và giải bài toán:  khi nào một phương trình ñại số giải ñược 

bằng căn thức”. 

 3.   Chứng minh ñịnh lý cơ bản của ñại số. 
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CHƯƠNG 1.  MỞ RỘNG TRƯỜNG  

VÀ LÝ THUY ẾT  GALOIS 

 Chương này nhắc lại sơ lược về mở rộng trường và lý thuyết 

Galois ñể làm cơ sở cho chương sau. 

1.1.  MỞ RỘNG TRƯỜNG . 

1.1.1.  Định nghĩa [5].  Cho hai trường  F  và  K , với  F  là một 

trường con của   K . Khi ñó  K  ñược gọi là mở rộng (trường) của   F.  

Một mở rộng trường  F K  còn ñược ký hiệu là  K : F.  Nếu   K  là 

một mở rộng trường của  F  thì  K  là một  F – Không gian vectơ. 

1.1.2.  Định nghĩa [5].   Bậc của mở rộng trường  K : F  là số chiều 

của  F - không gian vectơ   K,  ký hiệu  [K : F]. Nếu [K : F]  hữu hạn 

thì ta gọi  K :  F  là mở rộng hữu hạn.  Nếu  [K : F] không hữu hạn 

thì ta gọi là mở rộng vô hạn. 

1.1.3.  Định nghĩa [2].  Cho  K : E   là  một mở rộng trường. Phần tử   

u   K   ñược gọi là ñại số trên  E  nếu nó là nghiệm của một ña thức 

khác  0  trong   E[x]. Một phần tử   u   K  không ñại số trên  E  

ñược gọi là siêu việt trên  E. 

1.1.4.  Định nghĩa.   Mở rộng  K : F  ñược gọi là mở rộng ñại số nếu 

mọi phần tử  của  K  ñều ñại số trên   F. 

1.1.5.  Định nghĩa [2].  Một mở rộng trường  K : F  là mở rộng ñơn 

nếu tồn tại   u   K   sao cho  K  =  F(u).  Phần tử   u  ñược gọi là 

phần tử nguyên thủy của mở rộng ñơn.  Một mở rộng ñơn có thể có 

nhiều phần tử nguyên thủy khác nhau. 

1.1.6.  Định nghĩa.  Cho  f    F[x]  và  K  là mở rộng trường của  F. 

Ta nói  f   phân rã trong  K  hay  K  phân rã   f   nếu  f  có thể viết 
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ñược dưới dạng   f   =  (x – u1) (x – u2) …(x – un) ;  với  a, ui     K,  

 i  =   . 

1.1.7.  Định nghĩa.  Cho  0    f    F[x].  Một mở rộng  K   của   F  

ñược gọi là trường phân rã của   f   trên  F  nếu  K  phân rã   f  và   f   

không phân rã trong bất kỳ trường con thực sự nào của   K. 

1.1.8.  Định nghĩa.   Cho  K : F  là mở rộng trường và  u    K  là 

phần tử ñại số trên  F. Đa thức có bậc nhỏ nhất  0    f     F[x]  nhận  

u  làm nghiệm và có hệ tử dẫn ñầu bằng 1 ñược gọi là ña thức tối tiểu 

của  u. 

1.1.9.  Định nghĩa.   Một mở rộng ñại số  E : F  gọi là chuẩn tắc nếu 

ña thức tối tiểu của mọi phần tử thuộc  E  phân rã trong E. 

1.1.10.  Định nghĩa.   Một ña thức   f    F[x]  gọi là tách ñược trên   

F  nếu  mọi nhân tử bất khả quy của  f  ñều không có nghiệm bội.      

Một mở rộng ñại số  E : F gọi là tách ñược nếu ña thức tối tiểu của 

mọi phần tử thuộc  E  ñều tách ñược. 

1.2. LÝ THUYẾT GALOIS 

1.2.1.  Định nghĩa [9].  Cho  E : F  là một mở rộng trường. Các 

trường con của  E  chứa  F  gọi là các trường trung gian của mở rộng  

E : F.  Ký hiệu   là tập tất cả các trường trung gian của  E : F. 

1.2.2.  Bổ ñề [9].   Cho    H   Aut(E / F).  Tập  (H)  = { b  E 

/ (b) = b, H}  là một trường trung gian của  E : F,  gọi là 

trường trung gian cố ñịnh bởi  H. 

1.2.3.  Bổ ñề [9].  Cho  K  là trường trung gian của mở rộng  E : F.  

Khi ñó  Aut(E / K)  là một nhóm con của nhóm  Aut(E / F);  gọi là 

nhóm con cố  ñịnh  K,  ký hiệu  (K). 
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1.2.4.  Định nghĩa [9].   Một mở rộng hữu hạn  E : F  ñược gọi là mở 

rộng Galois nếu  F = ( (F)).  Khi ñó  Aut(E / F) gọi là nhóm Galois 

của mở rộng trường và ký hiệu là  Gal(E / F). 

1.2.5.  Định lý (tiêu chuẩn của mở rộng Galois) [9]. 

Cho mở rộng trường  E : F . Các mệnh ñề sau ñây là tương 

ñương: 

(i).   E  là trường phân rã của một ña thức tách ñược trên  F. 

(ii).   [E : F]  =  ( Aut(E / F) :  1) < . 

(iii).  E :  F  là mở rộng Galois. 

(iiii).  F  =  (G) với  G  là một nhóm con hữu hạn của 

Aut(E/F). 

(iiiii).  E : F  là mở rộng chuẩn tắc, tách ñược và hữu hạn trên  F. 

1.2.6.  Định lý ( Định lý cơ bản của lý thuyết Galois) [9]. 

 Cho  E : F  là mở rộng Galois với  G  =  Gal(E / F). Khi ñó các 

tương ứng Galois   và   :    là các song ánh và 

là nghịch ñảo của nhau. Hơn thế : 

 (i).   H1   H2  (H1) (H2),    H1, H2  

 (ii).  Chỉ số của nhóm bằng bậc của mở rộng trường, nghĩa là   

  với mọi  H1, H2  :   

  H1  H2  (H2: H1)  =  [ (H1): (H2)] ; 

(iii).  ( H -1)  =  (H)   và   (  =  (M) -1 , 

          G   ,  ; 
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(iiii).  H  G   khi và chỉ khi   (H) : F  là mở rộng chuẩn tắc 

(do ñó Galois) và  Gal((H) / F)    G / H. 

1.3.   NHÓM GALOIS CỦA ĐA THỨC. 

1.3.1.  Định nghĩa [2].  Cho một trường  K,  một ña thức  0  f        

  K[x]  bậc  n  và N  =  K( u1, …, un)  là trường nghiệm của  f ; 

nhóm Gal(N / K)  ñược gọi là nhóm Galois của ña thức  f  (hay nhóm 

Galois của phương trình  f(x)  =  0) .  

1.3.2.  Định nghĩa.  Nhóm Galois của một ña thức  tách ñược        

f  F[x]   là nhóm Galois của trường phân rã của   f. 

1.3.3.  Biệt thức.  Cho  f   =   xn  +  a1x
n-1  +  …  +  a0    F[x]  là một 

ña thức tách ñược, với  n   2.  Gọi  1, 2, …, n  là tất cả các 

nghiệm của  f.  Đặt   ∏
≤<≤

−=
nji jifD

1
2)( αα , gọi là biệt thức 

của  f . 

 Rõ ràng,  Df   0   khi và chỉ khi  f   không có nghiệm bội. Ta ký 

hiệu  Gf    là nhóm Galois của  f   trên  F , và xem   Gf   là nhóm con 

của nhóm ñối xứng  Sn. 

 Sau ñây sẽ trình bày nhóm Galois của ña thức  bậc  2,  bậc  3, 

bậc 4  và  ñể ñơn giản trong biện luận, ta giả thiết  F  có ñặc số khác  

2, 3.  Khi ñó mọi ña thức bậc  2, 3, 4  trên  F  ñều tách ñược. 

1.3.4.  Nhóm Galois của ña thức bậc hai.   

 Cho ña thức bậc hai   f  =  x2 + bx + c    F[x]  tách ñược. Gọi 

x1, x2  là hai nghiệm của  f.  Ta có :  

  Df   =   (x1 – x2)
2   =   (x1 + x2)

2  -  4x1x2   =   b2 – 4c. 
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 Biệt thức  Df   =  0  khi và chỉ khi  f  có nghiệm kép. Nhóm 

Galois  Gf  ñẳng cấu với nhóm con của  S2.  

 Nếu  Df  chính phương trong  F  thì   Gf  =  1  =  A2  ; 

 Nếu  Df  không chính phương trong  F  thì   Gf  =  S2 . 

1.3.5.  Nhóm Galois của ña thức bậc ba. 

1.3.5.1.  Bài toán [9].  Xác ñịnh nhóm Galois của ña thức bậc ba 

f   =   x3 + ax2 + bx + c  F[x].  

1.3.5.2.  Giải .   Đặt  x  =   y  -   ,  ta có ña thức theo  y 

g   =    y3 + py + q     F[y]                   (1.1) 

 với   p   =    (3b – a2),    q   =     (2a3  - 9ab  +  27c) . 

 Ở ñây dễ thấy trường phân  rã  của   f   và   g   trên   F   là như  

nhau và biệt thức của chúng  cũng trùng nhau. Gọi  1,  2, 3   là ba 

nghiệm của   g.  Ta có: g     =   (y - 1) (y - 2) (y - 3) 

Đạo hàm hình thức của   g   là    

g'   =   (y - 1) (y - 2) + (y - 2) (y - 3) + (y - 1) (y - 3) 

Do ñó  g' ( 1)   =   ( 1 - 2) 1 - 3) ; 

  g' ( 2)   =   ( 2 - 1) 2 - 3); 

  g' ( 3)   =   ( 3 - 1) 3 - 2). 

Suy ra   Dg      =                        

   =   - g' ( 1) g
' ( 2) g

' ( 3). 

Mặt khác từ  (1.1)  ta có   g'  =  3y2 + p.  Do ñó 
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Dg  =   -  (3 1
2 + p) (3 2

2 + p) =    - [ 27 1
2

2
2

3
2 + 9p( 1

2
2
2 + 

1
2

3
2 + 2

2
3
2)+  3p2 ( 1

2 + 2
2 + 3

2) + p3]. 

Biểu diễn   Dg  qua các ña thức ñối xứng sơ cấp  S1, S2, S3 của 

1, 2, 3  với chú ý rằng  S1 =  0,  S2 =  p,  S3 =  - q ;   ta có    

Dg =   -4p3  –  27q2.    

Do  Dg  cũng là biệt thức của   f,  biểu diễn  Dg  theo các hệ tử 

của  f   ta có: Df   =   a2b2 – 4b3 – 4a3c – 27c2 + 18abc . 

 Nếu  f   khả quy trên  F  thì nhóm Galois của nó trùng với nhóm 

Galois của một ña thức  bậc hai của   F. Ta chỉ cần xét khi  f   bất khả 

quy. Khi ñó (Gf : 1) , do ñó  Gf   ñẳng  cấ au với  A3  hoặc với  

S3. Nếu  Df  chính phương trong  F  thì do  Gf   A3, suy ra  Gf  =  A3. 

Khi ñó trường phân rã   Eg  =  F( i)  với  i . Nếu  Df  

không chính phương trong  F  thì  Gf  =  S3  và  Ef  =  F( i , fD ) 

với  i   {1, 2, 3}. 

1.3.6.  Nhóm Galois của ña thức bậc bốn. 

1.3.6.1.  Bài toán [9].    Xác ñịnh nhóm Galois của ña thức bậc bốn 

f   =    x4  +  ax3  +  bx2  +  cx  +  d     F[x]. 

1.3.6.2.  Giải. 

Đặt   x   =   y  -    ,  ta có ña thức theo  y  

  g   =   y4  +  py2 +  r    F[y];  

với    p  =   (-3a2 + 8b);   q  =    (a3 - 4ab + 8c); 

   r  =   ( -3a4 + 16a2b – 64ac + 256d) . 
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 Goị các nghiệm của  g  là 1, 2, 3, 4. Gọi  G  là nhóm Galois 

của   g  (cũng là của  f ). Nếu  g  là tích của một ña thức bậc 1  và bậc  

3  trên  F  thì nhóm  G  ñẳng cấu với nhóm Galois của một ña thức 

bậc ba ñã xác ñịnh ở trên. Nếu  g  là tích của hai ña thức bất khả quy 

bậc hai trên  F  thì trường phân rã  Eg  của  g  trên  F  là   

F( ) với  d1, d2  F*. Nếu  d1  =  a2d2   với  a    F  thì   Eg   là 

mở rộng bậc hai trên   F  và   G .  Nếu không  thì G 

. 

Ta xét trường hợp  g  bất khả quy trên  F.  Khi ñó, ta biết rằng 

với hai nghiệm tùy ý   i, j  cho trước của  g, tồn tại một phần tử  

 G  biến  i  thành  j. Những nhóm con của  S4   thỏa mãn tính 

chất ñó là:   

S4  ;  A4;  

D8  =   

và các nhóm con liên hợp -1D8   cuả   D8 ; 

K4   =   ; 

C4  =   và các nhóm con liên hợp  

-1C4     của  C4. 

Nhóm Galois  G  sẽ ñẳng cấu với một trong các nhóm trên. 

Đặt   1   =   ( 1 + 2) ( 3 + 4) ;   2    =   ( 1 + 3) ( 2 + 4) ; 

 3   =   ( 1 + 4) ( 2 + 3). 

Ta có    1 + 2 + 3    = 2p ;  1 2 + 1 3 + 2 3  =  p2  –  4r ;    

1 2 3  =  -  q2.    Suy ra   1 2  và  3  là ba nghiệm của 
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 h(X)   =  X3 - 2pX2 + (p2 – 4r)X + q2                       

(1.2) 

Đa thức  (1.2)  là giải thức bậc ba của   g.  Ta thấy rằng 

1 – 2   =  1 3  +  2 4  -  1 2 - 3 4   =   - ( 1 - 4) ( 2 - 3). 

Tương tự ta có:      1 – 3     =   - ( 1 - 3) ( 2 - 4) , 

      2 – 3      =   - ( 1 - 2) ( 3 - 4). 

 Suy ra biệt thức của giải thức  (1.2) trùng với biệt thức của  g  

(do ñó cũng trùng với biệt thức của  f ). Từ công thức tính biệt thức       

Df   =   a2b2 – 4b3 – 4a3c – 27c2+ 18abc,  ta có biệt thức của giải thức 

(1.2) là   

Dh    =  16p4r – 128p2r2 +256r3 – 4p3q2 – 27q4 + 144pq2r              (1.3)  

Thay các giá trị của   p,  q,  r   trong  (1.3), ta có 

 Df   =  - 6a2c2d + b2a2c2 + 144a2bd2 – 4a2b3d + 144bdc2               

+ 18abc2– 192acd2  +  16b4d  –  128b2d2  –  80b2acd  +  18a3bcd         

–  27a4d2   +  256d3 – 4a3c3 – 4b3c2 –  27c4. 

Trường phân rã của giải thức  h(X)  chứa trong trường phân rã 

của   f.  Do ñó nhóm Galois của   h  là nhóm thương của  G. Ta có 

các trường hợp : 

1.  Nếu  h  bất khả quy và  Df  không chính phương trong  F. Khi 

ñó  G  không chứa trong   A4  và nhóm Galois của  h  ñẳng cấu với  

S3. Do ñó cấp của  G  chia hết cho  6. Suy ra   G  =  S4. 

2.  Nếu   h  bất khả quy và   Df   chính phương trong  F.  Khi ñó  

G  A4   và nhóm Galois của   h  ñẳng cấu với  A3. Suy ra   G  có cấp 

chia hết cho 3.   Suy ra  G  =  A4. 
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3.  Nếu   h   khả quy và phân rã thành ba nhân tử tuyến tính 

trong  F[x]. Khi ñó 1, 2, 3  thuộc  F. Do ñó mọi phần tử   G  phải 

cố ñịnh chúng. Suy ra   G    K4.  Vì  g   bất khả quy nên   G  =  K4.  

 

 4.  Nếu  h  ñược phân tích thành một ña thức bậc hai và một ña 

thức bậc một trong   F[X]. Khi ñó có ñúng một phần tử trong  

thuộc  F. Ta có thể giả thiết    thuộc  F. Như thế mọi 

phần tử của   G  cố ñịnh  nhưng không cố ñịnh  và  .  Suy ra   

G  D8   và   G  K4. Vậy  G  =  D8  hoặc    G  =  C4.   

Chú ý rằng   F( là trường cố ñịnh bởi  G  A4. Ta có     

D8  A4   =  K4  và  C4  A4  =  . Với chú ý rằng  G  A4  

là nhóm Galois của  g  trên  F(  thì   G  A4  có cấp không nhỏ 

hơn 4, do ñó   G   =   D8. Ngược lại, nếu  g  khả quy trên  F(  thì   

G  =  C4. 

1.4.  ĐA THỨC TỔNG QUÁT 

1.4.1.  Định nghĩa.  Cho  F  là một trường và  s1, …, sn  là các phần 

tử ñộc lập ñại số trên  F. Đa thức  - 

 F(s1, …, sn)[t]   gọi là ña thức tổng quát 

bậc   n  trên  F. 

1.4.2.  Định lý [9].   Cho  F  là một trường và  g  là ña thức tổng quát  

trên  F. Gọi  Eg  là trường phân rã của  g  trên  F(s1, …, sn). Khi ñó 

các nghiệm  t1, …, tn  của  g  ñộc lập ñại số trên  F  và nhóm Galois 

của   Eg : F(s1, …, sn)  là  Sn. 

1.5. MỘT SỐ BÀI TOÁN MINH  H ỌA 

Bài 1 [4].    Hãy ñịnh xem mỗi số thực hoặc phức sau ñây 
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,   ,   e + 3,   3 + i,    + i  là ñại số hay siêu việt trên 

trường  Q  các số hữu tỷ. 

Giải. ,    3 + i,   + i   là ñại số trên  Q  theo thứ tự là 

nghiệm của các ña thức có hệ số hữu tỷ :  x2 – 7,  x3 -5,  (x – 3)2  +  1   

và   (x2 – 3)2  +  4x2.  Các số   ,  e  + 3  là siêu việt trên  Q  vì  

và   e   siêu việt trên  Q. 

Bài 2 [2].    Chứng minh rằng mọi mở rộng hữu hạn của trường   

các số thực hoặc là chính    hoặc là một trường ñẳng cấu với trường 

   các số phức. 

Giải.   Cho  F  là một mở rộng hữu hạn của . Mọi  u   F  là ñại số 

trên   và có ña thức tối tiểu   qu   sao cho có ñẳng cấu trường 

/q(u) . Nhưng ña thức bất khả quy   qu   có bậc  1 

hoặc bậc  2.  

 Nếu  qu bậc 1, ta có  u  thuộc    nên thuộc    =  .  Nếu   

qu bậc 2 (vì qu có biệt số thực âm),  thì thuộc /qu  

. 

 Trong trường hợp  F  có một phần tử  u  sao cho   F, 

thì với mọi  r    F  vì ñại số trên    nên cũng ñại số trên  và có ña 

thức bất khả quy tối tiểu qr  và ñẳng cấu trường             

/(qr) ;  nhưng vì mọi ña thức bất khả quy  qr [x]  phải 

là ña thức bậc  1; hơn nữa vì  u  là nghiệm của  qr   ta suy ra   u   , 

trong trường hợp này   F . 

 Vậy, mọi mở rộng hữu hạn của  , nếu phân biệt với , thì 

ñẳng cấu với  . 
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CHƯƠNG 2.  ỨNG DỤNG CỦA LÝ THUY ẾT GALOIS  

 Chương này là nội dung chính của luận văn, trình bày một số 

ứng dụng của lý thuyết Galois. 

2.1.  DỰNG HÌNH BẰNG THƯỚC KẺ VÀ COMPA. 

Trước tiên ta có thể quy giả thiết của mọi bài toán dựng hình về 

việc cho trước một số ñiểm nào ñấy. Ví dụ như biết một ñộ dài có 

nghĩa là cho trước hai ñiểm sao cho ñoạn thẳng nối hai ñiểm ñó có 

ñộ dài ñã cho; cho trước một ñường tròn có nghĩa là cho trước hai 

ñiểm sao cho một ñiểm là tâm ñường tròn và ñoạn thẳng nối hai 

ñiểm ñó là bán kính; cho trước một góc nghĩa là cho trước ba ñiểm 

mà tam giác của chúng có một góc bằng góc ñã cho. Cũng tương tự 

như vậy, một hình sẽ ñược coi là dựng ñược nếu ta dựng ñược những 

ñiểm xác ñịnh hình ñó. 

2.1.1.  Định nghĩa [9]. Trong mặt phẳng  , cho hai ñiểm              

P0 =  (0; 0), P1  =  (1; 0). Một ñiểm P  ñược gọi là dựng ñược 

(bằng thước kẻ và compa)  nếu tồn tại dãy hữu hạn  P0,  P1,…,Pn  sao 

cho  P  =  Pn  và với mọi  j  2, ñiểm   Pj  xác ñịnh từ   Sj- 1   :=  

 bởi một trong ba “ phép dựng ” sau: 

 1.  Giao của hai ñường thẳng phân biệt, trong ñó mỗi ñường 

thẳng ñi qua hai ñiểm bất kỳ của   Sj-1 . 

2.  Giao của một ñường thẳng qua hai ñiểm của  Sj-1  và một 

ñường tròn có tâm tại một ñiểm của   Sj-1  và có bán kính bằng 

khoảng cách giữa hai ñiểm trong  Sj-1. 
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3.   Giao của hai ñường tròn phân biệt, trong ñó mỗi ñường tròn 

có tâm tại một ñiểm của   Sj-1 và có bán kính bằng khoảng cách giữa 

hai ñiểm trong  Sj-1. 

2.1.2.  Định lý [9].  Cho   E    với  E   là mở rộng Galois của 

Q.  dựng ñược bằng thước kẻ và compa  khi và chỉ khi [E :  Q]  = 2r   

với   r . 

2.1.3.  Hệ quả [9].  Không thể chia ba góc   bằng thước kẻ và 

compa. 

2.1.4.  Hệ quả [9].  Không thể dựng ñược ñiểm  ( . Nói cách 

khác không thể gấp ñôi hình lập phương có cạnh bằng  1. 

2.1.5.  Hệ quả [9].  Không thể dựng ñược ñiểm  ( , 0). Nói cách 

khác không thể dựng ñược hình vuông có diện tích bằng diện tích 

hình tròn bán kính bằng  1.  

2.1.6.  Định lý [10].  Đa giác ñều  n  cạnh  dựng ñược khi và chỉ khi    

n   =   2r  p1…ps ,  với   p1, …,  ps  là các số nguyên tố Fermat khác 

nhau. 

 Từ ñây về sau việc tìm nghiệm của một phương trình ñại số 

ñược xem như tìm nghiệm của một ña thức . 

2.2.   TIÊU CHUẨN GIẢI ĐƯỢC BẰNG CĂN THỨC CỦA ĐA  

THỨC 

2.2.1.  Định nghĩa [9].  Một mở rộng  E : F  gọi là mở rộng căn nếu    

E  =  F( 1, …, m)  sao cho với mọi  i  =  1, …, m  tồn tại   ni :  

 F( 1, …, i-1). Khi ñó ta cũng nói  E   là một mở rộng căn của  

F.  Ta nói các phần tử   i   tạo ra một chuỗi căn cho mở rộng  E :  F. 
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2.2.2.  Định nghĩa [9].   Một phần tử   thuộc vào một mở rộng căn    

E : F   thì ñược gọi là biểu diễn ñược bằng căn thức (trên  F).   Một 

ña thức  f  trên  F  ñược gọi là giải ñược bằng căn thức (trên  F) nếu 

trường phân rã của   f   nằm trong một mở rộng căn của  F. 

2.2.3.  Định nghĩa [10].   Cho một dãy lồng nhau các nhóm con 

              G  =  G0   G1 …  Gn   =  {e}.              (2.1) 

 (2.1) ñược gọi là tháp chuẩn tắc nếu  Gi  là nhóm con chuẩn tắc 

của  Gi-1, với  i  =  1, …, n. 

(2.1)  ñược gọi là tháp aben (cyclic) nếu nó là một tháp chuẩn 

tắc ñồng thời   là một nhóm aben (cyclic) với  i  =  1, …, n. 

 Nhóm   G   ñược gọi là giải ñược  nếu tồn tại một tháp aben 

(2.1)  cho  G. 

2.2.4.   Định lý [10].  Với   n  4   thì   Sn   giải ñược. 

2.2.5.   Định lý [8].   Mọi nhóm hữu hạn có cấp là lũy thừa của một 

số nguyên tố là nhóm giải ñược. 

2.2.6.  Định lý [9].   Nếu nhóm Galois của ña thức   f   trên trường có 

ñặc số  0  giải ñược thì   f  giải ñược bằng căn thức trên  F. 

2.2.7.  Hệ quả [9].   Cho  F  là trường có ñặc số  0. Đa thức tổng quát   

g   =   tn – s1t
n-1 + …+ (-1)n sn   không giải ñược bằng căn thức trên 

F(s1 ,…, sn)   khi và chỉ khi   n  5. 

2.3.  TÍNH KHÔNG GIẢI ĐƯỢC CỦA ĐA THỨC CÓ BẬC 

LỚN HƠN 4 
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2.3.1.  Mệnh ñề.  Cho một ña thức  f  Q[x]  bất khả quy có bậc  p  

nguyên tố. Nếu  f  có ñúng hai nghiệm không thực trong   thì nhóm 

Galois của  f  là nhóm ñối xứng  Sp. 

2.3.2.  Định lý [10].  Với   n  5   thì   Sn   không giải ñược. 

2.4.  NGHIỆM CĂN THỨC CỦA CÁC ĐA THỨC TỔNG 

QUÁT CÓ   BẬC KHÔNG QUÁ  4 

2.4.1.  Đa thức tổng quát bậc hai. 

Cho  g   =   t2  –  s1t  +  s2  có nhóm Galois trên  F(s1, s2)  là       
S2  =  {1, (12)}. Phần tử  (1, 2)  hoán vị  t1, t2  nên cố ñịnh  (t1 – t2)

2 . 

Do ñó  (t1 – t2)
2   F(s1, s2). Cụ thể   (t1 – t2)

2  =  s1
2 – 4s2.  Kí hiệu  

 là một nghiệm của   x2 – (s1
2 – 4s2),  ta có  t1 – t2 =  

   và   t1 + t2  =  s1. Suy ra công thức nghiệm quen thuộc 

  

2.4.2.   Đa thức tổng quát bậc ba. 

2.4.2.1.   Bài toán [9].   Tìm nghiệm căn thức của ña thức   

  g    =    t3 – s1t
2 – s2t – s3     F(s1, s2, s3)[t]. 

2.4.2.2  Giải. 

a. Cách 1.  Đa thức   g   =   t3 – s1t
2 – s2t – s3   có nhóm Galois trên   

F(s1, s2, s3)  là  S3. Ta có dãy các nhóm con chuẩn tắc  1   A3   S3  

có thương là nhóm cyclic. 
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Đặt     =     và   y   =   t1 + t2 + 2t3,  với   t1, t2, t3   là các 

nghiệm của  g. Với mọi   A3, tồn tại   0  2   sao cho        

(y)  =  iy ,  nên  (y3)   =   y3. 

Tương tự,  ñặt   z   =   t1 + 2t2 + t3   thì ta có  (z3)   =   z3, 

 A3. Mặt khác với  là một phép thế lẻ thì   (y3)  =  z3 . 

Nói cách khác, các phần tử   y3 + z3  và   y3z3   bất biến với   S3. 

Do ñó y3 + z3  và  y3z3  thuộc  F(s1, s2, s3). Như thế   y3   và   z3   là 

nghiệm của cùng một ña thức bậc hai trên  F(s1, s2, s3). Mặt khác, ta  

thấy rằng   
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Do ñó khi giải ñược   y3   và   z3,  ta có nghiệm của   g.  Ở ñây ta 

có thể tính trực  tiếp    

  yz   =   s1
2 – 3s2   và     y3 + z3  =  2s1

3 – 9 s1s2 + 27s3. 

b. Cách 2 (thường dùng trong thực hành). 

Đặt   u  =  t  -   .  Khi ñó ta có ña thức bậc ba theo  u  là      

f   =   u3 + pu + q   với   p   =   s2  -   s1
2;   q  =  -  s1

3  +   s1s2  – s3    

 F(s1, s2, s3).  Do ñó   y3  +  z3   =   - 27q,   y3z3   =   -  27p3. Khi ñó  

y3  và  z3  là hai nghiệm của   x2  +  27qx  –  27q3   =   0. Từ ñó 

 y    =    3 32 )
3

()
2

(
2

3
pqq ++− ; 

 z     =    3 32 )
3

()
2

(
2

3
pqq +−−   

sao cho   yz   =   - 3p. Ta nhận ñược công thức nghiệm Cardano 
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u = 3 32 )
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và  3 nghiệm của  f  cho bởi   
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2.4.3.   Đa thức tổng quát bậc 4. 

2.4.3.1.   Bài toán.  Tìm nghiệm căn thức của ña thức    

 g   =   t4  –  s1t
3  +  s2t

2  –  s3t  +  s4   F(s1, s2, s3, s4). 

2.4.3.2 .  Giải. 

a.  Cách 1.   Nhóm Galois   S4   của   g  có dãy nhóm con chuẩn tắc         

1    K4   A4   S4. 

K4    =   {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.   Đặt 

 y1    =    (t1 + t2) (t3 + t4) ;    y2    =    (t1 + t3) (t2 + t4) ; 

 y3    =    (t1 + t4) (t2 + t3) . 

 Vì các ña thức ñối xứng sơ cấp của  y1, y2, y3  thuộc                

F(s1, s2, s3,s4)   nên  y1, y2, y3   là các nghiệm của một ña thức bậc ba 

trên  F(s1, s2, s3, s4),  gọi là giải thức bậc ba của   g. 

Khi ñã giải ñược   y1, y2, y3   cùng với   t1 + t2 + t3 + t4   =  s1,  

suy ra các cặp (t1 + t2 + t3 + t4);  (t1 + t3, t2 + t4);  (t1 + t4, t2 + t3)  là 
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nghiệm của các ña thức bậc hai có hệ tử trong  F(s1, s2, s3, s4, y1, y2, 

y3). Từ ñó giải ñược   t1,  t2, t3, t4. 

b.  Cách 2  (Thường dùng   trong thực hành).   Đặt   u   =   t  -  1/4 s1  

thì ta phải có một ña thức bậc  4  theo   uf   =   u4  +  pu2  + qu  +  r. 

Từ ñó tính ñược  y1  +  y2  +  y3   =   2p  ;    y1y2  +  y1y3  +  y2y3    =   

p2 – 4r  ;  y1y2y3   =   -  q2. 

Suy ra giải thức   f(u)  là :   x3 –  2px2  +  (p2 – 4r)x  +  q2 .   Các 
nghiệm của  f  cho bởi  
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với các căn thức ñược chọn sao cho  .  .    =   - q. 

2.5. CHỨNG MINH ĐỊNH LÝ CƠ BẢN CỦA ĐẠI SỐ. 

2.5.1.  Bổ ñề [9].  Mọi ña thức hệ số thực có bậc lẻ ñều có một 

nghiệm thực. Suy ra  không có một mở rộng thực sự bậc lẻ. 

2.5.2.  Bổ ñề [9].  Mọi ña thức bậc hai trên   có nghiệm trong  

2.5.3.  Định lý [9].  Mọi ña thức bậc lớn hơn  0  trên trường số phức 

 có một nghiệm trong  . 
2.6.   MỘT SỐ BÀI TOÁN  MINH H ỌA. 

Bài 1 [9].  Chứng minh không thể dựng ñược ña giác ñều  18  cạnh  

bằng thước kẻ và compa. 
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Giải.  Ta chứng minh  cos     hay  cos   dựng ñược.  Ta có    

           cos   =   cos(3 )   =   4 cos3    – 3 cos   

    =   4 cos3   –  3 cos       4 cos3   – 3 cos    -    =   0 

Đặt  u   =   cos  ,  ta có   4u3 – 3u  -   =  0     8u3 – 6u – 1 = 0. 

Đa thức này bất khả quy trên Q (ñặt u =  y – 1, ta ñược ña thức theo 
ẩn  y  là  8y3 – 24y2 + 18y – 3, bất khả quy theo tiêu chuẩn Eisen 
stein cho  p = 3). 

 Vậy [Q(u) : Q]  =  3    2r    nên theo ñịnh lý 1.13,  cos
9

π
   

không dựng ñược bằng thước kẻ và compa.   

Bài 2 [9].    Tìm nghiệm căn thức của ña thức   f   =   t4  +  4t  +  2. 

Giải.  Đa thức   f   có giải thức bậc  3  là   h  =  x3 – 8x + 16 .Biệt 
thức   Dh   =   - 4864   =   - 28. 19.  Nghiệm của giải thức  h  là 
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Vậy nghiệm căn thức  t1,  t2,  t3,  t4 của  f  là 
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KẾT LUẬN 

 

Luận văn  “ Lý thuyết Galois và ứng dụng”  ñã thực hiện ñược  

những vấn ñề sau: 

 1.  Trình bày  mở rộng trường và lý thuyết  Galois,  minh họa 

các khái niệm bằng những bài toán cụ thể. 

 2.  Trình bày  những  ứng dụng của lý thuyết Galois, cụ thể: 

-   Giải những bài toán dựng hình cổ ñiển. 

-   Khảo sát bài toán:  Khi nào một phương trình ñại số giải 

ñược bằng căn thức. 

-   Tìm nghiệm căn thức của các phương trình ñại số bậc 2, 3, 

4. 

-   Chứng minh ñịnh lý cơ bản của ñại số. 

     Hy vọng rằng nội dung của luận văn sẽ ñược tiếp tục mở 

rộng và hoàn thiện hơn, nhằm có thể làm tài liệu tham khảo cho 

những ai quan tâm ñến Lý thuyết Galois. 

 

 

 


