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§1. MO PUN CON CUA MO PUN HANG HUU HAN
TRN VNH CHINH

Nii chung khi ta ¢ A 1 mo dun con cia mo dun ty do X trn vnh chinh R, tir
mot co s cuia A thi khong thé bd sung t6i co s ctia mo dun X. Tuy nhin ta ci

duoc mot két qua kh th vi sau dy:

Dinh 1y 3.1.1:

Gia st R 1 vnh chinh, X 1 mdt R-mo dun tu do hang n v A I mét mo dun
con cta X. Khi di: ton tai mét co s& {el, ..,epfctaXvnhéth ay, ...,a,
thudc R sao cho {a ey, ...,a ey} 1 mOt hé sinh cua A.

Trudce hét ta nu cc nhan xt sau:
Nhéan xt :

Néu R 1 vnh chinh, X 1 mot R-mo dun tu do ci hang n v A 1 mot mo dun
con cua X, thi:

a) VfeHomg(X, R) =1(A) ] mo dun con cua R

= f(A) | mét idan ctia vnh chinh R

=>1(A)=Ra . ysi a R

b) Trong mdi tap hop khong réng S nhitng idan cua vnh chinh R luon ton
tai mot idan toi dai.

That vay gia st trong S khong ton tai mot idan t6i dai no v gia sit Ra €S
suy ra Ra | khong phai | t6i dai nn ton tai Ra ,eS sao cho Ra1cRa, , vi
Ra , khong phai 1 tdi dai nn ton tai R« ;€S sao choRa,cRa,, tiép tuc nhu
vay ta s€ dugc mot dy thyc sy tang vo han: Re ,cRa, cRa,c..., mu thuan
v6i tinh chat 1.4.2.5 cta vnh chinh 1 moi dy thuc su ting nhiing idan déu hitu

han .



¢) Trong tap hgp cc idan chinh Re ; v6i fe Homg(X, R), tdn tal mot phﬁn
tr toi dai, gia st me Homg(X, R) sao cho idan R« L=m(A)l t6i dai trong cc
Rea  dodi ton tai e’ e A sao cho m(e’) = a .

d) VfeHomg(X, R) ta chimg minh dugc «  /f(e’). That vay néu o 1
UCLN cta a_ v f(e’) (§ton tai do tinh chét 1.4.2.4 ciia vnh chinh R ) thi 6=
pa +yf(e’)voi p,yeR. Dodi 5= pgm(e’) + yf(e’) =(Am+ y)(e).

batg=(pm+ yf), ta dugc g e Homr(X, R) v 5= g(e’).

Vis/a _mnnRa <R5 =Rg(e’)=gRe)cg(A)= Rag :

MRa t6i dai trong cc Ra mntrRe <R cRag tasuyraRa =RJ
= Rag dodi @ /& ms/f(e’)nn a /f(€).

e)Giasu {¢q, ..., £, I mOt co s& cua X. Ta xt cc hm toa do:

pi: X>R

n
Zaigi - a,
i=1

Nhu vay pie Homgp(X, R) do di & /pi(e’) vGii=1,n

Nn pi(e’) = amﬂl,i= Ln.

n n n
Suyrae’ =Y a,fs=a D f&=a_evéie=) Bs.
i=1 i=1 i=1

=me’=ma _ehay a =a m(e) =m(e)=1(viea_=0).
f) Ta ching minh dugc:

1) X =Re + Ker(m)

i1) A=Re’ + (AN Ker(m))
That vay:

*vxeX, taci x=m(x)e+ (X —m(x)e)



M m(x — m(x)e) = m(x) — m(x)m(e) = m(x) —m(x) =0

Nn x — m(x)(e) e Ker(m). Vay x = m(x)e + (x - m(x)e) e Re + Ker(m)

= X cRe + Ker(m)

hién nhin X > Re + Ker(m)

Viay X = Re + Ker(m).

*vVyeA,tacim(y)= fa  VvOi feRvtaci thé phn tich:
y=Ba et (y-pa )= plae)t(y-—miye)=pe +(y-m(ye)

m [ m(y - m(y)e) = m(y) — m(y)m(e) = m(y) —m(y) =0

{ y-m(y)e=y-fa e=y—- pfecA

nny —m(y)e € (AnKer(m))

do diyeRe’ + (AnKer(m))

hay AcRe’ + (A nKer(m))

m hién nhin A>Re’ + (AN Ker(m))

nn A = Re’ + (AN Ker(m)).

By gi6 ta chung minh dinh ly:

Néu n = 0 thi moi viéc r rng.

Néu n > 0 thi theo i) ¢ nhan xt f) ta c¢i Ker(m) 1 mo dun tu do v i hang n-1
vi tong trong i) 1 tong truc tiép.

p dung gia thiét quy nap vo mo dun tu do Ker(m) v mo dun con
ANKer(m) cua ni thi i mot co s6 {ey, ..., €.} cua Ker(m) vn-1 hé tr o,
a thudc R sao cho {« €i}i-2,n 1 mot h¢ sinh cua AN Ker(m).

Véi cc ky hiéu & phﬁn nhan xt trn, néu ta dit « =a_ve =ethitheoi) ta

dugc {ei}i-1,n 1 cos¢ cua X v theo ii) ta ci { & €;}i-1,n | mOt h¢ sinh cua A.

H¢ qua:



Néu X 1 mdt mo dun tu do trn vnh chinh R v ci hang n, A 1 mo dun con
ctia X thi ton tai mot co so {ei}i-1,n cua X v cc h¢ tir khe 0: {a }i-1k , k<n
sao cho {« iei}i:L_k ] co s cua A.

That vay trong dinh 1y 3.1.1, ta chi can loai bo cc a =0 (thi « £70), sau
di dnh s6 lai thi ta duwgc mot co s& ciia A.

Nhén xt:

1. A 1 mo dun con cua mo dun tu do X trn vnh chinh R, X ¢i hang 1 n. Khi
di hang A< hang X.

2. Hé qua trn van cin dng khi cc hé tir a . thoa diéu kién a la. ., ,1<i<k-

Ung dung quan trong cua dinh 1y ny ddi v6i cc mo dun hitu han sinh trn
vnh chinh cho php ta phn tich cc mo dun hitu han sinh trn vnh chinh thnh
tong cc mo dun cyclic. Chng ta nhic lai raing mot mo dun X duoc goi 1 mo
dun cyclic néu ni i dang X = Ra, v6i a | mot phan tir no di thudc X.

Dinh 1y 3.1.2:
Néu R 1 vnh chinh v X 1 mét R- mo dun hitu han sinh thi
X=z(R/ 1)) x(R/T)) x ... x (R/ 1))

Trong dil;1ccidan ciaR théal, oL o... o1,

Chirng minh

Ta ¢i X I R- mo dun hitu han sinh nn ta ci thé gid su S = {Xy, X2, ..., Xy} 1
mot hé sinh cua X.

Xt R- mo dun tu do T sinh ra bai S thi ta ci thé xem S 1 mét co s¢ cua T
do di php nhng chinh tic g: S — X m6 rong dugc thnh mot ton cau h: T - X.

Vay theo dinh 1y No — te ta dugc X =T/ Ker h.



Theo hé qua v nhan xt cua dinh Iy 3.1.1 thi tdn tai mot co s {eil, ey ...,
e, cua T, mot $b tu nhin k<n v k hé tir khc khong « 4, ..., @ sao cho {« e,
a8, ..., are s ImdtcosdciaKerhv a;/ai (1<i<k-1).

bat «; =0 vo6i q+ 1<i<n. Khi di:

X=T/Kerh=(Re;x ... xRe,)/ (Rae; x... xRaye,) (1)

Mat khc
(Reyx ... xRe,) - (Rey/ Rae)x ... x(Re,/Ra ye,)
(ai€, ..., agen) (e, ,..., ae )
1 mot tdn cAu véi hatnhn I Ra je1x ... x Ra 4€,.

Do di theo dinh Iy No — te, ta ci

(Reyx ... xRey)/ (Rae1x ... x R pey) = (Rey/ Rae))x ... x (Re,/Ra qen)
()(2)=X=(Rey/ Ra 1€))x ... x(Re,/Ra ye,)
~(R/Ra)x ... x(R/Ra,)

Viai/aiyymli=Ra;i o Raiy =Ly

Vay X=(R/I))x ... x(R/ 1)) trong di I; 1 cc idan ctia R théa [, o1, ... o1,.
Ta nhan thiy gia thiét hitu han sinh trong cc ménh dé trn I can thiét vi trong
truong hop mo dun khong hiru han sinh thi cho d trn vnh chinh ciing khong
phn tich duogc, chang han O - mo dun (O ,+) khong hitu han sinh , khong phn
tich dugc thnh téng truc tiép cc mo dun xyclic. That vay:

(0 ,+) khong hitu han sinh:

Néu (0 ,+) ci hé sinh 1 {qu, qo, ..., qu} V6i qi="= thi dat1=[n,n,,....n,] , khi
n[

dicithdxem 0 =<t > ml—l1 e , khong biéu dién dugc qua %, vo ly.
+



.0 -mo dun (0 ,+) khong 1 mo dun tu do:

Trudc hét ta thay moi hé gdm hai phéan tir thudc 0 \{0} déu phu thudc tuyén

tinh vi: batky 2,2 ¢ 0\{0} thipn. Z -mq. £ =0.
n q n

Q|

Dodinéul tydothio = <L , vo ly vi Ll e [ nhung khong biéu dién
q q+

dugc qua Ly
q

Vay [0 - mo dun (0 ,+) khong 1 mo dun tg do m [ 1 vnh chinh nn 0 - mo dun
(0 ,+) khong I mo dun xa anh.

(0 .+) khong phn tich dugc thnh tong truc tiép cc mo dun cyclic:

Vinéu (0 ,+) phn tich duoc thi do (0 ,+) khong xodn nn cc mo dun con
xyclic ny khong xodn do di chng vo han.

— phan tir sinh ctia m&i mo dun con ny ciing tao thnh mot co so.

= moi mo dun con ny ty do nn xa anh.

= (0 ,7) Il mo dun xa anh, vo ly.



§1. MO PUN VA PONG CAU

1. M6 dun:
DPinh nghia 1.1.1.1:

Cho R 1a vanh ¢6 don vi. Nhom cong giao hoan X duoc goi 1a R — m6 dun
trai néu da xac dinh dugc mot anh xa.

w: ReX—»X

(r, X)- r.x thoa cac diéu kién sau

.Ml:1x=x vxeX, 1ladonvicuaR.

. M2: (rs).x = 1.(8X) vr,seR, vxeX

.M3: (r+s)x=rx+sx Vr,seR, vxeX

M4:r.(xty)=rx+ry VreR, vx,yeX

Anh xa u duoc goi 1a phép nhan ngoai.

Vanh R duogc goi 1a vanh céc hé tor hay vanh cac vo hudng.

Vi du mdi khong gian tuyén tinh thyc 12 mot mo dun véi vanh hé tir 1a
truong sb thuc.
Dinh nghia 1.1.1.2:

Cho X, Y 1a cac R-mo dun. Anh xa f: XY dugc goi la R—déng cdu néu
VreR va VXi, Xy, X € X ta déu co:

L f(x) +x2) = f(x1) + f(x2)

2. f(rx) = rf(x)

Vi du mdi anh xa tuyén tinh giita cac khong gian tuyén tinh 13 cac dong
cdu mo dun.
Dinh nghia 1.1.1.3:

Cho hai dong cdu f: X >Y vag: Y > Z.




Tich g,f : X—Z dugc xac dinh boi gof(x) = g(f(x)), vV xeX.
2. M6 dun con:

Pinh nghia 1.1.2.1:

Cho R- mo dun X va tap con khac rong Ac=X. A duoc goi 1a moé dun con
ciia X, ky hiéu 1a A<X néu vx, yeA, VreR: x + ye A varx €A.
M&i mé dun X bat ky déu co cac mo dun con 1a X va mo dun 0.

DPinh nghia 1.1.2.2:

Tong hitu han cdc mo6 dun con Ay, A,, ..., A, cua md dun X 1a mé dun con

At Ayt 4 A= {Dx /xic Ay} otia X.
i=1

Giao cua moét ho bat ky cadc mo6 dun con cua X 1a mgt moé dun con cua X.

DPinh nghia 1.1.2.3:

Mo dun con sinh bdi mét tap S trong X, ky hiéu la <S> 1a giao cua tat ca
cac mo dun con cua X ma chtra S.

Quy udc <g>= {0}.

Néu ae X thi <a> dugc goi 1a mé dun con cyclic cta X sinh bai a.

Néu S chi ¢ hiru han phan tir thi ta n6i <S> 1a mé dun con hiru han sinh.

Dinh nghia 1.1.2.4:

Cho {Xi}ie11a ho khéac rdng bat ky cdac mo dun con cia X.
Tong cta ho {Xi}ie 12 md dun con DX, cua X sinh béi X,

iel iel

nghia la: >’ X; =< JX;>, do do:

iel iel

VXe Y X; =X = Y x v6ixjeX; va hau hét cac x; = 0, trir mét so hitu han.

iel iel
Cac két qua vé mo6 dun con:

Cho f: XY 1a ddng cdu mo dun. Khi do:




. Néu A <X thi f(A)<Y
.NéuB«Y thi f'(B)<X
Noéi riéng Imf<Y va Kerf< X.
Céac két qua quan trong:
Dinh 1y 1.1.2.1:
Cho f: XY 1a ddng cdu mé dun, khi dé: f don cau < Kerf = {0}.

Hé qua: Néu g.f1a don cdu thi £ 1a don ciu.
Binh 1y 1.1.2.2: (Note 1)

Cho f: XY la toan cAu mo dun.
Khi d6 ton tai duy nhat déng cAu f: Xkerf— Y sao cho f= f op, trong do
p: X— Xkerr 12 phép chiéu chinh tic.
3. M dun xoin-md dun khoéng xodn:
Pinh nghia 1.1.3.1:

Cho R 12 mién nguyén va X 1a R- mo dun. Phan tir xe X dugc goi 1a phan

tr xo4n néu ton tai A eR\ {0yma Ax = 0.

it T (X) 1a tap hop tit ca cac phan tir xoan cia X.
D& thay Oe ¢ (X)

Dinh nghia 1.1.3.2:

Néu T (X) = X thi ta n6i X 1a mo dun xoan .
Vidu: 0-md dun 0 /0 12 mo6 dun xodn.

Dinh nghia 1.1.3.3:

Néu 7 (X) = 0 thi ta néi X 1a mo dun khong xoan.

Vidu: X/ T (X) 1a mo dun khong xoan.






§2. CONG THUC VE SO CHIEU

Trong khong gian vecto ta di biét mdi quan hé vé sb chiéu cua cac khong
gian con A, B voi sb chiéu cua céc khong gian A+B, ANB, cu thé 1a:

dim(A+B) = dimA + dimB — dim(AN B).

Con ddi v6i cac mo6 dun tu do trén vanh chinh ma c¢6 hang hitu han thi két
qua nay con dung hay khong?

Trudc hét ta nhan théy néu X 1a mo dun tu do c6 hang hiru han trén vanh
chinh R va A, B 1a cdc md dun con cua X thi theo nhan xét 1 sau dinh 1y 3.1.1
ta co A, B va ANB déu c6 hang hitu han. Khi d6 ta xét cac trudng hop sau:

1. Truong hop ANB = 0 thi hang (ANB) =0 va co s& cua A+B 1a hop

cua co s6 cua A va co s cua B nén: hang (A+B) = hang A + hang B hay
hang (A+B) = hang A + hang B - hang (AN B).
2. Truong hop ANB = 0 va hang A = hangB = hang (ANB) =k.
Pé giai quyét duoc truong hop nay , trude hét ta chimg minh mot két qua sau:
Bo dé:
HE {u}_ doc 1ap tuyén tinh < Hé {iu} . doc 1ap tuyén tinh, v10

.Gid st h¢ {u} _, doc lap tuyén tinh (1) , ta ching minh hé{iu}, . doc lap
tuyén tinh, v 1x0.

k k do(1) P P
Xét > m(lu)=0 > (mhu,=0=>ml =0, Vi=Lk=>m;j=0, Vi=Lk( vi

i=1 i=1
R 1a vanh chinh nén ciling 1a mién nguyén do dé khong c6 udc ciia 0 ma 1=0).

Vay hé {i} . doc lap tuyén tinh, v 10.
.Gid su hé¢ {lu} _ doc lap tuyén tinh, V120 (2), ta ching minh hé{u},

doc lap tuyén tinh.



Xeét iml.ul. =0 élimiui =0 :Zk:l(miui)z 0 :i(lmi)uiz 0 =

do(2

k k 2) .
> (mbu,=0 = > mu) =0 = m=0, Vi=1k.
i=1 i=1

Vay hé {u} . doc lap tuyén tinh.

B6 dé di duoc chimg minh , tir d6 suy ra

H¢ qua:

Hé {l”i},-:ik phu thudc tuyén tinh < Hé{ui}[ﬂphu thudc tuyén tinh, V120

Ta trd lai voi truong hop 2:

.Do ANBc A nén theo hé qua cia mé¢nh dé 2.2.3 ta chon dugc mot co s&
cutaAla {e, e, ...,e}vacac hé tr a,a,, ...,ax eR\{0} dé {a e, ases,
...,ae} la cosd cua ANB.

. Do ANBcB, tuong tu ta cling chon dugc mot co s& cua B la{e¢, ¢»...,
e} vacachétor B1,pB..., Bre R0} d{B1e1,B262,..., Brex Ha co so
cua ANB.

.Khido A+tB=<{e, e ...,€ €1, €2..., Ex }>.

Ta s& chimg minh moi hé c6 k+1 phan tir trong A+B 13 phu thudc tuyén
tinh.

Trudc hét ta thay hé{e,, e, ..., e, ¢i} Vi =Lk la phu thudc tuyén tinh.

That vay, vi Bie; € ANB nén biéu thi tuyén tinh dugc qua co sé{a e,
a8, ...,a e} nghialaton tai cacr; eR,i=Lk thoa :

Bici=11(ae; )+ (a8 )t... T 1 (e )

= pici{(rnar)e-(naz)e-...-(rway)e=0(co g;#0)

—hé{e, e, ..., e, ¢; } Vi=Lk la phu thudc tuyén tinh.



Bay gio ta xét hé gom k+1 phan tir thuoc A+B:

fu, uy,..., Wi}, vi{ e, e ..., €, €1, £2..., £x ; 1a h€ sinh ctia A+B nén
u; = (thet tpey + .+ tex ) + (Sie 1t sppeat.. s ex )

Uy = (et toes ...t e ) + (Sa16 1T S eat...F8 &)

W= (et e+t tger ) T (Skie 1t Sipeat.. FSuesr)

Ui = (tkrra€1 + i€+t tiki ) T (Skr1€ 1S k262 Foo o FSkik €x )

, k
Khi d6 néu dat 1= [ ] B thi1=0 va:
k k k = k
lu, = lztljej T [(Hﬂl )sii] Zrljajej Tt [(HIBz )Sik] Zrkjajej
= i = ) =

k k k k-1 k
lu, = lztzjej + [(Hﬂz )521] Zrzjajej oot [(Hﬂz )SZk] zrkjajej
=1 i=2 =1 i=1 =1

k k k k-1 k
luk = IZl‘kjej + [(Hﬂ, )Skl] Zrkjajej Tt [(Hﬂz )Skk] Zrkjajej
j=l i=2 j=l i=1 j=I

k k k k-1 k
1uk+1 = lztk+1,jej + [(Hﬂl )Sk+1,1] zr}cﬂ,jajej ... +[(Hﬂl )Skﬂ,k] zrk+1,jajej
j=1 i=2 j=1 i=l j=1

1o rang k+1 phan tir lu; , lu,,...,luy; biéu thi tuyén tinh duoc qua k phan tir co
s ey, €, ..., € nén theo ménh dé 2.1.2 ta suy ra h¢ gé)m k+1 phén te {lu,
lu,,...,lug } phu thude tuyén tinh.

Theo hé qua vira néu , ta suy ra hé gébm k+1 phan tir { uy, u,,..., g} phu
thudc tuyén tinh

= hang(A+B)<k
ma hang(A+ B) > hangA
va hang(A+ B) > hangB

= hang(A+B)=k
= hang(A+B)>k



Hay hang (A+B) = hangA + hang B — hang(A N B).
3. Truong hop c6 it nhat hang A hoic hang B khac hang(A N B):

bat hangA =k, hangB =1, hang(ANB) = m ( m<k, m<]I)

.Tuong tu truong hop 2, ta co { ey, e,, ..., & | la co s& cua A va cac hé tir
ai,i=Lk sao cho {a e, a6, ...,z €} 12 hé sinh cia ANB , loai bo cac
a; = 0 va danh sb lai dé duoc {a €1, a8y, ...,amen} (M <k ) la co sé cua
ANB.

.Cling nhu vay ta dugc {¢4, ¢5..., €1} 1a co s& cua B va cac h¢ tor g, , 1

=1, saocho {Be1, B2£2, ..., B1£1} 1a h¢ sinh cia ANB , loai bé cac g;=0

va danh s6 lai dé duoc { Bie1, Barca, ..., Bmem) (m < 1) 14 co sd ctia ANB.

.Ta phan tich:
A=A @A VoI A=< {e,e,....en >, Ay=<{e€mil, Cmi2> ---» €k }>
B=B1 @BzVé’iB1:< {81, EDveny Em} >, B2:< {8m+1, Emt2 seees 81}>

Do d6 hang A =m , hang B;=m, hang A, =k -m, hang B,=1-m
(Al +B1)ﬂA2:O, (A1+ Bl)ﬂBQZO ,AzﬂBzZO

vaA,NB, cANB
hon nta:A(NB cC A,
ANBcB,

}:AﬂBcAlﬂBl = ANB=AMN5

=hang(A;NB; ) =hang (ANB) = m.

Theo truong hop 2 ta co:

hang (A, + B;) =hang A, + hang B; - hang (A|NB;))=m+m-m=m
Lac do: AtB=(A1®@Ay)+ (B1®B;)=(A1+B)) @ A,® B,

Theo truong hop 1 ta suy ra:

Hang(A+B) = hang (A;+ B;) + hang A, + hang B,

=m+ (k-m)+(-m)=k+1-m



= hangA + hangB - hangANB
Tém lai , ta c6 két qua sau:
Ménh dé:
Néu X 1a mé dun tu do co hang htru han trén vanh chinh R va A,
B 1a cac m6 dun con cua X thi hang(A+B) = hangA + hangB -
hang(ANB).



§2.MO PUN CON CUA MO PUN TU DO TREN VANH CHINH

N6i chung mé dun con cia mé dun tu do khong chic 1a mé dun ty do.

Chang han R = Z x Z 1a md dun ty do trén chinh né véi co so 1a {(1;1)} ¢o
Z x O = {(m;0)/vm eZ} 1a m6 dun con cua R nhung khong 1a mé dun ty do
vi {(m;0)} phu thudc tuyén tinh (do (0; k).(m; 0) = (0;0) vV k= 0).

Tuy nhién khi R 1a vanh chinh thi ta c¢6 két qua sau:
Dinh 1y 2.2.1:

Moi md dun con A ctia mod dun ty do X trén vanh chinh R déu 13 R-md
dun tu do.

Pé chimg minh dinh 1y ndy ta can sir dung mot két qua cua 1y thuyét tap
hop duoc goi 1a nguyén 1y sap thu tu tot.

Neuyén 1V sip thir tu tot:

Moi tap hop khong rong déu c6 thé sap thir tu tot.

Bay gio ta chung minh dinh 1y.

Gid st {e;}ie1 la mot co s& cua X, voi I 1a tap duogc sép tdt va pilacac ham
toa do:

pi: X >R

Zaiei = aj

iel

Dat X; = <{e;}j<i> la m6 dun con cua X sinh ra boi cac ¢; vo1 j<i va goi A;
=ANX.

Khi dé pi(A;) 1a mot md dun con ctia R nén cling 1a mdt idéan ctia R, ma R
l1a vanh chinh nén p;(A;)) =Ra; .

Gia su a;e A; thoéa pi(a) = a i, néu «;=0thita quy udc léy a; = 0. Ta duoc

mot ho phﬁn tor cua A: (a))ier



Ta s€ ching minh ho (a;);e; ma a; = 0 1ap thanh mdt co s& cua A.

That vay (a;)ie; 1a hé sinh ctia A:

Ta chi can ching t6 véi moi i, ho (3))j<isinhra A; bang phép quy nap siéu
han.

Gia st 1 1a phan tir bé nhét cua L.

vxeAp taco pi(x)epi(A)) =Ranénpi(x)=ra; voireR

ma « ;= pi(a;) nén py(x) =rp;(a;) suy ra py(x-ra;) =0

Nhung x va a, déu thudéc A; = ANX; va X; = <e;> nén x — ra; = ey,
rekR

Nhu vay: pi(x —ra;)) = 0= pi(rie)) =0 rpi(e)) =01, =0

Dodox—ra;=0=x=ra; = A, =<a;>.

Gia sir Vk<i, Ay = <(aj)j<k>, ta s€ chimg minh A; = <(3));<>:

vxeA, pi(x)epi(A) =Rai=pi(X) =r,a; voireR.

Vi pi(x — 128j) = pi(X) —12pi(@) = nai-1a;=0

Nén x — ra; € A voi k <1, do do theo gia thiét quy nap, X — 1,a; la mot to
hop tuyén tinh ctia cac aj vO1 j<k suy ra x la mot t6 hop tuyén tinh cua céc a
Vol j<i.

Vay A;dugc sinh ra boi cac (a))i<i.

Theo nguyén 1y quy nap siéu han, moi A;(ieI) déu duogc sinh ra boi (a)j<i
suy ra A dugc sinh ra bodi (a));e1.

(a))ie1 vOi a;= 013 doc 1ap tuyén tinh:

Néu ho nay l1a phu thudc tuyén tinh tirc 13 tOn tai mot hé thirc tuyén tinh

Z Sa, = 0 trong do ho (4;) c6 hitu han phﬁn tir khac 0, véi it nhat mot g 0.



Goi m 1a chi s 1on nhit sao cho Bum=0.Khiddtaco fram =0 (Vign=0,
@ m #0 va R 12 mién nguyén). Mit khac pm(a;) =0 véii<m

Nén S mam = Pm( Bmdm) = Pm( DB ) = Pm(0) = 0, mau thuan.

Dudi day 1a mot vai img dung cua dinh ly.
Ung dung 1:

Chtng minh ménh dé 2.1.4 phat biéu & §1, chuong 2

Ta c6 {u}ie; doc 1ap tuyén tinh trong X va c6 thé b sung {vi}j ey tO1 cO
sO {uitier U{vj}j escua X.

Ta can chimg minh A= <{u;};e; > 12 mdt hang tir truc tiép cua X. That
vay:

A va B = <{vj}j ¢ > déu 1d m6 dun con ctia mé dun ty do X trén vanh

chinh R nén theo dinh ly trén, ta c6 A va B déu 1a md dun tu do, hon nira

x=Zriui,ri eR

Vxe ANB=> <l
x:Zsjvj,si eR

jeJ

=D - Y sy, =0 ru Y (=s,)v, =0

iel jeJ iel jeJ

r;=0, Viel
:{ -si=0, Vjel = 5=0
=x=0hay ANB=0.
* Ta cO{u;}ie; doc 1ap tuyén tinh trong X va A = <{u;};e; > 1 mot hang tir
tryc tiép cua X.
=X =A®B, vi A va B 1a m6 dun con cua m6 dun tu do X trén vanh
chinh nén theo dinh ly, B cling 1a m6 dun ty do nghia 1a B ¢6 mot co s0, gia

su la {Vj}je], r0 I'E‘ll'lg V= U, \4 1,_]



Khi d6 {u;}ier U {v}jes 12 mot co s& cua X hay ta c6 thé bo sung {u;}ie;
té1 mot co s cua X.
Ung dung 2:

Két qua sau day ciing c6 thé dugc xem nhu 1a mot ing dung cia dinh 1y
trén:
Ménh dé:

Cho A 1a mé dun bét ky, X 13 mé dun tu do trén vanh chinh. Khi dé:

Véi mbi dong cu f: A— X thi ta luén c6 dang cau: A=Kerf ® Imf.
Chirng minh:

Xét day khop sinh ra boi dong cau f:

O—Kerf—5 A5 Imf—— O

Trong d6 j 1a phép nhung, f(a) = f(a).

Vi Imf la m6 dun con ctia mé dun ty do X trén vanh chinh nén Imf cling l1a
mo dun tu do, suy ra Imf 1a m6 dun xa anh nén day khoép trén 1a ché, do do
A=Kerf ® Imf.

Ung dung 3:

Xem nhu 1a mot img dung cua dinh 1y 2.2.1 , ta ¢6 két qua twong tu nhu
trong 1y thuyét cac nhom aben noéi vé cac nhoém aben khong xodn hitu han
sinh trong pham tru cac R- mo dun trén vanh chinh nhu sau:

Dinh 1y 2.2.2:

Vé6i R 1a vanh chinh. Néu X 1a R- mé dun hiru han sinh va khong xoan thi
X 1a R- mo6 dun tu do.

Ching minh:



Vi X 1a R-mé dun hitu han sinh nén c6 thé gia st {u;, u,,...,u,} 1a mot hé
sinh cua X .Chon trong h¢ sinh nay mgt by phan doc lap tuyén tinh t6i dai
chéng han 1a bg phan {u;, w,...,u}, k<n.

Hién nhién mé dun A = < {uy, uy,...,ux }>1a mo6 dun ty do va Ac=X. Do
tinh doc 1ap tuyén tinh t6i dai cua hé {uy, us,...,u,} ma Vi = Ln thi hé{u,
U,... , .0} 12 phu thudc tuyén tinh tic t6n tai cac hé to o, ..., a,,
khong dong thoi bang 0 sao cho:

a, Wt o, uyt...Fa u +4u;=0.

Dé théy B =0, béi nguoce lai thi do tinh doc lap tuyén tinh cta hé {u,,

Uy,..., Uk} budca, =a,=... =, = 0, trdl véi tinh phu thudc tuyén tinh cua h¢

ghép{u, W,... ,u,u;}. VAy vi=1,n, ton tai § =0 ma

,Hiui= -(aliu1+a2iu2+...+akiuk). Détﬂ :,Blﬂz...ﬂnthi ﬂiOVéVi: Ln:
Bui=-(r, aq,uity, oot . +y a,u) eAVol y, g =4

Ta xay dung dong ciug: X — A xéac dinh nhu sau: ¢(x) = Bx.

Anh xa ¢ 1a hop 1y vi néu x = Y xu thi p(x) = x = Y x.6u A do mdi

pa =
pu;eA.pla déng ciu vi Vx,x,X,e X, VreR ta co:

o (X1t X2)= B (Xt X)) =X+ Xy = (X))t @ (X2)

o (x)= p(rx) = (Br)x = p)x =1(fX) =re(X).

Ma Kerp ={xeX/px=0} = {0} (vi md dun X khong xoan) nén ¢ la don
cdu .Do d6 X= ¢p(X)c A, ma A 13 md dun tu do nén theo dinh 1y 2.2.1 ta c6

mo dun con ¢ (X) cling 1a mo6 dun tu do , suy ra X 1a mé dun ty do.



§2. DAY KHOP
Pinh nghia 1.2.1.1:

Diy (hitu han hay v6 han) cac moé dun va cac dong cau:
X; ) ...— > X —o X,—'2 s . duoc goi 1a khép tai mdé dun X, néu
Imf, = Kerf,,;

Diy duoc goi 1a diy khop néu né khdp tai bat ky mé dun nao khong phai
1a ddu mat cua day.

Vi du voi f: X—Y 1a dong cdu thi ta c6 diy khép sau:
00— Kerf—X—5Y.
Dinh nghia 1.2.1.2:

Diay khdp ngan 1a diy khop c6 dang sau:

0—A—>B——>C—0

ViduO >A—X— > XA >0 1a diy khép ngan, trong do i 1a phép

nhung, p 1a toan cau ty nhién.



§3. TONG TRUC TIEP — TICH TRUC TIEP
1. Tong truc tiép hai mo dun
Dinh nghia 1.3.1.1:
Cho X, X, la hai R-m6 dun. Trén tap tich Pé - Cac X x X, = {(X1, X2)/

xje Xy, X,e X5}, chiung ta dua vao cac phép toan sau:

(X, X)) (X0, X)) = (X% F X7, X X)), V(XL X2), (X7, X72)e X X Xs.

. 1(X1, X2) = (1Xy, 1X3), V (X1, X2)e X1 X X;, VreR.

Khi d6 X; x X, 14 mot R-mo dun. Ta goi R-mé dun nay 1a tong truc tiép
(hay tich truc tiép) cta cac mé dun X, , X, va ky hiéu 1a X, ® X,.
Pinh 1y 1.3.1.1:

Cho X, X5 1a cac mo dunconcuamo dun X ma X; + X, =Xva X|nX, =
Pinhly 1.3.1.2:

Day khop ...—— X —2 Xy —L 5 Xy >... dugc goi 1a ché ra tai

X, néu Imf, 1a hang tr truc tiép cia mo dun X,,.

Diy khép duoc goi 1a ché ra néu né ché ra tai mdi moé dun khong phai 1a
dau mut cua diy.

Vidu0— X, 25X @ X, —25 X, ——0 la day khdp ché ra.
Dinh 1y 1.3.1.2:

Néu day khop ...—— Xpi—2> Xy—"0 5 X, —>... ché ra tai X, thi

X, =Imf, ® Imf,.;.

Dinh ly 1.3.1.3:
Cho day khép ngin 0——>A—~5>B—2>C——0. Cac phat biéu sau 1a

tuong duong:



a) Day da cho la ché ra.
b) Pong cau y cb nghich dao trai (nghia 1a c6 dong ciu p: B—A thoa
px=l1a)
¢) Pong ciu o c6 nghich dao phai
(nghia 1 c6 dong cdu q: C—»B thoa o q=1¢).
2. Tich truc tiép va tong truc tiép ho mé dun:
Dinh nghia 1.3.2.1:
Cho ho bat ky cac md dun {Xi};e; trén cung mdt vanh hé tor R. Trén tap

tich Pé Cac [1Xi= {Xiie1/ xie X, Viel} ta dua vao cdc phép toan nhu sau:

iel
CXiert X)ier=&i + X))ier

1(Xiier = (Xi)ier, V61 MOi bd (Xi)ier, (X'))iercla [[X; vamoireR.

iel

Khi d6 JX;1a mot R-md dun va duge goi la tich truc tiép cua ho mo6 dun

iel

Xitier

Pinh nghia 1.3.2.2:
Cho ho cac R-mo6 dun {X;};e I.Téng truc tiép cua ho {Xi}ie1, duoc ky hiéu

la @ Xj, 1a m6 dun con ctia m6 dun [ ] X;, sinh boi hop tat ca cac tap hop anh

iel

ciia ho phép nhung { ji: Xi— [ X }xer

Noi céach khac _@IXi la m6 dun con cia [[X;nhan tap J = [ Jj(X,) lam

iel kel

mot hé sinh.



Nhu vay (X)ie1 € ®X; ©(Xj)ie1 = Zji(xi).
iel
Dinh ly:

Neéu ho cac md dun con {X}rei ciia md dun X cho trudc ma thoa z X, =
kel

X va véi mdi kel ta ludn c6 X, N D X, = {0} thi X= ® X

j#k



§4.VANH CHINH
1. Cac dinh nghia:
Pinh nghia 1.4.1.1:

Mot vanh giao hoan khac khong, c6 don vi va khong c6 udc cua khong
duogc goi la mdt mién nguyén.

DPinh nghia 1.4.1.2:

Mot idéan duoc sinh béi mot phﬁn tor dugc goi 1a mot id€an chinh.

Dinh nghia 1.4.1.3:

Mot mién nguyén ma trong d6 moi idéan déu 1a idéan chinh dugc goi 1a
vanh chinh.
Vi du vanh sb nguyén Z 1a mot vanh chinh.
2. Céc tinh chét :
Tinh chét 1.4.2.1:

Trong mdt vanh chinh R, néu phan tir p 1a bat kha quy thi idéan < p > 1a
toi dai.

Tinh chit 1.4.2.2:

Trong mot vanh chinh R, moi idéan nguyén t6 khac 0 déu tdi dai.

Tinh chit 1.4.2.3:

Trong mdt vanh chinh, cac khai niém phan tir nguyén t6 va phan tir bat

kha quy trung nhau.

Tinh chéit 1.4.2.4:

Trong mot vanh chinh, moi cap phﬁn tir khac khong déu co ude chung lon

nhét.



Tinh chit 1.4.2.5:

Trong mot vanh chinh, moi ddy thuc su tang nhitng idéan déu 13 hiru han.
Tinh chat 1.4.2.6:

Trong mot vanh chinh R , khong tdn tai mot day v6 han nhiing phén tr a;,

a,..., &, @ +1,... sa0 cho a; ;// a;,1=1,2,...

Tinh chit 1.4.2.7:

Trong mdt vanh chinh R, moi phan tir khac khong va khac ude cua don vi
déu phén tich dugc thanh mot tich nhitng phan tir bat kha quy va su phan tich

nay 1a duy nhat ( khong ké dén thir tu va nhitng nhan tir 1a wéc cta don vi ).



§5 MO PUN TU DO - MO PUN XA ANH
1. MO PUN TU DO:
Pinh nghia 1.5.1.1:

Hg¢ sinh cua mdt mo dun: 1a mot hé gé)m cac phﬁn tir cua mo dun sao cho
bat ky mot phan tir ndo ciia md dun ciing c6 it nhat mot cach biéu thi tuyén
tinh qua h¢ do.

Nhan xét: Mot mo dun X bat ky bao gio ciing c6 hé sinh, chiang han 1a X.
Pinh nghia 1.5.1.2:

H¢ doc lap tuyén tinh : 1a mot hé gém cac ph?m tir cia moO dun sao cho
phan tir 0 chi c6 mot cach biéu thi tuyén tinh duy nhit qua hé d6. No6i cach
khac h¢ S = {x, x», ..., X, }la doc lap tuyén tinh néu ;x| + roXo+ ...+ 1,x, = 0
chikhicachétor,=rn=...=r,=0.

H¢ khong doc lap tuyén tinh thi dugc goi 1a h¢ phu thude tuyén tinh, nghia
1a S phu thudc tuyén tinh néu phan tir 0 ¢6 nhiéu hon mét cach biéu thi tuyén
tinh qua S.

Nhéan xét :

Khong phai bat ky mo dun ndo ciing c6 chira hé doc 1ap tuyén tinh, chang
han nhu nhom aben A c6 cép la m thi ma =0 ,vaeA, nghia la moi phén tra
ciia Z - md dun A déu phu thudc tuyén tinh nén trong A khong thé c6 bat ky
tap con khac rdng nao ddc 1ap tuyén tinh.

Dinh nghia 1.5.1.3:

Co s¢ cia m6 dun: 1a mdt hé sinh doc 1ap tuyén tinh cia mo6 dun do.

DPinh nghia 1.5.1.4:

Mo dun tu do: 1a mo dun co6 it nhat mot co sé .



Vi du: vanh s6 nguyén Z 1a mot Z — mé dun tu do véi co s 1a {1}. Cac Z
—mo dun hitu han 1a cac Z — m6 dun khéng tu do.

Ménh dé 1.5.1.1:

Hé S = {si}ie1 céc ph?m tir cia mo6 dun X 1a co s& cua X khi va chi khi mdi
phan ttr xe X ¢6 va chi c6 mot cach biéu thi tuyén tinh qua S.
Chirng minh:

Néu S 1a mot co sé ciia X thi X = <S> nén moi phan tir x cua X déu viét

duoc dudi dang x = D s, néu co6 thém cach biéu thi x = > rs thi

iel iel

Z(rl. —r)s,=0ma S doc lap tuyén tinhnénr;-r’;=0, Vielhayr,=r",Viel.

iel

Ddo lai néu moi phan tir x ciia X déu viet duge dudi dang x = ) rs, thi ta

iel

c6 X = <S> . Mit khac néu Yrs, = 0 thi Yrs,= > 0s,, vi cach viét la duy

et P et
nhat nén ta c6 r.=0,Viel hay S 1a doc lap tuyén tinh, do do S 1a co so.
Ménh dé 1.5.1.2:

Néu f: X - Y 1a dang cdu mo dun thi : X 1a mé dun ti do khi va chi khi Y
la mo6 dun tu do, déng thot : S = {s;}ier 1a co s& cua X khi va chi khi f(S) =

{f(si)}ierlacosdcuay.

Dinh 1y 1.5.1.1:

Néu ho {X;}ie| chi gdm cac R- md dun tu do thi X = @ X, ciing 1a mdt mo

iel
dun tu do.

Chirng minh:

Ta c6 thé xem cac X; la cac mo dun con cua X.



Néu nguoc lai thi ta sir dung ho cac mé dun con X =j; ( X;) =X; ciing 1a

mo dun ty do .Khi d6 X = @X; la tong tryc tiép trong cac X; . Ta chon trong

iel

mdi X; mot co s S; va lay S =US,. Ta s& ching to S 1a co s cuia X. That vay

iel
néu xe X thi vi X 1a tong tryc ti€p trong cua cac X; nén x chi c6 mot cach

phan tich duy nhitx = Y x,, x;e X;, Viel.

iel
DP6i voi mdi iel, do S; 1 co s& cua X; nén x; c6 mot cach phan tich duy
nhat dudi dang t6 hop tuyén tinh cac phan tir ciia S;.Do do xe X chi c6 mot

cach biéu thi tuyén tinh qua S = US, hay S 1a mot co so.

iel

Dinh 1y 1.5.1.2:

R- md dun X 1a ty do khi va chi khi X dang cdu véi tong truc tiép cta ho
nao dé cac mo dun 1a ban sao cua vanh hé tir R.

Dinh 1y 1.5.1.3:

Tap S=@ ciia md dun X 1a co so cua X khi va chi khi voi bat ky mo dun
Y, mdi anh xa f:S—>Y déu c6 thé mé rong t6i mot dong cau duy nhét
0
f:X->Y.
Hé qua:

4 © oA , < ro_e A ,

Néu F 1a mo6 dun tu do thi moi day khép ngdn 0 - A—B—F — 0déu ché

ra.

Churng minh:
Ta can chimg minh o c6 nghich dao phai . Liy co s& S nao d6 cua F. Vi
o toan cau nén ton tai mot anh xa q:S—B ma q(s) € o '(s) v6i mdi seS.

Theo dinh 1y 1.5.1.3 vura néu, tdn tai m& rong ¢:F—B cia q. Macog thuc



hién sy dong nhét trén co s& S ctia F nén ocog = 1y hay ¢ 13 nghich dao phai

cua o.

2. M6 dun xa anh:

Dinh nghia:

M6 dun A dugce goi la xa anh néu v&i moi toan ciu p:B—C va moi déng
cau f: A —C, bao gio ciing ton tai mot dong cdu h:A —»B sao cho f=p o h.

Vi du vé md dun xa anh:

M6i méd dun tu do 1a mot mo dun xa anh.

That vy, cho F(S) 12 mé dun tu do c6 co sé 1a S. Néu f: F(S)— C la dong
cdu va p:B>C 1a toan cdu thi v6i mdi seS co thé chon phan ti
g(s)e p'(f(s)), tadugc anh xa g:S—>B mapo g=fs.

Ma S 14 co so nén g c6 thé mé rong t6i ddng cau h:F(S) — B.

Hon nita p o h va f 1dy gia trj nhu nhau trén co s Snén f=p o h.

Dinh Iy 1.5.2.1:

Téng truc tiép P = ®P; ctia ho m6 dun { P; };<; 1a xa anh khi va chi khi

iel
v6o1 moi iel, mo dun P; 1a xa anh.
H¢é qua:

Néu [ [P 1a mo6 dun xa dnh thi P; 1a xa anh véi moiiel .

iel

Dinh 1y 1.5.2.2:

D6i véi mdi mo dun P, ba phat biéu sau 1a twong duong:
a/ P 1a mo6 dun xa anh .
b/ Mi diy khép 0> A->B>P -0 1a ché ra.

c/P déng cAu v&i mot hang ti truc tiép cua mo dun tu do nao do.



HEé qua:

Néu R 1a vanh chinh thi moi R — mé dun xa anh ciing 13 R — mé dun ty do.
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CHUONG 1: KIEN THUC CHUAN BI

§1. MO BUN VA BONG CAU

§2. DAY KHOP

§3. TONG TRUC TIEP — TICH TRUC TIEP
§4.VANH CHINH

§5 MO BDUN TU DO - MO BUN XA ANH




CHUONG 2: MO PUN TU DO TREN VANH CHINH

§1. CO SO CUA MO PUN TU DO TREN VANH CHINH

- Cac co s6 cua mot mo dun tu do trén vanh chinh co6 luc
luong nhu thé nao?
- Trong mo6 dun tu do trén vanh chinh, diéu kién dé hé doc
1ap tuyén tinh b sung t6i co so 1a gi?
- Trong mo dun tu do trén vanh chinh hang n, hé sinh gém
n phan tir c6 1a co s& khong?
§2. MO PUN CON CUA MO DUN TU DO TREN VANH
CHINH
- Mo dun con cia mo6 dun tu do trén vanh chinh c6 la mo6
dun ty do khong ?
- Ung dung 1
- Ung dung 2
- Ung dung 3




Chwong 3: MO PUN TU DO HANG HUU HAN
TREN VANH CHINH

§1. MO PUN CON CUA MO PUN HANG HUU
HAN TREN VANH CHINH

- Quan hé gilra co s¢ cua md dun tu do hang n trén

vanh chinh véi co sé cia mo dun con cua no.
- Ung dung.
§2. CONG THUC VE SO CHIEU




KET LUAN

Trong ludn van nay, ngoai viéc lam méi chimg minh mot s cac
két qua quen thudc nhu lyc lugng co sé cua mot mo dun ty do trén
vanh chinh, méi quan hé gitta co s& ctia md dun con vdi co s clia
mo dun ty do hang hiru han trén vanh chinh thi cac két qua tuong
d6i méi ma chung t6i dat duogc 1a:

Ching minh dugc trong m6 dun ty do hang n trén vanh chinh,
mdi hé sinh n phan tir 1a mot co s ciia mo dun.

Chtng minh dugc mdi mé dun hitu han sinh khong xodn trén
vanh chinh 1a m6 dun tu do.

Chtrng minh dugc cong thirc vé hang cua tong, giao cac md dun

con trong mo dun ty do hang hiru han trén vanh chinh.



LOI CAM ON

Trong luin van nay, dau tién toi xin gt 161 cam on chan thanh dén quy
théy co trong khoa Toan — Tin hoc thudc truong Pai Hoc Su Pham TP. HO
Chi Minh va truong Pai Hoc Khoa Hoc Tu Nhién TP. HO Chi Minh da
tham gia giang day cung cap cho ching t6i nhiing tri thirc khoa hoc 1am
hanh trang cho cudc doi .

bac biét, to61 cam nhan duoc tinh cam thﬁy trd siu sic va long nhiét thanh
trong cong viéc cua TS. Tran Huyén, nguoi thiy da giao dé tai nghién ctu
cho t0i, goi md hudng suy nghi, cach giai quyét timng van dé mot cach khoa
hoc va chinh sira can than cho toi trong subt qua trinh thyc hién luan van
nay.

To1 xin gdi 101 cdm on td1 cac can bg cua phong Khoa Hoc Cong Ngh¢ &
Sau Pai Hoc thudc truong Pai Hoc Su Pham TP. HO Chi Minh di tao moi
diéu kién thuan loi cho toi trong sudt khoa hoc.

Cudi cung t6i cling xin goi 101 cam on téi cac ban be, ddong nghiép da
dong vién tinh than giup t6i vuot qua duoc hoan canh kho khin dé hoan
thanh luan van.

Do chil quan va ning lyc con han ché nén luan vin chic khong thé tranh
khoi thiéu sot. Kinh mong quy thiy c6 trong hoi dong xét duyét, chi bao va
lwong thir, cac dong nghiép gop . Chung t6i xin chan thanh tiép thu.

Xin chan trong kinh chao.



MO DAU
1. Ly do chon d@ tai:

Ly thuyét mé dun ndi chung va 1y thuyét moé dun trén vanh chinh
noi riéng da dugc nghién ciru tir dau thé ky XIX va c6 nhiéu gia tri tng dung
trong cac nganh toan hoc.Viéc phat trién tiép, tim kiém nhimng két qua cua Iy
thuyét mo dun va 1y thuyét mo dun trén vanh chinh 1 mot hudng co tinh
chat thoi su trong linh vuc Pai s6 hién dai.

Dé tai nghién ctru ctia chung toi co tén goi 1a: “MO PUN TU DO
TREN VANH CHIiNH” duoc thuc hién theo huéng phat trién nay.
2. Muc dich nghién ciru :

Luan van nay nghién ctru vé cac mo dun tu do, dic biét 1a moé dun
tu do hang hiru han trén vanh chinh déng thoi tim ra nhitng cach chirng minh
moi, nhitng két qua mai bo sung cho kién thirc vé mé dun tu do, mé dun tu
do hang hitu han trén vanh chinh. Ngoai ra lun van con tim cac vi dy, phan
vi du méi dé 1am sang t6 nhiing tinh chat va quan hé giita cac co so vdi cac
hé doc lap tuyén tinh, hé sinh cua mo6 dun tu do trén vanh chinh va mot vai
ung dung ciia mo6 dun con cua mo dun ty do va mo dun ty do hang httu han
trén vanh chinh déng thoi tim ra va chimg minh cong thirc vé hang cia tong

va giao cac md dun con trong md dun tuy do hang hitru han trén vanh chinh.

3. Doi twgng va pham vi nghién ciru:
Luan van nay nghién ctru vé cdc md dun tu do hang hiru han trén

vanh chinh trong dé di sdu vao mdt s6 van dé co ban sau:



- Co sé cua mo dun tu do trén vanh chinh.

- Mo dun con cua md dun ty do trén vanh chinh va mdt vai ting

dung.

- MO0 dun hitu han sinh va mé dun tu do hitu han sinh trén vanh

chinh.

- Cong thuc vé sb chiéu.

4.Y nghia khoa hoc va thue tién ciia dé tai:

Ngoai nhitng két qua quen thudc nhung phan chémg minh dwogc
lam ma&i1 nhu lye luong co s& cua md dun tu do trén vanh chinh , quan hé
gitta co s& cua moO dun ty do hang n trén vanh chinh véi co sé cua md dun
con cua no, luan van con khéng dinh duoc :

- Mbi quan hé giira cic co s¢ ciia mo dun tu do hang n trén vanh
chinh v&i cac hé sinh, hé doc 1ap tuyén tinh cta no.

- Ung dung cia mé dun con ctia md dun ty do trén vanh chinh.

- Cong thirc vé hang cua téng, giao cac md dun con trong mé dun
tu do hang hiru han trén vanh chinh.

No61 dung luan van dugc chia thanh ba chuong:

CHUONG 1: KIEN THUC CHUAN BI

Trinh bay vé cac khai niém co ban va cac két qué duogc sur dung cho céc
chuong sau, nhu la: khai niém mé dun, déng cAu, day khép, téng truc tiép,
tich truc tiép, vanh chinh, mo6 dun tu do, m6 dun xa anh ...

CHUONG 2: MO PUN TU DO TREN VANH CHINH



Trinh bay vé co s¢ ctia md dun tu do trén vanh chinh va mé dun con cua
mé dun tu do trén vanh chinh, cu thé 1a nghién clru vé luc lugng cua co so,
mbi quan h¢ gitra cac hé doc lap tuyén tinh, h¢ sinh vé1 co s¢ va mdt vai ing
dung ctia m6 dun con ctia mo dun tu do trén vanh chinh. CHUONG 3: MO
DUN TU DO HANG HUU HAN TREN VANH CHINH

Trinh bay vé mé dun con cia md dun hang hitu han trén vanh chinh, ing
dung dé phéan tich mot mé dun hitu han sinh trén vanh chinh thanh tong cac
mo dun cyclic va 4p dung dé ching minh cong thitc vé& hang cua tong va
giao cac mo dun con trong mo dun tu do hang hiru han trén vanh chinh,

tuong tu cong thic s6 chiéu trong 1y thuyét khong gian vec to.
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Trong dai sd tuyén tinh ta da biét cac khong gian vecto déu c6 co sd, do
d6 mdi khong gian vecto déu 1a mé dun tu do trén mot truong. Ly thuyét cac
khong gian vecto c¢o rat nhiéu két qua phong phu, tuy nhién ching khong
chic da dung cho cac R — mé dun tu do trén vanh R bat ky.

Trong chuong nay ching ta s€ xét t&di cac md dun tu do trén vanh chinh —
1a cac md dun tu do con gitr lai dugc kha nhiéu nhiing tinh chat quan trong
ctia cac khong gian vecto ma c6 thé khong cd & trén cac mo dun tu do trén
cac vanh R khong 1a vanh chinh.

§ 1. CO SO CUA MO PUN TU DO TREN VANH CHINH

Trong mdi khong gian vecto ¢o thé co nhiéu co s& khac nhau nhung luc
luong cua chung 1a nhu nhau. Trong mét R — md dun tu do, liéu chung luc
lugng cac co sé khac nhau c6 1a nhu nhau khong?

Cau tra 10i 13: nodi chung néu X 1a R — mé dun ty do bat ky thi cac co so
ctia X ¢6 thé ¢ luc luong khac nhau.

Pé minh chimg diéu nay ta xét thi dy sau:

Xét nhom aben tuy do A —®Onhula 0 —md dun tu do vdi co sé e= (1, 0,

n=1
., 0,...),e=(0,1,0,...,0,...), ..., e,= (0,0, ...,0,1,0, ...), ... va R 1a vanh
cac tu dong cu cia nhom aben A véi cac phép toan dugc xac dinh:
vf, geR, VaeA:
(f+g)(a) =f(a) + g(a)
{(f 08) (a) = f(g(a))
R 1a vanh c6 don vi 1a dong ciu déng nhat 1, . Néu ta xem R nhu 1a R —
mo dun trén chinh no thi R ¢6 céc co s¢ sau:

Coso 1: {14}



Co s¢ 2: vi moi dong cau dugc hoan toan xac dinh khi n6 xac dinh trén

mot co sé nén ta xac dinh cadc dong cau ¢, w nhu sau:

(D(GZk):ek kel l//(ezk):() vkel
p(ex1)=0 ) v (€x-1) = €k

Ta s€ chung minh {¢, v } 1a mdt co s¢ cua R, that vay:
* {p, v} doc 1ap tuyén tinh vi:
vf, geRthéafp +gy =0
fo + =0 .
R (fo +gw)(ex) kel
(fo + gy )(ew1) =0
{f(ﬂ (ea) + gy (ean) =0
=
fo(ex1) t gw(ex1) =0
~ { fle) + 2(0)=0
f(0) + g(ew) =0
f(ek) = O *
= vkel
JLg(ek) =0

Khi d6 : VaeA=éD =a= Yy me (mel)

ieN*

vkeD*

vkeD*

fla)=1( > me)= > mf(e)=0 .

ieN* ieN* Vke i

gl =g(2me)= > mgle)=0

f=0
=
g=0

* o, )} 1ahésinhcoaR ;



Xét cac dong cau ¢’, w <R xac dinh nhu sau
0’(ex) = ex , v (e) = €, vkel

Khi d6 vkeD *, ta co:

(p o +w’y)(ea) = ¢ p(ex) + vy (eu)

=g ’(e) + v (0) = ex
(¢ ¢ v y)ew1) = ¢’ o(enct) + v w)(€wn1)
= ¢’(0) + v (ex) = €1

Nhu vay (¢’ ¢ + y w)(e) =¢, viel

=9 otyly =1

= {¢p, v} lah¢ sinh cia R

={¢p, v} lacosdcuaR.

Vi dy nay cho ta thdy néu R 1a vanh tily y thi cic co so khac nhau co thé
co luc luong khéac nhau.

Tuy nhién néu X 1a md dun tu do trén vanh chinh R thi lyc lugng cua cac
co s& khac nhau cia X ¢6 quan hé v6i nhau nhu thé nao?

Trudc hét ta xem xét X khi né c6 mét co sd hiru han phan tir. Tuong tu

nhu trong khong gian vecto n — chiéu, ta co:

Ménh dé 2.1.2:

Cho X 1a R — m6 dun tu do trén vanh chinh c6 mot co so {ei, €, ..., €,}
gdém n phan tir. Khi 46 moi hé {a1, as, ...an, ans} g0m (n+1) phan tir trong
X déu phu thudc tuyén tinh.

Chang minh:

Néu trong hé {a1, a2, ...an an} cO chita phan tir 0 thi két luan 1a hién

nhién.



Viy ta c6 thé gia thiét «; = 0, vi, va ta chimg minh két luan trén bang
quy nap theo n — sb phan tr trong co sd cho trude.

+ Khin =1 hay X c¢6 co sd chi gdm mot phan tir {e;}. Néu {a 1, a,} 12 hé
gbm hai phan tir khac khong trong X thi tn tai cac hé tir ry, r» khac 0 ma

a1 =T1€ ,

> na;—ta,=0= hé{a,a,} phuthudc tuyen tinh.

a ) =T1e;

+ Gia thiét quy nap rang két luan ciia ménh dé dung véi n = k> 1, ta ching
minh ménh dé ciing dung véin =k + 1. Khi d6 goi co sé gdm (k+1) phan tir
ciia X 13 {ey, ..., € e} (¥) vaxéthé {a, ...,a 11, @k} gom (k+2) phan
tir khac 0 trong X. Vi a4+ #0 nén trong cac hé tur cua biéu dién:

Aen = S1€1 + $9€7 + ... + Spi1€1s, At €O hé tir ndo d6 khac 0, dé thuan tién
cho viéc tinh toan ta gia thiét 14 s, = 0.

Str dung cac bi€u thi tuyén tinh ctia a1, a,, ...,a 1 qua co sé (*) nhu sau:

k
a1 =Y et e
[

k
an= thjej T 1€+
j=1
k
A+l = ka+1,jej + I8k
j=1
Ta thanh 1ap hé gom (k+1) vecto sau:

k
Bi=swnai—Tiaw= D (St —s))e
=l

k
Br=Sar— D= Y (Scty; — S
i=l



B+l = Skl A el — Tga1 A k2 = Zk:,(skﬂtkﬂ,- — 1188
=
Vi cac B; biéu thi tuyén tinh duoc qua k vecto co so {ey, €, ..., &} nén
{B1, B2 --.r Br+1} 12 hé (k+1) vecto trong mod dun con ty do X’ ¢d co s&
gdém k phan tir {e;, e, ..., e} nén theo gia thiét quy nap, chung phu thudc
tuyén tinh nghia 1a ton tai cac hé tir khong dong thoi bang 0: 1, b, ..., iy sao
cho

Lpi+hLpst ...+ kB =0

< Lisinaithspart .o+ LSk a ke — (kiﬁh )axn=0
i

do si+1# 0 ma c6 hé tir nao do I;s,; = 0.

Vayhé {a1, as, ..., a1, @2} 12 phu thude tuyén tinh.

Ttr ménh dé trén ta c6 ngay cic hé qua hién nhién sau day:

Hé qua 1:

Cho X 14 R - m6 dun ty do trén vanh chinh c¢6 mét co s¢ gdbm n — phan t.
Néu hé {ug, uy, ..., uy} doc lap tuyén tinh trong M thi m<n.

Hé qua 2:

Néu X 1a mé dun tu do trén vanh chinh R ¢6 mét co s& n phﬁn tir thi mo1
co s& ctia X déu c6 ding n phan ti.

Nhu vay theo hé qua 2, luc luong moi co sé cua md dun tu do trén vanh
chinh (trong trudong hop X hitu han sinh) déu nhu nhau.

Pé két luan nay la dung cho moi mé dun ty do X trén vanh chinh, ta can
tiép ménh dé sau:

Ménh dé 2.1.3:




Néu mo6 dun tu do X trén vanh chinh c6 mot co s¢ c6 vo han phan tir thi
moi co s& khac cling c6 vo han phan tir, hon nita chung c6 cung luc luong

nhu nhau.

Chung minh

Néu S 1a mot co s& clia X c6 vo han phan tir thi do hé qua 2 néi trén, mot
co s& bat ky M ctia X ciing ¢6 vo han phan tir. Hon nita ta chi ra rang S|=|m].

That vay vi S 14 co s6 nén VxeM cé duy nhét sy phan tich

X =118 158, + ... + 1S, VO1 8y, Sp, ..., SkeS.

Do vay luat twong ung ¢: M —Py(S), tu tdp M véi tap cac tap con hitu
han caa S 1a Py(S) 1a mot 4nh xa. Hon nita anh xa ¢, do ménh dé 2.1.2 ma
nghich anh ctia mdi phan tir thudc Py(S) chi 1a tap hitu han. Suy ra:

M| <[78)|= ]

Tréo ddi vai tro, xem M 1a co s¢ va S 1a tap trong X ta lai c6 [S| < [M].

Tir d6 ta co |S|=|M]|.

Tong hop cac két qua tir hai ménh dé trén, ta co
Pinh 1y: Moi co s¢ cia md dun ty do X trén vanh chinh déu co cung luc
lugng.

Do két qua ctia dinh 1y ma ta c6 quyén dua khai niém hang ctia mo dun ty
do trén vanh chinh nhu 13 hang cua khong gian vecto bang luc luong cia co
SO.

Ta da biét trong khong gian vecto n chiéu, moi hé vecto doc 1ap tuyén

tinh ma chua 1a co s& déu c6 thé dugce bo sung thém dé tré thanh moét co sé.



Vén dé nay s& nhu thé nao khi ta xét ddi voi cac mo dun ty do trén vanh
chinh.

No6i chung thi khong phai hé doc 1ap tuyén tinh nao cling c6 thé bo sung
duoc td1 mot co s, ch'fmg han nhu vi du sau:

Xét X = Z @ Z vbi phép cong (Xi; X3) + (Y15 2) = (X1 T Y15 X2 T y2) va phép
nhan ngoai k(xi; x;) = (kx;; kx;), vke Z thi X 1a mgt Z- mo6 dun ty do hang
2, khi d6 {(2;0)} doc 1ap tuyén tinh nhung khong thé bo sung dugc téi co s
cua X. That vay

+ {(2:;0)} doc 1ap tuyén tinh:

vkeZ ma k(2;0) =(0;0) thi 2k =0=k = 0.

+ Khong thé bd sung t6i co so:

Néu bo sung duoc (m; n)e X dé {(2;0), (m;n)} 1a mot co so cia X
thivx = (X;x3)e X, X déu biéu dién dugc qua co s nghia la tdn tai k, le Z sao

cho x = (xy; Xp) = k(2;0) + I(m; n).

2k+ml=x1
-

X
n=x<l=2,vxseZ=>n=1
n

{ 2k + mx, =x; =k = %EZ,V@ 1y khi x; 18, x, chin
=

l= X2
Tuy nhién ta c6 thé néu ra dugc diéu kién dé thuc hi¢n dugc viéc ndy bang

ménh dé sau:

Ménh dé 2.1.4:




H¢ {u;};e; doc 1ap tuyén tinh trong mo6 dun ty do X trén vanh chinh R co
thé bo sung t6i co s khi va chi khi mé dun con sinh bai hé {u;};c; 14 hang tu
truc tiép ctia X.

Viéc chimg minh ménh dé nay s& dugc néu & §2 sau nay.

Ta biét réng trong khong gian vecto n chiéu, moi hé n vecto doc lap tuyén
tinh hay moi hé sinh gdm n phan tir déu 13 co so. Piéu d6 c6 con ding dbi voi
mo dun ty do hang n trén vanh chinh hay khong?

V& hé n phan ttr doc 1ap tuyén tinh néi chung khéng 13 co so.

Chéng han 0 ® 0 vo1 phép todn cong (m;; my) + (ny; ny) = (m; + ny; my +
n,) va phép nhan ngoai k(m;; m,) = (km;; km,), khidé 0 ® 0 1la 0 — mod dun
tu do voi co sé {(1;0),(0;1)} (hang 2) nhung S = {(1;0),(0;2)} khong 1a co so
mac du S doc 1ap tuyén tinh.

That vay k(1;0) +h(0;2) = (0;0) < (k;0) + (0;2h) = (0;0) < (k;2h) = (0:0)

k=0
‘:’{ h=0
S khong 13 hé sinh vi phan tir (2;3) khong biéu dién duoc qua S.
That vay k(1;0) + h(0;2) = (2;3) < (k;2h) = (2;3)

k=2
© 3
2h:3 <:>h:5¢ U

Tuy nhién ta lai c6 két qua sau:

Ménh dé 2.1.5:

Trong md dun tu do trén vanh chinh hang n thi hé sinh gdm n phan tir

cling 1a co s& ciia mo dun do.



Chirng minh:

Trudc hét ta chimg minh bd dé sau:

Néu X 1a m6 dun tu do trén vanh chinh R, X ¢o hanglanva f: X—>X 1a
toan c4u thi f1a dang cau.

That vy, ta chi can ching minh f 1a don cdu. Vi f 13 toan cau nén ta co

f

day khép ngan sau: O—— Kerf —5 X »X——0

(trong d06 j 1a phép nhung)
ma X 1a m6 dun tu do nén X 1a moé dun xa anh do d6 day khop trén 1a ché hay
X=X®Kerf.

Néu Kerf=0 thi X® Kerf c¢6 hang 16n hon hang cua X, khong thé dang cau
vol X, vo ly.

Do d6 Kerf= 0 hay f1a don cau.

Vay f dang ciu.

Bay gio ta chimg minh ménh dé.

Goi {ey, ..., e} lacosdcua X
va {&1, ..., £n} 12 hé sinh gdm n phan t&r cia X ta s& chimg minh {&1, ...,
&ny la cosé cua X.

Xét f: X —— X thoa f(e;) = ¢;, ta thdy f toan cau trén hé sinh nén f 14 toan
cau theo bo dé trén ta suy ra f1a dang cdu ma {e, ..., €.} 12 co s& ctia X nén

{e1, ..., e} lacosocua X.
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