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KIEN THUC CO BAN

§1. VANH & MODUL

Trong ludn vin nay, néu khong néi gi thém, cdc vanh dugc xét
déu thudc 16p vanh don gidn nhat: khong giao hodn va khong nhat
thiét chira don vi

Dinh nghia: Vanh la mot nhom cong Abel R cing voi mot phép nhan co
tinh két hop, phédn phéi hai phia déi vdi phép cong.

Céc khai niém vanh con, ideal mo6t phia (trdi hodc phai) dugc
hiéu nhu binh thudng; ideal hai phia goi tit 13 ideal.

Ciéc khai niém dong ciu, ding ciu va cdc dinh ly diang ciu dudc
xem 12 di biét.

Cac modul trén mot vanh R (hodc R-modul) dudc xem la tac
dong bén phai.
Dinh nghia: Mot R-modul la mot nhom cong Abel M cung vdi mot tdc

dong ngoai tit R vao M (titc la mét dnh xa tic MxR vao M bién ccp (m,r)
thanh mr € M) sao cho:

1) m(a + b) = ma + mb
2)(m+ n)a =ma + na
3) (ma)b = m(ab)

voi moim,n e M vamoia, b €R.
Dinh nghia: Mjr R-modul M diigc goi la trung thanh néu Mr = (0) kéo
theo r = 0.

Ta c6 thé dic trung mdt R-modul trung thanh qua khdi niém sau:
Dinh nghia: Cho M la mdt R-modul thi ta goi cdi linh héa ciua M la:
A(M) = {r e R/ Mr = (0)}

Khi d6 ta c6: R-modul M la trung thanh khi va chi khi A(M) = (0).
Ménh dé (1.1.1): A(M) la mot ideal ciia R va M la mét R/A(M)-modul
trung thanh.

Bay gid cho M 12 mot R-modul, goi E(M) 1a tip tat cd cdc tu
ddng ciu ctia nhém cong M thi E(M) 12 mot vanh theo cdc phép todn
tu nhién.
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V6i mdi a € R ta dinh nghia mot 4nh xa T,: M ——— M xdc
dinh bdi mT, = ma, Vm € M, do M 1a mot R-modul nén T, 1a mot tu
ddng cau clda nhém cong M. Vay ta ¢c6 T, € E(M).

Xét ¢ : R ————>E(M) xdc dinh bdi ap = T, thi ¢ 1a mdt
ddng cau vanh va Kerg = A(M) nén ta c6:

Ménh dé (1.1.2): R/A(M) déing cdu vdi mot vanh con ciia E(M).

N6i riéng, n€u M la mot R-modul trung thanh thi ta cé
AM)=(0). Khi d6 c6 th€ xem R nhu mdt vanh con clia vanh cic tu
ddng cAu nhém cdng clia M hay R 12 mot vanh cdc ty dong cAu nhém
cong nao d6 cua M.

Bay gid ta tim cdc phan tif cia E(M) giao hoan v6i moi T, khi a
chay khip R.

Dinh nghia: Ta goi cdi tdm héa ciia R trén M la tdp:
CM)={yeEM)/T,y=yT, Va eR}
Ménh dé (1.1.3): C(M) la mot vanh con ciia E(M) va chinh la vanh cdc
tw déng cdu R-modul ciia M.
Dinh nghia: M duoc goi la mot R-modul bét kha qui néu MR # (0) va
M chi c6 hai modul con la (0) va chinh M.
K&t qua sau 12 nén tidng cho nhiéu phdt trién mdi trong 1y thuyét

vanh:
Ménh dé (1.1.4): (b8 dé Schur) Néu M la mot R-modul bdt khd qui thi
C(M) la mot vanh chia.

(vanh chia con goi la thé)

Sau day ta s&€ mo td ban chdt cdc R-modul bat khd qui.
Ménh dé (1.1.5): Néu M la mot R-modul bét khd qui thi M ddng cdu
vdi R/p nhu mot R-modul vdi p la mot ideal phdi 161 dai ciia R va cé tinh
chdt la tén tai mot phdn tit a € R sao cho x —ax € p vdi moi x € R. Ddo
lai, véi méi ideal phdi t6i dai p ciia R théa tinh chdt trén thi R/p la mét
R-modul bat kha qui.
Dinh nghia: Mot ideal phdi p ciia R théa cdc tinh chdt néu trong ménh
de (1.1.5) dugc goi la mét ideal phdi t6i dai chinh qui ciia R.

Néu R ¢6 don vi thi moi ideal phdi clia n6 déu chinh qui vi don
vi (trdi) cua R dong vai tro ctia a. T dinh nghia nay, ta cé:

M & mét R-modul bét khé qui khi va chi khi M ddng cdu vdi R/p
nhu mét R-modul vdi p la mot ideal phdi t6i dai chinh qui ciia R.
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§2. CAN JACOBSON

Dinh nghia: Cdn Jacobson ciia R, ky hiéu J(R), la tdp hop tdt cd cdc
phan tit ciia R linh héa moi R-modul bat khd qui.

Néu R khong cé modul bdt khd qui thi ta ddt J(R) = R.

Nhan xét

1) Trong ludn van nay ching ta chi xét cdc can Jacobson ctia R
va goi tit 1a cin cua R.

2) Vi J(R) = NnA(M) véi phan giao 14y trén moi R-modul bat kh3
qui M, ma cdc A(M) déu 1a ideal hai phia clia R nén J(R) ciing 12 mot
ideal hai phia cta R.

3) P& that chinh xdc ta cin néi rd J(R) 1a cin phai cia R vi né
dudc dinh nghia dua vao cdc R-modul phai. Ta ciing c6 thé dinh nghia
tuong tu cho cédn trdi cda R. Tuy nhién hai khdi niém nay thuc ra la
tring nhau, vi vay khong can nhdn manh thuat ngi trdi hodc phai.

Sau day 1a mot s6 dic trung khéc ctia ciin Jacobson:

Dinh nghia: Cho p la mét ideal phdi ciia R thi ta dinh nghia:
(p:R) ={x e R/Rx = p}

Khi p 12 mot ideal phdi t6i dai chinh qui ca R va néu dit M=R/p
thi A(M) = (p:R) va 1a ideal hai phia 16n nh4t clia R chita trong p. Vay
ta co:

Ménh dé (1.2.1): J(R) = N (p:R) vdi p chay qua moi ideal phdi t6i dai
chinh qui ciia R va (p:R) la ideal hai phia I6n nhdt ciia R chita trong p.

Ngoaira ta con co:

Ménh dé (1.2.2): J(R) = N p vdi p chay qua moi ideal phdi t6i dai
chinh qui ciia R.

Cudi cling 12 mdt dic trung trén cdc phan ti ciia J(R):

Dinh nghia:

1) Mot phan tit a € R duoc goi la tua chinh qui phdi néu tén tai
mot phan tit a’ € R sao cho a+a’+aa’ = 0. Ta goi a’ la twa nghich ddo
phdi cua a.

2) Ta néi mét ideal phdi ciia R la tua chinh qui phdi néu moi phdn
1t ciia nédéu la twa chinh qui phdi.
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Tu khdi ni€ém nay, ta c6:
Ménh dé (1.2.3): J(R) la mot ideal phdi tua chinh qui phdi ciia R va
chita moi ideal phdi tua chinh qui phdi ciia R

[hay: J(R) la ideal phdi tua chinh qui phdi t61 dai duy nhdt ciia R]
Nhén xét:

1) Néu a € J(R) thi ludn ton tai a’ va cling c6 a’ € J(R).

2) N&u R ¢6 don vi 1 thi phin tt a € R 12 tya chinh qui phai khi
va chi khi 1+a kha nghich phdi trong R.

3) Ta ciing c6 thé dinh nghia tuong ty cho phan ti tua chinh qui
trai trong R.

4) N&u mot phan tif a € R ddng thdi 12 tua chinh qui trdi va phai
thi cdc tua nghich ddo trdi va phai cda a 1a tring nhau.

Trong mot so trudng hgp, mot ideal phai c6 thé dudc chiing minh
12 tira chinh qui bing c4ch chi rd cdc twa nghich d4o phai clia cdc phan
tl trong no.
Dinh nghia:

1) Mét phan tit a € R duoc goi la lity linh néu a"= 0 vdi mot s6 tu
nhién n nao do.

2) Mot ideal phdi (trdi, hai phia) p ciia R la nil néu moi phan tit
ciia né déu iy linh.

3) Mot ideal phdi (trdi, hai phia) p ciia R la Iy linh néu ton tai s6
tw nhién m sao cho a;a;...a,,= 0 vdi moi a,, ay, ... ,a,, € p.
Nhin xét:

1) N&u I, J 1a hai ideal phdi (trdi, hai phia) ctia R, ta ky hiéu 1J 1a
nhém con cong clia R sinh bdi tit cd cdc tich ab véia € I, b € J. Khi d6
1J 1a mot ideal phai (trdi, hai phia) ctia R.

Biing qui nap ta ciing dinh nghia I'=I va I" = I"'T v6i moi n>1.
Khi d6 ta co:

Mot ideal phdi p cia R la liy linh khi va chi khi p" = (0) vdi mot
s6 tw nhién m nao do.

2) Trong khi moi ideal phdi liiy linh déu 1a nil thi ¢6 nhitng nil
ideal khong nhat thi€t 1a liy linh.
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3)Gid sta™=0vaditb=—a+a’—a’ +..+ (-1)™" a™' thi bing
phép tinh don gidn ta suy ra a+b+ab = 0.Vay moi phan ti lily linh trong
R déu 1a twa chinh qui phdi nén ta cé:

Moi nil ideal phdi trong R déu la tua chinh qui phdi.
Do d6 theo ménh dé (1.2.3) ta ciing c6:

Ménh dé(1.2.4): Moi nil ideal phdi hodc trdi ciia R déu chita trong
J(R).

Bay gig ta xét mot 16p vanh déc biét
Dinh nghia: Mt vanh R dugc goi la nita don néu J(R) = (0)
Ménh dé sau néi 1én 1gi ich thuc su clia cin Jacobson:
Ménh dé(1.2.5): Véi moi vanh R thi R/J(R) la mot vanh nita don.
[tiic la J(R/J(R)) = (0) vdi moi vanh R]

Vé céc bat bién clia ciin Jacobson ta ciing c6:

Ménh d&(1.2.6): Néu A la mét ideal ciia R thi J(A) = A N J(R) .

Hé qua: Néu R nita don thi moi ideal ciia R ciing vdy.
Chi y: K&t qud trén 1a sai néu ta chi gid thiét A 1a ideal mot phia.

Bay gid n€u R 1a mot vanh va ky hiéu R,, 12 vanh tit cd cdc ma
trAn cAp mxm vdi cdc hé tif thudc R thi ta c6:

Meénh dé(1.2.7): J(R,)) = J(R),, .

$3. VANH ARTIN NUA PON

Dinh nghia: Mt vanh dugc goi la Artin phdi néu moi tdp khong rong
cdc ideal phdi déu c6 chita phdn tit t61 tiéu.

Ta thudng bd qua chit “phdi” va ndi gon la vanh Artin. Cac vanh
Artin con c6 thé dudc dinh nghia twong duong thdng qua cidc day
chuyén gidm.

Mot vanh R la Artin khi va chi khi moi ddy chuyén gidm cdc ideal
phdi ciia R: p; D po> .2 pu> ... déu phdi dimg.[Tiic la k€ tiv mot lic
nao do ta cé moi p; déu bang nhau]

Vi cac vanh Artin thi cin cda né rat dit biét:
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Ménh dé (1.3.1): Néu R la mot vanh Artin thi J(R) la mot ideal lity
linh.

Hé qua: Néu R la mot vanh Artin thi moi nil ideal (phdi, trdi hodc hai
phia) ciia R déu liy linh.

Dinh nghia: M¢t phan tit e # 0 trong R duoc goi la phdn it Iy ddng
néu ta cé &° = e.

Ménh dé (1.3.2): Cho R la mét vanh khong cé ideal liiy linh khdc (0)
va gid sit p #(0) la mot ideal phdi t6i tiéu ciia R, khi dé ta c6 p = eR vdi
e la mot phan tit lity ddng khdc O ciia R.

Ta da biét trong mdt vanh Artin néu mot ideal phdi gdbm toan
phan tf Iy linh thi chinh né ciing liiy linh [hé qud cla ménh dé
(1.3.1)].Con diéu ngudc lai, ddi v6i mot ideal phdi cé chita mot phan tir
khong liiy linh thi sao? D6i v6i van dé nay, ta co:

Ménh dé (1.3.3): Cho R la mdt vanh va gid sit véi mét a € R nao do
ma ta cé a’—a lity linh. Khi do, hodc a lity linh, hodc co mot da thiic voi
hé s6 nguyén q(x) sao cho e = aq(a) la lity ddng khdc 0.
Ménh dé (1.3.4): Néu R la mot vanh Artin va p #(0) la mét ideal phdi
khong lity linh ciia R thi p c6 chita mot liiy ddng khdc 0.

Trudng hgp dic biét khi xét vanh eRe vdi e 12 mot liiy dang thi
ta co:

Ménh d@é (1.3.5): Cho e la mét liy ding trong mdt vanh R tivy ¥ thi ta
co J(eRe) = eJ(R)e.

Ménh dé (1.3.6): Cho R la mot vanh khong cé ideal lity linh khdc (0)
va gid sit e la mot lity ding trong R. Khi dé, eR la mot ideal phdi téi tiéu
cua R khi va chi khi eRe la mot vanh chia.

Thay tir “phdi” thanh tir “trdi” trong ménh dé trén rdi k&t hop
hai két qu4, ta c6 hé qua:

Hé qua: Cho R la mét vanh khong cé ideal lity linh khdc (0) va gid sit e
la mot lity ddng trong R. Khi dé, eR la mét ideal phdi t6i tiéu ciia R khi
va chi khi Re la mot ideal trdi t6i tiéu ciia R.

Ta chuyén sang nghién ctfu cdc vanh c6 cin dic biét, cu thé 1a
(0), ma trudc hét 1a cdc vanh Artin nia don.

Trudc tién, ta khang dinh cdc vinh nhu vay thuc sy ton tai. K&t
qud sau 12 mot dinh 1y ¢d dién quan trong clia Maschke.

Dinh nghia: Cho F la mét truong, G la mdt nhém hitu han cdp o(G).
Ta goi dai s6' nhém ciia G trén F, ki hiéu F(G), la {2 a,g;/ a;€ F,g;€G}
Vdi cdc phan tit clia nhém xem nhu doc 14p tuyén tinh trén F, phép cong
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theo cdch tu nhién va phép nhan sit dung ludt phdn phéi va phép tinh g-
igj theo phép nhan trong G.

Tu dinh nghia trén ta c6:

Ménh dé (1.3.7): (dinh 1y Maschke) Cho G la mdt nhém hitu han cdp
o(G) va F la mot truong cé ddc sé 0 hodic dic s6 p vdi p Yo(G). Khi dé,
F(G) la nita don.

Chi §: Ta luu y ring F(G) khong 1a nita don néu dic s6 cta F 1a udc
cua o(G).

Trd lai v6i cdc vanh Artin nira don, ménh dé (1.3.2) khing dinh
rang mot ideal phai t6i tiéu trong mot vanh khong cé nil ideal khac (0)
thi dudc sinh b&i mot liiy dang. Thuc ra, diéu kién t5i tiéu 1a khong cian
thi€t cho trudng hgp cdc vanh Artin nira don. D6 12 khing dinh cia
ménh dé sau:

Ménh dé (1.3.8): Cho R la mot vanh Artin nita don va p # (0) la mot
ideal phdi ciia R. Khi dé p = eR vdi mét lity ding e nao doé trong R.

T ménh dé nay ta c6:

Hé qua 1: Cho R la mét vanh Artin nita don va A = (0) la mét ideal
ctia R thi A = eR = Re vdéi e la mét lity ddng nao dé thudce tém ciia R.
Hé qua 2: Moi vanh Artin nita don déu cé don vi hai phia.

Piéu nay khing dinh tinh nira don kéo theo su ton tai don vi
trong mdt vanh Artin.

Tur cdc két qua nay ta chiing minh dudc:

Ménh dé (1.3.9): Mot ideal ciia mot vanh Artin nita don ciing la mot
vanh Artin nita don.

D& nghién cttu ciu triic clia cdc vanh Artin nita don ta can:

Dinh nghia: Mot vanh R la vanh don néu R’ #(0) va R khong c6 ideal
nao khéc (0) va ban than R.
Nhén xét:

1) Piéu kién R? # (0) trong dinh nghia d€ loai trir kh ning tim
thudng khi R 12 mot nhém cdng c6 p phan ti, p nguyén to, trong d6
tich clia hai phan t bat ky 12 0.

2) Néu R c6 don vi thi dé chitng minh tinh don sé& suy ra tinh nita
don.

3) C6 nhitng vi du vé nhitng vanh don cé cin riéng (khong tAm
thudng).

4) Mot vanh Artin don thi phai 1a nia don.

5) C6 nhitng vanh don khong chira uée ctia 0 va thuc sy khong
la mOt vanh chia.
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6) Moi ideal t6i ti€u A # (0) trong mot vanh Artin ni¥a don R
déu 1a vanh Artin don.

Tir nhitng nhan xét trén ta c6 thé chitng minh ménh dé sau:
Ménh d@é (1.3.10): (dinh Iy Wedderburn) Moi vanh Artin nita don déu
la tong truc tiép ciia mot s6 hitu han cdc vanh Artin don.

Hon nita, néu R la mot vanh Artin nita don va R = A; @ ... @A, vJi
cdc A; deu don thi cdc A; sé chay qua moi ideal téi tiéu ciia R.

$4. VANH NGUYEN THUY

Ta bit ddu muc nay vdéi mot khdi niém co ban trong 1y thuyét
vanh. Loai vanh dic biét ma ta gidi thiéu & day déng vai tro ddi véi
cdac vanh nlra don tdng quat tuong tu nhu vai trd cla cdc vanh don
trong trudng hgp vanh Artin nira don.

Dinh nghia: Mot vanh R duoc goi la vanh nguyén thity néu né c¢é mot
modul bdt khd qui trung thanh.
Nhin xét:

1) Mot vanh nhu th€ ding ra phdi néi 12 vanh nguyén thiy bén
phdi vi moi modul dugc xét déu 1a modul phai. Ta c6 thé dinh nghia
tuong tu cho vanh nguyén thuy bén trdai va néi chung hai khai niém dé
1a khic nhau.

2) Néu M 1a mot R-modul bat khd qui vd A(M) ={r € R/ Mr =
(0)} thi R/A(M) 12 mot vanh nguyén thily [theo ménh dé (1.1.1)].

3) Néu p 1a mot ideal phai tdi dai chinh qui ctia R va dit M
= R/p thi AM) = (p:R) nén R/(p:R) 1a m6t vanh nguyén thay.

Ngoai ra ta con c6:

Ménh dé (1.4.1): Mot vanh R la vanh nguyén thity khi va chi khi trong
R ton tai mot ideal phdi t61 dai chinh qui p sao cho (p:R) = (0). Khi dé
R con la nita don va néu thém R giao hodn thi né la mét truong.

Trudc day ta da biét ton tai cdc vanh don c6 cin riéng cia no.
Nhitng dé& chitng minh ring mot vanh don dong thdi cling nira don thi
phdi 1a mot vanh nguyén thuy.

Bay gi®, cho R 1a mdt vanh nguyén thiy va gid sd¢ M la mot
modul bat kha qui trung thanh ctia R. N&u diit C(M) = A la cdi tdm héa
cia R trén M thi theo bd @& Schur, A 13 mot vanh chia. Ta ¢ thé xem
M la mot khong gian vects phai trén A trong do, véi meM, oA thi
ma. 13 tdc ddng clia o, xem nhu mot phan ti cia E(M), 1én m.
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Dinh nghia: R duoc goi la tdc dong day ddc lén M (hay R day ddc trén
M) néu véi moi n va moi vy, .., v, doc ldp tuyén tinh trén A va moi n
phan tit wy, ..., w, thi ton tai mét r € R sao chow; = vir, Vi=12,..,n.
Nhin xét:

Né&u M hitu han chiéu trén A va R tdc dong vira trung thanh, vira
day dac trén M thi R daelng cau v6i Homa(M,M) = A , 12 vanh cdc ma
trdn n x n trén A véi n = dimyM. VAy, tinh day dic 14 su tong quat héa
clia vanh tit cd cac phép bi€n ddi tuyén tinh.

K&t qua co ban ma tir d6 toan bd ly thuyét cau tric cda cdc vanh
dudc phat trién 13 dinh 1y day dic sau ddy clia Jacobson va Chevalley:
Ménh dé (1.4.2): (dinh 1y day dic) Cho R la mot vanh nguyén thity va
M la R-modul bét khd qui trung thanh. Néu A = C(M) thi R la mdt vanh
day ddc cdc bién doi tuyén tinh ciia M trén A.

Pinh ly day dic cho phép ta c6 nhiéu két ludn vé cdc vanh
nguyén thly va lién hé ching véi cdc vanh ma trin.

Ménh dé (1.4.3): Néu R la mot vanh nguyén thily thi ton tai mot vanh
chia A sao cho, hodic R ddng cdu véi A, la vanh tét cd cdc ma trdn nxn

trén A, hodic vdi moi s& ty nhién m, ton tai mot vanh con S,, ciia R c6
dnh déng cdu la A,.

Ta md rong mot khdi niém quen thudc tir tir 1y thuyét vanh giao
hodn sang cdc vanh khong giao hodn. LSp cdc vanh dugc dinh nghia
sau ddy chita moi vanh nguyén thiy.
Dinh nghia: Vanh R duoc goi la mot vanh nguyén t6" néu aRb = (0)
(vdia, b € R) thia =0 hay b = 0.

Sau ddy 12 mot s6 diic trung cda vanh nguyén td:
Ménh dé (1.4.4): Mot vanh R la nguyén t6 khi va chi khi:

1) Cdi linh héa phdi ciia mot ideal phdi khdc (0) trong R chinh la

(0).

2) Cdi linh héa trdi cua mot ideal trdi khdc (0) trong R chinh la
(0).

3) Néu A, B la cdc ideal ciia R va AB = (0) thi hodc A = (0) hodic
B =(0).

Moéi lién hé gifta cdc vanh nguyén thiy va nguyén td dudc cho
bdi ménh dé sau:
Ménh dé (1.4.5): Moi vanh nguyén thity déu la nguyén t6.

Tir ménh dé (1.4.4) nhanh chéng suy ra tim clia mot vanh
nguyén t6 1a mot mién nguyén — né c6 thé bing (0) — nén ta co:
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Ménh dé (1.4.6): Mot phin tit khdc O trong tém ciia mot vanh nguyén
16’ R thi khong thé la wdc ciia O trong R. Noi riéng, tdm ciia mot vanh
nguyén té'la mot mién nguyén. Va do dé tam ciia mot vanh nguyén thity
la mién nguyén.

Pdo lai: cho mét mién nguyén I #(0) thi ton tai mot vanh nguyén
thity c6 tdm chinh la 1.

Trong phin cudi cia muc nay ta tip trung vao mot dinh ly rit
ndi ti€ng cia Wedderburn:
Ménh dé (1.4.7): (dinh ly Wedderburn-Artin) Cho R la mot vanh Artin
don. Khi dé R ddng cdu véi D, , vanh tdt cd cdc ma trdn n x n trén vanh

chia D. Hon nita, n la duy nhdt va D ciing duy nhdt sai khdc mét ding
cdu. Nguoc lai, vdi moi vanh chia D thi D, la mét vanh Artin don.

Pinh Iy Wedderburn ¢6 nhiéu tng dung trong nhiéu trudng hop
dic biét cda cac vanh Artin. Trudc hét ménh dé (1.3.10) khing dinh
ring moi vanh Artin nira don 13 tong truc tiép clia mot sd hitu han cdc
vanh Artin don. K&t hdp véi ménh dé€ (1.4.7) ta dudc mot dinh 1y xdc
dinh cau tric cdc vanh Artin nta don:

Ménh dé (1.4.8): Néu R la mot vanh Artin nita don thi:
R~ A @..@AY vdi A” la cdc vanh chia va A% 1o vanh tdt cd cdc ma

tran n; x n; trén A,

C6 nhitng hoan cdnh nao ma ta c¢6 th€ néi nhiéu hon nita, trong
d6 ta c6 thé xdc dinh cdc vanh chia A mdt cich rd rang hon? Mot
trudng hgp nhu thé 1a d6i véi cdc dai s6 don hitu han chiéu trén mot
trudng déng dai s6. P& dat dugc diéu nay ta cin:

Dinh nghia: Cho A la mét dai s6 trén mét truong F, a € A duoc goi la
dai s6 trén F néu ton tai mot da thiic p(x) € F[x], p(x) # 0 sao cho
p(a)=0. A duogc goi la mot dai sé dai sé'trén F néu moi a € A deu la dai
so'trén F.

Nhan xét: Né&u A hitu han chiéu trén F thi né 1a dai so trén F.

Bo dé (1.4.9): Cho F la mét truong dong dai s6. Néu D la mdt dai sé
chia dai sé’trén F thita c6 D = F.

Véi bd @& nay két hop vdi cic ménh dé (1.4.7) va (1.4.8) ta
dudc mot dang rit dep cho cédc dai s& ni¥a don hitu han chiéu trén cdc
trudng dong dai so:

Ménh @é (1.4.10): Cho F la mdt truong dong dai sé va A la mét dai s&
nita don hitu han chiéu trén F. Khi dé A ~ F, ®..0OF, .

. R A Y A A e [ N R [N
Hién nhién riang tAim cia mdt tong truc ti€p la tong truc ti€p cta
cdc tam. Ta ciing c¢6 tim ca F, 12 mot chiéu trén F (vi chinh né la

GV hudng dan: PGS — TS Bui Tudng Tri HV: Pinh Quéc Huy



Luan vin Thac si Todn: Mt huéng tiép tuc mé rong ciia dinh Iy Jacobson trang 11

FI, v6i I, la ma trin don vi n; x n; ). VAy k = dim Z. N6i céch khic,
ta co:
Hé qui 1: Néu A nhu trong ménh dé (1.4.10) thi sé cdc thanh phan
téng tryc tiép ciia A bang s6 chiéu ciia tdm ciia A trén F.

Mot hé qua truc ti€p khic cia ménh dé (1.4.10) 1a ciu tric cla
c4c dai s6 nhom.
Hé qua 2: Cho G la mét nhém hitu han cdp o(G) va F la mét truong
dong dai sé cé ddc s6 0 hay ddc s6 p* o(G). Khi dé
F(G) ~F, ®..0F, .

§5. VANH NUA PON

Trong muc truée ta da mo ta kha ré cdc vanh nguyén thuy, bay
gid ta s& cO budc chit ciu tric cla cdc vanh nifa don vdi cau tric cla
cdc vanh nguyén thiy. BE 1am diéu d6 trudc hét ta sé tdng quét héa
khdi niém tong truc tiép:

Tich tryc ti€p (hodc tOng tryc ti€p hoan toan) cla cdc vanh R, y
thudc vao mot tap chi sd 1 1a tap:

[IR, ={f:I—>JR, /f(y) e R, Vy e I}

yel yel
véi cau tric vanh cho bdi cdc phép todn:
(F+g)(v) = (y) + g(y) va (fg)(y) = f(y)g(v)
Ta dit m, 1a phép chi€u chinh tic ctia [[R, 1én R,.
yel
Pinh nghia: Mo¢t vanh R duoc goi la mot tong truc tiép con ciia cdc
vanh {R,}, - néu ton tai mot don cdu ¢ :
¢:R——>T][R, saocho Ron,=R, ¥y el
yel
K&t qua sao dudc suy ngay tir dinh nghia:
Ménh dé (1.5.1): Cho R la mét vanh tiy ¥ va @,: R —>R, la cdc
toan cdu ciia R 1én cdc vanh R,. Bdt U,= Ker @, khi dé R la mot tong
tryc tiép con ciia cdc vanh R, khi va chi khi ﬂU7 = (0).
/4

Sau day 1a vai vi du vé cdc biéu dién thanh céc tdng truc tiép
con:
Dinh nghia: Mét vanh R dugc goi la bét khd qui tric tiép con néu giao
cua tdt cd cdc ideal khdc (0) ciia né ciing khdc (0).
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Piéu nay néi ring R khong c6 mot bi€u dién khong tim thudng
thanh mdt tdng truc ti€p con.
Ménh d@é (1.5.2): Moi vanh déu biéu dién dugc thanh mét tong truc
tiép con ciia cdc vanh bat khd qui tric tiép con.
Ménh dé (1.5.3): Cho R la mét vanh khong cé nil ideal khdc (0). Khi
dé R la mot tong truc tiép con ciia cdc vanh nguyén té'R,,.

Thuc ra mdi vanh nguyén t& R, con cé thém tinh chat 1a: ton tai
mdt phan ti khong liiy linh a, trong R, sao cho v6i moi ideal U # (0)
trong R, thi tn tai s& tu nhién n(U) d€ cho a"" e U. Tic 13, cdc liy

thira cla a, rdi vao moi ideal khac (0) cia R, .

Dua vao khdi niém tdng truc ti€p con ta ¢6 thé mo td ciu tric
ctia cac vanh nira don:
Ménh dé (1.5.4): R la mét vanh nita don khi va chi khi né ddng cdu vdi
mot tong truc tiép con ciia cdc vanh nguyén thiiy.

Vi cdc vanh nguyén thdy giao hodn 1a trudng nén ta ciing c6:

Hé qua: Mot vanh nita don giao hodn la mét tong truc tiép con ciia cdc
truong

MOT SO NHAN PINH VE CAC KET QUA TREN

Ta c6 thé dua vao cdc kién thic trén d€ vach ra mot huéng gidi
quyét mot s6 van dé vé cdc vanh:
— Pau tién chitng minh dinh 1y cho cdc vanh chia, diéu nay c6 thé din
dén cdc van dé vé s6 hoc trong 1y thuyét trudng.
— Budc tht hai 1a chuyén sang cdc vanh nguyén thily dua vao cic két
qua ddi v6i cac vanh ma tran va ménh dé (1.4.3).
— Tié€p theo 12 noi két lai d€ dugc két qua cho cdc vanh nita don, dua
vao ménh dé (1.5.4)

S db sau day bi€u dién méi quan hé giita mot sd cc 16p vanh

Ldy thuong theo cdn

Biéu dién thanh tong truc tiép con

GV hudng dan: PGS — TS Bui Tudng Tri HV: Pinh Quéc Huy



Luan vin Thac si Todn: Mt huéng tiép tuc mé rong ciia dinh Iy Jacobson trang 13

VANH TUY Y

Dinh ly day ddc

VANH NUA DON

VANH NGUYEN THUY

VANH MA TRAN CAC PAI SO CHIA

PAI SO CHIA

Phan 2:

DPINH LY JACOBSON
(vé diéu kién giao hoan)
VA MOT HUONG TIEP TUC
MO RONG
Trong phin nay clia ludn vin, ta s& xét diéu kién giao hodn cia
mot vanh, tinh chit nay dugc bio toan qua phép 14y tong tryc ti€p con.
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Cu thé 1a ta khing dinh tinh giao hodn cia mdt vanh dua vio mot s&
diéu kién cho truéc.
Sau day 1a mot s6 két quéa da dudc cong nhan.

§1. PINH LY JACOBSON

Bé dé (2.1.1): Cho D la mét vanh chia cé ddc s6 p#0va Z la tam ciia

D. Gid sit c6 mot phan tit aeD, ag Z sao cho a’ =avdi mot s&
nguyén n > 1 nao dé. Khi dé ton tai phéan tit x € D dé cho xax'=a' #a
Vvdi i la mot s6 nguyén nao do.

Tir bd dé ta c6 thé chitng minh mot dinh 1y cia Wedderburn:

Ménh dé(2.1.2): Moi vanh chia hitu han déu la truong.

Hé qua(2.1.3): Cho D la mét vanh chia c¢é ddc s6 p=0va G D la mot
nhém con nhdn hitu han cia D thi G la mét nhém Abel (nén la nhém
cyclic).

Bé dé(2.1.4): Cho D la mdt vanh chia sao cho vdi moi a eD déu tén tai
mot sé nguyén n(a) > 1 dé cho d" = a. Khi dé D la mét truong.

Chtng minh:

Ta c6 2€D va 2™ =2 v6i m > 1 nén D c6 dic sd nguyén td p=0.
Né&u D khong giao hodn thi ton tai a € D va ag Z v6i Z 1 tim ctia D.

Goi P 12 trudng nguyén t6 cla Z, vi a"® = a nén a 1a phin t& dai s6

trén P. Tt d6 P(a) 12 mot trudng hitu han c6 p* phin t& va ta c6

k

a’ =a.

Pén diy, ta thdy moi diéu kién cda bd dé (2.1.1) déu dugc thda
man doi v6i a nén ton tai phin ti b € D d€ cho bab'=a' # a.

Quan hé nay cling véi sy kién a va b déu cé cap hitu han din dén a
va b sinh ra m6t nhém con nhin hitu han G trong D, vy theo hé qua
(2.1.3) thi G giao hodn.

Doa € G,b € G va ab # ba thi diéu ndy 12 mau thuin, bé dé dudc

chiitng minh ®

Biy gid ta chiing minh dinh 1y Jacobson:
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Meénh dé(2.1.5): (dinh 1y Jacobson) Cho R la mét vanh sao cho véi moi

phan it aeD déu ton tai mot sé nguyén n(a) > 1, phu thudc a, dé cho
n(a)
a

= a thi R giao hodn.

Chung minh:

Trudc hét ta chitng minh R 12 vanh nita don:

[Chitng minh: n€u ux = u véi x € J(R) thi u = 0:

x € J(R) = (-x) € J(R)
=3dAX:(-x)+x —xx’=0
= 0=u(-x+x"—xx’) =—-ux + ux’ — uxx’

=—u+ux’ —ux’ =-u
= u=0]

Véimoia € JR):a" =a = a. a"¥'=a véia"'e J(R) do @6
theo ching minh trén ta c6 a = 0. Vay J(R) = (0) nén ta c6 R la vanh
ntra don.

Do R 13 vanh nita don nén theo ménh dé (1.5.3) R 12 mot tng
truc ti€p con clia cdc vanh nguyén thiy R, . Mbi R, 12 mot dnh dong
ciu cta R nén R, thira hudng diéu kién a"® = a, hon nita mdi vanh con
va 4nh dong ciu cla R, ciing thda diéu kién do.

R, 12 vanh nguyén thily nén theo ménh dé (1.4.3) hoic R, = D,
hoiic moi D,, (D 13 vanh chia) déu 12 4nh dong ciu clia mot vanh con
cua R,,.

Néu R, khong 1a mot vanh chia D thi ton tai mdt Dy (k > 1) thira
huéng diéu kién cta gia thiét. Piéu nay vo 1y vi phan t

01 0.0
0 0 0. 0

a= =e, €D,
0 0 0. 0

thda diéu kién a® =0 nén a"= 0 # a v6i moi n > 1 1a diéu mau thuén.

Viy R, phdi 12 mot vanh chia nén theo b6 dé (2.1.4) R, giao
hodn. Vi R 12 mdt tong tryc ti€p con clia cdc vanh giao hodn R, nén R
cling giao hodn®

§2. MOT VAI KET QUA Vi MG RONG
PINH LY JACOBSON

GV hudng dan: PGS — TS Bui Tudng Tri HV: Pinh Quéc Huy



Luan vin Thac si Todn: Mt huéng tiép tuc mé rong ciia dinh Iy Jacobson trang 16

Pinh 1y Jacobson tuy cho dugc mot diéu kién clia tinh giao hodn
nhung ciing con mot nhuge diém 13 ¢6 qua it vinh giao hodn théa gid
thi€t clia né. P& 12 1y do ma ta phdi tim cdch md rong dinh 1y nay.
Dinh nghia: Trong mot vanh R tuy y, ta goi:

1) Mot giao hodn tit cép 2 ciia hai phan tit x, y la: [x, y] = xy — yx.

2) Mét giao hodn tit cdp n (n >2) ciia n phan tit dwoc dinh nghia

bdng qui nap: [x1,X2, .. Xy] = [[X1,X2, s X 1],X0].
Nhin xét:

1) V6imoix € R,y € Rtacé: x giao hodn véiy < [x,y] =0

2) Vi moi n > 2 thi giao hodn tif cAp n clia n phan ti ¢6 tinh cong

tinh theo tirng bién, tifc 12 v6i moi i (1 <i<n):

[X15eesXio15 XiHXjXig 150000 X ] =

[X17""Xi—17 Xis Xi+la'"axn] + [Xl""’Xi—l’ Xj7 Xi+la""Xn]

3) N&u A giao hodn vdi moi x; (1 <k < n) thi:

[X 15 Xicts AXiy Xig 1o Xn] = A X150 Xic 15 Xiy Xig150Xn]

Tu khai niém trén, ta co6:

Ménh dé (2.2.1): (dinh 1y Jacobson-Herstein) Cho R la mét vanh sao
cho véi moi x, y € R déu ton tai s6' nguyén n(x, y) = n > 1 (n phu thudc x

va y) dé cho [x, y]"™ = [x, y] thi R giao hodn.
Trudc hét ta chitng minh dinh 1y nay trong trudng hgp R 12 mdot
vanh chia.

Bo dé (2.2.2): Néu D la mot vanh chia sao cho véi moi x, y € D déu ton
tai s6 nguyén n(x, y) = n > 1 (n phu thuéc x va y) dé cho
[x, yI"™ = [x, y] thi D giao hodn.

Chung minh:

Gid sit D 1a mot vanh chia thda gid thi€t ma D khong giao hodn
thi ton tai a, b € D sao cho ¢ = [a, b] 0.

Theo gid thiét thi ton taim d€ c" =c .

NéuLr#0, A € Z (Z1a tAm ctia D) thi ta ¢c6 Ac = A[a, b] = [La,b]
do d6 theo gid thi€t c6 s6 tw nhién n > 1 théa : (Ac)" = Ac.
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Néu dit q = (m—-1)(n—1) + 1 thi ta c6 (Ac)? =Ac va c? =c.
Vay: ke = A9t = A = (W-L)c = 0.
Do D l1a mot vanh chia va ¢ # 0 nén suy ra A% = A.

DPén day ta da chitng minh dudc: v6i moi A € Z déu ton tai q > 1
dé cho A9 = A, nén Z 12 mot trudng c6 dic sd p # 0. Goi P 1a trudng
nguyén t6 ctia Z.

C6 thé chon a, b € Z sdo cho ching nhitng ¢ = [a, b] # 0 ma con
c6 ¢ ¢ Z vi néu khong thi moi giao hodn tif cip hai trong D déu thudc
Z. Tudé thic € Z va ac = a(ab - ba) = a(ab) — (ab)a = [a, ab] € Z nén
suy ra a € Z, mau thuan véi diéu kién c = [a, b] # 0.

Vay, ta c6 thé gia st c =[a, b] ¢ Z.
Theo gia thiét thi ¢™ = ¢ nén ¢ 1a phan tf dai s6 trén P = ¢6 s6

k
nguyén k > 0 d€ ¢ =c. Pén day ta thdy moi gid thiét clia bs dé
(2.1.1) déu dudc théa man vdi ¢ nén ton tai phian t& x € D d€ cho xcx’

l—clzec= xc=clx.

Diit d= xc — cx, ta ¢6 d # 0 va theo gia thi€t thi ton tai s6 nguyén t
> 1 d€ d' = d hay d ¢6 cip hitu han trong nhém nhan D" ca D. Ta lai
c6: dc = (xc - cx)c = (cix — cX)c = c'xc — ¢ ¢'x = ci(xc —CX) = c¢'d do do
ded'=c'#c=dc#cd.

Véi diéu kién nay va c, d déu c6 cip hitu han trong nhém nhan
D’ ta suy ra nhém con nhan sinh b&i ¢ va d hitu han nén giao hodn
theo hé qua (2.1.3). Piéu nay mau thuin véi dc # cd, do dé bd dé dudc
chitng minh®

Pén day ta c6 thé 4p dung bd dé dé chiing minh ménh dé (2.21)
Chting minh ménh dé (2.2.1):

Gi3 st R 12 mot vanh c6 tinh chat

n(x, y)

Vx,yeRidn=n(x,y): [X, Y] = [X, y] ta chitng minh R 1a vanh

giao hodn. Xét cdc truéng hgp sau:
1) Néu R 12 mot vanh chia thi theo b6 dé (2.2.2) R giao hodn.

2) Né&u R 13 mot vanh nguyén thiy thi theo ménh dé (1.4.3) hoic R 1a
mdt vanh chia D, hoiic ¢c6 k > 1 d€ Dy 12 4nh ddng cdu clia mot vanh
con cua R.
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Néu trudng hgp thit hai x4y ra thi Dy ciing k€ thira tinh chat néu
trong gia thi€t clia R vi tinh chat nay bdo toan qua phép 14y vanh con
va 4nh dong ciu. Khi d6 trong Dy xét cdc phan tif x va y véi x, y nhu

1 0... 0 010 .0

0 0. 0 . 000 ..0 )
sau: x = =ejvay= =e tacd

0 0... O 0O 00 .. O

[x,y]:Xy—xy:en:yve‘lyZ:Onén [X,y]Z:yZ:O;t[X,y]
= [x, y]"# [X, y] v6i moi n > 1, diéu ndy mau thuin véi diéu kién Dy
thda gid thi€t. Do d6 R phdi 1a mot vanh chia nén R giao hodn.

3) Néu R 12 mot vanh nita don thi theo ménh dé (1.5.4), R ding cau
vdi mot tong tryc ti€p con cic vanh nguyén thiy R,. Mi vanh nguyén

thiy R, 12 4nh ddng ciu clia R nén k& thira diéu kién cia gid thiét, vay
theo 2) R, giao hodn. Tw d6 R ciling giao hodn vi tinh giao hodn dugc
bao toan qua mdt ddng cAu va phép l1ay vanh con.

4) Néu R 1a mot vanh ty ¥ thi ta xét vanh nita don R/J(R) ciing thda
gid thi€t nén theo 3) R/J(R) giao hodn. Do d6 véi moi x, y € R thi
xy — yx € J(R).

Do xy — yx =[x, yle J(R) va [x, y]" =[x, y] vdin > 1 nén [X, y]=0
(theo tinh chat: x € JR), ux =u=u=0)

Viy v6i moi x, y € R ta déu c6 [x, y] = 0 nén R giao hodnm

Bay gid ta xét mdt md rong cua dinh 1y nay cho trudng hgp giao
hodn tif cda n phan ti trong R (n > 1).

Ménh dé (2.2.3): Néu R la mét vanh khong chita nil ideal khdc (0)
(hodic R nita don) sao cho:

(1) C6 mot sé nguyén n > 1 nao dé ma véi moi x;, X, ..., X, € R thi
ton tai mot s6' nguyén m > 1 (m phu thudc x;, xo, ..., x,) théa [x,,

X2, s X" = (X1, Xyy X
thi khi do R la mot vanh giao hodn.
Trudc khi chitng minh mémh dé nay ta cAn hai bd dé:

B& dé (2.2.4): Néu R la mot vanh chia théa diéu kién (1) thi ta cé:

(2) [x1, X2, ..., X,,] = 0V3Fi moi x;, X, ..., X, € R.
(trong truong hop nay ta néi [x;, Xa, ..., X,] la mot dong nhdt thiic trén R)
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Chung minh:

Gia st ton tai X, Xo,..., X, € R sao cho a =[xy, Xa,..., X,] # 0 khi d6
theo gia thiét, ton taim > 1 d€ a™ = a.

Goi Z 1a tAm cua R thi VAeZ ta cé ha = A[X], Xo,..., Xn] = [AX1, X2,y Xp]
ciing 12 mot giao hodn t& cdp n trong R nén 3 k > 1 d€ cho (ha)* = La.
Néu dit g = (m—1)(k—1)+1 thi ta suy ra a = a va (Aa)? = La. T d6 ta
dugc La = (ha)? = A%a% = Aa = (A%-X)a = 0. Vi R 12 mOt vanh chia va
a # 0 nén ta dugc A=A =0 v6i moi A € R.

Vay, véi 2e€Z thi 3 q>1 dé 29 =2 nén trudng Z (hoic vanh chia
R) c6 dic s6 p # 0. Goi P 12 trudng nguyén t6 clia Z.

C6 thé chon X, Xs,...X, € R sao cho a = [X], X,...X,] & Z Vi néu
khong thi moi giao hoén ti cAp n trong R déu thudc Z, khi d6 xét  a
= [X{, X2,.Xs] # 0 v2 néu dit b=[x,, Xo,....X,1] thi :

[b, bx,] = b(bx,)- (bx,)b = b(bx,— x,b) = b[b, x,]

véi [b, bXn] =[X1, X2,-Xn.1,bXn] V2 [b, X,] = a déu 12 giao hodn tif cAp n
trong R nén thudc Z. Do d6 [b, bx,] =ba € Z va a # 0 nén ta dugc b
€ Z (vi R 1a vanh chia). Tir d6 ta suy ra a = [b, x,] =0, mau thudn véi
gid thi€ta =0

Vay, c6 thé gid st ton tai X;, X»,...Xp€ R sao cho a =[x,X,,... X, & Z.
Ta lai c6 a™ = a véi m > 1 nén a 1a phan tif dai sd trén P, do d6 P(a) 1a
mdt mS rong dai s, nén ciing 12 m§ rong hitu han, cia P. Tir d6 P(a)
c6 cAp p' véi mot t > 1ndo d6. N6i cich khic, ton tai t > 1 d€ cho

a® =a. Tw d6, a théa cdc diéu kién clia bd dé (2.1.1) nén ton tai
xeRdé xax'=a' #za o xa=a'x = ax,tacodc=[a, x]=ax—xa=#0.

Ta lai c6 ca = (ax—xa)a = a(xa)—(xa)a = a(aix)—( aix)a = ai(ax-xa)
=a'cnéncac’ =a' #a = ca #ac.

Mit khac ta con ¢6 a = [X;, Xs,....,X,] va ¢ = [a, X] = [X{, X2y, Xp,X]=
[[X1, X2],X3,....X,] d€u 12 giao hodn tf cAp n trong R nén ¢ cAp hitu han
trong nhém nhan R” cda R.

V6i cdc diéu kién trén thi nhém con sinh bdi a va ¢ trong R ciing
c6 cAp hitu han nén theo hé qua (2.1.3) 12 nhém Abel, mau thudn vdi
tinh chit ca # ac. B4 dé da dugc chitng minhm

B dé (2.2.5): Néu R la mot vanh tity ¥ théa diéu kién (1) thi ta co:

(2) [x1, X2, ..., X,,] = 0V3Fi moi x;, X, ..., X, € R.

Chung minh:
Xét cac truong hop:
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1) N&u R 12 mot vanh chia thi bd dé (2.2.4) da dudc ching minh.

2) Né&u R 12 mdt vanh nguyén thiy va thda (1) thi khi d6 hoic R 1a mot
vanh chia, nén khzalng dinh (2) ding cho R, hodc 3k > 1 dé Dy 1a 4nh
ddng cau clda mdt vanh con nao d6 cda R.

Néu khd ning thit hai x4y ra thi do tinh chit (1) dudc bdo toan
qua phép l1ay anh con va dnh déng ciu nén (1) ciing ding cho Dy. Khi
dé trong Dy ta xét cdc phan ti:

00 0 .. O 10 0 .. O
100 .. O . 000 .. O

X = =€) va Xp = ...... =Xy = =€
00 0 .. O 00 0 .. 0

thi ta cé6 [x, Xo..X,] = X; # 0 va [xi, x2,...,xn]2 = 0 nén:

[X1, X20sXn]™ # [X1, X25Xn], VOi moi m > 1, mau thudn vé6i diéu kién Dy
thda tinh chat (1).

Vay R phadi la mot vanh chia nén (2) cling ding cho R.

3) N&u R 12 mot vinh ni¥a don thi R ding ciu vdi mot tdng truc ti€p
con clia cdc vanh nguyén thiy R, . Theo phin chiing minh trén, khing
dinh (2) da ding cho mdi R,, hon nita tinh chit (2) bdo toan qua phép
14y tong tryc ti€p (vi cdc phép todn cong va nhan thyc hién trén ting
thanh phan), phép 14y vanh con va dnh dong ciu. Do d6 (2) ciing ding
cho R.
4) N€u R 1a mot vanh tiy y thi R/J(R) 1a vanh nira don nén (2) ding
cho R/J(R). Do d6 v6i moi x4, X, ..., X, € R ta ¢é [Xq, Xa, ..., X,]€ J(R) .
Theo gia thiét thi [x;, Xa, ..., X,]™ = [X], X2, ..., X,], m > 1. T d6 ta suy ra
[X1, X2, ..., Xu] = O (theo tinh chat: x € J(R), ux =u = u=0)

Vay ta dd chiing minh khing dinh trong bd dé (2.2.4) ciing diing
cho mét vanh R tuy y®

T cdc bd dé (2.2.4), (2.2.5) ta c6 thé chiing minh ménh dé
(2.2.3).

Chiting minh ménh dé (2.2.3):

Trudc hét ta xét trudng hdp R khong chita nil ideal khac (0).Theo
bd dé (2.2.5) thi ta di c6 [X,, X2, ..., X,] 12 mdt ddng nhat thiic trén R.

Do R khong chifa nil ideal khic (0) nén theo mémh dé (1.5.3), R
12 mot tdng truc ti€p con cla cdc vanh nguyén td R,. Do tinh giao hodn
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bdo toan qua phép 14y téng truc ti€p va vanh con nén ta chi can ching
minh R, giao hodn, v6i moi a.

N6i cach khéc, ta c6 thé gia st R 12 mot vanh nguyén t& va [x,,
X2, ..., Xn] 12 mOt dong nhat thifc trén R véin > 1.

Néu n > 2 ta s& chitng minh [x;, X», ..., X,.; ] cling 12 mdt ddng nhAt
thac trén R.

Thyc vay, cho Xy, X, .., X,.; € Rtuy y, do

[X1, X2, ..., Xn] = [[X1, X2 ooy Xn1], Xp] = 0 V61 moi X, € R
nén ta c6 [Xy, Xy, .., Xp.1]€ Z =Z(R) . Do d6 moi giao hoén tif cap
n—1 trong R déu thudc Z.

Bay gid, gid st ton tai X, X,, ..., Xp.1 €R sa0 cho a =[x, Xy, ..., Xp.1]# 0
va néu dit b = [X,, Xy, ..., X,»] thi ta cé:
c= [b, bxn—1]=b[b9 Xn—l] = b[ X1s X2y ey Xn—l] = ba

Vi a =[xy, X2, ..., Xp1] # 0, ¢ =[X1, X2, ..., Xp.2,bX,.1] déu 12 giao hodn ti
cap n—1 trong R nén thudc Z, vy tacé c =ba véia,c € Z, a = 0.

Vi daemg thitc nay ta suy ra: a(bx,.;) = (ab)x,.; = (ba)X,.; = cX,.1 =
= Xp-1€ = Xpq(ba) = (X, b)a =
= a(Xn—lb)

hay tuong duong a(bx, — x,.1b) = a[b, x,;] =0. Via # 0 va R 1a mot
vanh nguyén t6 nén khong c¢6 phan tf nao thudc tim ctia R 13 uSc thuc
sy cia 0. Vay tir ding thidc trén ta phdi c6 [b,x,.]= 0 tdc 1a [x, Xo, ...,
Xp.1] = 0, miu thudn véi diéu kién a # 0.

Viy ta di chitng minh dugc ring néu [X;, X,, ..., X,] 12 mot dong
nhat thifc cho R thi [x;, X, .., X,.1] cling 12 mdt dong nhat thitc cho R.
Ti€p tuc qua trinh trén cudi cling ta dudc [x;, X,] phai 12 mot dong nhat
thitc cho R hay [x;, x,] = 0 v6i moi Xy, X, € R nén R giao hodn®

Sau day ta caAn mot sd dinh nghia va bd dé lién quan dén cdc md
rong truong.
DPinh nghia: Cho K 12 mdt mé rong dai s6 clia mot trudng F. Phan ti a
thudc K goi 1a tich dugc trén F néu da thic t6i ti€u cda nd trén F
khong c6 nghiém boi.
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dp(x)
d(x

c6 mot nhan t chung, do d6 mot da thic bat kha qui ¢6 nghiém bdi thi

Nhdn xét: Mot da thic p(x) ¢6 nghiém boi khi va chi khi p(x) va

dp(x
phai cé 7;((%)) la da thac 0. T do ta c6:

1) Né&u F ¢6 dic s6 0 thi diéu nay suy ra p(x) 12 mot da thic hiing, khi
dé moi phan t trong K déu tich dudc trén Z.

. . dp(x _

2) N€u F c6 dac so p thi d(x)) = 0 suy ra p(x) = g(x") v6i g 1a mot da
thitc ndo d6. Khi d6 néu a e K thi tdn tai mot s6 nguyén k sao cho a”
taich dugc trén F. Tuy nhién, trong trudng hgp nay hoan toan c6 kha

ning 12 ciing c6 a? e F. Khi d6 ta c6:

DPinh nghia: Cho K 12 mot md rong dai s6 clia mot trudng F. Gid st
mot phan t& a € K sao cho tdn tai mot s6 nguyén k >0 d€ a* e F thi
ta ndi a la hoan toan khong tach dudc trén F.

Mot mé rong dai s6 K clia F duge goi 1a md rong tich dudc
(tuong ng: hoan toan khong tich dugc) trén F néu moi phan tf clia né
déu tach dudc (twong ng: hoan toan khong tich duge) trén F.

Nhdn xét: Ngudi ta da chiing minh dugc:
Tdp cdc phdn tit trong K hoan toan khong tdch duoc trén F ldp

thanh mot truong con ciia K. Két qud tuong tu ciing diing cho tdp cdc
phan tit tdch duoc trén F.

Bé dé (2.2.6): Cho K la mot truong mé réng ciia truong F, K #F va gid
sit vdi moi a € K déu ton tai mot s6 nguyén n(a) > 0 dé cho a"“ e F.
Khi do:

1) Hodc la K hoan toan khong tdach duoc trén F.
2) Hodc la K ¢6 ddc s6 nguyén té va la dai s6 trén truong nguyén té6 P
clia no.
Chung minh:
Néu K 12 hoan toan khong tiach dudc trén F thi khong c6 gi dé

chirng minh.

Gid sit K khong 1a hoan toan khong tich dudc trén F thi ton tai
mdt phan tira € K, a ¢ F1a tach dugc trén F. Do a" € F nén a la dai s6
va tich dugc trén F nén truong F(a) nhing dudc vao mdt mdG rong
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chuén tic hitu han L cta F. Tinh chuén tic ciia L cho ta mot ty ding
ciu ¢ cda L c6 dinh F sao cho b = ¢(a) # a.

Ta lai c6 b" =p(a)"=p(a") =a" via" e F,trd6 b=va véiv = 1leL
la mo6t cdn bac n cua don vi.

Tuong tu, vi @(a+1) = b+1 va (a+1)"€F nén tdn tai mot phan ti
el sao cho u™ =1 va b+1 = p(a+1) hay va+1 = p(a+1).

Ta lai c6 p # v vi né€u khong thi b+1 = v(a+1) = va + v = b+v mau
thuin véi diéu kién v #1.

ot 1-
Giai lai theo a ta dudc a = £
V- p
Do p va v déu 1a cin clia don vi nén déu dai s§ trén trudng
nguyén t& P va do d6 a dai s6 trén P.

Ta can chitng minh P ¢6 dic sd p # 0.

Pit L, 12 md rong chudn tic hitu han cta P chita a. C4c 1y luan
trén cho a ciing 4p dung dudc cho a+i véi moi s6 nguyén i (vi néu a
1= 4
Vi~ H
vi, 1j déu 13 cin clia don vi va thudc L,. Do d6 néu P ¢é dic s6 0 thi
céc phan tir a+i 12 phan biét va khi d6 L, 12 mot md rong hitu han cia

tach dugc trén F thi a+i cling vay). T d6tacod a+i=

trong do

trudng hitu i lai c6 mot s6 vo han cdc cin clia don vi phan biét 1a diéu
vo ly. Vay P phdi c6 dic s6 p = 0.

Bay gid néu feF thi a+f cling tich dugc trén F nén a+f 13 dai s6
trén P. Nhung a 1a dai s trén P nén suy ra f cling dai s6 trén P. Vay F
dai s& trén P. Nhung K 12 dai s6 trén F nén tir d6 K dai s6 trén P. Bd dé
da dugc chitng minh.

Bé dé (2.2.7): (dinh 1y Jacobson-Noether) Néu D la mét dai sé chia
khong giao hodn va la dai s6 trén tam Z ciia né thi ton tai mot phdn tit
thuéc D, khong thudc Z, la tdach duoc trén Z.

Chtng minh:

Né&u D c6 dic s6 0 thi moi phin tif cia D déu tach dugc trén Z, do
d6 ta xét mot vanh chia D ¢6 dic s6 p # 0.

Né&u khing dinh ctia bd dé 1a sai thi D 12 hoan toan khong tich
dugc trén Z, titc 12 véi moi x € D thi x”" e Z véi mot n(x) > 0 nao dé.
Vaythitdntaia € D, a ¢ Z sao cho a” € Z.
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Goi 6 1a anh xa trén D xdc dinh b3i x6 = xa — ax thi do D ¢6 dac

sO p=0néntacoxd® =xa’—a’x=0via’e Z.

Talaicéa ¢ Znén & # 0, vay néu yd # 0 thi ton tai mdt sd k > 1
sao cho y8* = 0 nhung y3*' # 0.

Pitx = y3"' thidok > 1tacé x = wd=wa— aw.
T x8 = 0 ta suy ra xa — ax = 0, do D 1a mot vanh chia nén ta viét
dudc x = au va x giao hodn vdi a nén u ciing vay.

Do d6 au = wa — aw va ta suy ra:
a=(wa-— aw)u'1 = (Wu'l)a — a(wu'l) =ca—acvdic=wu', tir
diy ta dudcc=1+aca,

Nhung v61 mot t nao do ta lai co c” €Z nén:

t _ t _ t t_ t < t N
c® =(1+aca™)® =1+(aca™)® =1l+ac’a’t=1+c® vi c? €Z. Tu

day din d&€n mau thuin 1a 1 = 0. B§ dé di dudc chitng minhm®

TU hai két qué trén thi Herstein da chitng minh dugc mot dinh 1y
md rong khac cho dinh 1y Jcobson [mén dé (2.1.5)]
Ménh dé (2.2.8): Cho R la mét vanh ¢é tam Z va néu véi moi a € R thi

ton tai mot s6 nguyén n(a) > 0 dé cho a" € Z. Khi dé néu R khong cé
nil ideal thi né giao hodn.

(Hay tuong duong: ideal cdc giao hodn tit cua R phdi la nil)
Chtng minh:
Trudc hét ta chitng minh két qué cho mdt vanh chia.

N&u R 12 mot vanh chia thi do a"® € Z véi moi a € R nén R dai
s6 trén Z. Theo bd dé (2.2.7) thi, hoic R giao hodn, hoic tdn tai mot
phin tir a ¢ Z tdch dugc trén Z. N&u kh3 niing sau x4y ra thi trudng
Z(a) khong 12 hoan toan khong tich dugc trén Z va thda cdc gid thiét
ctia bd dé (2.2.6) nén ta suy ra Z(a), va do d6 Z, 1a dai sso trén trudng
nguyén t& P véi dic s6 p = 0.

Vay néu x € R thi vi x dai s6 trén Z nén ciing dai sd trén P. Piéu
nay cho thdy P(x) 12 mot trudng hitu han. Tir d6 x™ = x v6i m(x) > 1
nao dé. Vay theo dinh 1y Jacobson [ménh dé (2.1.5)] thi R giao ho4n.

Bay giG ta xét trudng hgp R 12 mot vanh nguyén thiy. Khi do,

hodc R 1a mot vanh chia D, hodc v4i mot k > 1 nao d6 thi D 1a 4nh
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dong ciu clia mdt vanh con ciia R. V6i khd ning sau, trong Dy ta xét
phan tif x:

= e,
0 0 .. 0

thi ta ¢6 x™ = x v6i moi m v4Gi x khong thudc tdm cua Dy, mau thuin
véi diéu kién Dy k€ thira tinh chat néu trong gid thié€t cho R. Vay R
phai 1a mot vanh chia nén né giao hodn theo ching minh trén.

Trong phan con lai clia phép chitng minh 1& ra ta phdi chitng minh
cho trudng hgp R 1a vanh nita don, nhung nhim dat dudc mot két qua
sau hon ta s& chuyén sang mdt huéng khic.

Bay gid gid st R 1a mot vanh khong c6 nil ideal khédc (0) va thda
diéu kién v6i moi a € R thi tdn tai n(a) > 0 thda a"® e Z.

Theo ménh dé (1.5.3) va chd thich sau dé thi ta c¢6 thé biéu dién
R thinh mdt tong truc ti€p con cdc vanh nguyén td R, va c6 tinh chat:
Vi mbi R,, déu tén tai mot phan tit khéng liy linh x,, € R, sao cho vdi
moi ideal khdc (0) U, c R, thi x,"Y € U, vdi m(U) > 0 nao do.

Vi 12 4nh ddng cdu cda R nén R, thda gij thi€t a"® e Z. Vay dé
chitng minh ménh dé ta chi can chitng minh cho R,

N6i cdch khéc, ta c6 thé gid st R 1a mot vanh nguyén td théa diéu
kién a"® € Z va c6 thém tinh chét 13 tdn tai mot phan t& khong liy
linh b € R sao cho v61 moi1 ideal U # (0) trong R thi ™Y e U,

Do b"™ = ¢ e Z ciing khong liiy linh va céc liy thita ciia né di
chuyén quanh céc ideal khdc (0) cia R nén ta c6 thé gia thi€t ngay
chinh b € Z. Mit khéc, vi R 12 vanh nguyén t& nén khong c6 phin tir
nao thudc Z la uéc cia 0 trong R.

batR = {(r,z)/ r e R, z# 0, z € Z} va trong R ta dinh nghia
quan hé xdc dinh bdi : (r;, z;)~ (12, 2o) néu 1,2, = 1,7, thi day 12 mot
quan hé tuong duong. Pit R” 1a tip céc 16p tuong duong va ky hiéu
[r,z] 1a 16p tuong duong cda (r, z), ta dinh nghia cdc phép todn cdng va
nhan trong R nhu sau:

[r1, 21]+ [12, 5] = [1122+1224, 1117]
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[r1, z1][r2, Z2] = [1112, 2125]
Do cdc phan tif cia Z khong 12 u6c cla O trong R nén cic phép
todn nay dugc dinh nghia t6t va R 1a mot vanh. Hon nita 4nh xa bién r
e R thanh [r, z] € R 12 mot phép nhing R vao R". Sau cing, tim cda
R 14Z ={(r,z)/r € Z} va suy ra ngay Z 13 mot trudng.

Ngoai ra, néu [r, z]eR" thi [r, z]"® = [r"?, z]"” € Z" nén R’ ciing

k€& thira tinh chit trong gia thi€t cho R. Tuy nhién R’ lai 12 mot vanh
don vi néu U” # (0) 1a mot ideal clia R va dit U= {r e R/[r,z]e U, z
e Z} thi U # (0) 1a mot ideal ctia R nén b™ € U. Ma 0 =b™" € Z (vi
b khong liiy linh va b € Z) nén tir d6 ta suy ra U™ chita mot phan ¥
khédc 0 ctia Z'. Mit khéc, vi Z* 12 mOt trudng nén ta dudec Z* = R". Vay
ta da chitng minh dugc R” 12 mot vanh don.

La mot vanh don va ¢6 don vi nén R 13 vanh nguyén thiy va do
dé phdi giao hodn theo chiing minh trén. Ménh dé da dudc ching
minh.

Nhdn xeét:

Ménh dé nay thuc sy 124 mot mé rong clia dinh 1y Jacobson [ménh
dé (2.1.5)] vi néu R 12 mét vanh théa x"™ = x, n(x) > 1 thi R khong c¢6
chita phan t lily linh khac O nén ciing khong c6 nil ideal khéc (0).

Mt khdc, né€u e 12 mot phan ti liiy ding trong R thi v6i moi xeR,
biing phép tinh don gidn ta c6: (xe — exe)” = 0 = (ex — exe)” va suy ra
xe — exe = ex — exe = 0 (vi R khong chita phan ti¥ Iiiy linh kh4c 0). Tir
d6 thi xe = ex. VAy moi lily ding trong R déu thudc tam.

Do d6, néu a"® = a, n(a) > 1 thi e = a"®' 1a mot liy ding va theo

chting minh trén ta suy ra a"®"' e Z.
Viy cdc gia thi€t cia ménh dé (2.2.8) déu dudc thdéa man nén R
giao hodn.

Tiép theo, ta xét thém mot trudng hdp md rong hon nita cia
ménh dé vira roi, cdc phan chitng minh di dudc trinh bay trong luin
vin thac si khoa hoc ctia Phan Trudng Linh — tp H6 Chi Minh 2001.
Ménh dé (2.2.9): Cho R la mét vanh nita don théa diéu kién:

(1) Vx,y e R, Im = m(x,y), In = n(x,y) (m, n > 0) dé cho [x", y"]=0
thi R giao hodn.
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Ta cin nhic lai mot khdi niém va sé ding hai b6 dé sau dé ching
minh ménh dé (2.2.9):

DPinh nghia: Cho R la mét vanh tity ¥, phdn tit x € R duoc goi la tua
chinh qui phdi néu ton tai mot phan tit x’ € R sao cho x + x’ + xx’ = 0.
Khi do x’ duoc goi la twa nghich ddo phdi cua x.

Bé dé (2.2.10): Cho R la mét vanh cé don vi 1 va théa diéu kién (1).
Néux, y € R sao cho x va (I + x’)y deu la tua chinh qui thi ton tai mot k
=k(x,y)>0 dé cho:

(2) [ V(142 )y (14x°) [x, y'] = 0

trong dé [x, ¥'] la giao hodn tit cdp hai ciia cde phdn tit x va y*.

Bé dé (2.2.11): Néu D la mét vanh chia théa diéu kién (1) thi vdi moi x,
y thudc D déu ton tai mot sé nguyén k = k(x, y) >0 dé cho [x, y] = 0.

Véi cic bd dé vira thi€t 1ap ta dd c6 thé chiing minh ménh dé
(2.2.9).

Chting minh ménh dé (2.2.9):

1) N&u R 12 mdt vanh chia thda diéu kién (1), khi d6 vdia, b € Rtuy y
ta xét vanh con R, sinh bdi a va b.

Theo b8 dé (2.2.11) thi véi moi x € R;( R, « R 13 mot vanh
chia) déu ton tai cdc sd nguyén m, n > 0 d€ cho [a, x™]=0 va [b, x"]=0.
Néu 14y k 12 boi chung nhd nhdt cia m va n thi k > Ova x* giao hodn
dudc v6i ci a va b. Vay x* € Z(R)).

Mit khédc, do R 1a vanh chia nén R, khong cé phan ti liiy linh
khidc 0 va do d6 ciing khong chita nil ideal khic (0). Pén day ta thay
cic diéu kién ctia ménh dé (2.2.8) déu dugc théa min cho R; nén R,
giao hodn. Tuc la ta c6 ab = ba, suy ra R giao hodn.

2) Né&u R 12 mot vanh nguyén thiy thi theo ménh dé (1.4.3), hoic R 1a
mdt vanh chia D, hoic c6 mot k > 1 @€ Dy 12 4nh ddng ciu clia mot

vanh con nao d6 cua R.

Néu trudng hop thit hai xdy ra thi dé thdy Dy ciing k& thira tinh
chat néu trong gid thi€t cho R vi tinh chit nay bdo toan qua phép 14y
vanh con va dnh dong ciu. Khi d6, trong Dy ta xét cdc phan ti:
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10 ...0 0
00 .. 0 .

X = =ejpvay= =enten
0 0 0 0 0O 0

thi v6i moi m, n>ota céd x" =x, y" =y nén [x", y"] =[x, y] = e;» # 0,
mau thudn véi diéu kién Dy thda gid thi€t. Vay R phii 12 mot vanh
chia nén R giao hodn.

3) Néu R 12 mot vanh nita don thi theo ménh dé (1.5.3), R ding ciu
vdi mot tdng truc ti€p con clia cdc vanh nguyén thiiy R,. Ma mdi vanh
nguyén thiy R, 13 4nh ddng ciu cda R nén k& thira diéu kién cta gid
thi€t, vay theo 2) né phdi giao hodn. Tl d6 suy ra R ciing giao hodn va
ménh dé da dugc chiing minh®

§3. MOT HUONG TIEP TUC MO RONG CUA
PINH LY JACOBSON

Gia su trong vanh R nita don, khong giao hodn c6 f(xi, X,,..., X,) 1a
mdt dong nhat thic da thic, gid st c6 cdc sd nguyén ki, ks, ..., k, (16n
hon 0, phu thudc x;, Xy, ..., X, ) thda diéu kién f(x}*,x5?,...,x*) =0 thi
liéu c6 thé c6 f(xy, Xa, ..., X,) = 0 hay khong?

Trong trong luin vin thac si khoa hoc ctia Phan Trugng Linh — tp
HO Chi Minh 2001 tdc gid da gidi quyét cho trudng hop f(x;, x;) =
[x1,X,], trong ludn vdan nay muc dich ctia ching t6i 1a xét trudng hgp
f(x1, X2, X3) = [[X1,X2], X3]

Ménh dé (2.3.1): Néu R la vanh nita don cé ddc s6'p #0 va théa diéu

kién : (1) Vx, v,z eR Im=m(x,y, 2)>0 n=n(xy z) >0,
[=1(x, 2)>0: [[x" ¥'],Z] = 0 thi R la vanh giao hodn.

Chtng minh:
1) Xét truong hgp R 1a mot vanh chia:

Chon z =y, theo gié thi€t ta luon tim dugc m, n thda [[x™, y"], y"]= 0.
Ta ching minh cong thic sau :

k
[Xm’ yn, yn’m’ yn] — Z(_1)1cLy1nme(k—1)n
%r_/ i=0
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klany" k> 1
Khi k = 2:
12 (Y 0y )
=Xy -YyXy-y X y Ty X
= x"y"= 2y"x"y" + y>'x"
Gia sir cong thic da ding véi k, ta chiing minh cong thdc ding véi k+1:
X"y Y YLy T = X7y Y ¥y = Y IXT ¥ Y ¥
klany"
—(xMykn_ CL yigmyeDn, ()il oit yEDngmyteirn o pyii yingmydein
o (1) RIXMY  yR(myR oLy eDn e gyl i l)n Ky (it Dn
+H=D'CL y™x™y* " 4 4(-1)y*x™)

=C§+1 me(k+1)n+ +( 1) Ck+ly1nxmy(k 1+1)n+ +( 1)k+1 (k+1)n m
— Z(_l)lci(ym my —i)n

Ta da chitng minh xong cong thic.

e N&u diic s6 p = 2 thi:
[[Xm,yn],yn] — me2n_ 2ynxmyn + y2nxm — me2n_ y2nxm — [Xm, y2n] ma
[[x"™, y"], y"]= 0 nén [x", y*"] =0

Trudce khi xét trudng hdp p > 2 ta chi'ng minh mot két qua phu
nhu sau: “néu p 1a s6 nguyén t6 thi C,: p (v6i 1<i<p-1)”

Gid strp 12 s6 nguyén t6 ta co :

C = =p vil 1<1< p— 1
P ll(p i)! 1|(p ( )

Vi C‘ 12 s& ty nhién nenp(p—l)' Sil(p-1)!

Vi p 12 s& nguyén t6 nén UCLN(p, i!(p—-1)!) =1
Do d6 (p—1)! i il(p-1)! nén C}: p (v6i I<i<p-1)

e Né&u diic s6 p > 2 thi vi p nguyén t6 nén C;f p (v6i 1<i<p-1) va p 18.

P

DO dé [Xm’ yn, yn’m, y Z 1 ;)ymxmy _ menp _ ynPXm
%r—/ i=0
plany"

= [x", y?]=0.
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Vay, ta luon c6 [x™, y™] = 0 nén theo ménh dé (2.2.9) R 12 vanh giao
hoéan.

2) Xét trudng hgp R 1a mdt vinh nguyén thiy: theo ménh dé (1.4.3),
hodc R 1a mdt vanh chia D, hodc ¢c6 mot k > 1 d€ Dy 1a dnh dong ciu
cua mdt vanh con nao d6 cua R.

Néu trudng hop thit hai xdy ra thi dé thdy Dy ciing k& thira tinh
chit néu trong gid thi€t cho R vi tinh chit nay bdo toan qua phép 14y
vanh con va dnh dong ciu. Khi d6, trong Dy ta xét cdc phan ti:

10 ...0 110 ..0
00 .. 0 . 00 0 .. 0

X = =ejpvay= =enten
00 .. 0 00 0 .. 0

thi véi moim, n>otacd x" =x;y" =ynén [[x", y"], y"] =[[x, y], y] =
—e, # 0 mau thudn vé6i diéu kién Dy thda gid thi€t. Vay R phai 12 mot
vanh chia nén R giao hodn.

3) Xét trudng hop R 12 modt vinh nita don: theo ménh dé (1.5.4), R
ding cAu vdi mot tdng tryc ti€p con clia cdc vanh nguyén thiiy R,. Ma
mdi vanh nguyén thiy R, 12 4nh dong ciu ctia R nén k& thira diéu kién
cla gid thi€t, vay theo 2) né phai giao hodn. Tir d6 suy ra R ciing giao
hodn va ménh dé da dugc chiing minh®

Ménh dé (2.3.2): Néu R la vanh nita don cé ddc s6'p = 0 va théa diéu

kién : (1) Vx, v,z eR Im=m(x,y, 2)>0 n=n(xy z) >0,
[=1(x,y 2)>0: [[x" ¥'],Z] = 0 thi R la vanh giao hodn.

Ta nhic lai mot khdi niém va sé& dung hai b6 dé sau d€ ching
minh ménh dé (2.3.2):

Dinh nghia: Cho R la m{t vanh tuy y, dnh xa d: R —— >R (R xem
la nhém cong) goi la todn tit vi phdn néu d(ab) = d(a)b + ad(b) vdi moi
a, b eR.

Néu R 1a dai s6 trén trudng F thi d c6 thém tinh chit: d(ax) = ad(x)
v6i moi X € R, moi a € F.

Bé dé (2.3.3): Cho R la mdt vanh c¢é ddc s6°0, d la todn tit vi phdn trén
R. Néu d’(z) = 0 thi d'(z) = k!d(z) véiz € R, k > 1.

Ching minh:
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e Khik=1:d'(z)=1!d(z)".
e Gi4 st dd c¢6 d“(z) = k!d(2)" ta ching minh d**'(z) = (k+1)!d(z)**"'
Ta c6: d'(z) = d(d"(2)) = d(k!d(2)") = k!d(d(z)")
Tinh A = d(d(2)"):
A =dd(2)"".d(2))
= d(d(z2)"".d(z) + d(2)*".d(d(z))
= d(d(z)".d(z) + d2)"". d*(2)

_ [d¥ (@) k-1 2
= d[(k_l)!}d(z) + 2d(z)". d(z)

(vi d'(2) = (k—=1)!d(z)"" theo gié thi€t qui nap)

_ 1 Kl k+1
= d(d**(2)).d(z) + 2d(z)

21
(k —1)!

(Vi 2d(z)*'=d(2)". d*(z) = d(2)*"'.0 = 0 nén d(z)*"' = 2d(z)**'= 0)

d“(z). d(z) + d(2)*"!

1 Kk k+1
-~ k!
T k!d(z)". d(z) + d(z)

-k d(Z)k+1 + d(Z)k+1
= (k +1) d(2)**"!

Do d6: d“*'(z) =k!A =k! (k +1) d(2)*"' = (k +1)!d(z)*"" , ta chiing minh
xong ménh dé.

Bé dé (2.3.4): Cho R la mét vanh cé dic sé 0, néu R théa diéu kién :
(1) Vx, v,z eR Im=mx y 2) >0 n=nxy z)>0,
I =1xy, z)>0: [[X" y"],zl] = 0 thi ton tai cdc s6 nguyén a, b sao cho
[x° ¥°] lidy linh.

Chtng minh:

Xét ba phan ti¥ x, y, y theo diéu kién (1) ta c6 cdc s6 nguyén m, n sao
cho [[x", y"], y"] = 0.

Xét ba phan tir x™, y, y theo diéu kién (1) ta c6 cdc s6 nguyén m, t sao
cho [[x™™, y'], y'] = 0.

GV hudng dan: PGS — TS Bui Tudng Tri HV: Pinh Quéc Huy



Luan vin Thac si Todn: Mt huéng tiép tuc mé rong ciia dinh Iy Jacobson trang 32

Xét toan t& d(u) = uy™ — y™u = [u, y"]ta ¢6 d 12 todn t vi phan, that
vay:

d(uv) = [uv, y"] = uvy™ — y"uv

dw)v + ud(v) =[u, y"Iv +ulv, y"] = (uy” —y"u)v + u(vy" —y"v) =
=uy"v — y"uv + uvy” — uy"v = uvy" — y"uv

= d(uv) =d(u)v + ud(v)
Véiu=x", ta tinh d*(u):

d*(u) = d(d(u)) = d([u, y™) = [[u, y"1, y"1 = [[x™, y"], y"] theo trén ta
c6 d*(u) = 0.

Theo bd dé (2.3.3) ta ¢6 d*(u) = (2r)!d(u)*. Vi d*(u) = 0 nén d*(u) =0
do d6 (2r)!d(u)** =0 = d(u)* = 0 (do vanh c6 dic s6 0)

= [u,y""=0=[x" y"*"=0

= [x"™, y"]1a phan t ldy linh.
Ta da chitng minh xong bS dé. Biy gid ta chitng minh ménh dé (2.3.2)
Chiting minh ménh dé (2.3.2):

Theo bd dé (2.3.4) trong vanh R nira don véi moi phan ti x, y bao
gid cling tim dudc cdc s6 nguyén m, n sao cho [x™, y"] 1a phan t liy
linh. Vi R 12 vanh nita don nén [x", y"] = 0, do d6 theo ménh dé (2.2.9)
R 1a vanh giao hodn®

Véi hai ménh dé (2.3.1), (2.3.2) ta da chitng minh dudc:

Néu R la vanh nita don théa diéu kién:

Vx,vyzeR Im=m(x,y, 2)>0, n=n(x,y, z)>0,1=I[x,y,
2)>0 : [[x" ¥"],Z'] = 0 thi R la vanh giao hodn.

va do d6 muc dich ma chiing tdi dit ra ban dau da dat dudc:
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KET LUAN

— %% ______

' I |rong ludn vian nay ching t6i da néu mot vai mG rong cho mot dinh
s A Re oA A A LN e A N N
1y rat noi ti€ng cta Jacobson vé dieu kién dé€ mot vanh trG thanh
mot vanh giao hodn.

Phén 1: luan vin trinh bay cdc khdi niém co ban vé vanh, modul,
céc 16p vanh dic bi€t va quan hé giita cac 16p vanh.

Phéan 2: ludn vin trinh bay dinh 1y Jacobson, mot vai két qua vé
md rong dinh 1y Jacobson. Cdc két qud nay 1a dudc tim thdy do
Herstein, ngoai ra luan vin ciing dya trén cdc két qua da dugc néu
trong luan vin thac si khoa hoc clia Phan Trudng Linh — tp H6 Chi
Minh 2001. Dya trén cdc két qud d6 luan vin da néu ra mot hudng tiép
tuc mé rong dinh 1y Jacobson.

Lé ra két luan cudi cing nén vuong t6i trudng hop R 12 mot vanh
khong c6 nil ideal khédc (0), nhung do thdi gian han hep va kha niang c6
han nén ching t61 da khong thuc hién dugc va xin hen mét dip khac.

Luan vin chic vAn con thi€u sét, mong quy thay cb va cdc ban
ddng hoc sin long gép y dé ching tdi c6 dip hoc hdi thém. Xin chin
thanh cam on.

Thanh phd H6 Chi Minh, thang 11 nim 2001

PINH QUOC HUY
(Hoc vién Cao hoc khéa 9/1998
Trudng Bai Hoc Su Pham — tp HCM)

GV hudng dan: PGS — TS Bui Tudng Tri HV: Pinh Quéc Huy



Luan vin Thac si Todn: Mt huéng tiép tuc mé rong ciia dinh Iy Jacobson trang 34

TAI LIEU THAM KHAO

1) LN. Herstein, NONCOMMUTATIVE RINGS,
The Mathematical Association of America, 1968.
2) S. Lang, DAI SO,
Nha xuit ban Pai hoc va trung hoc chuyén nghiép — 1978.
3) N6 Thic Lanh, DAI SO (gido trinh sau dai hoc),
Nha xuit ban Gido duc — 1985.
4) Phan Trudng Linh, Luin vin thac si khoa hoc chuyén nganh dai s6
va 1y thuyét s6— tp H6 Chi Minh 2001.

— £ ———

GV hudng dan: PGS — TS Bui Tudng Tri HV: Pinh Quéc Huy



