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Phaàn 1:  
KIEÁN THÖÙC CÔ BAÛN 

 

§1. VAØNH & MODUL 

 Trong luaän vaên naøy, neáu khoâng noùi gì theâm, caùc vaønh ñöôïc xeùt 
ñeàu thuoäc lôùp vaønh ñôn giaûn nhaát: khoâng giao hoaùn vaø khoâng nhaát 
thieát chöùa ñôn vò 

Ñònh nghóa: Vaønh laø moät nhoùm coäng Abel R cuøng vôùi moät pheùp nhaân coù 
tính keát hôïp, phaân phoái hai phía ñoái vôùi pheùp coäng. 

Caùc khaùi nieäm vaønh con, ideal moät phía (traùi hoaëc phaûi) ñöôïc 
hieåu nhö bình thöôøng; ideal hai phía goïi taét laø ideal. 

Caùc khaùi nieäm ñoàng caáu, ñaúng caáu vaø caùc ñònh lyù ñaúng caáu ñöôïc 
xem laø ñaõ bieát. 

Caùc modul treân moät vaønh R (hoaëc R-modul) ñöôïc xem laø taùc 
ñoäng beân phaûi. 

Ñònh nghóa: Moät R-modul laø moät nhoùm coäng Abel M cuøng vôùi moät taùc 
ñoäng ngoaøi töø R vaøo M (töùc laø moät aùnh xaï töø M×R vaøo M bieán caëp (m,r) 
thaønh mr ∈ M) sao cho: 

1) m(a + b) = ma + mb 

2) (m + n)a = ma + na 

3) (ma)b = m(ab) 

vôùi moïi m, n ∈ M vaø moïi a, b ∈ R. 
Ñònh nghóa: Moät R-modul M ñöôïc goïi laø trung thaønh neáu Mr = (0) keùo 
theo r = 0. 
       Ta coù theå ñaëc tröng moät R-modul trung thaønh qua khaùi nieäm sau: 
Ñònh nghóa: Cho M laø moät R-modul thì ta goïi caùi linh hoùa cuûa M laø: 
A(M) = {r ∈ R/ Mr = (0)} 
         Khi ñoù ta coù: R-modul M laø trung thaønh khi vaø chæ khi A(M) = (0). 
Meänh ñeà (1.1.1):  A(M) laø moät ideal cuûa R vaø M laø moät R/A(M)-modul 
trung thaønh. 
 Baây giôø cho M laø moät R-modul, goïi E(M) laø taäp taát caû caùc töï 
ñoàng caáu cuûa nhoùm coäng M thì E(M) laø moät vaønh theo caùc pheùp toaùn 
töï nhieân. 
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 Vôùi moãi a ∈ R ta ñònh nghóa moät aùnh xaï Ta: M ——–––––> M xaùc 
ñònh bôûi mTa = ma, ∀m ∈ M, do M laø moät R-modul neân Ta laø moät töï 
ñoàng caáu cuûa nhoùm coäng M. Vaäy ta coù Ta ∈ E(M). 
 Xeùt ϕ : R ——–––––> E(M) xaùc ñònh bôûi aϕ = Ta thì ϕ laø moät 
ñoàng caáu vaønh vaø Kerϕ = A(M) neân ta coù:      
Meänh ñeà (1.1.2):  R/A(M) ñaúng caáu vôùi moät vaønh con cuûa E(M). 
 Noùi rieâng, neáu M laø moät R-modul trung thaønh thì ta coù 
A(M)=(0). Khi ñoù coù theå xem R nhö moät vaønh con cuûa vaønh caùc töï 
ñoàng caáu nhoùm coäng cuûa M hay R laø moät vaønh caùc töï ñoàng caáu nhoùm 
coäng naøo ñoù cuûa M. 
 Baây giôø ta tìm caùc phaàn töû cuûa E(M) giao hoaùn vôùi moïi Ta khi a 
chaïy khaép R.  
Ñònh nghóa:  Ta goïi caùi taâm hoùa cuûa R treân M laø taäp: 

C(M) = {ψ ∈ E(M) / Taψ = ψTa, ∀ a ∈ R} 
Meänh ñeà (1.1.3):  C(M) laø moät vaønh con cuûa E(M) vaø chính laø vaønh caùc 
töï ñoàng caáu R-modul cuûa M. 
Ñònh nghóa:  M ñöôïc goïi laø moät R-modul baát khaû qui neáu MR ≠ (0) vaø 
M chæ coù hai modul con laø (0) vaø chính M. 
 Keát quaû sau laø neàn taûng cho nhieàu phaùt trieån môùi trong lyù thuyeát 
vaønh: 
Meänh ñeà (1.1.4): (boå ñeà Schur) Neáu M  laø moät R-modul baát khaû qui thì 
C(M) laø moät vaønh chia. 
  (vaønh chia coøn goïi laø theå) 
 Sau ñaây ta seõ moâ taû baûn chaát caùc R-modul baát khaû qui. 
Meänh ñeà (1.1.5):  Neáu M  laø moät R-modul baát khaû qui thì M ñaúng caáu 
vôùi R/ρ nhö moät R-modul vôùi ρ laø moät ideal phaûi toái ñaïi cuûa R vaø coù tính 
chaát laø toàn taïi moät phaàn töû a ∈ R sao cho x –ax ∈ ρ vôùi moïi x ∈ R. Ñaûo 
laïi, vôùi moãi ideal phaûi toái ñaïi ρ cuûa R thoûa tính chaát treân thì R/ρ laø moät 
R-modul baát khaû qui. 
Ñònh nghóa:  Moät ideal phaûi ρ cuûa R thoûa caùc tính chaát neâu trong meänh 
ñeà (1.1.5) ñöôïc goïi laø moät ideal phaûi toái ñaïi chính qui cuûa R. 
 Neáu R coù ñôn vò thì moïi ideal phaûi cuûa noù ñeàu chính qui vì ñôn 
vò (traùi) cuûa R ñoùng vai troø cuûa a. Töø ñònh nghóa naøy, ta coù: 
 M laø moät R-modul baát khaû qui khi vaø chæ khi M ñaúng caáu vôùi R/ρ 
nhö moät R-modul vôùi ρ laø moät ideal phaûi toái ñaïi chính qui cuûa R. 
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§2. CAÊN JACOBSON 

Ñònh nghóa: Caên Jacobson cuûa R, kyù hieäu J(R), laø taäp hôïp taát caû caùc 
phaàn töû cuûa R linh hoùa moïi R-modul baát khaû qui. 

 Neáu R khoâng coù modul baát khaû qui thì ta ñaët J(R) = R. 

Nhaän xeùt 

 1) Trong luaän vaên naøy chuùng ta chæ xeùt caùc caên Jacobson cuûa R 
vaø goïi taét laø caên cuûa R. 

 2) Vì J(R) = ∩A(M) vôùi phaàn giao laáy treân moïi R-modul baát khaû 
qui M, maø caùc A(M) ñeàu laø ideal hai phía cuûa R neân J(R) cuõng laø moät 
ideal hai phía cuûa R. 

 3) Ñeå thaät chính xaùc ta caàn noùi roõ J(R) laø caên phaûi cuûa R vì noù 
ñöôïc ñònh nghóa döïa vaøo caùc R-modul phaûi. Ta cuõng coù theå ñònh nghóa 
töông töï cho caên traùi cuûa R. Tuy nhieân hai khaùi nieäm naøy thöïc ra laø 
truøng nhau, vì vaäy khoâng caàn nhaán maïnh thuaät ngöõ traùi hoaëc phaûi. 

 Sau ñaây laø moät soá ñaëêc tröng khaùc cuûa caên Jacobson: 

Ñònh nghóa: Cho ρ laø moät ideal phaûi cuûa R thì ta ñònh nghóa: 

(ρ:R) = {x ∈ R / Rx = ρ} 

 Khi ρ laø moät ideal phaûi toái ñaïi chính qui cuûa R vaø neáu ñaët M=R/ρ 
thì A(M) = (ρ:R) vaø laø ideal hai phía lôùn nhaát cuûa R chöùa trong ρ. Vaäy 
ta coù: 

Meänh ñeà (1.2.1):  J(R) = ∩ (ρ:R) vôùi ρ chaïy qua moïi ideal phaûi toái ñaïi 
chính qui cuûa R vaø (ρ:R) laø ideal hai phía lôùn nhaát cuûa R chöùa trong ρ. 

 Ngoaøi ra ta coøn coù: 

Meänh ñeà (1.2.2):  J(R) = ∩ ρ vôùi ρ chaïy qua moïi ideal phaûi toái ñaïi 
chính qui cuûa R. 

 Cuoái cuøng laø moät ñaëc tröng treân caùc phaàn töû cuûa J(R): 

Ñònh nghóa:   

 1) Moät phaàn töû a ∈ R ñöôïc goïi laø töïa chính qui phaûi neáu toàn taïi 
moät phaàn töû a’∈ R sao cho a+a’+aa’ = 0. Ta goïi a’ laø töïa nghòch ñaûo 
phaûi cuûa a. 

 2) Ta noùi moät ideal phaûi cuûa R laø töïa chính qui phaûi neáu moïi phaàn 
töû cuûa noùñeàu laø töïa chính qui phaûi. 

                                                                                                                                                        .                                  
GV höôùng daãn: PGS – TS Buøi Töôøng Trí                                                  HV: Ñinh Quoác Huy 



Luaän vaên Thaïc só Toaùn: Moät höôùng tieáp tuïc môû roäng cuûa ñònh lyù Jacobson              trang   4 
.                                                                                                                                                       . 

 Töø khaùi nieäm naøy, ta coù: 

Meänh ñeà (1.2.3):  J(R) laø moät ideal phaûi töïa chính qui phaûi cuûa R vaø 
chöùa moïi ideal phaûi töïa chính qui phaûi cuûa R 

[hay: J(R) laø ideal phaûi töïa chính qui phaûi toái ñaïi duy nhaát cuûa R] 

Nhaän xeùt: 

 1) Neáu a ∈ J(R) thì luoân toàn taïi a’ vaø cuõng coù a’∈ J(R). 

 2) Neáu R coù ñôn vò 1 thì phaàn töû a ∈ R laø töïa chính qui phaûi khi 
vaø chæ khi 1+a khaû nghòch phaûi trong R. 

 3) Ta cuõng coù theå ñònh nghóa töông töï cho phaàn töû töïa chính qui 
traùi trong R. 

 4) Neáu moät phaàn töû a ∈ R ñoàng thôøi laø töïa chính qui traùi vaø phaûi 
thì caùc töïa nghòch ñaûo traùi vaø phaûi cuûa a laø truøng nhau. 

 Trong moät soá tröông hôïp, moät ideal phaûi coù theå ñöôïc chöùng minh 
laø töïa chính qui baèng caùch chæ roõ caùc töïa nghòch ñaûo phaûi cuûa caùc phaàn 
töû trong noù.    

Ñònh nghóa:   

 1) Moät phaàn töû a ∈ R ñöôïc goïi laø luõy linh neáu an= 0 vôùi moät soá töï 
nhieân n naøo ñoù. 

 2) Moät ideal phaûi (traùi, hai phía) ρ cuûa R laø nil neáu moïi phaàn töû 
cuûa noù ñeàu luõy linh. 

 3) Moät ideal phaûi (traùi, hai phía) ρ cuûa R laø luõy linh neáu toàn taïi soá 
töï nhieân m sao cho a1a2…am= 0 vôùi moïi a1, a2,… ,am ∈ ρ. 

Nhaän xeùt:   

 1) Neáu I, J laø hai ideal phaûi (traùi, hai phía) cuûa R, ta kyù hieäu IJ laø 
nhoùm con coäng cuûa R sinh bôûi taát caû caùc tích ab vôùi a ∈ I, b ∈ J. Khi ñoù 
IJ laø moät ideal phaûi (traùi, hai phía) cuûa R. 

 Baèng qui naïp ta cuõng ñònh nghóa I1=I vaø In = In-1I vôùi moïi n>1. 
Khi ñoù ta coù:  

 Moät ideal phaûi ρ cuûa R laø luõy linh khi vaø chæ khi ρm = (0) vôùi moät 
soá töï nhieân m naøo ñoù. 

 2) Trong khi moïi ideal phaûi luõy linh ñeàu laø nil thì coù nhöõng nil 
ideal khoâng nhaát thieát laø luõy linh. 
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 3) Giaû söû am = 0 vaø ñaët b = –a + a2 – a3 + … + (-1)m-1 am-1 thì baèng 
pheùp tính ñôn giaûn ta suy ra a+b+ab = 0.Vaäy moïi phaàn töû luõy linh trong 
R ñeàu laø töïa chính qui phaûi neân ta coù: 

 Moïi nil ideal phaûi trong R ñeàu laø töïa chính qui phaûi. 

 Do ñoù theo meänh ñeà (1.2.3) ta cuõng coù: 

Meänh ñeà(1.2.4): Moïi nil ideal phaûi hoaëc traùi cuûa R ñeàu chöùa trong 
J(R). 

 Baây giôø ta xeùt moät lôùp vaønh ñaëc bieät 

Ñònh nghóa: Moät vaønh R ñöôïc goïi laø nöûa ñôn neáu J(R) = (0) 

 Meänh ñeà sau noùi leân lôïi ích thöïc söï cuûa caên Jacobson: 

Meänh ñeà(1.2.5): Vôùi moïi vaønh R thì R/J(R) laø moät vaønh nöûa ñôn. 

[töùc laø J(R/J(R)) = (0) vôùi moïi vaønh R] 

 Veà caùc baát bieán cuûa caên Jacobson ta cuõng coù: 

Meänh ñeà(1.2.6): Neáu A laø moät ideal cuûa R thì J(A) = A ∩ J(R) . 

Heä quaû: Neáu R nöûa ñôn thì moïi ideal cuûa R cuõng vaäy. 

Chuù yù:  Keát quaû treân laø sai neáu ta chæ giaû thieát A laø ideal moät phía. 

 Baây giôø neáu R laø moät vaønh vaø kyù hieäu Rm laø vaønh taát caû caùc ma 
traän caáp m×m vôùi caùc heä töû thuoäc R thì ta coù: 

Meänh ñeà(1.2.7):              J(Rm) = J(R)m . 
 

§3. VAØNH ARTIN NÖÛA ÑÔN 

Ñònh nghóa:  Moät vaønh ñöôïc goïi laø Artin phaûi neáu moïi taäp khoâng roãng 
caùc ideal phaûi ñeàu coù chöùa phaàn töû toái tieåu. 

 Ta thöôøng boû qua chöõ “phaûi” vaø noùi goïn laø vaønh Artin. Caùc vaønh 
Artin coøn coù theå ñöôïc ñònh nghóa töông ñöông thoâng qua caùc daây 
chuyeàn giaûm. 

 Moät vaønh R laø Artin khi vaø chæ khi moïi daây chuyeàn giaûm caùc ideal 
phaûi cuûa R: ρ1 ⊃ ρ2⊃ …⊃ ρm⊃ … ñeàu phaûi döøng.[Töùc laø keå töø moät luùc 
naøo ñoù ta coù moïi ρi ñeàu baèng nhau]    

 Vôùi caùc vaønh Artin thì caên cuûa noù raát ñaët bieät: 
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Meänh ñeà (1.3.1):  Neáu R laø moät vaønh Artin thì J(R) laø moät ideal luõy 
linh. 

Heä quaû:  Neáu R laø moät vaønh Artin thì moïi nil ideal (phaûi, traùi hoaëc hai 
phía) cuûa R ñeàu luõy linh. 

Ñònh nghóa:  Moät phaàn töû e ≠ 0 trong R ñöôïc goïi laø phaàn töû luõy ñaúng 
neáu ta coù e2 = e. 
Meänh ñeà (1.3.2):  Cho R laø moät vaønh khoâng coù ideal luõy linh khaùc (0) 
vaø giaû söû ρ ≠ (0) laø moät ideal phaûi toái tieåu cuûa R, khi ñoù ta coù ρ = eR vôùi 
e laø moät phaàn töû luõy ñaúng khaùc 0 cuûa R. 
 Ta ñaõ bieát trong moät vaønh Artin neáu moät ideal phaûi goàm toaøn 
phaàn töû luõy linh thì chính noù cuõng luõy linh [heä quaû cuûa meänh ñeà 
(1.3.1)].Coøn ñieàu ngöôïc laïi, ñoái vôùi moät ideal phaûi coù chöùa moät phaàn töû 
khoâng luõy linh thì sao? Ñoái vôùi vaán ñeà naøy, ta coù: 
Meänh ñeà (1.3.3):  Cho R laø moät vaønh vaø giaû söû vôùi moät a ∈ R naøo ñoù 
maø ta coù a2–a  luõy linh. Khi ñoù, hoaëc a luõy linh, hoaëc coù moät ña thöùc vôùi 
heä soá nguyeân q(x) sao cho e = aq(a) laø luõy ñaúng khaùc 0. 
Meänh ñeà (1.3.4):  Neáu R laø moät vaønh Artin vaø ρ ≠ (0) laø moät ideal phaûi 
khoâng luõy linh cuûa R thì ρ  coù chöùa moät luõy ñaúng khaùc 0. 
 Tröôøng hôïp ñaëc bieät khi xeùt vaønh eRe vôùi e laø moät luõy ñaúng thì 
ta coù: 
Meänh ñeà (1.3.5):  Cho e laø moät luõy ñaúng trong moät vaønh R tuøy yù thì ta 
coù J(eRe) = eJ(R)e. 
Meänh ñeà (1.3.6):  Cho R laø moät vaønh khoâng coù ideal luõy linh khaùc (0) 
vaø giaû söû e laø moät luõy ñaúng trong R. Khi ñoù, eR laø moät ideal phaûi toái tieåu 
cuûa R khi vaø chæ khi eRe laø moät vaønh chia. 
 Thay töø “phaûi” thaønh töø “traùi” trong meänh ñeà treân roài keát hôïp 
hai keát quaû, ta coù heä quaû: 
Heä quaû: Cho R laø moät vaønh khoâng coù ideal luõy linh khaùc (0) vaø giaû söû e 
laø moät luõy ñaúng trong R. Khi ñoù, eR laø moät ideal phaûi toái tieåu cuûa R khi 
vaø chæ khi Re laø moät ideal traùi toái tieåu cuûa R. 
 Ta chuyeån sang nghieân cöùu caùc vaønh coù caên ñaëc bieät, cuï theå laø 
(0), maø tröôùc heát laø caùc vaønh Artin nöûa ñôn. 
 Tröôùc tieân, ta khaúng ñònh caùc vaønh nhö vaäy thöïc söï toàn taïi. Keát 
quaû sau laø moät ñònh lyù coå ñieån quan troïng cuûa Maschke. 
Ñònh nghóa:  Cho F laø moät tröôøng, G laø moät nhoùm höõu haïn caáp o(G). 
Ta goïi ñaïi soá nhoùm cuûa G treân F, kí hieäu F(G), laø {Σ αigi / αi∈ F,gi∈G} 
vôùi caùc phaàn töû cuûa nhoùm xem nhö ñoäc laäp tuyeán tính treân F, pheùp coäng 
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theo caùch töï nhieân vaø pheùp nhaân söû duïng luaät phaân phoái vaø pheùp tính g-
igj theo pheùp nhaân trong G. 
 Töø ñònh nghóa treân ta coù: 
Meänh ñeà (1.3.7): (ñònh lyù Maschke) Cho G laø moät nhoùm höõu haïn caáp 
o(G) vaø F laø moät tröôøng coù ñaëc soá 0 hoaëc ñaëc soá p vôùi p ⏐/  o(G). Khi ñoù, 
F(G) laø nöûa ñôn. 
Chuù yù:  Ta löu yù raèng F(G) khoâng laø nöûa ñôn neáu ñaëc soá cuûa F laø öôùc 
cuûa o(G). 
 Trôû laïi vôùi caùc vaønh Artin nöûa ñôn, meänh ñeà (1.3.2) khaúng ñònh 
raèng moät ideal phaûi toái tieåu trong moät vaønh khoâng coù nil ideal khaùc (0) 
thì ñöôïc sinh bôûi moät luõy ñaúng. Thöïc ra, ñieàu kieän toái tieåu laø khoâng caàn 
thieát cho tröôøng hôïp caùc vaønh Artin nöûa ñôn. Ñoù laø khaúng ñònh cuûa 
meänh ñeà sau: 
Meänh ñeà (1.3.8):  Cho R  laø moät vaønh Artin nöûa ñôn vaø ρ ≠  (0) laø moät 
ideal phaûi cuûa R. Khi ñoù ρ = eR vôùi moät luõy ñaúng e naøo ñoù trong R. 
 Töø meänh ñeà naøy ta coù: 
Heä quaû 1: Cho R  laø moät vaønh Artin nöûa ñôn vaø A ≠  (0) laø moät ideal 
cuûa R thì A = eR = Re vôùi e laø moät luõy ñaúng naøo ñoù thuoäc taâm cuûa R. 
Heä quaû 2: Moïi vaønh Artin nöûa ñôn ñeàu coù ñôn vò hai phía. 
 Ñieàu naøy khaúng ñònh tính nöûa ñôn keùo theo söï toàn taïi ñôn vò 
trong moät vaønh Artin. 
 Töø caùc keát quaû naøy ta chöùng minh ñöôïïc: 
Meänh ñeà (1.3.9):  Moät ideal cuûa moät vaønh Artin nöûa ñôn cuõng laø moät 
vaønh Artin nöûa ñôn. 
 Ñeå nghieân cöùu caáu truùc cuûa caùc vaønh Artin nöûa ñôn ta caàn: 
Ñònh nghóa:  Moät vaønh R laø vaønh ñôn neáu R2 ≠ (0) vaø R khoâng coù ideal 
naøo khaùc (0) vaø baûn thaân R. 
Nhaän xeùt: 
 1) Ñieàu kieän R2 ≠ (0) trong ñònh nghóa ñeå loaïi tröø khaû naêng taàm 
thöôøng khi R laø moät nhoùm coäng coù p phaàn töû, p nguyeân toá, trong ñoù 
tích cuûa hai phaàn töû baát kyø laø 0. 
 2) Neáu R coù ñôn vò thì deã chöùng minh tính ñôn seõ suy ra tính nöûa 
ñôn. 
 3) Coù nhöõng ví duï veà nhöõng vaønh ñôn coù caên rieâng (khoâng taàm 
thöôøng). 
 4) Moät vaønh Artin ñôn thì phaûi laø nöûa ñôn. 
 5) Coù nhöõng vaønh ñôn khoâng chöùa öôùc cuûa 0 vaø thöïc söï khoâng 
laø moät vaønh chia. 
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 6) Moïi ideal toái tieåu A ≠ (0) trong moät vaønh Artin nöûa ñôn R 
ñeàu laø vaønh Artin ñôn. 
 Töø nhöõng nhaän xeùt treân ta coù theå chöùng minh meänh ñeà sau: 
Meänh ñeà (1.3.10):  (ñònh lyù Wedderburn) Moïi vaønh Artin nöûa ñôn ñeàu 
laø toång tröïc tieáp cuûa moät soá höõu haïn caùc vaønh Artin ñôn. 
 Hon nöõa, neáu R laø moät vaønh Artin nöûa ñôn vaø R = A1⊕ … ⊕Ak vôùi 
caùc Ai ñeàu ñôn thì caùc Ai seõ chaïy qua moïi ideal toái tieåu cuûa R. 

 

§4. VAØNH NGUYEÂN THUÛY 

 
 Ta baét ñaàu muïc naøy vôùi moät khaùi nieäm cô baûn trong lyù thuyeát 
vaønh. Loaïi vaønh ñaëc bieät maø ta giôùi thieäu ôû ñaây ñoùng vai troø ñoái vôùi 
caùc vaønh nöûa ñôn toång quaùt töông töï nhö vai troø cuûa caùc vaønh ñôn 
trong tröôøng hôïp vaønh Artin nöûa ñôn. 
Ñònh nghóa:  Moät vaønh R ñöôïc goïi laø vaønh nguyeân thuûy neáu noù coù moät 
modul baát khaû qui trung thaønh. 
Nhaân xeùt:   

1) Moät vaønh nhö theá ñuùng ra phaûi noùi laø vaønh nguyeân thuûy beân 
phaûi vì moïi modul ñöôïc xeùt ñeàu laø modul phaûi. Ta coù theå ñònh nghóa 
töông töï cho vaønh nguyeân thuûy beân traùi vaø noùi chung hai khaùi nieäm ñoù 
laø khaùc nhau. 

2) Neáu M laø moät R-modul baát khaû qui vaø A(M) ={r ∈ R / Mr = 
(0)} thì R/A(M) laø moät vaønh nguyeân thuûy [theo meänh ñeà (1.1.1)]. 

3) Neáu ρ laø moät ideal phaûi toái ñaïi chính qui cuûa R vaø ñaët         M 
= R/ρ thì A(M) = (ρ:R) neân R/(ρ:R) laø moät vaønh nguyeân thuûy. 

Ngoaøi ra ta coøn coù: 
Meänh ñeà (1.4.1):  Moät vaønh R laø vaønh nguyeân thuûy khi vaø chæ khi trong 
R toàn taïi moät ideal phaûi toái ñaïi chính qui ρ  sao cho (ρ:R) = (0). Khi ñoù 
R coøn laø nöûa ñôn vaø neáu theâm R giao hoaùn thì noù laø moät tröôøng. 

Tröôùc ñaây ta ñaõ bieát toàn taïi caùc vaønh ñôn coù caên rieâng cuûa noù. 
Nhöõng deã chöùng minh raèng moät vaønh ñôn ñoàng thôøi cuõng nöûa ñôn thì 
phaûi laø moät vaønh nguyeân thuûy. 

Baây giôø, cho R laø moät vaønh nguyeân thuûy vaø giaû söû M laø moät 
modul baát khaû qui trung thaønh cuûa R. Neáu ñaët C(M) = ∆ laø caùi taâm hoùa 
cuûa R treân M thì theo boå ñeà Schur, ∆ laø moät vaønh chia. Ta coù theå xem 
M laø moät khoâng gian vectô phaûi treân ∆ trong ñoù, vôùi m∈M, α∈∆ thì 
mα laø taùc ñoäng cuûa α, xem nhö moät phaàn töû cuûa E(M), leân m.   
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Ñònh nghóa:  R ñöôïc goïi laø taùc ñoäng daøy ñaëc leân M (hay R daøy ñaëc treân 
M) neáu vôùi moïi  n vaø moïi ν1,…, νn ñoäc laäp tuyeán tính treân ∆ vaø moïi n 
phaàn töû w1,…,wn thì toàn taïi moät r ∈ R sao cho wi = νir, ∀ i = 1,2,…,n. 
Nhaän xeùt:   

Neáu M höõu haïn chieàu treân ∆ vaø R taùc ñoäng vöøa trung thaønh, vöøa 
daøy ñaëc treân M thì R ñaúng caáu vôùi Hom∆(M,M) = ∆ n laø vaønh caùc ma 
traän n × n treân ∆ vôùi n = dim∆M. Vaäy, tính daøy ñaëc laø söï toång quaùt hoùa 
cuûa vaønh taát caû caùc pheùp bieán ñoåi tuyeán tính. 

Keát quaû cô baûn maø töø ñoù toaøn boä lyù thuyeát caáu truùc cuûa caùc vaønh 
ñöôïc phaùt trieån laø ñònh lyù daøy ñaëc sau ñaây cuûa Jacobson vaø Chevalley: 
Meänh ñeà (1.4.2): (ñònh lyù daøy ñaëc)  Cho R laø moät vaønh nguyeân thuûy vaø 
M laø R-modul baát khaû qui trung thaønh. Neáu ∆ = C(M) thì R laø moät vaønh 
daøy ñaëc caùc bieán ñoåi tuyeán tính cuûa M treân ∆. 
 Ñònh lyù daøy ñaëc cho pheùp ta coù nhieàu keát luaän veà caùc vaønh 
nguyeân thuûy vaø lieân heä chuùng vôùi caùc vaønh ma traän.   
Meänh ñeà (1.4.3):  Neáu R laø moät vaønh nguyeân thuûy thì toàn taïi moät vaønh 
chia ∆ sao cho, hoaëc R ñaúng caáu vôùi ∆n laø vaønh taát caû caùc ma traän n×n 
treân ∆, hoaëc vôùi moïi soá töï nhieân m, toàn taïi moät vaønh con Sm cuûa R coù 
aûnh ñoàng caáu laø ∆m. 

Ta môû roäng moät khaùi nieäm quen thuoäc töø töø lyù thuyeát vaønh giao 
hoaùn sang caùc vaønh khoâng giao hoaùn. Lôùp caùc vaønh ñöôïc ñònh nghóa 
sau ñaây chöùa moïi vaønh nguyeân thuûy. 
Ñònh nghóa:  Vaønh R ñöôïc goïi laø moät vaønh nguyeân toá neáu aRb = (0) 
(vôùi a, b ∈ R) thì a = 0 hay b = 0. 

Sau ñaây laø moät soá ñaëc tröng cuûa vaønh nguyeân toá: 
Meänh ñeà (1.4.4):  Moät vaønh R laø nguyeân toá khi vaø chæ khi: 
 1) Caùi linh hoùa phaûi cuûa moät ideal phaûi khaùc (0) trong R chính laø 
(0). 
 2) Caùi linh hoùa traùi cuûa moät ideal traùi khaùc (0) trong R chính laø 
(0). 
 3) Neáu A, B laø caùc ideal cuûa R vaø AB = (0) thì hoaëc A = (0) hoaëc 
B = (0). 
 Moái lieân heä giöõa caùc vaønh nguyeân thuûy vaø nguyeân toá ñöôïc cho 
bôûi meänh ñeà sau: 
Meänh ñeà (1.4.5):  Moïi vaønh nguyeân thuûy ñeàu laø nguyeân toá. 
 Töø meänh ñeà (1.4.4) nhanh choùng suy ra taâm cuûa moät vaønh 
nguyeân toá laø moät mieàn nguyeân – noù coù theå baèng (0) – neân ta coù: 
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Meänh ñeà (1.4.6):  Moät phaàn töû khaùc 0 trong taâm cuûa moät vaønh nguyeân 
toá R thì khoâng theå laø öôùc cuûa 0 trong R. Noùi rieâng, taâm cuûa moät vaønh 
nguyeân toá laø moät mieàn nguyeân. Vaø do ñoù taâm cuûa moät vaønh nguyeân thuûy 
laø mieàn nguyeân. 

Ñaûo laïi: cho moät mieàn nguyeân I ≠ (0) thì toàn taïi moät vaønh nguyeân 
thuûy coù taâm chính laø I. 

Trong phaàn cuoái cuûa muïc naøy ta taäp trung vaøo moät ñònh lyù raát 
noåi tieáng cuûa Wedderburn: 
Meänh ñeà (1.4.7): (ñònh lyù Wedderburn-Artin) Cho R laø moät vaønh Artin 
ñôn. Khi ñoù R ñaúng caáu vôùi Dn , vaønh taát  caû caùc ma traän n × n treân vaønh 
chia D. Hôn nöõa, n laø duy nhaát vaø D cuõng duy nhaát sai khaùc moät ñaúng 
caáu. Ngöôïc laïi, vôùi moïi vaønh chia D thì Dn laø moät vaønh Artin ñôn. 
 Ñònh lyù Wedderburn coù nhieàu öùng duïng trong nhieàu tröôøng hôïp 
ñaëc bieät cuûa caùc vaønh Artin. Tröôùc heát meänh ñeà (1.3.10) khaúng ñònh 
raèng moïi vaønh Artin nöûa ñôn laø toång tröïc tieáp cuûa moät soá höõu haïn caùc 
vaønh Artin ñôn. Keát hôïp vôùi meänh ñeà (1.4.7) ta ñöôïc moät ñònh lyù xaùc 
ñònh caáu truùc caùc vaønh Artin nöûa ñôn: 
Meänh ñeà (1.4.8):  Neáu R laø moät vaønh Artin nöûa ñôn thì:  
R ≈  vôùi ∆)()( ... k

nn k
∆⊕⊕∆1

1

(i) laø caùc vaønh chia vaø   laø vaønh taát caû caùc ma 

traän n

)(i
ni

∆

i × ni treân ∆(i). 
 Coù nhöõng hoaøn caûnh naøo maø ta coù theå noùi nhieàu hôn nöõa, trong 
ñoù ta coù theå xaùc ñònh caùc vaønh chia ∆ moät caùch roõ raøng hôn? Moät 
tröôøng hôïp nhö theá laø ñoái vôùi caùc ñaïi soá ñôn höõu haïn chieàu treân moät 
tröôøng ñoùng ñaïi soá. Ñeå ñaït ñöôïc ñieàu naøy ta caàn: 
Ñònh nghóa:  Cho A laø moät ñaïi soá treân moät tröôøng F, a ∈ A ñöôïc goïi laø 
ñaïi soá treân F neáu toàn taïi moät ña thöùc p(x) ∈ F[x], p(x) ≠ 0 sao cho 
p(a)=0. A ñöôïc goïi laø moät ñaïi soá ñaïi soá treân F neáu moïi a ∈ A ñeàu laø ñaïi 
soá treân F. 
Nhaän xeùt:  Neáu A höõu haïn chieàu treân F thì noù laø ñaïi soá treân F. 
Boå ñeà (1.4.9):  Cho F laø moät tröôøng ñoùng ñaïi soá. Neáu D laø moät ñaïi soá 
chia ñaïi soá treân F thì ta coù D = F. 
 Vôùi boå ñeà naøy keát hôïp vôùi caùc meänh ñeà (1.4.7) vaø (1.4.8) ta 
ñöôïc moät daïng raát ñeïp cho caùc ñaïi soá nöûa ñôn höõu haïn chieàu treân caùc 
tröôøng ñoùng ñaïi soá: 
Meänh ñeà (1.4.10):  Cho F laø moät tröôøng ñoùng ñaïi soá vaø A laø moät ñaïi soá 
nöûa ñôn höõu haïn chieàu treân F. Khi ñoù A ≈ . 

knn FF ⊕⊕ ...
1

 Hieån nhieân raèng taâm cuûa moät toång tröïc tieáp laø toång tröïc tieáp cuûa 
caùc taâm. Ta cuõng coù taâm cuûa  laø moät chieàu treân F (vì chính noù laø 

inF
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inFI  vôùi  laø ma traän ñôn vò n
inI i × ni ). Vaäy k = dim F Z. Noùi caùch khaùc, 

ta coù: 
Heä quaû 1:  Neáu A nhö trong meänh ñeà (1.4.10) thì soá caùc thaønh phaàn 
toång tröïc tieáp cuûa A baèng soá chieàu cuûa taâm cuûa A treân F. 
 Moät heä quaû tröïc tieáp khaùc cuûa meänh ñeà (1.4.10) laø caáu truùc cuûa 
caùc ñaïi soá nhoùm. 
Heä quaû 2:  Cho G laø moät nhoùm höõu haïn caáp o(G) vaø F laø moät tröôøng 
ñoùng ñaïi soá coù ñaëc soá 0 hay ñaëc soá p⏐/ o(G). Khi ñoù                           
F(G) ≈ . 

knn FF ⊕⊕ ...
1

 

§5. VAØNH NÖÛA ÑÔN 

 
 Trong muïc tröôùc ta ñaõ moâ taû khaù roõ caùc vaønh nguyeân thuûy, baây 
giôø ta seõ coá buoäc chaët caáu truùc cuûa caùc vaønh nöûa ñôn vôùi caáu truùc cuûa 
caùc vaønh nguyeân thuûy. Ñeå laøm ñieàu ñoù tröôùc heát ta seõ toång quaùt hoùa 
khaùi nieäm toång tröïc tieáp: 
 Tích tröïc tieáp (hoaëc toång tröïc tieáp hoaøn toaøn) cuûa caùc vaønh Rγ, γ 
thuoäc vaøo moät taäp chæ soá I laø taäp: 

∏
∈I

R
γ

γ ={f: I —–> U / f(γ) ∈ R, ∀γ ∈ I} 
I

R
∈γ

γ

vôùi caáu truùc vaønh cho bôûi caùc pheùp toaùn: 
(f+g)(γ) = f(γ) + g(γ) vaø (fg)(γ) = f(γ)g(γ) 

 Ta ñaët πγ laø pheùp chieáu chính taéc cuûa ∏
∈I

R
γ

γ leân Rγ . 

Ñònh nghóa:  Moät vaønh R ñöôïc goïi laø moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc 
vaønh {Rγ}γ ∈ I neáu toàn taïi moät ñôn caáu ϕ :  

ϕ : R —–––> ∏
∈I

R
γ

γ  sao cho Rϕπγ = Rγ  ∀ γ ∈I 

Keát quaû sao ñöôïc suy ngay töø ñònh nghóa: 
Meänh ñeà (1.5.1):  Cho R laø moät vaønh tuøy yù vaø ϕγ : R —––> Rγ  laø caùc 
toaøn caáu cuûa R  leân caùc vaønh Rγ . Ñaët Uγ = Ker ϕγ , khi ñoù R laø moät toång 
tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh Rγ  khi vaø chæ khi I = (0). 

γ
γU

 Sau ñaây laø vaøi ví duï veà caùc bieåu dieãn thaønh caùc toång tröïc tieáp 
con: 
Ñònh nghóa:  Moät vaønh R ñöôïc goïi laø baát khaû qui tröïc tieáp con neáu giao 
cuûa taát caû caùc ideal khaùc (0) cuûa noù cuõng khaùc (0). 
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 Ñieàu naøy noùi raèng R khoâng coù moät bieåu dieãn khoâng taàm thöôøng 
thaønh moät toång tröïc tieáp con. 
Meänh ñeà (1.5.2):  Moïi vaønh ñeàu bieåu dieãn ñöôïc thaønh moät toång tröïc 
tieáp con cuûa caùc vaønh baát khaû qui tröïc tieáp con. 
Meänh ñeà (1.5.3):  Cho R laø moät vaønh khoâng coù nil ideal khaùc (0). Khi 
ñoù R laø moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh nguyeân toá Rα. 
 Thöïc ra moãi vaønh nguyeân toá Rα coøn coù theâm tính chaát laø: toàn taïi 
moät phaàn töû khoâng luõy linh aα  trong Rα sao cho vôùi moïi ideal U ≠ (0) 
trong Rα thì toàn taïi soá töï nhieân n(U) ñeå cho  ∈ U. Töùc laø, caùc luõy 
thöøa cuûa a

)(Unaα

α  rôi vaøo moïi ideal khac (0) cuûa Rα . 
 Döïa vaøo khaùi nieäm toång tröïc tieáp con ta coù theå moâ taû caáu truùc 
cuûa caùc vaønh nöûa ñôn: 
Meänh ñeà (1.5.4):  R laø moät vaønh nöûa ñôn khi vaø chæ khi noù ñaúng caáu vôùi 
moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh nguyeân thuûy. 
 Vì caùc vaønh nguyeân thuûy giao hoaùn laø tröôøng neân ta cuõng coù: 
Heä quaû:  Moät vaønh nöûa ñôn giao hoaùn laø moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc 
tröôøng 

 

v MOÄT SOÁ NHAÄN ÑÒNH VEÀ CAÙC KEÁT QUAÛ TREÂNv 

 
 Ta coù theå döïa vaøo caùc kieán thöùc treân ñeå vaïch ra moät höôùng giaûi 
quyeât moät soá vaán ñeà veà caùc vaønh: 
– Ñaàu tieân chöùng minh ñònh lyù cho caùc vaønh chia, ñieàu naøy coù theå daãn 
ñeán caùc vaán ñeà veà soá hoïc trong lyù thuyeát tröôøng. 
– Böôùc thöù hai laø chuyeån sang caùc vaønh nguyeân thuûy döïa vaøo caùc keát 
quaû ñoái vôùi caùc vaønh ma traän vaø meänh ñeà (1.4.3). 
– Tieáp theo laø noái keát laïi ñeå ñöôïc keát quaû cho caùc vaønh nöûa ñôn, döïa 
vaøo meänh ñeà (1.5.4) 
 
 Sô ñoà sau ñaây bieåu dieãn moái quan heä giöõa moät soá caùc lôùp vaønh 
 
                 Laáy thöông theo caên  
 
 
                                           Bieåu dieãn thaønh toång tröïc tieáp con 
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                                               Ñònh lyù daøy ñaëc 
 
 

 

                                                                 Ñaëc bieät hoùa 
                                                                   vôùi n = 1 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

VAØNH NÖÛA ÑÔN

VAØNH NGUYEÂN THUÛY

VAØNH MA TRAÄN CAÙC ÑAI SOÁ CHIA 

ÑAÏI SOÁ CHIA 

VAØNH TUØY YÙ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Phaàn 2:  

ÑÒNH LYÙ JACOBSON  
(veà ñieàu kieän giao hoaùn) 

VAØ MOÄT HÖÔÙNG TIEÁP TUÏC 
 MÔÛ ROÄNG 

Trong phaàn naøy cuûa luaän vaên, ta seõ xeùt ñieàu kieän giao hoaùn cuûa 
moät vaønh, tính chaát naøy ñöôïc baûo toaøn qua pheùp laáy toång tröïc tieáp con. 
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Cuï theå laø ta khaúng ñònh tính giao hoaùn cuûa moät vaønh döïa vaøo moät soá 
ñieàu kieän cho tröôùc. 

Sau ñaây laø moät soá keát quaû ñaõ ñöôïc coâng nhaän. 

§1. ÑÒNH LYÙ JACOBSON 

Boå ñeà (2.1.1): Cho D laø moät vaønh chia coù ñaëc soá p≠ 0 vaø Z laø taâm cuûa 

D. Giaû söû coù moät phaàn töû a∈D, a∉ Z sao cho vôùi moät soá 
nguyeân n ≥ 1 naøo ñoù. Khi ñoù toàn taïi phaàn töû x ∈ D ñeå cho xax

aa
np =

-1= a i ≠ a 
vôùi i laø moät soá nguyeân naøo ñoù. 

Töø boå ñeà ta coù theå chöùng minh moät ñònh lyù cuûa Wedderburn: 

Meänh ñeà(2.1.2): Moïi vaønh chia höõu haïn ñeàu laø tröôøng. 

Heä quaû(2.1.3): Cho D laø moät vaønh chia coù ñaëc soá p≠ 0 vaø G⊂ D laø moät 
nhoùm con nhaân höõu haïn cuûa D thì G laø moät nhoùm Abel (neân laø nhoùm 
cyclic). 

Boå ñeà(2.1.4): Cho D laø moät vaønh chia sao cho vôùi moïi a∈D ñeàu toàn taïi 
moät soá nguyeân n(a) > 1 ñeå cho an(a) = a. Khi ñoù D laø moät tröôøng. 

Chöùng minh: 

Ta coù 2∈D vaø 2m =2 vôùi m > 1 neân D coù ñaëc soá nguyeân toá p≠0. 
Neáu D khoâng giao hoaùn thì toàn taïi  a ∈ D vaø a∉ Z vôùi Z laø taâm cuûa D. 

Goïi P laø tröôøng nguyeân toá cuûa Z, vì an(a) = a neân a laø phaàn töû ñaïi soá 
treân P. Töø ñoù P(a) laø moät tröôøng höõu haïn coù pk phaàn töû vaø ta coù  

. aa
kp =

Ñeán ñaây, ta thaáy moïi ñieàu kieän cuûa boå ñeà (2.1.1) ñeàu ñöôïc thoûa 
maõn ñoái vôùi a neân toàn taïi phaàn töû b ∈ D ñeå cho bab-1 = ai ≠ a. 

Quan heä naøy cuøng vôùi söï kieän a vaø b ñeàu coù caáp höõu haïn daãn ñeán a 
vaø b sinh ra moät nhoùm con nhaân höõu haïn G trong D, vaäy theo heä quaû 
(2.1.3) thì G giao hoaùn. 

Do a ∈ G, b ∈ G vaø ab ≠ ba thì ñieàu naøy laø maâu thuaån, boå ñeà ñöôïc 
chöùng minh ª 

Baây giôø ta chöùng minh ñònh lyù Jacobson:  
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Meänh ñeà(2.1.5): (ñònh lyù Jacobson) Cho R laø moät vaønh sao cho vôùi moãi 
phaàn töû  a∈D ñeàu toàn taïi moät soá nguyeân n(a) > 1, phuï thuoäc a, ñeå cho 
an(a) = a thì R giao hoaùn. 

Chöùng minh: 

 Tröôùc heát ta chöùng minh R laø vaønh nöûa ñôn: 

[Chöùng minh: neáu ux = u vôùi x ∈ J(R) thì u = 0: 

 x ∈ J(R) ⇒ (–x) ∈ J(R) 
                     ⇒ ∃ x’: (–x) + x’ – xx’ = 0 
                     ⇒ 0 = u(–x + x’ – xx’) = –ux + ux’ – uxx’ 
                             = –u + ux’ – ux’   = –u 
                     ⇒ u = 0] 

 Vôùi moïi a ∈ J(R) : an(a) = a ⇒ a. an(a)-1 = a  vôùi an(a)-1∈ J(R) do ñoù 
theo chöùng minh treân ta coù a = 0. Vaäy  J(R) = (0) neân ta coù R laø vaønh 
nöûa ñôn. 
 Do R laø vaønh nöûa ñôn neân theo meänh ñeà (1.5.3) R laø moät toång 
tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh nguyeân thuûy Rα . Moãi Rα laø moät aûnh ñoàng 
caáu cuûa R neân Rα thöøa höôûng ñieàu kieän an(a) = a, hôn nöõa moãi vaønh con 
vaø aûnh ñoàng caáu cuûa Rα cuõng thoûa ñieàu kieän ñoù. 

 Rα laø vaønh nguyeân thuûy neân theo meänh ñeà (1.4.3) hoaëc Rα ≈ Dn 

hoaëc moïi Dm (D laø vaønh chia) ñeàu laø aûnh ñoàng caáu cuûa moät vaønh con 
cuûa Rα. 
 Neáu Rα khoâng laø moät vaønh chia D thì toàn taïi moät Dk (k > 1) thöøa 
höôûng ñieàu kieän cuûa giaû thieát. Ñieàu naøy voâ lyù vì phaàn töû  

kDea ∈=
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 thoûa ñieàu kieän a2 = 0 neân an = 0 ≠ a vôùi moïi n > 1 laø ñieàu maâu thuaån. 
 Vaäy Rα phaûi laø moät vaønh chia neân theo boå ñeà (2.1.4) Rα giao 
hoaùn. Vì R laø moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh giao hoaùn Rα neân R 
cuõng giao hoaùnª 

 

§2. MOÄT VAØI KEÁT QUAÛ VEÀ MÔÛ ROÄNG 
 ÑÒNH LYÙ JACOBSON  
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 Ñònh lyù Jacobson tuy cho ñöôïc moät ñieàu kieän cuûa tính giao hoaùn 
nhöng cuõng coøn moät nhöôïc ñieåm laø coù quaù ít vaønh giao hoaùn thoûa giaû 
thieát cuûa noù. Ñoá laø lyù do maø ta phaûi tìm caùch môû roäng ñònh lyù naøy. 

Ñònh nghóa: Trong moät vaønh R tuøy yù, ta goïi: 

1) Moät giao hoaùn töû caáp 2 cuûa hai phaàn töû x, y laø: [x, y] = xy – yx. 

2) Moät giao hoaùn töû caáp n (n >2) cuûa n phaàn töû ñöôïc ñònh nghóa 
baèng qui naïp: [x1,x2,…,xn] = [[x1,x2,…,xn-1],xn]. 

Nhaän xeùt: 

1) Vôùi moïi x ∈ R, y ∈ R ta coù: x giao hoaùn vôùi y ⇔ [x, y] = 0 

2) Vôùi moïi n ≥ 2 thì giao hoaùn töû caáp n cuûa n phaàn töû coù tính coäng 
tính theo töøng bieán, töùc laø vôùi moïi i (1 ≤ i ≤ n): 

[x1,…,xi-1, xi+xj,xi+1,…,xn] =  
                               [x1,…,xi-1, xi, xi+1,…,xn]  + [x1,…,xi-1, xj, xi+1,…,xn] 

3) Neáu λ giao hoaùn vôùi moïi xk (1 ≤ k ≤ n) thì: 
                  [x1,…,xi-1, λxi, xi+1,…,xn] = λ[x1,…,xi-1, xi, xi+1,…,xn] 

Töø khaùi nieäm treân, ta coù: 
Meänh ñeà (2.2.1): (ñònh lyù Jacobson-Herstein) Cho R laø moät vaønh sao 
cho vôùi moïi x, y ∈ R ñeàu toàn taïi soá nguyeân n(x, y) = n > 1 (n phuï thuoäc x 
vaø y) ñeå cho [x, y]n(x, y) = [x, y] thì R giao hoaùn. 

Tröôùc heát ta chöùng minh ñònh lyù naøy trong tröôøng hôïp R laø moät 
vaønh chia. 

Boå ñeà (2.2.2): Neáu D laø moät vaønh chia sao cho vôùi moïi x, y ∈ D ñeàu toàn 
taïi soá nguyeân n(x, y) = n > 1 (n phuï thuoäc x vaø y) ñeå cho  
[x, y]n(x, y) = [x, y] thì D giao hoaùn. 

 

 

Chöùng minh: 

  Giaû söû D laø moät vaønh chia thoûa giaû thieát maø D khoâng giao hoaùn 
thì toàn taïi a, b ∈ D sao cho c = [a, b] ≠ 0. 

  Theo giaû thieát thì toàn taïi m ñeå cm = c . 

  Neáu λ ≠ 0, λ ∈ Z (Z laø taâm cuûa D) thì ta coù λc = λ[a, b] = [λa,b] 
do ñoù theo giaû thieát coù soá töï nhieân n > 1 thoûa : (λc)n = λc. 
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  Neáu ñaët q = (m–1)(n–1) + 1 thì ta coù (λc)q = λc vaø cq = c. 
 Vaäy: λc = λqcq = λqc ⇒ (λq–λ)c = 0. 
 Do D laø moät vaønh chia vaø c ≠ 0 neân suy ra λq = λ. 

  Ñeán ñaây ta ñaõ chöùng minh ñöôïc: vôùi moïi λ ∈ Z ñeàu toàn taïi q > 1 
ñeå cho λq = λ, neân Z laø moät tröôøng coù ñaëc soá p ≠ 0. Goïi P laø tröôøng 
nguyeân toá cuûa Z. 

  Coù theå choïn a, b ∈ Z saùo cho chaúng nhöõng c = [a, b] ≠ 0 maø coøn 
coù c ∉ Z vì neáu khoâng thì moïi giao hoaùn töû caáp hai trong D ñeàu thuoäc 
Z. Töø ñoù thì c ∈ Z vaø ac = a(ab – ba) = a(ab) – (ab)a = [a, ab] ∈ Z neân 
suy ra a ∈ Z, maâu thuaån vôùi ñieàu kieän  c = [a, b] ≠ 0. 

  Vaäy, ta coù theå giaû söû c =[a, b] ∉ Z. 

  Theo giaû thieát thì cm = c neân c laø phaàn töû ñaïi soá treân P ⇒ coù soá 

nguyeân k > 0 ñeå . Ñeán ñaây ta thaáy moïi giaû thieát cuûa boå ñeà 
(2.1.1) ñeàu ñöôïc thoûa maõn vôùi c neân toàn taïi phaàn töû x ∈ D ñeå cho  xcx

cc
kp =

-

1 = ci
 ≠ c ⇒ xc = cix. 

  Ñaët d= xc – cx, ta coù d ≠ 0 vaø theo giaû thieát thì toàn taïi soá nguyeân t 
> 1 ñeå dt = d hay d coù caáp höõu haïn trong nhoùm nhaân D* cuûa D. Ta laïi 
coù: dc = (xc – cx)c = (cix – cx)c = cixc – c cix = ci(xc – cx) = cid do ñoù 
dcd-1 = ci ≠ c ⇒ dc ≠ cd. 

  Vôùi ñieàu kieän naøy vaø c, d ñeàu coù caáp höõu haïn trong nhoùm nhaân 
D* ta suy ra nhoùm con nhaân sinh bôûi c vaø d höõu haïn neân giao hoaùn 
theo heä quaû (2.1.3). Ñieàu naøy maâu thuaån vôùi dc ≠ cd, do ñoù boå ñeà ñöôïc 
chöùng minhª 
 Ñeán ñaây ta coù theå aùp duïng boå ñeà ñeå chöùng minh meänh ñeà (2.21) 

Chöùng minh meänh ñeà (2.2.1): 

  Giaû söû R laø moät vaønh coù tính chaát : 

 ∀ x, y ∈ R: ∃ n = n(x, y) : [x, y]n(x, y) = [x, y] ta chöùng minh R laø vaønh 
giao hoaùn. Xeùt caùc tröôøng hôïp sau: 

1) Neáu R laø moät vaønh chia thì theo boå ñeà (2.2.2) R giao hoaùn. 

2) Neáu R laø moät vaønh nguyeân thuûy thì theo meänh ñeà (1.4.3) hoaëc R laø 
moät vaønh chia D, hoaëc coù k > 1 ñeå Dk laø aûnh ñoàng caáu cuûa moät vaønh 
con cuûa R. 
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  Neáu tröôøng hôïp thöù hai xaûy ra thì Dk cuõng keá thöøa tính chaát neâu 
trong giaû thieát cuûa R vì tính chaát naøy baûo toaøn qua pheùp laáy vaønh con 
vaø aûnh ñoàng caáu. Khi ñoù trong Dk xeùt caùc phaàn töû x vaø y vôùi x, y nhö 

sau: = e
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12 , ta coù 

[x, y] = xy – xy = e12 = y vaø y2 = 0 neân [x, y]2 = y2 = 0 ≠ [x, y]  
⇒ [x, y]n ≠ [x, y] vôùi moïi n > 1, ñieàu naøy maâu thuaån vôùi ñieàu kieän Dk 
thoûa giaû thieát. Do ñoù R phaûi laø moät vaønh chia neân R giao hoaùn. 

3) Neáu R laø moät vaønh nöûa ñôn thì theo meänh ñeà (1.5.4), R ñaúng caáu 
vôùi moät toång tröïc tieáp con caùc vaønh nguyeân thuûy Rα. Moãi vaønh nguyeân 
thuûy Rα laø aûnh ñoàng caáu cuûa R neân keá thöøa ñieàu kieän cuûa giaû thieát, vaây 
theo 2) Rα giao hoaùn. Töø ñoù R cuõng giao hoaùn vì tính giao hoaùn ñöôïc 
baûo toaøn qua moät ñoàng caáu vaø pheùp laáy vaønh con. 

 4) Neáu R laø moät vaønh tuøy yù thì ta xeùt vaønh nöûa ñôn R/J(R) cuõng thoûa 
giaû thieát neân theo 3) R/J(R) giao hoaùn. Do ñoù vôùi moïi x, y ∈ R thì        
xy – yx ∈ J(R). 

  Do xy – yx = [x, y]∈ J(R) vaø [x, y]n = [x, y] vôùi n > 1 neân [x, y]= 0 
(theo tính chaát: x ∈ J(R), ux = u ⇒ u = 0) 

  Vaäy vôùi moïi x, y ∈ R ta ñeàu coù [x, y] = 0 neân R giao hoaùnª 

  Baây giôø ta xeùt moät môû roäng cuûa ñònh lyù naøy cho tröôøng hôïp giao 
hoaùn töû cuûa n phaàn töû trong R ( n > 1). 

Meänh ñeà (2.2.3): Neáu R laø moät vaønh khoâng chöùa nil ideal khaùc (0)        
(hoaëc R nöûa ñôn) sao cho: 

(1) Coù moät soá nguyeân n > 1 naøo ñoù maø vôùi moïi x1, x2,…, xn ∈ R thì 
toàn taïi moät soá nguyeân m > 1 (m phuï thuoäc x1, x2,…, xn) thoûa [x1, 
x2,…, xn]m = [x1, x2,…, xn] 

          thì khi ñoù R laø moät vaønh giao hoaùn. 

  Tröôùc khi chöùng minh meämh ñeà naøy ta caàn hai boå ñeà: 

Boå ñeà (2.2.4): Neáu R laø moät vaønh chia thoûa ñieàu kieän (1) thì ta coù: 

(2) [x1, x2,…, xn] = 0 vôùi moïi x1, x2,…, xn ∈ R. 
(trong tröôøng hôïp naøy ta noùi [x1, x2,…, xn] laø moät ñoàng nhaát thöùc treân R) 
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Chöùng minh: 

  Giaû söû toàn taïi x1, x2,…, xn ∈ R sao cho a = [x1, x2,…, xn] ≠ 0 khi ñoù 
theo giaû thieát, toàn taïi m > 1 ñeå am = a. 

 GoÏi Z laø taâm cuûa R thì ∀λ∈Z ta coù λa = λ[x1, x2,…, xn] = [λx1, x2,…, xn] 
cuõng laø moät giao hoaùn töû caáp n trong R neân ∃ k > 1 ñeå cho (λa)k = λa. 
Neáu ñaët q = (m–1)(k–1)+1 thì ta suy ra aq = a vaø (λa)q = λa. Töø ñoù ta 
ñöôïc λa = (λa)q = λqaq = λqa ⇒ (λq–λ)a = 0. Vì R laø moät vaønh chia vaø 
a ≠ 0 neân ta ñöôïc λq–λ = 0 vôùi moïi λ ∈ R.  
 Vaäy, vôùi 2∈Z  thì ∃ q >1 ñeå 2q = 2 neân tröôøng Z (hoaëc vaønh chia 
R) coù ñaëc soá p ≠ 0. Goïi P laø tröôøng nguyeân toá cuûa Z. 
  Coù theå choïn x1, x2,…,xn ∈ R sao cho a = [x1, x2,…,xn] ∉ Z vì neáu 
khoâng thì moïi giao hoaùn töû caáp n trong R ñeàu thuoäc Z, khi ñoù xeùt        a 
= [x1, x2,…,xn] ≠ 0 vaø neáu ñaët b=[x1, x2,…,xn-1] thì :  

[b, bxn] = b(bxn)– (bxn)b = b(bxn– xnb) = b[b, xn] 
vôùi [b, bxn] =[x1, x2,…,xn-1,bxn] vaø [b, xn] = a ñeàu laø giao hoaùn töû caáp n 
trong R neân thuoäc Z. Do ñoù [b, bxn] = ba ∈ Z vaø a ≠ 0 neân ta ñöôïc       b 
∈ Z (vì R laø vaønh chia). Töø ñoù ta suy ra a = [b, xn] = 0, maâu thuaån vôùi 
giaû thieát a ≠ 0  
 Vaäy, coù theå giaû söû toàn taïi  x1, x2,…,xn∈ R sao cho a =[x1,x2,…,xn]∉ Z. 
Ta laïi coù am = a vôùi m > 1 neân a laø phaàn töû ñaïi soá treân P, do ñoù P(a) laø 
moät môû roäng ñaïi soá, neân cuõng laø môû roäng höõu haïn, cuûa P. Töø ñoù P(a) 
coù caáp pt vôùi moät t ≥ 1naøo ñoù. Noùi caùch khaùc, toàn taïi t ≥ 1 ñeå cho 

. Töø ñoù, a thoûa caùc ñieàu kieän cuûa boå ñeà (2.1.1) neân toàn taïi      
x∈R ñeå xax

aa
tp =

-1 = ai ≠ a ⇔ xa = aix ≠ ax, ta coù c = [a, x] = ax–xa ≠ 0. 
 Ta laïi coù ca = (ax–xa)a = a(xa)–(xa)a = a(aix)–( aix)a = ai(ax-xa)  
= aic neân cac-1 = ai ≠ a ⇒ ca ≠ ac. 
 Maët khaùc ta coøn coù a = [x1, x2,…,xn] vaø c = [a, x] = [x1, x2,…,xn,x]= 
[[x1, x2],x3,…,xn] ñeàu laø giao hoaùn töû caáp n trong R neân coù caáp höõu haïn 
trong nhoùm nhaân R* cuûa R. 
 Vôùi caùc ñieàu kieän treân thì nhoùm con sinh bôûi a vaø c trong R* cuõng 
coù caáp höõu haïn neân theo heä quaû (2.1.3) laø nhoùm Abel, maâu thuaån vôùi 
tính chaát ca ≠ ac. Boå ñeà ñaõ ñöôïc chöùng minhª 

Boå ñeà (2.2.5): Neáu R laø moät vaønh tuøy yù thoûa ñieàu kieän (1) thì ta coù: 

(2) [x1, x2,…, xn] = 0 vôùi moïi x1, x2,…, xn ∈ R. 

Chöùng minh: 
 Xeùt caùc tröôøng hôïp: 
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1) Neáu R laø moät vaønh chia thì boå ñeà (2.2.4) ñaõ ñöôïc chöùng minh. 

2) Neáu R laø moät vaønh nguyeân thuûy vaø thoûa (1) thì khi ñoù hoaëc R laø moät 
vaønh chia, neân khaúng ñònh (2) ñuùng cho R, hoaëc ∃ k > 1 ñeå Dk laø aûnh 
ñoàng caáu cuûa moät vaønh con naøo ñoù cuûa R. 

 Neáu khaû naêng thöù hai xaûy ra thì do tính chaát (1) ñöôïc baûo toaøn 
qua pheùp laáy aûnh con vaø aûnh ñoàng caáu neân (1) cuõng ñuùng cho Dk. Khi 
ñoù trong Dk ta xeùt caùc phaàn töû: 

x1 = = e
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thì ta coù [x1, x2,…,xn] = x1 ≠ 0 vaø [x1, x2,…,xn]2
 = 0 neân:  

[x1, x2,…,xn]m
 ≠ [x1, x2,…,xn], vôùi moïi m > 1, maâu thuaån vôùi ñieàu kieân Dk 

thoûa tính chaát (1). 

 Vaäy R phaûi laø moät vaønh chia neân (2) cuõng ñuùng cho R. 

3) Neáu R laø moät vaønh nöûa ñôn thì R ñaúng caáu vôùi moät toång tröïc tieáp 
con cuûa caùc vaønh nguyeân thuûy Rα . Theo phaàn chöùng minh treân, khaúng 
ñònh (2) ñaõ ñuùng cho moãi Rα, hôn nöõa tính chaát (2) baûo toaøn qua pheùp 
laáy toång tröïc tieáp (vì caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân thöïc hieän treân töøng 
thaønh phaàn), pheùp laáy vaønh con vaø aûnh ñoàng caáu. Do ñoù (2) cuõng ñuùng 
cho R. 

4) Neáu R laø moät vaønh tuøy yù thì R/J(R) laø vaønh nöûa ñôn neân (2) ñuùng 
cho R/J(R). Do ñoù vôùi moïi x1, x2, …, xn ∈ R ta coù [x1, x2, …, xn]∈ J(R) . 
Theo giaû thieát thì [x1, x2, …, xn]m = [x1, x2, …, xn], m > 1. Töø ñoù ta suy ra 
[x1, x2, …, xn] = 0 (theo tính chaát: x ∈ J(R), ux = u ⇒ u = 0) 

 Vaäy ta ñaõ chöùng minh khaúng ñònh trong boå ñeà (2.2.4) cuõng ñuùng 
cho moät vaønh R tuøy yùª 

 Töø caùc boå ñeà (2.2.4), (2.2.5)  ta coù theå chöùng minh meänh ñeà 
(2.2.3). 

Chöùng minh meänh ñeà (2.2.3): 

  Tröôùc heát ta xeùt tröôøng hôïp R khoâng chöùa nil ideal khaùc (0).Theo 
boå ñeà (2.2.5) thì ta ñaõ coù [x1, x2, …, xn] laø moät ñoàng nhaát thöùc treân R. 

 Do R khoâng chöùa nil ideal khaùc (0) neân theo meämh ñeà (1.5.3), R 
laø moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh nguyeân toá Rα. Do tính giao hoaùn 
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baûo toaøn qua pheùp laáy toång tröïc tieáp vaø vaønh con neân ta chæ caàn chöùng 
minh Rα giao hoaùn, vôùi moïi α. 

 Noùi caùch khaùc, ta coù theå giaû söû R laø moät vaønh nguyeân toá vaø [x1, 
x2, …, xn] laø moät ñoàng nhaát thöùc treân R vôùi n > 1. 

 Neáu n > 2 ta seõ chöùng minh [x1, x2, …, xn-1 ] cuõng laø moät ñoàng nhaát 
thöùc treân R. 

 Thöïc vaäy, cho x1, x2, …, xn-1 ∈ R tuøy yù, do  
                   [x1, x2, …, xn] = [[x1, x2, …, xn-1], xn] = 0 vôùi moïi xn ∈ R 
         neân ta coù [x1, x2, …, xn-1]∈ Z = Z(R) . Do ñoù moïi giao hoaùn töû caáp    
         n–1 trong R ñeàu thuoäc Z. 

 Baây giôø, giaû söû toàn taïi x1, x2, …, xn-1∈R sao cho a =[x1, x2, …, xn-1]≠ 0 
vaø neáu ñaët b = [x1, x2, …, xn-2] thì ta coù: 
                  c = [b, bxn-1]=b[b, xn-1] = b[ x1, x2, …, xn-1] = ba 

 Vì a =[x1, x2, …, xn-1] ≠ 0, c =[x1, x2, …, xn-2,bxn-1] ñeàu laø giao hoaùn töû 
caáp n–1 trong R neân thuoäc Z, vaäy ta coù c = ba vôùi a, c ∈ Z, a ≠ 0. 

 Vôùi ñaúng thöùc naøy ta suy ra: a(bxn-1) = (ab)xn-1 = (ba)xn-1 = cxn-1 =         

                                                                                                     = xn-1c = xn-1(ba) = (xn-1b)a =  
                                                                  = a(xn-1b)  

 hay töông ñöông a(bxn-1– xn-1b) = a[b, xn-1] = 0. Vì a ≠ 0 vaø R laø moät 
vaønh nguyeân toá neân khoâng coù phaàn töû naøo thuoäc taâm cuûa R laø öôùc thöïc 
söï cuûa 0. Vaäy töø ñaúng thöùc treân ta phaûi coù [b,xn-1]= 0 töùc laø [x1, x2, …, 
xn-1] = 0, maâu thuaån vôùi ñieàu kieän a ≠ 0. 

 Vaäy ta ñaõ chöùng minh ñöôïc raèng neáu [x1, x2, …, xn] laø moät ñoàng 
nhaát thöùc cho R thì [x1, x2, …, xn-1] cuõng laø moät ñoàng nhaát thöùc cho R. 
Tieáp tuïc quaù trình treân cuoái cuøng ta ñöôïc [x1, x2] phaûi laø moät ñoàng nhaát 
thöùc cho R hay [x1, x2] = 0 vôùi moïi x1, x2 ∈ R neân R giao hoaùnª 

 Sau ñaây ta caàn moät soá ñònh nghóa vaø boå ñeà lieân quan ñeán caùc môû 
roäng tröôøng. 

Ñònh nghóa: Cho K laø moät môû roäng ñaïi soá cuûa moät tröôøng F. Phaàn töû a 
thuoäc K goïi laø taùch ñöôïc treân F neáu ña thöùc toái tieåu cuûa noù treân F 
khoâng coù nghieäm boäi. 
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Nhaän xeùt: Moät ña thöùc p(x) coù nghieäm boäi khi vaø chæ khi p(x) vaø 
dp(x)
d(x)   

coù moät nhaân töû chung, do ñoù moät ña thöùc baát khaû qui coù nghieäm boäi thì 

phaûi coù 
dp(x)
d(x)   laø ña thöùc 0. Töø ñoù ta coù: 

1) Neáu F coù ñaëc soá 0 thì ñieàu naøy suy ra p(x) laø moät ña thöùc haèng, khi 
ñoù moïi phaàn töû trong K ñeàu taùch ñöôïc treân Z. 

2) Neáu F coù ñaëc soá p thì 
dp(x)
d(x)   = 0 suy ra p(x) = g(xp) vôùi g laø moät ña 

thöùc naøo ñoù. Khi ñoù neáu a ∈ K thì toàn taïi moät soá nguyeân k sao cho  
taùch ñöôïc treân F. Tuy nhieân, trong tröôøng hôïp naøy hoaøn toaøn coù khaû 
naêng laø cuõng coù  ∈ F. Khi ñoù ta coù: 

kpa

kpa

Ñònh nghóa: Cho K laø moät môû roäng ñaïi soá cuûa moät tröôøng F. Giaû söû 
moät phaàn töû a ∈ K sao cho toàn taïi moät soá nguyeân k ≥ 0 ñeå  ∈ F thì 
ta noùi a laø hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc treân F. 

kpa

 Moät môû roäng ñaïi soá K cuûa F ñöôïc goïi laø môû roäng taùch ñöôïc 
(töông öùng: hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc) treân F neáu moïi phaàn töû cuûa noù 
ñeàu taùch ñöôc (töông öùng: hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc) treân F. 

Nhaän xeùt: Ngöôøi ta ñaõ chöùng minh ñöôïc: 

 Taäp caùc phaàn töû trong K hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc treân F laäp 
thaønh moät tröôøng con cuûa K. Keát quaû töông töï cuõng ñuùng cho taäp caùc 
phaàn töû taùch ñöôïc treân F. 

Boå ñeà (2.2.6): Cho K laø moät tröôøng môû roäng cuûa tröôøng F, K ≠ F vaø giaû 
söû vôùi moïi a ∈ K ñeàu toàn taïi moät soá nguyeân n(a) > 0 ñeå cho an(a)∈ F. 
Khi ñoù: 

1) Hoaëc laø K hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc treân F. 

2) Hoaëc laø K  coù ñaëc soá nguyeân toá vaø laø ñaïi soá treân tröôøng nguyeân toá P 
cuûa noù.  

Chöùng minh: 

  Neáu K laø hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc treân F thì khoâng coù gì ñeå 
chöùng minh. 

 Giaû söû K khoâng laø hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc treân F thì toàn taïi 
moät phaàn töû a ∈ K, a ∉ F laø taùch ñöôïc treân F. Do an ∈ F neân a laø ñaïi soá 
vaø taùch ñöôïc treân F neân tröôøng F(a) nhuùng ñöôïc vaøo moät môû roäng 
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chuaån taéc höõu haïn L cuûa F. Tính chuaån taéc cuûa L cho ta moät töï ñaúng 
caáu ϕ cuûa L coá ñònh F sao cho b = ϕ(a) ≠ a. 

 Ta laïi coù bn =ϕ(a)n=ϕ(an) = an vì an ∈ F, töø ñoù b = νa  vôùi ν ≠ 1∈L 
laø moät caên baäc n cuûa ñôn vò. 

 Töông töï, vì ϕ(a+1) = b+1 vaø (a+1)m∈F neân toàn taïi moät phaàn töû 
µ∈L sao cho µm = 1 vaø b+1 = µ(a+1) hay νa+1 = µ(a+1). 

 Ta laïi coù µ ≠ ν vì neáu khoâng thì b+1 = ν(a+1) = νa + ν = b+ν maâu 
thuaån vôùi ñieàu kieän ν ≠1. 

 Giaûi laïi theo a ta ñöôïc 
µν
µ

−
−

=
1a . 

 Do µ vaø ν ñeàu laø caên cuûa ñôn vò neân ñeàu ñaïi soá treân tröôøng 
nguyeân toá P vaø do ñoù a ñaïi soá treân P. 

 Ta caàn chöùng minh P coù ñaëc soá p ≠ 0. 

 Ñaët Lo laø môû roäng chuaån taéc höõu haïn cuûa P chöùa a. Caùc lyù luaän 
treân cho a cuõng aùp duïng ñöôïc cho a+i vôùi moïi soá nguyeân i (vì neáu a 

taùch ñöôïc treân F thì a+i cuõng vaäy). Töø ñoù ta coù 
ii

ii
ia

µν
µ
−
−

=+  trong ñoù 

νi, µi ñeàu laø caên cuûa ñôn vò vaø thuoäc Lo. Do ñoù neáu P coù ñaëc soá 0 thì 
caùc phaàn töû a+i laø phaân bieät vaø khi ñoù Lo laø moät môû roäng höõu haïn cuûa 
tröôøng höõu tæ laïi coù moät soá voâ haïn caùc caên cuûa ñôn vò phaân bieät laø ñieàu 
voâ lyù. Vaäy P phaûi coù ñaëc soá p ≠ 0. 

 Baây giôø neáu f∈F thì a+f cuõng taùch ñöôïc treân F neân a+f laø ñaïi soá 
treân P. Nhöng a laø ñaïi soá treân P neân suy ra f cuõng ñaïi soá treân P. Vaäy F 
ñaïi soá treân P. Nhöng K laø ñaïi soá treân F neân töø ñoù K ñaïi soá treân P. Boå ñeà 
ñaõ ñöôïc chöùng minh. 

Boå ñeà (2.2.7): (ñònh lyù Jacobson-Noether) Neáu D laø moät ñaïi soá chia 
khoâng giao hoaùn vaø laø ñaïi soá treân taâm Z cuûa noù thì toàn taïi moät phaàn töû 
thuoäc D, khoâng thuoäc Z, laø taùch ñöôïc treân Z. 

Chöùng minh: 

  Neáu D coù ñaëc soá 0 thì moïi phaàn töû cuûa D ñeàu taùch ñöôïc treân Z, do 
ñoù ta xeùt moät vaønh chia D coù ñaëc soá p ≠ 0. 

  Neáu khaúng ñònh cuûa boå ñeà laø sai thì D laø hoaøn toaøn khoâng taùch 
ñöôïc treân Z, töùc laø vôùi moïi x ∈ D thì ∈ Z vôùi moät n(x) ≥ 0 naøo ñoù. 
Vaäy thì toàn taïi a ∈ D, a ∉ Z sao cho a

)(xnpx
p ∈ Z.  
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  Goïi δ laø aùnh xaï treân D xaùc ñònh bôûi xδ = xa – ax thì do D coù ñaëc 
soá p ≠ 0 neân ta coù xδp = xap – apx = 0 vì ap ∈ Z. 

  Ta laïi coù a ∉ Z neân δ ≠ 0, vaäy neáu yδ ≠ 0 thì toàn taïi moät soá k > 1 
sao cho yδk = 0 nhöng yδk-1 ≠ 0. 

  Ñaët x = yδk-1 thì do k > 1 ta coù x = wδ = wa – aw. 
  Töø xδ = 0 ta suy ra xa – ax = 0, do D laø moät vaønh chia neân ta vieát 
ñöôïc x = au vaø x giao hoaùn vôùi a neân u cuõng vaäy. 

  Do ñoù au = wa – aw vaø ta suy ra: 
          a = (wa – aw)u-1 = (wu-1)a – a(wu-1) = ca – ac vôùi c = wu-1 , töø 
ñaây ta ñöôïc c = 1 + aca-1. 

  Nhöng vôùi moät t naøo ñoù ta laïi coù  neân: Zc
tp ∈

   vì . Töø 
ñaây daãn ñeán maâu thuaån laø 1 = 0. Boå ñeà ñaõ ñöôïc chöùng minhª 

ttttt ppppp caacacaacac +=+=+=+= −−− 1111 111 )()( Zc
tp ∈

  Töø hai keát quaû treân thì Herstein ñaõ chöùng minh ñöôïc moät ñònh lyù 
môû roäng khaùc cho ñònh lyù Jcobson [meän ñeà (2.1.5)] 

Meänh ñeà (2.2.8):  Cho R laø moät vaønh coù taâm Z vaø neáu vôùi moïi a ∈ R thì 
toàn taïi moät soá nguyeân n(a) > 0 ñeå cho an(a) ∈ Z. Khi ñoù neáu R  khoâng coù 
nil ideal thì noù giao hoaùn. 

(Hay töông ñöông: ideal caùc giao hoaùn töû cuûa R phaûi laø nil) 

Chöùng minh: 

  Tröôùc heát ta chöùng minh keát quaû cho moät vaønh chia. 

  Neáu R laø moät vaønh chia thì do an(a) ∈ Z vôùi moïi a ∈ R neân R ñaïi 
soá treân Z. Theo boå ñeà (2.2.7) thì, hoaëc R giao hoaùn, hoaëc toàn taïi moät 
phaàn töû a ∉ Z taùch ñöôïc treân Z. Neáu khaû naêng sau xaûy ra thì tröôøng 
Z(a) khoâng laø hoaøn toaøn khoâng taùch ñöôïc treân Z vaø thoûa caùc giaû thieát 
cuûa boå ñeà (2.2.6) neân ta suy ra Z(a), vaø do ñoù Z, laø ñaïi sso treân tröôøng 
nguyeân toá P vôùi ñaëc soá p ≠ 0. 

  Vaäy neáu x ∈ R thì vì x ñaïi soá treân Z neân cuõng ñaïi soá treân P. Ñieàu 
naøy cho thaáy P(x) laø moät tröôøng höõu haïn. Töø ñoù xm(x) = x vôùi m(x) > 1 
naøo ñoù. Vaäy theo ñònh lyù Jacobson [meänh ñeà (2.1.5)] thì R giao hoaùn. 

  Baây giôø ta xeùt tröôøng hôïp R laø moät vaønh nguyeân thuûy. Khi ñoù, 
hoaëc R laø moät vaønh chia D, hoaëc vôùi moät k > 1 naøo ñoù thì Dk laø aûnh 
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ñoàng caáu cuûa moät vaønh con cuûa R. Vôùi khaû naêng sau, trong Dk ta xeùt 
phaàn töû x: 

                                  x = = e
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11  

thì ta coù xm = x vôùi moïi m vôùi x khoâng thuoäc taâm cuûa Dk, maâu thuaån 
vôùi ñieàu kieän Dk keá thöøa tính chaát neâu trong giaû thieát cho R. Vaäy R 
phaûi laø moät vaønh chia neân noù giao hoaùn theo chöùng minh treân. 

  Trong phaàn coøn laïi cuûa pheùp chöùng minh leõ ra ta phaûi chöùng minh 
cho tröôøng hôïp R laø vaønh nöûa ñôn, nhöng nhaèm ñaït ñöôïc moät keát quaû 
saâu hôn ta seõ chuyeån sang moät höôùng khaùc. 

  Baây giôø giaû söû R laø moät vaønh khoâng coù nil ideal khaùc (0) vaø thoûa 
ñieàu kieän vôùi moïi a ∈ R thì toàn taïi n(a) > 0 thoûa an(a) ∈ Z. 

  Theo meänh ñeà (1.5.3) vaø chuù thích sau ñoù thì ta coù theå bieåu dieãn 
R thaønh moät toång tröïc tieáp con caùc vaønh nguyeân toá Rα vaø coù tính chaát: 
Vôùi moãi Rα  ñeàu toàn taïi moät phaàn töû khoâng luõy linh xα ∈ Rα sao cho vôùi 
moïi ideal khaùc (0) Uα ⊂ Rα thì xαm(U) ∈ Uα vôùi m(U) > 0 naøo ñoù.  

 Vì laø aûnh ñoàng caáu cuûa R neân Rα thoûa giaû thieát an(a) ∈ Z. Vaäy ñeå 
chöùng minh meänh ñeà ta chæ caàn chöùng minh cho Rα. 

 Noùi caùch khaùc, ta coù theå giaû söû R laø moät vaønh nguyeân toá thoûa ñieàu 
kieän an(a) ∈ Z vaø coù theâm tính chaát laø toàn taïi moät phaàn töû khoâng luõy 
linh b ∈ R sao cho vôùi moïi ideal  U ≠ (0) trong R thì bm(U) ∈ U. 

 Do bn(b) = c ∈ Z cuõng khoâng luõy linh vaø caùc luõy thöøa cuûa noù di 
chuyeån quanh caùc ideal khaùc (0) cuûa R neân ta coù theå giaû thieát ngay 
chính b ∈ Z. Maët khaùc, vì R laø vaønh nguyeân toá neân khoâng coù phaàn töû 
naøo thuoäc Z laø öôùc cuûa 0 trong R. 

 Ñaët R = {(r, z)/ r ∈ R, z ≠ 0, z ∈ Z} vaø trong R  ta ñònh nghóa 
quan heä xaùc ñònh bôûi : (r1, z1)≈  (r2, z2) neáu r1z2 = r2z1 thì ñaây laø moät 
quan heä töông ñöông. Ñaët R* laø taäp caùc lôùp töông ñöông vaø kyù hieäu 
[r,z] laø lôùp töông ñöông cuûa (r, z), ta ñònh nghóa caùc pheùp toaùn coäng vaø 
nhaân trong R* nhö sau: 

   [r1, z1]+ [r2, z2] = [r1z2+r2z1, r1r2] 

                                                                                                                                                        .                                  
GV höôùng daãn: PGS – TS Buøi Töôøng Trí                                                  HV: Ñinh Quoác Huy 



Luaän vaên Thaïc só Toaùn: Moät höôùng tieáp tuïc môû roäng cuûa ñònh lyù Jacobson              trang   26 
.                                                                                                                                                       . 

      [r1, z1][r2, z2] = [r1r2, z1z2] 

 Do caùc phaàn töû cuûa Z khoâng laø öôùc cuûa 0 trong R neân caùc pheùp 
toaùn naøy ñöôïc ñònh nghóa toát vaø R* laø moät vaønh. Hôn nöõa aùnh xaï bieán r 
∈ R thaønh [r, z] ∈ R* laø moät pheùp nhuùng R vaøo R*. Sau cuøng, taâm cuûa 
R* laø Z* = {(r, z)/ r ∈ Z} vaø suy ra ngay Z* laø moät tröôøng. 

 Ngoaøi ra, neáu [r, z]∈R* thì [r, z]n(r) = [r n(r), z]n(r) ∈ Z* neân R* cuõng 
keá thöøa tính chaát trong giaû thieát cho R. Tuy nhieân R* laïi laø moät vaønh 
ñôn vì neáu U* ≠ (0) laø moät ideal cuûa R* vaø ñaët U = {r ∈ R/[r, z]∈ U*,   z 
∈ Z} thì U ≠ (0) laø moät ideal cuûa R neân bm(U) ∈ U. Maø 0 ≠ bm(U) ∈ Z (vì 
b khoâng luõy linh vaø b ∈ Z) neân töø ñoù ta suy ra U* chöùa moät phaàn töû 
khaùc 0 cuûa Z*. Maët khaùc, vì Z* laø moät tröôøng neân ta ñöôïc Z* = R*. Vaäy 
ta ñaõ chöùng minh ñöôïc R* laø moät vaønh ñôn. 

 Laø moät vaønh ñôn vaø coù ñôn vò neân R* laø vaønh nguyeân thuûy vaø do 
ñoù phaûi giao hoaùn theo chöùng minh treân. Meänh ñeà ñaõ ñöôïc chöùng 
minh. 

Nhaän xeùt: 

 Meänh ñeà naøy thöïc söï laø moät môû roäng cuûa ñònh lyù Jacobson [meänh 
ñeà (2.1.5)] vì neáu R laø moät vaønh thoûa xn(x) = x, n(x) > 1 thì R khoâng coù 
chöùa phaàn töû luõy linh khaùc 0 neân cuõng khoâng coù nil ideal khaùc (0). 

 Maët khaùc, neáu e laø moät phaàn töû luõy ñaúng trong R thì vôùi moïi x∈R, 
baèng pheùp tính ñôn giaûn ta coù: (xe – exe)2 = 0 = (ex – exe)2 vaø suy ra 
xe – exe = ex – exe = 0 (vì R khoâng chöùa phaàn töû luõy linh khaùc 0). Töø 
ñoù thì xe = ex. Vaäy moïi luõy ñaúng trong R ñeàu thuoäc taâm. 

 Do ñoù, neáu an(a) = a, n(a) > 1 thì e = an(a)–1 laø moät luõy ñaúng vaø theo 
chöùng minh treân ta suy ra an(a)–1 ∈ Z. 

 Vaäy caùc giaû thieát cuûa meänh ñeà (2.2.8) ñeàu ñöôïc thoûa maõn neân R 
giao hoaùn. 

 \ Tieáp theo, ta xeùt theâm moät tröôøng hôïp môû roäng hôn nöõa cuûa 
meänh ñeà vöøa roài, caùc phaàn chöùng minh ñaõ ñöôïc trình baøy trong luaän 
vaên thaïc só khoa hoïc cuûa Phan Tröôøng Linh – tp Hoà Chí Minh 2001. 

Meänh ñeà (2.2.9): Cho R laø moät vaønh nöûa ñôn thoûa ñieàu kieän: 

(1) ∀ x, y ∈ R, ∃ m = m(x,y), ∃ n = n(x,y) (m, n > 0) ñeå cho [xm, yn]=0 
thì R giao hoaùn. 
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 Ta caàn nhaéc laïi moät khaùi nieäm vaø seõ duøng hai boå ñeà sau ñeå chöùng 
minh meänh ñeà (2.2.9): 

Ñònh nghóa: Cho R laø moät vaønh tuøy yù, phaàn töû x ∈ R ñöôïc goïi laø töïa 
chính qui phaûi neáu toàn taïi moät phaàn töû x’∈ R sao cho x + x’ + xx’ = 0. 
Khi ñoù x’ ñöôïc goïi laø töïa nghòch ñaûo phaûi cuûa x.   

Boå ñeà (2.2.10): Cho R laø moät vaønh coù ñôn vò 1 vaø thoûa ñieàu kieän (1). 
Neáu x, y ∈ R sao cho x vaø (1 + x’)y ñeàu laø töïa chính qui thì toàn taïi moät k 
= k(x, y)> 0 ñeå cho: 

(2)                      [x, yk][(1+x’)y]’(1+x’) [x, yk] = 0 

trong ñoù [x, yk] laø giao hoaùn töû caáp hai cuûa caùc phaàn töû x vaø yk. 

Boå ñeà (2.2.11): Neáu D laø moät vaønh chia thoûa ñieàu kieän (1) thì vôùi moïi x, 
y thuoäc D ñeàu toàn taïi moät soá nguyeân k = k(x, y) >0 ñeå cho [x, yk] = 0. 

 Vôùi caùc boå ñeà vöøa thieát laäp ta ñaõ coù theå chöùng minh meänh ñeà 
(2.2.9). 

Chöùng minh meänh ñeà (2.2.9): 

1) Neáu R laø moät vaønh chia thoûa ñieàu kieäân (1), khi ñoù vôùiû a, b ∈ R tuøy yù 
ta xeùt vaønh con R1 sinh bôûi a vaø b. 

  Theo boå ñeà (2.2.11) thì vôùi moïi x ∈ R1( R1 ⊂ R  laø moät vaønh 
chia) ñeàu toàn taïi caùc soá nguyeân m, n > 0 ñeå cho [a, xm]=0 vaø [b, xn]=0. 
Neáu laáy k laø boäi chung nhoû nhaát cuûa m vaø n thì  k > 0vaø xk giao hoaùn 
ñöôïc vôùi caû a vaø b. Vaäy xk ∈ Z(R1). 

  Maët khaùc, do R laø vaønh chia neân R1 khoâng coù phaàn töû luõy linh 
khaùc 0 vaø do ñoù cuõng khoâng chöùa nil ideal khaùc (0). Ñeán ñaây ta thaáy 
caùc ñieàu kieän cuûa meänh ñeà (2.2.8) ñeàu ñöôïc thoûa maõn cho R1 neân R1 
giao hoaùn. Töùc laø ta coù ab = ba, suy ra R giao hoaùn. 

2) Neáu R laø moät vaønh nguyeân thuûy thì theo meänh ñeà (1.4.3), hoaëc R laø 
moät vaønh chia D, hoaëc coù moät k > 1 ñeå Dk laø aûnh ñoàng caáu cuûa moät 
vaønh con naøo ñoù cuûa R. 

  Neáu tröôøng hôïp thöù hai xaûy ra thì deã thaáy Dk cuõng keá thöøa tính 
chaát neâu trong giaû thieát cho R vì tính chaát naøy baûo toaøn qua pheùp laáy 
vaønh con vaø aûnh ñoàng caáu. Khi ñoù, trong Dk ta xeùt caùc phaàn töû:   
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               x = = e
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thì vôùi moïi m, n > o ta coù xm = x, yn = y neân [xm, yn] =[x, y] = e12 ≠ 0, 
maâu thuaån vôùi ñieàu kieän Dk thoûa giaû thieát. Vaäy R phaûi laø moät vaønh 
chia neân R giao hoaùn. 

3) Neáu R laø moät vaønh nöûa ñôn thì theo meänh ñeà (1.5.3), R ñaúng caáu 
vôùi moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh nguyeân thuûy Rα. Maø moãi vaønh 
nguyeân thuûy Rα laø aûnh ñoàng caáu cuûa R neân keá thöøa ñieàu kieän cuûa giaû 
thieát, vaäy theo 2) noù phaûi giao hoaùn. Töø ñoù suy ra R cuõng giao hoaùn vaø 
meänh ñeà ñaõ ñöôïc chöùng minhª   

 

§3. MOÄT HÖÔÙNG TIEÁP TUÏC MÔÛ ROÄNG CUÛA 
 ÑÒNH LYÙ JACOBSON  

  

 Giaû söû trong vaønh R nöûa ñôn, khoâng giao hoaùn coù f(x1, x2,…, xn) laø 
moät ñoàng nhaát thöùc ña thöùc, giaû söû coù caùc soá nguyeân k1, k2, …, kn (lôùn 
hôn 0, phuï thuoäc x1, x2, …, xn ) thoûa ñieàu kieän  thì 
lieäu coù theå coù f(x

021
21 =),...,,( nk

n
kk xxxf

1, x2, …, xn) = 0 hay khoâng? 

 Trong trong luaän vaên thaïc só khoa hoïc cuûa Phan Tröôøng Linh – tp 
Hoà Chí Minh 2001 taùc giaû ñaõ giaûi quyeát cho tröôøng hôïp f(x1, x2) = 
[x1,x2], trong luaän vaên naøy muïc ñích cuûa chuùng toâi laø xeùt tröôøng hôïp 
f(x1, x2, x3) = [[x1,x2], x3] 

Meänh ñeà (2.3.1): Neáu R laø vaønh nöûa ñôn coù ñaëc soá p ≠ 0 vaø thoûa ñieàu 
kieän :   (1)    ∀ x, y, z ∈ R, ∃ m = m(x, y, z) > 0, n = n(x, y, z) > 0,             
l = l(x, y, z)> 0: [[xm, yn] ,zl] = 0 thì R laø vaønh giao hoaùn. 

Chöùng minh: 

1) Xeùt tröôøng hôïp R laø moät vaønh chia:  

Choïn z = y, theo giaû thieát ta luoân tìm ñöôïc m, n thoûa [[xm, yn], yn]= 0. 
Ta chöùng minh coâng thöùc sau :  

[xm, yn, yn,…, yn] =  ∑
=

−−
k

i

nikmini
k

i yxyC
0

1 )()(
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       k laàn yn, k > 1                          

Khi k = 2:  

 [[xm,yn],yn] = (xmyn– ynxm)yn – yn(xmyn– ynxm) 
  = xmy2n– ynxmyn– ynxmyn + y2nxm 

  = xmy2n– 2ynxmyn + y2nxm 

Giaû söû coâng thöùc ñaõ ñuùng vôùi k, ta chöùng minh coâng thöùc ñuùng vôùi k+1:  

[[xm, yn, yn,…, yn],yn] = [xm, yn, yn,…, yn]yn – yn[xm, yn, yn,…, yn]  

         k laàn yn  

=(xmykn– y1
kC nxmy(k-1)n+… +(–1)i-1 1−i

kC y(i-1)nxmy(k-i+1)n +(–1)i i
kC  yinxmy(k-i)n  

+…+(-1)kyknxm)yn – yn(xmykn– y1
kC nxmy(k-1)n+… +(–1)i-1 1−i

kC y(i-1)nxmy(k-i+1)n 

+(–1)i i
kC  yinxmy(k-i)n  +…+(-1)kyknxm) 

=  x0
1+kC my(k+1)n + … +(-1)i i

kC 1+ yinxmy(k-i+1)n + … + (-1)k+1y(k+1)nxm. 

=  ∑
+

=

−−
1

0
1

k

i

nikmini
k

i yxyC )()(

Ta ñaõ chöùng minh xong coâng thöùc. 

• Neáu ñaëc soá p = 2 thì:  

[[xm,yn],yn] = xmy2n– 2ynxmyn + y2nxm = xmy2n– y2nxm = [xm, y2n]  maø 
[[xm, yn], yn]= 0 neân [xm, y2n] = 0 

Tröôùc khi xeùt tröôøng hôïp p > 2 ta chöùng minh moät keát quaû phuï 
nhö sau: “neáu p laø soá nguyeân toá thì M p (vôùi 1≤ i≤ p–1)”  i

pC

Giaû söû p laø soá nguyeân toá, ta coù : 
i
pC = 

)!(!
)!(

)!(!
!

ipi
pp

ipi
p

−
−

=
−

1  (vôùi 1≤ i≤ p–1) 

Vì  laø soá  töï nhieân neân p(p–1)! M i!(p–1)! i
pC

Vì p laø soá nguyeân toá neân ÖCLN(p, i!(p–1)!) = 1 
Do ñoù (p–1)! M i!(p–1)! neân M p (vôùi 1≤ i≤ p–1) i

pC

 
• Neáu ñaëc soá p > 2 thì vì p nguyeân toá neân M p (vôùi 1≤ i≤ p–1) vaø p leû. 

Do ñoù: [x

i
pC

m, yn, yn,…, yn] =  = x∑
=

−−
p

i

nipmini
p

i yxyC
0

1 )()( mynp – ynpxm 

                       p laàn yn  

 ⇒  [xm, ynp]= 0. 
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Vaäy, ta luoân coù [xm, ynp] = 0 neân theo meänh ñeà (2.2.9) R laø vaønh giao 
hoaùn.  

2) Xeùt tröôøng hôïp R laø moät vaønh nguyeân thuûy: theo meänh ñeà (1.4.3), 
hoaëc R laø moät vaønh chia D, hoaëc coù moät k > 1 ñeå Dk laø aûnh ñoàng caáu 
cuûa moät vaønh con naøo ñoù cuûa R. 

  Neáu tröôøng hôïp thöù hai xaûy ra thì deã thaáy Dk cuõng keá thöøa tính 
chaát neâu trong giaû thieát cho R vì tính chaát naøy baûo toaøn qua pheùp laáy 
vaønh con vaø aûnh ñoàng caáu. Khi ñoù, trong Dk ta xeùt caùc phaàn töû:   

               x = = e
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thì vôùi moïi m, n > o ta coù xm = x ; yn = y neân [[xm, yn], yn] =[[x, y], y] = 
–e12 ≠ 0 maâu thuaån vôùi ñieàu kieän Dk thoûa giaû thieát. Vaäy R phaûi laø moät 
vaønh chia neân R giao hoaùn. 

3) Xeùt tröôøng hôïp R laø moät vaønh nöûa ñôn: theo meänh ñeà (1.5.4), R 
ñaúng caáu vôùi moät toång tröïc tieáp con cuûa caùc vaønh nguyeân thuûy Rα. Maø 
moãi vaønh nguyeân thuûy Rα laø aûnh ñoàng caáu cuûa R neân keá thöøa ñieàu kieän 
cuûa giaû thieát, vaäy theo 2) noù phaûi giao hoaùn. Töø ñoù suy ra R cuõng giao 
hoaùn vaø meänh ñeà ñaõ ñöôïc chöùng minhª   

Meänh ñeà (2.3.2): Neáu R laø vaønh nöûa ñôn coù ñaëc soá p = 0 vaø thoûa ñieàu 
kieän :   (1)    ∀ x, y, z ∈ R, ∃ m = m(x, y, z) > 0, n = n(x, y, z) > 0,             
l = l(x, y, z)> 0: [[xm, yn] ,zl] = 0 thì R laø vaønh giao hoaùn. 

 Ta nhaéc laïi moät khaùi nieäm vaø seõ duøng hai boå ñeà sau ñeå chöùng 
minh meänh ñeà (2.3.2): 

Ñònh nghóa: Cho R laø moät vaønh tuøy yù, aùnh xaï d: R ——–––––> R  (R xem 
laø nhoùm coäng) goïi laø toaùn töû vi phaân neáu d(ab) = d(a)b + ad(b) vôùi moïi 
a, b ∈ R. 

\ Neáu R laø ñaïi soá treân tröôøng F thì d coù theâm tính chaát: d(αx) = αd(x) 
vôùi moïi x ∈ R, moïi α ∈ F.     

Boå ñeà (2.3.3): Cho R laø moät vaønh coù ñaëc soá 0, d laø toaùn töû vi phaân treân 
R. Neáu d2(z) = 0 thì dk(z) = k!d(z)k vôùi z ∈ R, k ≥ 1. 

Chöùng minh: 
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• Khi k =1 : d1(z) = 1!d(z)1. 

• Giaû söû ñaõ coù dk(z) = k!d(z)k ta chöùng minh dk+1(z) = (k+1)!d(z)k+1

 Ta coù: dk+1(z) = d(dk(z)) = d(k!d(z)k) = k!d(d(z)k) 

Tính A = d(d(z)k): 

A  = d(d(z)k-1.d(z))  

 = d(d(z)k-1).d(z)  +  d(z)k-1.d(d(z)) 

 = d(d(z)k-1).d(z)  +  d(z)k-1. d2(z) 

 = )(.
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)( zd
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zdd
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⎛
−

−

1

1

 + 2d(z)k-1. d(z)2   

             (vì dk-1(z) = (k–1)!d(z)k-1 theo giaû thieát qui nap) 

 = )()).((
)!(

zdzdd
k

k 1

1
1 −

−
+ 2d(z)k+1

 = 
)!( 1

1
−k

dk(z). d(z) + d(z)k+1

 (vì  2d(z)k+1 = d(z)k-1. d2(z) = d(z)k-1.0 = 0  neân d(z)k+1 = 2d(z)k+1= 0) 

 =
)!( 1

1
−k

k!d(z)k. d(z) + d(z)k+1

 = k d(z)k+1 + d(z)k+1

 = (k +1) d(z)k+1

Do ñoù:  dk+1(z) = k!A = k! (k +1) d(z)k+1 = (k +1)!d(z)k+1 , ta chöùng minh 
xong meänh ñeà. 

Boå ñeà (2.3.4): Cho R laø moät vaønh coù ñaëc soá 0, neáu R thoûa ñieàu kieän :   
(1)    ∀ x, y, z ∈ R, ∃ m = m(x, y, z) > 0, n = n(x, y, z) > 0,             
l = l(x, y, z)> 0: [[xm, yn] ,zl] = 0 thì toàn taïi caùc soá nguyeân a, b sao cho 
[xa, yb] luõy linh. 

 Chöùng minh: 

Xeùt ba phaàn töû x, y, y theo ñieàu kieän (1) ta coù caùc soá nguyeân m, n sao 
cho [[xm, yn], yn] = 0. 

Xeùt ba phaàn töû x2r, y, y theo ñieàu kieän (1) ta coù caùc soá nguyeân m, t sao 
cho [[x2mr, yt], yt] = 0. 
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Xeùt toaùn töû d(u) = uytn – ytnu = [u, ytn]ta coù d laø toaùn töû vi phaân, thaät 
vaäy: 

 d(uv) = [uv, ytn] = uvytn – ytnuv 

 d(u)v + ud(v)  = [u, ytn]v + u[v, ytn] = (uytn –ytnu)v + u(vytn –ytnv) =
           = uytnv – ytnuv + uvytn – uytnv = uvytn – ytnuv 

 ⇒ d(uv) = d(u)v + ud(v) 

Vôùi u = xm, ta tính d2(u): 

d2(u) = d(d(u)) = d([u, ytn]) = [[u, ytn], ytn] = [[xm, ytn], ytn] theo treân ta 
coù d2(u) = 0. 

Theo boå ñeà (2.3.3) ta coù d2r(u) = (2r)!d(u)2r. Vì d2(u) = 0 neân d2r(u) = 0 
do ñoù (2r)!d(u)2r+ = 0 ⇒ d(u)2r = 0 (do vaønh coù ñaëc soá 0) 

      ⇒ [u, ytn]2r = 0 ⇒ [xm, ytn]2r = 0  

     ⇒ [xm, ytn] laø phaàn töû luõy linh.  

Ta ñaõ chöùng minh xong boå ñeà. Baây giôø ta chöùng minh meänh ñeà (2.3.2) 

Chöùng minh meänh ñeà (2.3.2): 

 Theo boå ñeà (2.3.4) trong vaønh R nöûa ñôn vôùi moïi phaàn töû x, y bao 
giôø cuõng tìm ñöôïc caùc soá nguyeân m, n sao cho [xm, yn] laø phaàn töû luõy 
linh. Vì R laø vaønh nöûa ñôn neân [xm, yn] = 0, do ñoù theo meänh ñeà (2.2.9) 
R laø vaønh giao hoaùnª 

 

  Vôùi hai meänh ñeà (2.3.1), (2.3.2) ta ñaõ chöùng minh ñöôïc:  
 
 Neáu R laø vaønh nöûa ñôn thoûa ñieàu kieän: 
∀ x, y, z ∈ R, ∃ m = m(x, y, z)>0 , n = n(x, y, z) > 0, l = l(x, y, 
z)>0 : [[xm, yn] ,zl] = 0  thì R laø vaønh giao hoaùn. 
 
vaø do ñoù muïc ñích maø chuùng toâi ñaët ra ban ñaàu ñaõ ñaït ñöôïc: 

 

––– –––
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KEÁT LUAÄN 
––– ––– 

rong luaän vaên naøy chuùng toâi ñaõ neâu moät vaøi môû roäng cho moät ñònh 
lyù raát noåi tieáng cuûa Jacobson veà ñieàu kieän ñeå moät vaønh trôû thaønh 

moät vaønh giao hoaùn.  
T 
 Phaàn 1: luaän vaên trình baøy caùc khaùi nieäm cô baûn veà vaønh, modul, 
caùc lôùp vaønh ñaëc bieät vaø quan heä giöõa caùc lôùp vaønh. 

 Phaàn 2: luaän vaên trình baøy ñònh lyù Jacobson, moät vaøi keát quaû veà 
môû roäng ñònh lyù Jacobson. Caùc keát quaû naøy laø ñöôïc tìm thaáy do 
Herstein, ngoaøi ra luaän vaên cuõng döïa treân caùc keát quaû ñaõ ñöôïc neâu 
trong luaän vaên thaïc só  khoa hoïc cuûa Phan Tröôøng Linh – tp Hoà Chí 
Minh 2001. Döïa treân caùc keát quaû ñoù luaän vaên ñaõ neâu ra moät höôùng tieáp 
tuïc môû roäng ñònh lyù Jacobson. 

 Leõ ra keát luaän cuoái cuøng neân vöông tôùi tröôøng hôïp R laø moät vaønh 
khoâng coù nil ideal khaùc (0), nhöng do thôøi gian haïn heïp vaø khaû naêng coù 
haïn neân chuùng toâi ñaõ khoâng thöïc hieän ñöôïc vaø xin heïn moät dòp khaùc. 

 Luaän vaên chaéc vaãn coøn thieáu soùt, mong quyù thaày coâ vaø caùc baïn 
ñoàng hoïc saün loøng goùp yù ñeå chuùng toâi coù dòp hoïc hoûi theâm. Xin chaân 
thaønh caûm ôn. 

Thaønh phoá Hoà Chí Minh, thaùng 11 naêm 2001   

  

      ÑINH QUOÁC HUY 

(Hoïc vieân Cao hoïc khoùa 9/1998 

Tröôøng Ñaïi Hoïc Sö Phaïm – tp HCM) 
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