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LOI CAM ON
N A

Trude tién qua ludn vin ndy toi xin bay t6 1ong biét on chan thanh va 10i chic stic
khoe tot dep nhat dén cac thay : PGS.TS BUI TUONG TRi, PGS.TS MY VINH QUANG,
TS. TRAN HUYEN, PGS.TS BUI XUAN HAI va cac thay c6 da truc tiép giang day truyén
dat kién thirc cho toi cung cac ban hoc vién cao hoc khoa 18.

Dic biét 1a thanh kinh giri 1ong biét on siu sic dén thay PGS.TS BUI TUONG TRI da
tan tinh chi bao t61 trong qué trinh thyc hién luan van nay.

Qua déy t6i ciing xin chan thanh cam on dén tit ca cac ban hoc vién cao hoc khoa 18
da ging b6 véi t6i trong qua trinh hoc tap tai trudng va quy thay co trong khoa Toan va
Phong KHCN — Sau Pai Hoc da tao diéu kién thuan loi dé t6i hoc tap, nghién cuu.

Va cudi cting xin cam on gia dinh t6i cing nhitng ngudi ban da hd trg, dong vién t6i

dé hoan thanh luan vin nay !

TP H6 Chi Minh , thang 10 nam 2010
Tac gid luan van

Huynh Minh L&



LOI MO DAU

Do c6 vai tro quan trong, nén Cau tric dai sO trén truong dugc nhiéu nha Toan hoc
quan tdm va mot trong nhiing nghién ctru quan trong la vé cac Pai s6 don tdm trén truong.

Nhom Brauer 13 két qua cua viéc nghién ctru céac dai s6 don tAm. Viéc hiéu 16, ciu tric
va tinh chat ciia nhém Brauer gitip cho ta c6 thé tmg dung nhom Brauer trong cac linh vuc
khac ctia Toan hoc : Trong Ly Thuyét sb, hinh hoc dai sd, 1y thuyét bidu dién.... Nén toi da
chon dé tai : “Mot s6 nghién ctru vé nhom Brauer va tng dung ctia no”.

Trong luan van trinh bay cach xay duyng nhém Brauer va néu 1én mot sb vi du vé nhom
Brauer cua mot truong k cu thé, gitp hé thong héa vé Cau trac dai sé don tam. Tir d6 nam
virng kién thirc hon vé cdu triic dai sé phuc vu cho cong tac nghién ctru va hoc tap. Do luan
van dugc lam trong thoi gian ¢6 han nén khong thé tranh khoi sai sét, néu c6 diéu kién toi s&
tiép tuc nghién ciru sdu vé nhoém Brauer.

Noi dung luan vin gdm 3 chuong

Chuwong 1 : Nhing van Qé co ban cta Ly thuyét cac vanh cac Dai sb khong giao hoan
n 1 truong ( Khai niém Pai s6, Pinh 1y day dac, Wedderburn’s — Artin , d6i voi vanh , dai

-)

Chuong 2 : Pai s6 don tim trén 1 truong va xay dung khai niém nhom Brauer.

>
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Chuwong 3 : M6 ta nhom Brauer trén cac truong dai sé dong, trudng hiru han chiéu va

truong sé thuc R .



CHUONG 1: CAC KIEN THUC CO BAN

1.1. VANH
1.1.1. NHOM

~ Cho R va phép toan 2 ngdi trén R, Ky hi¢u : (R, .) 1a nira nhém néu thoa dong
nhat thac

) x(yz) =(xy)z
i) dee€RvaVxxERtacdoex=x;x.e=x

iii) VxeR dyeRthéaxy=yx=¢e

Khi d6 e dugc goi 1a phan tir don vi va thuong duoc ky hiéu 1a 1, phan tir y
tuong tng véi x goi la nghich dao cua x va thudng duoc ky hiéu 1a x ™.

Mot nhém (R,.) la aben (giao hodn) néu théa dong nhdt thire: x.y = y.x, Vxy €R
1.1.2. PINH NGHIA VANH
Cho tap R cung phép toéan hai ngoi +, ., ( R,+, . ) [a mdt vanh néu thoa :

¢ (R,+)1a mdt nhém abel.
e (R,.)lantra nhém.

e x(ytz)=xy+xzva(y+tzx=yx+zx Vx,y,z€R.
Khi R 1a mot vanh,

- Phan tir don vi ctia phép toan + ky hiéu 1a 0 va goi 1a phan tir khong.
- Nghich d4o ciia phan tir x trong phép toan + 1a —x va goi 1a d6i cua x
T6n tai ty nhién phép toan — trén R thoa x —y =x + (- y)

Vanh R 12 giao hoan néu phép toan nhan giao hoan, c6 don vi 1 néu phép toan
nhan c6 don vi 1.

1.1.2.1. Tam vanh

~ Cho vanh R, tap hop Z(R) = { a € R | ax =xa, V x € R } dugc goi la tam cua
R, hién nhién tdm ctia R 12 mdt vanh con giao hoan.

1.1.2.2. Uéeccua0

Phan tir a # 0 cua vanh R duge goi la udc cua 0 néutontaib#0 trong R
sao cho ab = 0.

1.1.2.3. Mién nguyén

Mién nguyén la vanh giao hoan cé don vi 1 va khong c6 ude cua 0.




1.1.2.4.

1.1.2.5.

1.1.2.6.

1.1.2.7.

1.1.2.8.

1.1.2.9.

Thé

Thé 14 vanh R sao cho R\{0} 1a mot nhom nhan. Truong 1a mot thé giao hoan.
Phan tir Liiy ding

Trong vanh R, phin tir ¢ # 0 thoa e = e dwoc goi 1a phan tir liy déng.

Phan tir liiy linh

Phan tir a € R duoc goi 12 Iy linh néu ¢c6 m € N sao cho a™= 0.

Twa chinh quy phai _ twa nghich dio phai

Phén tir a dugc goi 1a tua chinh quy phai néu c6 b € R sao choa+ b + ab = 0.
Khi d6 b duogc goi 1a tya nghich ddo phai cua a.

Dinh nghia tuong tu cho bén trai.
Ménh dé

Twa nghich ddo phai va tua nghich dao tréi cia mot phén tr a néu c6 thi trung
nhau. Khi d6 a duogc goi 1a tya chinh qui.

Hién nhién, néu x 1 Iiiy linh thi x 13 tya chinh qui.

Vanh dbi

Cho vanh R, vanh R" xay dung tir R, gilt nguyén phép toan cong, thay phép
nhén trong R bang phép nhan dugc dinh nghia nhu sau : a*b (trongR )=
b.a ( trong R)

* .« 7N \ A » N
R duwoc goi la vanh doi cua vanh R.

1.1.3. IDEAL VA VANH CON

1.1.3.1.

1.1.3.2.

Vanh con
Trong vanh R, gid st c6 Ac RvaB c R thi:
AB={ablae A,be B}

Mot bo phan A # & ciia vanh R 1a vanh con ctia R néu A cung hai phép toan
trén R cling 1a mo§t vanh.

Ideal

Vanh con A 13 ideal trai (phai ) cua vanh R néu thoa bao ham thitc : AR < A (
RA cA)

Vanh con A 1a ideal hai phia néu A vira 13 ideal trai, vira 13 ideal phai. Mot
ideal cuia vanh R 13 ideal thuc sunéu A=Rva A= {0}




Phan tira € R théa Aa= { 0 } duoc goi 13 linh hoa tir phai cta A.
1.1.3.3. Ideal tdi dai

Ideal A cta R 13 toi dai néu : A # R va thoa V B ideal cia R, A B, A # B thi
phai c6 B=R.

1.1.3.4. Ideal toi tiéu

Ideal A cua R 1a tdi tiéu néu A = {0}, vathoa :V Bidealcita R, Bc A, A# B
thi phai c6 B={ 0}

1.1.3.5. Mgénh dé

~ Néu A la mot ideal phai t6i tiéu cia vanh R thi hodc A*= { 0 } hodc A chira
phan tir iy dang e sao cho A = eR.

Chung minh

Gia sir A? # {0}, Vay co a € A, a#0saocho aA = {0}. Hién nhién aA 13 ideal
phai cua R chira trong A, do A t6i tiéu phéi c6 aA = Al

Mat khac ( 0:a) = { x € R :ax =0 } 1a R-ideal phai
Vay An(0:a) la R-ideal phai khac A, suyra 4N (0:a)=0
DoA=aAcbeec Asaochoa=ae=ac=aec’=a(e—¢c’)=0
Vay e—e’ € An(0:a)={0}hay e=e’,via#0nénco e 0.
Bay gio eR 1a R-ideal phai chira trong A, eR # {0} nén phai c6 eR = A.
1.1.3.6. Ideal chinh qui

Mot ideal phai J cia vanh R dugc goi 1a ideal chinh qui néu co phﬁn tra e R
sao cho x —ax € J, V x € R. Phan tir a goi la don vi phai cua J

Hién nhién 1a néu vanh R c¢6 don vi 1 thi moi ideal phai ctiia R déu chinh qui.
1.1.3.7. Mgénh dé
Moi ideal thyc sy chinh qui déu chua trong mot ideal tdi dai chinh qui.
H¢ qua
Moi vanh ¢ don vi déu c6 ideal thuc su chinh qui.

1.1.3.8. Mgénh dé




1.1.3.9.

1.1.3.10.

1.1.3.11.

1.1.3.12.

1.1.3.13.

- Néu J 1a ideal phai t6i dai chinh qui va B 1a ideal phai chinh qui thi ANB la
chinh qui.

- Giao mét sb hitu han céc ideal phai tdi dai chinh qui la chinh qui.
Nil-ideal, Ideal lity linh

Cho A 1a ideal phai ctia vanh R, thi :

- A la nil ideal néu moi phan tir cia A déu liiy linh

e thi a,..,a, =0 (diéu

m

- A la ideal lily linh néu c6 m € N sao cho Va,,...,a

m

kién tuong dwong 1a 4" = {0})

Céc khai ni¢m tuong tu cho ideal trai la hién nhién, trong pham vi tai li€u, thuat
ngilr ideal dung dé chi ideal phai néu khong chi dinh gi thém.

Dinh nghia
Cho ideal A, ta dinh nghiatap ( A : R ) nhu sau:
(A:R)z{xeR|Rch}
Ménh dé

Néu A 1a ti dai chinh qui thi (A: R) la ideal hai phia 16n nhét con chira trong
A.

Ideal tua chinh qui phai
Ideal A 1a tira chinh qui phai néu V x € A, x 1a tya chinh qui phai.
Vanh don

Vanh R dugc goi 1a don néu R? # {0} va R khong c6 ideal hai phia thuc s (
Ideal khac (0) vaR).

1.1.4. PONG CAU VANH

1.1.4.1.

Dinh nghia

Cho (X,+, * ),(Y,+, *) la cac vanh. Anh xa f: X — Y dugc goi 1a mat déng

cau vanh néu voi moi a, b € X, cac di€u sau duoc thoa man

1) fla+b) = f(a)+ f(b)

2) f(a.b)

f(a). f(b)

3) f(1x)

ly




Pong cau vanh f duoc goi la don cu, toan cdu, dang cdu néu f 1an luot 1a don
anh, toan anh, song anh. Néu giita (X,+,*) va (Y,+,*) ton tai mot dang ciu vanh, thi ta

nodi ching dang cau véi nhau, vaviet X = Y.
Nhan xet

Néu f: (X, +,*) — (Y.+9) 1a mot dong cdu vanh thi f: (X,+) — (Y.,+)1a

d6ng ciu nhom.
vi DU

1)  Cho (X, +, *) 1a mot vanh va End(X) 1a vanh cac dong tu ciu cia nhom (X, +).
Khi @6 anh xa

f:X,+,*)— (End(X), +,*),
a— f,volfy(x)=ax
1a mot déng cAu vanh.
2) Gia st I la mot ideal cua vanh X. Xét anh xa
0:X— X/1,
Oox)=x+1

0 la mdt toan cau vanh, goi la toan cau chinh tac.

1.1.42. Céc tinh chit ciia dong cAu vanh

Céc tinh chét sau ddy la twong tu nhu trong nhém ma viéc ching minh no 1a

tuong tu hoac duogc truc tiép suy ra tur két qua vé déng cAu nhém.

e Tinh chdt I  Hop cia hai dong cdu vanh 1a mot ddng cdu vanh. Hon nita hop

cua hai dang cau la mdt dang cau.

e Tinh chdt 2 Cho (X,+, *) va (Y,+, *) 1a cac vanh va f: X — Y 1a mot dong cau
vanh. Khi d6

a) Néu A 1a vanh con (twong tng : ideal ) ciia X thi f(A) 1a vanh con (tuong (mg
:ideal ) cua Y.




b) Néu B la vanh con (twong tmg : ideal ) cua Y thi f ' (B) la vanh con

(twong ng : ideal ) cua X.
Dac biét ta co Ker f= {x € X: f(x) =0y} la mot ideal ciia X .

e Tinh chdt 3 Cho (X,+, *) va (Y,+, *) la cac vanh va f: X — Y la mot dong cdu
vanh. Khi d6

a)  fla don ciu khi va chi khi Kerf= {0}.
b)  f latoan ciu khiva chikhi Imf=Y.

1.1.5. MODUL
1.1.5.1. Dinh nghia Modul :

Cho R vanh, mot R-modul phai My 1a nhom cong abel M da xac dinh mot anh xa

oMxR—->M

(m,r)HO'(m,r)zmreM
Sao cho Vm,m,m, e M va Va,be R tacé :

m(a+b)=ma+mb
(m1 +m2)a =ma+m,a
(ma)b=m(ab)
Pic biét néu R ¢6 don vi 1 vax1l = 1x, V x € M thi M la R-modul unita.

Truong hop dic biét khi R 1a mot thé thi mot R modul phai goi 1a mot khong gian
vecto phai trén truong R

Khai niém modul trdi ,M dinh nghia tuong tu.
Mot bo phan A cua M, 1a R-modul con néu nhu ban than A 1a R-modul.

Modul con A 14 thuc sy néu A = M va A = {0}.

Tir nay néu nhu khong co chu thich gi thém, thuat ngit R-modul dung dé chi mot
R-modul phai M

1.1.5.2. Dinh nghia End(M), T,

Gia st M 1a mot R-modul, dat End(M) 14 tip cac tu dong cdu nhom cong cua M thi
End(M) 1a vanh véi hai phép toan + va . dugc dinh nghia nhu sau :




1.1.5.3.

1.1.5.4.

1.1.5.5.

1.1.5.6.

m)=g1(g2(m)) ,VmeM,g g, €End(M)

Khi M Ia R-modul thi V r € R, anh xa

I -M—>M

> mrm e M la mot tu d@)ng cAu nhom cua M.
Vay T e End(M),VreR.

Anh xa f(r) = T, xac dinh mot déng cau vanh tir R vao End(M)
Ta dinh nghia twong tu cho 16p cac anh xa bén tréi L, (m)=rm
Modul trung thanh

Cho R-modul M, dat
A(M)={reRIMr=0} = Kerf,v6i f(r) = T, dinh nghia nhu trén

M duge goi 1a modul trung thanh néu c6 A(M) = {0}

Néu M la R-modul trung thanh thi R dugc nhing don c4u vao End(M) qua anh xa
f vi vay co6 theé xem R 1a vanh con cua End(M).

Ménh dé

A(M) la ideal hai phia cia R va M 1a % ( M) -modul trung thanh

Modul bat kha qui
R-modul M 14 bit kha qui néu : MR # {0} va M khéng c6 modul con thét su.
Tam tap

Cho R-modul M, ta goi tAm tap ctia M, ky hiéu C(M) la tdp hop cic tu dong ciu
nhom cua M giao hodn véi cac T,

C(M)={geEnd(M)|gTr=Trg ,reR}

Vay g € C(M) khi va chi khi :

VmeM,VreR|Tg(m)=g(m)r=gT (m)=g(mr)

r

Hién nhién, C(M) 1a tdp hop cic tu dong ciu R-modul ciia M hay ta co
C(M) = Hom,(M,M). Truong hop M 1a khong gian vecto trén thé K thi g 1a 4nh xa
tuyén tinh .




1.1.5.7.

1.1.5.8.

1.1.5.9.

Ménh dé
End(M) la vanh ¢6 don vi chira C(M) nhu 1a mot vanh con.
B6 bé SCHUR
Néu M 12 mot R-modul bat kha qui thi C(M) 13 mot thé.

Chung minh

Gia sit M 1a R-modul bat kha qui, theo ménh dé trén, C(M) Ia vanh con cua
End(M). Ta chimg minh C(M) 1a mot thé. That vay, xét g € C(M), g # 0 ; dat W =
g(M) thi W 1a modul con cia M. Do M bat kha qui nén phdi c6 W =M (dog=#0),

vay g 1a toan cau (1) .

Mat khac, Kerg ’lél modul con cua M; do M bat kha qui va g # 0 nén phai c6
kerg = 0 hay g la don cau (2).

Tir (1) va (2) ta c6 g 1a diang cu. Suy ra ton tai anh xa nguoc g~ € End(M)

VreR,
gl,=Tg=>g glg' =g Tgg =Tg' =g'T,=>g eC(M)

Vay C(M) 1a mot thé.
Nhéan xét

Khi M 14 bt kha qui, do bd d& C(M) 1a mot thé, khi d6 co thé xem M 1a mot
C(M)-modul phai v6i phép nhan vo6 hudng dinh nghia nhu sau :

VmeR,geC(M) mg=g(m) (anh cia m qua g)
Ngoai ra M con 1a mot khong gian vec to trén thé C(M)

Pinh nghia Modul cyclic

R-modul M 1a cyclic nghiém ngit néu c6 u € M, u # 0 sao cho M = uR. Khi

d6, u dugc goi 13 phan tir sinh ctia M.

1.1.5.10. Ménh dé

Modul M 14 cyclic nghiém ngit néu c6 ideal chinh qui J sao cho M = %

1.1.5.11. Ideal chinh qui




Ideal J 14 chinh qui néu va chinéuJ=(0:u)={x € R|ux=0} v6i u 1 phan

tu sinh cia mot R-modul cyclic nghiém ngat.

Chirng minh

Cho M la modul cyclic nghiém ngét sinh béi u € M. Khido V m € M, m = ua

véia € R. Anhxa f:a— ua 13 dong ciu cua R ( xem nhu R-modul) 1én M. Pat
J=kerf={aeR|ua=0}=(0:u) thiJla ideal cia R va M;% Ta
ching minh J 1a chinh qui. That vay :
Dou e M, coe € R sao chou=ue.
Suyra, Vae R,ua=ueahayu(e—ea)=0.
Vay a—ea € J hay J 1a chinh qui.

- Nguoc lai, gia st J 1a mot ideal chinh qui ciia R ta can chimg minh M la

modul cyclic
Vi laideal chinh qui = c6e € Rsaochoa—eaeJ,VaeR.
batM=R/JthiVa+Je M,tacoa+J=(e+J)a, vay M sinh bdilépe + ]
Vxel,dox—-exel=exel=((+))x=0=>xe (0:e+]))
Nguoc lai, gidsux € (0:e+J),khido,exeJvax—exel=xel
1.1.5.12. Ménh dé
M la R-modul bat kha qui khi va chi khi :
)M = {0}

ii) M 1a R-cyclic nghiém ngit, sinh bai phan tir u # 0 bat ky.
Chirng minh

Gia sir M 1a bit kha qui, vay M = {0}, xét tip con




B={xeM|xa:0,VaeR}

Hién nhién, B 12 modul con ctia M, do M bat kha qui phai c6 hoac B = 0 hodc

B=M.

Néu B =M thi ¢c6 MR = {0} mau thiu véi gia thiét M bat kha qui. Vay B =
{0}.

Suy ra, v6i phan tir u # 0 bat ky cia M thi uR 1a modul con cia M. Do M bit

kha qui nén c6 uR = M hay M Ia cyclic nghiém ngét sinh bdi u.
Nguoc lai, gid st M # {0}, M 1a modul cyclic nghiém ngét
=>Vu#0,ue M,M=uM = MR # {0}
Goi N 1a mdt modul con khéc khong cia M, chonu € N,u#0thitaco:
M=uRcNcM
Vay N =M hay M bat kha qui
1.1.5.13. Ménh dé

R-modul M 1a bat kha qui khi va chi khi c6 ideal tdi dai chinh qui A sao cho
M = % (theo nghia R-modul).

Ching minh
(:>) Gia s M 1a R-modul bat kha qui, xét u# 0, u € M. Khi do, ta c6
M =uR = % v6i J = (0:u) 14 ideal chinh qui ( ménh d& 1.3.10)
Tinh t4i dai cta J 14 hién nhién do M khong c6 modul con thyc su.

(<)Nguoc lai, gid st J 1a mot ideal i dai chinh qui v&i don vi phai e, xét M = % thi

hién nhién M la R-modul khong c6 modul con thyc su.




Ta c6 MR la modul con cua M, gid st MR = {0}; suyraea € J,Va e R;doJIa
chinh qui, tacé a € J, V a € R hay J = R mau thuan véi gia thiét J 1a tdi dai. Vay phai co
MR =M hay M 1a bat kha qui.

Nhin xét : Néu M 1a R-modul phai thi M 1a R -modul trai véi R” 1a vanh phan déing
céu voi R. Nhu vy, cac tinh chat cia M nhu mot R-modul phai ciing ding néu xem M 1a

R -modul trai.
1.1.5.14. Dinh nghia

Cho R, A 1a hai vanh, mdt nhém aben M 1a (R,A)-modul néu nhu M 13 R-modul trai

va A-modul phai va thda :
axb)=(ax)b,ae R, xeM,be A

1.1.6. CAN JACOBSON
1.1.6.1. Dinh nghia

Radical Jacobson cua vanh R, ki hi¢u J(R) hoac radR, la tap hop tat ca cac phan
tu cua R linh hoéa dugc tat cd cac modun bat kha qui trén R.

JR)={a€ R :Ma=(0); V M la R-modun bét kha qui }.

Néu R khong c6 modun bat kha qui, dat J(R) = R, lac d6 R duoc goi 1a vanh
Radical.

Nhan xét
Taco AM)={ac R:Ma=(0); M Ia R-modun }

= J(R) =N A(M), V M la R-modun bt kha qui.
J(R) 12 ideal 2 phia cua R.
ViM duoc hiéu 1a R-modun phai nén J(R) con duoc goi 1a Radical Jacobson phai.

Tuong tu, ta dinh nghia Radical Jacobson trai. Tuy nhién, 2 khai niém nay trung
nhau nén ta khong con nhan manh tinh phai, trai ctia Radical Jacobson.

1.1.6.2. Bo aé
M bt kha qui < M = R/p, v6i p 1 ideal phai, tdi dai, chinh qui.

Nhan xét




Néu R 12 vanh Radical thi trén R khong c6 ideal phai, toi dai, chinh qui.

Néu R ¢6 don vi, thi R khong thé 1a vanh Radical ( vi moi ideal déu chinh qui trén
vanh c6 don vi )

1.1.6.3. Dinh nghia

Cho p la ideal phai cua R. Tadinhnghia (p:R)={x€R:RxCp}
Nhan xet
Néu p 14 ideal phai, ti dai, chinh qui, ta ¢at M = R/p thi AMM)=(p :R)

1.1.6.4. M@t sb tinh chat

JRR) =N (p : R) trong d6 p chay qua moi ideal tdi dai, chinh qui, (p : R ) 1a ideal
2 phia 16n nhat ctia R nim trong p .

Néu p 1a ideal phai, chinh qui, thyc sy bat ky cua R thi bao gio p ciing nam trong
mot ideal phai, toi dai, chinh qui nao do.

J(R) = N p véi p 1a ideal phai, ti dai, chinh qui.

1.1.6.5. Dinh nghia phin tir tya chinh qui

Phan tr a € R dwoc goi 1a tya chinh qui phainéu 32’ ER:a+a’+aa’=0.Ta
goi a’ la tya nghich dao phai cua a. Mot ideal phai trong R duoc goi la tya chinh qui
phai néu moi phén tir cia n6 déu tya chinh qui phai.

Tuong tu, ta co thé dinh nghia phan tir twa chinh qui trai.

Nhan xét

Néu vanh R ¢6 don vi thi phan tir a € R 1a tya chinh qui phai < 1 + a c6 nghich
dao phai trong R.

T J(R) = N p vdi p la ideal phai, t6i dai chinh qui . Ta suy ra ménh d¢ sau :

i) J(R) la ideal 2 phia va tya chinh qui phai.
ii) Néu p 1a ideal phai, twa chinh qui phai thi p C J(R)

1.1.6.6. Dinhly

J(R) la ideal phai, tya chinh qui phai cua R va chira moi ideal phai tya chinh qui
phai, do do J(R) 1a ideal phai, tyra chinh qui phai 16n nhat cua R.

1.1.6.7. Dinh nghia phin tir lity linh — ideal liiy linh — Nil ideal




Phan tir a € R duoc goi 1a phan tir lity linh néu 3n € N : a" = 0.

Ideal Trai ( phai, 2 phia ) duoc goi Ia Nil-ideal trdi ( phai, 2 phia ) néu moi phan tit
cua no deu liy linh.

Ideal trai ( phai, 2 phia ) duoc goi 12 lily linh néu In € N :
a.a,..a,=0,Va,a,,..,a €p thcla In € N : p"=(0).
Nhan xét

Néu p 1a ideal lity linh (p" = (0)) thi n6 1a Nil-ideal, diéu nguoc lai khong ding .
Moi phan tir lity linh déu tya chinh qui.

1.1.6.8. Bo aé
J(R) chtra moi Nil-ideal mot phia.

1.1.6.9. Dinh ly
JR/I(R)) = (0)

1.1.6.10. Bang tém tit cach xic dinh Radical-Jacobson
J(R) = {a€ R :Ma=(0), V M la R-modun bat kha qui }
=N A(M), V M 12 R-modun bat kha qui
=N p, p chay khip cac ideal phai, t6i dai, chinh qui.

=N (p : R), p chay khip cac ideal t6i dai, chinh qui.
= ideal phai, tua chinh qui phai 16n nhét cua R.

1.2. CAC LOP VANH
1.2.1. VANH NUA PON
1.2.1.1. Dinh nghia

Vanh R duoc goi 12 nira don néu : J(R) = (0)
1.2.1.2. Pinhly

R/J(R) 1a vanh ntra don.
1.2.1.3. Boaé

Moi ideal 2 phia A cua vanh ntra don R thi A 1a vanh ntra don.




1.2.1.4. Dinhly

Néu A 1a ideal 2 phia cta vanh R thi J(A) = J(R) N A.
1.2.1.5. Pinhly

JM,(R) = M,(J(R)). V&i My(R) 1a vanh cac ma tran vudng cip n lay hé tir trong
vanh khong giao hoan R nao do.

1.2.2. VANH ARTIN
1.2.2.1. Dinh nghia

Mot vanh R duogc goi 14 vanh Artin phai néu moi tap khac tréng céc ideal phai cua
R déu c6 phan tir toi ticu.

Pé ngin gon ta goi vanh Artin phai 1a vanh Artin.
Ta c6 thé dinh nghia vanh Artin bang cach khéc

Vanh A dugc goi 1a vanh Artin phai néu moi diy giam céc ideal phai p;, ciia A s&
ding sau hitu han budc nghia 1a dén mdt di€ém nao dé cac p; déu bang nhau.

Nhan xét
Truong, thé ( vanh chia ) 1a vanh Artin
Téng tryc tiép ctia mot sd hiru han cac vanh Artin 1a vanh Artin.
Moi vanh chi c6 mot s6 hitu han céc ideal phai 1a vanh Artin.
Vanh cac ma trin vudng cip n trén mot trudng hay thé 1a vanh Artin.
Anh dong cau ctia vanh Artin 1 vanh Artin.
1.2.2.2. Pinhly
Néu R 1a vanh Artin thi J(R) 1a mot ideal Iy linh.
H¢ qua
Trong mdt vanh Artin, moi nil-ideal déu 12 ideal Iy linh.
Nhan xet

Gia str R 1a vanh tuy y, néu R c6 ideal phai, 1ty linh, khac 0 thi R s€ c6 ideal 2 phia,
Iy linh khac 0.

1.2.2.3. Pinh nghia phin tir lily ding

Phan tire € R, e # 0 duoc goi 1a lily dang néu ¢’ =e.




1.2.2.4. Bb6 dé

Gia sir, R 1a vanh khong c6 ideal liiy linh khac 0, gia st p # (0) 1a ideal phai tdi
tiéu cua vanh R. Khi do, p 1a ideal chinh sinh boi phan tir lily dang nao do trong R : p
=eR.
Nhan xét

Tir bo dé trén ta suy ra : trong vanh khong c6 ideal liy linh khac 0 thi moi ideal
phai khéc (0) to1 ti€u déu la ideal chinh sinh boi phan tur 1y dang.

1.2.2.5. Bbdé

Cho R la vanh tuy ¥, a € R sao cho a’.a lily linh. Khi d, hodc chinh a luy linh
hodc ton tai da thuc f(x) voi hé s6 nguyén sao cho e = a.f(a) 1a phan tr lily dang khéc
0.

1.2.2.6. Dinhly

Néu R 13 vanh Artin va p # (0) 1 ideal phai khong iy linh cta R thi p chira phan
tu Ity dang khac 0.

1.2.2.7. Dinhly
Néu R 14 vanh tuy ¥ va e 1a phan tir liily dang trong R thi J(eRe) = eJ(R)e.
1.2.2.8. Dinhly

Gia str R 1a vanh khong c6 ideal lity linh khac (0) va e # 0 la phan tir lily dang

trong R. Khi d6, eR ( ideal chinh sinh boi e 12 ideal phai tOi tiéu cia R < vanh eRe la
mot thé.

H¢ qua

Néu R 1a vanh khong c6 ideal lity linh khac (0) va e 1a phan ti lily déng trong R thi
eR 1a ideal phai t6i tiéu ctia R < Re 14 ideal trai téi tiéu cta R.

1.2.2.9. Dinhly

Gia st R la vanh Artin, nira don va p + (0) 1a ideal phai bat ky cua R thi p = eR
voi e 1a phan tir [y dang.

1.2.3. VANH NGUYEN THUY
1.2.3.1. Dinh nghia

Vanh R duoc goi 1a vanh nguyén thity néu né c6 modun bat kha quy va trung
thanh.

Nhan xét




i) Néu R 12 nguyén thry thi 3 M 1a R-modun bét kha quy va trung thanh
> AM)={reR:Mr=(0)} =(0).
Xétanh xa ¢ : R — E(M)

r—T,:M—-M

m — mr

M trung thanh < ¢ don ciu

< R nhung dang ciu vao trong E(M)

< AM) = kerep = (0)

ii) Néu R nguyén thuy thi J(R) = (0) vi R nguyén thuy thi A(M) = (0) ma J(R) = N
AM) = (0)

Vay moi vanh nguyén thiy déu nira don

iii) Néu R 1a vanh bat ky véi M 1a R-modun bt kha quy = A(M) la ideal 2 phia
cua R va R/A(M) la vanh nguyén thuy.

iv) Néu M 1a R-modun bat kha qui, p 1a ideal phai, tdi dai, chinh qui ciia R va néu
M = R/p thi A(M) = (p : R) 1a ideal 2 phia 16n nhat nam trong p . Khi d6 ta c6 R/(p :
R) la vanh nguyén thuy.

1.2.3.2. Dinhly

R 1a vanh nguyén thuy < ton tai p 1a ideal phai tdi dai, chinh qui trong R sao cho
(p : R)=1(0). Trong truong hop d6 R 1a vanh ntra don, hon nira néu vanh nguyén thuy
R giao hoan thi R 1a truong .

1.2.4. VANH PON
1.2.4.1. Dinh nghia

Vanh R duogc goi 1a vanh don néu R* # (0) va trong R khong c6 ideal thyc su
ngoai (0) va R.

1.2.4.2. MG@i lién quan giira vanh don — vanh nira don — vanh Artin — vanh nguyén thiy
i) Néu R 1a vanh don c6 don vi thi R 1a vanh nira don.

That vay : Do R 1a vanh don va c6 don vi nén J(R) khéng thé bang R, vy J(R) =

(0). = R 1a vanh ntra don.

ii) Néu R vira 1a vanh don vira 1a vanh Artin thi R 13 vanh nta don.




That vay : Gia st R 1a vanh don = R” # (0) ma R* laideal ciaR = R*=R (ViR
1a vanh don) . Ta can chtirng minh J(R) = (0). Gia st J(R) # (0) ma J(R) 1 ideal cua R
= J(R) =R (do R don) = (J(R))*=R*=R ct tiép tuc nhu thé ta co :

(J(R))*=R"=R # (0) ma R 1a vanh Artin nén khong c6 phan tir lity linh # (0) =
J(R) = (0) = R la vanh ntra don

iii) Néu R 13 vanh nguyén thiy thi R 1a vanh nira don

That vay : Gia s R 1a vanh nguyén thity 3 M 1a R — modun bét kha qui trung
thanh

> AM)={re R:Mr=(0) } =(0)
= JR)=nNn AM) = (0)

= R la vanh ntra don
iv) Néu R vira don vira nira don thi R 13 vanh nguyén thuy

That vay, dé chimg t6 R 13 vanh nguyén thiy ta chimg to trong R t6n tai ideal phai,
toi dai chinh qui ma (p : R) = (0). Taco : (p : R) la ideal ciia R do R 1a vanh don

= (p: R)=(0) hoic (p: R)=R.
Néu(p:R)=R =N (p:R)=R(vdlyviaR la vanh nira don )
= J(R) =N (p:R)=(0). Vay chi con kha ning (p : R) = (0)

= R la vanh nguyén thuy.

v) Néu R 1a vanh Artin — don thi R 1a vanh nguyén thiy

That vay : vi R-Artin = J(R) liy linh tc 1a I n € N : {J (R) }"= (0). Mat khac do
R-don nén R* # (0) ma R*1a ideal 2 phia cia R = R*=R # (0) ( do R don)

= R"=R # (0), V n = R khong Iy linh = J(R) + R ma J(R) la ideal 2 phia cta
R = J(R) =(0) = R nura don.

Vay R vira don vira nira don
= R 1a vanh nguyén thuy.

1.2.5. VANH NGUYEN TO
1.2.5.1. Dinh nghia




Vanh R dugc goi 1a vanh nguyén t6 néu V a, b € R thi tir dang thirc aRb = (0) = a
=0hay b=0.

1.2.52. Bodé
Vanh R 13 vanh nguyén t6 néu va chi néu né thoa mét trong cac diéu kién sau:
i) Linh hoa tir bén phai cua mot ideal phai khac (0) cua R phai bang (0).
i) Linh hoa tir bén trai ciia mét ideal trai khac (0) cua R phai bang (0)
iii) Néu A va B la 2 ideal cua R va AB = (0) thi suy ra A = (0) hoac B =(0)
1.2.5.3. Boaé
Moi vanh nguyén thuy déu 1a vanh nguyén to.

1.2.6. VANH DOI

Néu A 1a 1 vanh bat ky, dat A™ 1a vanh v6i phép toan + gidng trong R, Con phép

toan nhan dugc dinh nghia 12 a*b = b.a v6i ab € R. Chung ta goi R” 13 vanh di cua
R.

( Phan dang cdu : giita 2 tdp c¢é cdu triic A va B la dang cdu tir A dén doi ciia B.)
1.2.7. CAC PINH LY
Gia sir R 1 vanh nguyén thuy va M 1a R-modun bét kha qui trung thanh.
Theo b d& Schur’s thi
A=C(M)={peE(M):¢0oT =T, op,VreR}

. T:M—->M
La vanh chia ( hay thé ) vé1 *

mt=>ml. =mr
1.2.7.1. Dinh nghia tac dong day dic

M la R-modun bét kha qui. Pit A=C(M) do bd d& Schur’s thi A la mot thé va M c6
ciu tric khong gian vecto trén thé A .

Vanh R goi 1a tic dong day dic trong M ( hay R day dic trong M) néu v6i mbi hé
vecto v,,v,,...,v, € M ddc 1ap tuyén tinh trén A va bat ky n phan t¢ w,,w,,....,w, trong M thi

ton tai r € R sao chow; =vir, i=1,2.3,..., n.
Nhan xét

i) O day day dic duoc hiéu theo nghia : Lay tiy y hé hiru han cac vecto ciia M doc
1ap tuyén tinh trén A va mot hé hiru han bat ky ciia M, bao gio ciing ton tai phép bién
d6i tuyén tinh bién hé doc 1ap tuyén tinh nay thanh hé kia.

ii) Néu dimyM = n ( hiru han ) thi Hom, (M, M) =R.




1.2.7.2.

That vay

V r € R phép nhan bén phai vir 1a phép bién d6i tuyén tinh ciia khong gian vecto
Mtrénthé A: V r € R, r=T, € Homy (M, M) (1)

V r € Homy (M, M) ; gia su ¢,¢,,....&, 1a co s& cua M., Pong cau f hoan toan
duoc xac dinh néu biét cac anh

&f,ef>€,f. Theo tinh chét day dac ta ¢c6 4 r € R sao cho ; V
W W,,ewW, €M gr=w,i=1,2,3...,n

= r=f,. Vay Hom(M,M) C R. (2)

Tur (1) va (2) = Hom, (M, M) =R.
Dinh ly day dac
Gia sir R 1 vanh nguyén thity va M 1a R-modun bat kha quy trung thanh néu A
= C(M) thi R 1a vanh day dic cac phép bién d6i tuyén tinh trong M trén A ( ndi tat : R
day dac trong M).
Chung minh

Pé chung minh dinh 1y trén ta can ching minh : V C M la khong gian vecto hiru
hanchitu mEM, m¢ VthidrER:Vr=0vamr = 0

That vay :

Néu ta c6 diéu kién trén thi mrR # 0 ta d& dang chimg minh mrR 13 modun con
cua M trén R.

Do M bét kha qui trung thanh = mrR =M . Ta tim duoc s € R sao cho mrs tiiy
y trong M va Vrs = 0 . Gia su, v,,v,,...,v, 1a hé doc 1ap tuyén tinh trén A ; w,w,,....,w

n

€ M. Goi V; 1a khong gian cia M trén sinh boicac vi (1 #j) = Vi=<v/i #j>=>
Vi € V;

Do hé v,,v,,..,v, doc 1ap tuyén tinh nén V i, I t; € R : w; = vit; va Vit; = (0),
datt=t; +t,+ ... +t,.Khido, wy=vit,i=1,2,...,n.

Ta chtng minh tinh twong dwong tirc 1a néu c6 diéu trén thi twong duong véi V 1a
khong gian vecto con hitu han chiéu ctaMtrén A:m € M\,m € Vthidr € R: Vr=
0;mr =+ 0.

Ta chitng minh diéu kién trén bang quy nap theo s chiéu cia V.

e Néu V140 chiéu:V =(0)dung .




e Gid su ding vo1 V c6 s0 chiecu<n-—1.
e Ta chung minh dung véi V 1a n chiéu.

bat V=V, + WA = dimV,=dimV -1, w ¢ V,.

Ap dung gia thiét quy nap v6i A(Vo) = { x € V: Vo.x=(0) }. Véiy ¢ Vo = 3
r € A(Vo) : yr # 0 = yA(V) # 0. Noi cach khac : mA(Vy) =0 = m € V.

Hién nhién, A(V,) 1a ideal phai cia R. Liy wA(Vy) = 0 ( do w ¢ V) va

wA(V() 1a modun con cia M = wA(V,) =M ( do M bt kha qui ) . Dung phéan chimg

Giasitm € M, m ¢ V va v6i mdi r ma Vr = 0 thi mr = 0 (¥)
Ta ching minh (*) khong thé xay ra, dat

T-M—->M

x> x.T =waT(v6ix = wa)
Voia € A(Vy) : xXT =ma = waT = ma.
Gia s, x =%’
= wa=wa’ = w(a—a’)=0 = a—a’ linh héa toan bé moi phan tir A(w) ma
Vo(a—-a)=0= V(@-a)=0(doVoCVCw)=>m(a—2a)=0
=> ma=ma’ = xT=x"T = Tlaanh xa

e Dé&thiy T € E(M)
o ( X+ Xz)T = ( wa; + Waz)T =ma; +tma, = XlT + X2T

= T 1a tu dong cau.
e TachungminhT € A

VxeM,x=wa,a€ AVy), VrER =>ar € A(Vy) (do A(Vy) la ideal phai ctia
R) Ta xét : xr = (wa)r = w(ar), ma (xr)T = ((wa)r)T = w(ar)T = m(ar) = (ma)r = (xT)r.

e meV:VaeA(Vy) = ma=(wa)T=(wT)a
=> m—-wT)a=0,a € A(Vy) > m—wT € V|

>me Vy+wlT CVy+twA=V (voly)=mr=+0




1.2.7.3.

1.2.7.4.

Pinh ly

Gia st R 1a vanh nguyén thuy. Khi do6 ton tai thé A d€ hoac R = A, ( vanh cac ma
tran vudng cap n trén A ) hodc vdi moi sO nguyén duong m ton tai cdc vanh con S,
cua R ma dong cau 1én A, tic 1a A, 12 anh dong cau cua S,

Churng minh

Do R 13 vanh nguyén thily, A 13 thé nén theo dinh 1y day dic 1.8.2 = R 1 vanh tac
dong day dic cac phép bién doi tuyén tinh ctia khong gian vecto V trén thé A .

e Néu V hitu han chiéu trén A thi do R day ddc trén V = R ding céu véi vanh
cac phép bién doi tuyén tinh ctia A trén V do6 1a A, v6i n = dim, V

Vay R = A,.

e Néu V khong hitu han chiéu trén A . Gia sir v,,v,,...,v, 12 tdp v6 han céc phan tir
khong doc lap tuyén tinh cua V, dat

Vin=VIA+V,A+ . +vyAvagidsit S, ={xeR:V, xcV,]}theo dinh ly day dac (
1.8.2) thi vanh cac phép bién doi tuyén tinh ctia A c6 thé bi cam sinh boi cac phan tir
cua R. Theo dinh 1y note = S/W,, = A, v&i

W = {x eSS, V x= (O)}
Dinh ly Wedderburn-Artin
Gia su, R 1a vanh Artin don thi R déng céu véi D, v6i D, 14 tap tat ci ma tran
vuong cap n trén thé D. O day, n 1a duy nhat con D duogc xac dinh sai khac mot phép
dang cau. nguoc lai, néu D 1a thé tiy ¥ thi D, 1a vanh Artin don.

Churng minh

e Trudc hét ta chimg minh R 13 vanh nguyén thay:

0 ViR Iavanh Artin = J(R) liiy linh tdc 1a 3 n € N : {J(R))" = (0)

0 ViR donnén R* # 0 ma R? 1a ideal 2 phia cia R, do R donnén R*=R # 0 =
R"=R # 0, V n = R khéng lily linh = J(R) # R ma J(R) 1a ideal 2 phia cua R va R
don = J(R)=0. = R nura don.

Viy R vira don vira ntra don = R nguyén thay = R c6 M 13 modun bat kha qui
trung thanh.

Khi d6, M 1a khong gian vecto trén thé D = C(M) vanh cac giao hoan tir ctia R trén
M. Theo dinh ly day dac 1.8.2

= R day dac trong Homp(M,M)




e Ta chirng minh M hiru han chiéu trén D.

That vay, gid st tdn tai mot day vo han céc phén to v,v,,...,v,,...cia M doc lap
tuyén tinh trén D.

Goipp={x€R/vx=0,1= 1,2,...,m}théthi Pr DP2D...DPm D ...
La day giam céc ideal phai cua R, vi :

® p, dong kin voi phép cong : vi(x +y) =vix + viy =0

e pnRCpnviVxeEnp, VreRthivxr)=vx)r=0r=0=Xxr€ pp,.

e Diy trén giam nghiém ngit : ldy x € p, = x linh hoa v, v, = x linh hoa v, =
X € p; nhung do tinh chat day dicnén I3r €R, Iy € R dé viy =0; voy = v, Vi viy

=0 SYEPI VY=V F 0.=>ygp,=>p C p1- Tuong tu pmiy C pm.Diéunéytréi
gia thiét 1a R 1a vanh Artin, Vay M hitu han chiéu.

e Gia st M c6 sd chiéu 1a m khi 6 do R day dic trén Homp(M,M) vi thé R =
Homp(M,M) = Dy,

e Bay gi0, ta ching minh n duy nhat nghia la néu D, = A, ; D, Alathé thim=n
vaD=A.

0.0
o x 00 .0 e \
That vay, ¢ : D, = Ap, lay e = € D, Gid su, f= 0 (e), vi p; =eDy,
0o . .0
1a ideal phai téi tiéu ctua Dy, nén fA, 1a ideal phai t6i tiéu ctia A, bang cach thay d6i hé
I 0.0
) a , 0. 0
sO ma tran cua f c6 dang
o . .0

Vi I, 1a ma tran don vi cép r x r. Nhung vi f A, 1a ideal phai tdi tiéu ciia A, nénr =

1 0.0
X 00 .0 . A
1. Vay f = => D =¢eDye = fAf=A =D = AmaeD, la khong gian
o . .0

vecto m chiéu trén D, fA, 1 khong gian vecto n chiéu trén A tir dang cdu da cho = m
=n.

e Nguoc lai : gia sit D 1a 1 thé thi D, 1a vanh cac ma trin vudng cp n 1y phan tir
trén D.

e Ta ching minh D, la vanh don nghia la chung minh D, khong c6 ideal 2 phia
khéc (0) va D,,.

That vay : Gid st A # (0) la ideal 2 phia cua D,. Vi A # (0) nén




d@)" " #(0)"*""=>3Ja;#0€D.GiastE;=|. . 1 . .|lamatrancd

00 . . 0
phé‘ln tor don vi 1 thude dong i, cdt j, cac phén tir con lai béng 0 thi Ej € D,, do A la
ideal 2 phia cta D,, nén :

a, . L 0.0
ij a,
0 0.0 .
E]j.(aij) .Eijz EAlalVl 0O 0 . 0 EDn
o . .0 S
0 . . 0]
0 0 1 0.0
i a.
0 i
= 0O 0 . 0 :Ell e A
0 0| °

Tuongtutacod: E,),E,,.... E

nn

€ed=> E +E,+.+E =FEecA

=>VDeD,thiEDEA=DCA.VayA=D, = D, don.

Mit khac D, 1a khong gian vecto trén D véi phép nhan ngoai 1a nhan cac phan tir
ctia D, voi phan tir cua D (@)™ " .r=(a;.r)"*" vi D,.D C D,. Hon nita la khong gian
vecto n’-chiéu véi co s6 1a {EU} i=12,..nj=12,...n

That vay néu : zn: E;r,=0= (rii )m =(0)™
i,j=1

= =0,(i,j) € {1,2,...,11}

y

Vay hé¢ {E,} doc 1ap tuyén tinh va (a,)"" D, thi (a,)" = Z E,a, hon nita, néu p la

i,j=1

ideal phai cua D, ta s€ chung minh pD C p = p la khong gian vecto con cua D,

That vay, vi p la ideal phai nén pD, C p, khi d6 V(al.j )m Ep

r 0 . 0
VrEDthi(aij)m 0 :) - 0 ep:(aij)m.rep.




Vi D, hitu han chiéu = D, 14 vanh Artin.

1.2.8. TRUONG CON CUC PAI
1.2.8.1. Dinh nghia

NéuD lathé va S C D . Ta goi tim tap ctia S trong D hay con goi 14 tdm hoéa tir
cia S trongDla C(S)={xeD:xs=sx,VseS|

Cho K truong con cua D, Khi d6 K dugc goi 1a truong con tdi dai ctia D néu 3
K]ZKCK]CD3K2K1

1.2.8.2. Bo6 dé

Cho D 1a thé va K 1a trudng con téi dai ciia D < K = C(K).

1.3. KHAI NIEM CO BAN VE PAI SO
1.3.1. PINH NGHIA

A dugc goi la dai s6 trén vanh giao hoan c6 don vi k, néu :
+ A 'la vanh .

+ A 1a modun trén k.

+VabeA;Vack:aab)=(aa)b=a(ab).

e NéuAcoédonvilthi:a.x=a.(lx)=(a.)x=x.(a.l)

e Mot dai s6 vira c6 cu tric vanh vira ¢ cdu trac ctia khong gian vecto

e Trong truong hop dac biét vanh k 1a truong F thi A cling dugc xem nhu 1a dai
s trén truong F.

1.3.2. PAI SO NHAN

Gia sir A 13 dai s6 trén vanh giao hoan k c¢6 don vi. Goi E(A) 1a cac tu déng cau

nhom cong A, V a € A ta dinh nghia :

T,L,:A— A4
x—=>xT, =xa

x—>L,x=ax

VabeA.Taco T, L, € E(A)goi L(A) la vanh con cua E(A) sinh boi T,, L,
L(4)= {Ta +L,+ T, L, :a,bab e A}

= L(A) duoc goi la dai s6 nhan.




1.3.3. PAI SO PON

Trong phan nay ta chi xét trén trudng F.

A duoc goi 1a dai s6 don trén truong F, néu A 1a dai sé trén F, A* # (0) va A
khong c6 ideal 2 phia thuc su nao .

Nhan xét
A 1a dai sb don trén truong F < A 13 L(A)-modun bat kha qui, trung thanh.
1.3.4. PAI SO PON TAM

Mot dai sO A dugce goi la don tam trén truong F néu A 1a dai s6 don va co6 tam
dang cau voi F.

1.3.5. PAI SO bOI
A 1a dai s6 bt ky, dai sb dbi cia A, ky hieula A", 1a dai sb véi

e phép cong trong A" 1a phép cong cua A,
e phép nhan trong A" 1a phép toan dugc dinh nghia nhu sau :

a*b=Dba, Va,beA.

1.4. TICH TENSOR ,
1.4.1. PINH NGHIA ANH XA SONG TUYEN TiNH

Cho R 14 vanh c6 don vi, ky hi¢u 1, Xg 1a R-modun phai va Y 1a R-modun trai, G
1a nhom Abel . Mot Anh xa ¢ : XxY — G duoc goi 1a anh xa song tuyén tinh néu ¢
thdéa man cac diéu kién sau :

a) o la song cong tinh, tirc 1a :
Vx,x,,xe X,Vy,y,,yeY
o(x +x,,5)=0(x.y)+0(x,, ),
o(x.y+1)=0(x.0)+0(x,,)

b) ¢ Két hop d6i v6i cac phép nhan ngoai trén X va Y, tirc 1a ;
o(xr,y)=9(x,ry),Vxe X,VyeY,VreV

1.4.2. PINH NGHIA TiCH TENSOR

Cho X,va Y, la cic modun phai va modun trai trén cung 1 vanh hé tir R. Tich
Tensor cua cdc modun X va Y la nhom Aben nao do, Ky hiéu X ®, Y sao cho c6 anh




xa song tuyén tinhz:XxY »>G ma ddi voi bat ky anh xa song tuyén tinh
@:XxY—>G (v6i G la nhom Abel ) luon Iludn ton tai duy nhat dong cau
f:X®,Y—>Ythéaman ¢=fr

XxY 5 X®.Y

ol [
G

Anh xa 7 trong dinh nghia noi trén dugc goi 1a 4nh xa Tensor. Tich Tensor
X ®, Y, trong truong hop vanh con R xac dinh nguoi ta cling dung ky hiéu X ® Y

1.4.2.1. Cac tinh chat

Néu ta ky hiéu : 7(x,y)=x®y,Vx,ye X xY thi

(5 +x,)®y=x,®y+x,®y
x®(y1 +y2)=x®y1 +x®y,
xr®y=xQry, mx®y

Vx,x,xeX y,y,,yeY

Ngoai ra:

VYmeZ mxe(X,+)
mx@yzm(x@y)z(x@my)

1.4.2.2. Ménh dé
Cho Thé D va hai khong gian vecto M, N trén D ; trong M ® ) N ta c6:

a) Néu a,,a,,....a, 1a ho bét ky cac vécto doc lap tuyén tinh trong N thi
D x®a,=0=x,=0(i=12,..n)

b) Néu b,,b,,...,b, 1a ho bat ky cic vécto doc 1ap tuyén tinh trong M thi

ij ®y, =0=y, :0(j :l,2,...,n)
j

1.4.2.3. Tinh chét Tich Tensor giira cic modun
Cho M, N, P la cac modun trén vanh giao hoan R. Khi d6 :
a) MONLON®M

b) (M®N)®PIMO(N®P)




Chirng minh
a)bat f:MxN —>N®M saocho f(mn)>n®m.

RO rang f'la anh xa song tuyén tinh. Do d6 theo tinh chat pho dung cia tich Tensor
t6n tai mot déng cau /"M ®N - N®M sao cho [ (m®n)=n®m.

Theo phép ddi xung, ton tai mot dong cdu g NOM >MON voi
g'(n®m)=m®n.Do do, f' va g'langhich ddo ctia nhau, do d6 chung la dang cau.

b) Pat f:MxNxP—>(M®@N)®P voéi f(m,n,p)=(m®n)® p.Bay gio, ap dung
tinh chat phd dung cuia Tich Tensor véi m c¢b dinh, chiing ta c6 mot R-song tuyén tinh
anh xa " Mx(N®P)—>(MON)®P véi f:Mx(N®P)—(M®N)®P. Lai tiép
tuc ap dung tinh chat phd dung cho /' ching ta c6 mot doéng céu
f""M®N®P)—>(MN)®P voi f"(m@(n@p)) =(m®n)®p. Cling gibng nhu
ching minh & phén trén chiing ta c6 thé tim duoc nghich ddo cia /" va d6 1a diéu can
ching minh.

1.4.3. TICH TENSOR CAC PAI SO
1.4.3.1. Dinh nghia

Cho A, B 1a hai dai s6 trén vanh giao hoan trong K, trong 4 ® « B dinh nghia
phép nhéan nhu sau:

(Zai(@bij(ch@djj Zac ®bd, a,c,edb,.,d eB

1.4.3.2. Ménh dé
Tap A®, Bcung v6i phép nhan trén 1ap thanh mot dai sb goi la dai sb ctia A va B.

Dinh ly Wedderburn co de cdp dén cac dai s6 don tam dcfng cau véi cac ma tran
trén thé D va sir dung phép todn tich Tensor trén cdc ma trgn nén dé hiéu thém vé PL
Wedderburn ta trinh bay dinh nghia va cdc tinh chdt cia tich Tensor trén cdc ma trdn
( con goi la tich Kronecker).

1.4.4. TICH KRONECKER
1.4.4.1. Dinh nghia

Cho 4eR™,BeR"” . Khi do, Tich Kronecker ( hay tich Tensor trén ma tran )
cua A va B dugc dinh nghia 1a mot matran :
aB ... a,B
A®B=| : - © e R
a B ... a B

nl mn




Mot cach hién nhién, Dinh nghia twong ty néu A va B 1a cidc ma tran so6 Phuec.
bé khong lam rudom ra cac vi du va tinh chat. Trong phan nay chiing ta chu yéu xét
trén ma tran so thuec.

1.44.2. Vidu
1 2 3 2 1 )
a) Cho 4= ,B= . Khi d6:
3 21 2 3
21 4 2 6 3
B 2B 3B 2 3 46 6 9
A®B= =
3B 2B B 6 3 4 2 21
6 9 4 6 2 3

Nhan xét AQB#B® A4
B 0
b) VBeR"™ tac6l,®B= 0 B la

Thay thé I, b?lng I, ta dugc mot ma tran khdi ( block matrix - la ma trdgn co cac
phan tir la mét ma trdn ) c6 cac phan tir trén duong chéo chinh 13 ma trdn B, cac phan
tr con lai 1a 0.

¢) Cho B 1a mdt ma tran cip 2 tiy y. Khi d6

b, 0 b, O

B&I - 0 b, 0 b,
*|b, 0 b, O

0 b, 0 b,

d) Cho xeR",y e R".Khido

x®y :[xlyT,....,xmyT]T

_ r mn
—[xlyl,....,xlyn,xzyl,...,xmyn] eR

e) Cho xeR",yeR". Khido

x®y" = [xly,...,xmy]T
x]yl M xlyn

X . XV,

:xyT c Rmxﬂ




1.4.4.3. Tinh chit cua tich Kronecker
4.43.1. Binh 1y

Cho A€ R™ .BeR™.CeR" va DeR™.Khido
(4®B)(C®D)=AC®BD(e R""")
4.432. Pinhly
Véimoi AvaB (A®B) =4 ®B'
4.4.3.3. Dinh ly
Néu A€ R™ va Be R™™ 1a cac ma tran d6i xing, khi d6 A® B 1a ddi ximg
4.4.3.4. Dinh ly
Néu A va B 1a khong suy bién khi d6
(4®B) =4"'®B"
4.4.3.5. Dinh ly

Néu A e R™ va B e R™ la chun tic khi d6 A® B 1a chuén tic.




CHUONG 2 : XAY DUNG NHOM BRAUER

2.1. PINH NGHiA
Moét Pai SO A dugc goi la don tam trén 1 truong k néu A 1a Pai s6 Pon ¢6 k 13 tam.
Cac vi du

a) Vidudé théy nhét cho céc dai s6 don tdm chinh 13 c4c ma tran dai s6 trén k: Véi
bat ky s6 tu nhién n, k-dai so M, (k) (hay k,) ciia ma trdn nxn v&i cac hé so
thuoc k

Chu y rang k, khong phai la dai sO chia véi n>2, boi vi cac ma tran khac 0
c6 hang it nhét 1a n — 1 1a khong kha nghich.

b) Mot vi du khac vé dai s6 don ma 1a dai s6 chia ( khac k), Patk = R, va it Hg 1a

R-Dai sb két hop ctua bd 4 sinh boi /, i, j, -1 thoa man diéu kién sau :

iP=-1

ij=-Ji
Chu y rang, (i)’ =1 1a h¢ qua tir c4c tinh chét trén
Ta c¢6 Hr 1a mot dai s chia

2.2. BO PE

Néu A la dai sb don tam trén truong k va B 1a mot dai s6 don chira k trong tam cua né khi
do 4®, B ladon

Churng minh

Ta can chung minh 4®, B khong c¢ ideal thuc su.
Cho U #(0) 1a 1 ideal ciia 4®, B.
DoU=(0)nén3 u=0eU

Ta c6 thé viét u = Zai ®b, (a, € A;b, € B) trong d6 b, 1a doc lap tuyén tinh trén trudng

Ta goi s0 lugng cac s0 g, khac 0 trong khai trién cta u la 4§ dai cua u.




Chonu e U, u#0 c6do daim ngén nhéat.
u= iai ®b.
i
Véi r,s e A khi d6 theo tich Tensor cac dai s6 ta co :
(r®1)u(s®1):irais®b[eU.
T

Vi A ladon 4a,4= Anén tadat :

ras=a' €A ,Ji=1m
Khéng mat tinh tong quat ta c6 thé sip xép cac a "saocho a', =1
Do d6, ta c¢6 phan tir u, € U c¢6 d6 dai bang u va né ¢ dang :
u=1®b+a',®b,+...+a' &b, .
Cho a e Akhi 6 :

(a®1)u, —u,(a®1) eU (do U laideal )
=(a®1)[Zn:a'i®bij—(zn:a'i®bij(a®1)
1 1
aa'i®bi—zm:a'ia®bi
1

-M: - =

(aa'—a';a)®b, (*)

Via' =1

=aa'|—a''a=a-a=0
Do dé :
(*)zi(aa'i—a'ia)(@bi
1

Zm:(aa'i—a'i a)®b,
2

(a'ya—aa',)®b, +..+(a',~b,)®b, €U

Ta thdy (*) codo dailam—1< m

Nho hon d§ dai ctua u;. Suy ra vo Iy vi u; c6 dd dai ngan nhat




Do d6, (a®1)u, —u, (a®1)=0.Hay

i(aa'i—a'ia)(@bi =0

2
= Z(aa',.—a',. a)(1®b,)=0
2
Mit khac vi cac 5,12 Poc Lap tuyén tinh trén k,
theo tinh chat ctia tich Tenso ta c6 1®5, 1a doc 1ap tuyén tinh trén A®1.

aa'—a'.a=0

Suy ra

=aa' =a''a ,i=2,m ,VaeA
Suyra a',eC(4) do do6 phai thudc k.
Do do,dat: a''=a,ek.Taco:

u =190b+a,®b,+...+a, ®b,
=1®(b +a,b, +..+a,b,) €U

Do b; 1a doc 1ap tuyén tinh trén k, cac @, =a', =0 nén :
b+ab,+..+a,b, #0

bat b=b+ab,+..+a,b, #0

Xét (1®B)u, (1®B),taco :

(1®B)u,(1®B)=1®BbB=1® Bc U

= (4®1)(1®B)cU (doUlaideal cia 4® B)

= (4®1)(1®B)=ARB U

Ma U c A® B (do U la ideal)
=>A®B=U
Do d6 4®, B ladon W

Néu A va B déu 1a don tim trén truong k theo bo dé trén chung ta c6 4®, B 1a don. Tuy
nhién, & day ching ta ¢ thé tinh toan rd rang tim ciia né.

2.3. PINH LY




Néu A va B 1a don tam trén truong k, khi d6 4®, B 1a don tam trén k

Churng minh
Theo bd dé trén, ta c6 A va B 1a don nén ta c6 A®, B 1a don. Dé chimg minh dinh 1y,
ta phai chimg minh rang tim cia A® . B lak.
Gia st rang z = Zai ®b, la phan tir thudc tdm cla A®, B.(Trongdo a; e Ava b; €
B, b; doc lap tuyén tinh trén k).
V&imoi ae A, taco:

az =za

=az—za=0

:(a@l)z—z(a@l)zO

=a®1) a,®b-) a,®b(a®1)=0
= Zaai ®b, —Zaia®bl. =0

= Z(aal. —a,a)®b, =0

Do b; doc 1ap tuyén tinh
=aa,—aa=0, Véimoia € A.
= a,eC(A)
=aq, €k

bat ¢, =, ek khido,taco:
z=Ya,®b=1®) ab =1®b
=zeC(4®B)

VxeB

z(1®x)-(1®x)z=0

= 0=(185)(1®x)-(1®x)(1®b)
=1®bx—l®xb:1®(bx—xb)

= bx—-xb=0,Yxe B=beC(B)

=beck

Hay noi cach khac z=B(1®1)véi fek




Chung ta thdy rang tim ciia A € B 1a k(1®1), d6 1a k néu ta dong nhat k véi k(1®1)
Vay 4®, B 1a dai s6 don tam trén truong k |
2.4. PINHLY

NéuD la 1 dai sb chia c6 chiéu hitu han trén tim Z cua n6 khi d6 chiéu cta D trén Z 1a
mot sO chinh phuong

Churng minh
Cho Z 1a mét dai s6 dong ciia Z, Do D hién nhién 1a don tam trén Z theo b dé 1 ching

tacé D=D®,Z la don, Hon nﬁa,[D:Z]:[B:E]

Bay gid theo dinh 1y Wedderburn, bai vi D 1a don va hitu han chiéu trén truong dai s6
dong Z,D0 Z,

Do do, [B:Z]znz,
Ma [D:Z]z[B:E] nén [D:Z]=n’

Néu A 1a don va c6 chiéu hitu han trén tdm Z cua né theo Pinh Ly Wedderburn.
AU D, v61 D 1a mot dai so chia hiru han chiéu vé1 Z 1a tam ctia n6. Theo dinh 1y trén

[D:Z]=n* do @0, [4:Z] =(n.m)2
Béi vay, chung ta c6 :
2.5. HE QUA

Néu A 12 mot dai s6 don ¢6 chiéu hitu han trén tim Z cua nd, khi dé [4:Z] 1a s6 chinh
phuong.

2.6. PINHLY

Néu A 1a mot dai sb don c6 chiéu hitu han trén tam k ctia nd. Khi d6 4®, 4" k, vin=
dlmkA

Churng minh

Xem xét A nhu la mét khong gian vecto trén k. Goi  L(4) vanh cac phép bién
d6i tuyén tinh cua A trén k

L(A4)={f:4— 4} trong d6 1 modt phép bién ddi tuyén tinh




Theo dinh nghia, cic phén tir trong L (4) 1a anh xa tuyén tinh nén mdi phn tir s&
trong tng véi mot ma trin cp nxn trong k,

Do d6 L(A4)0 k, va L(A4)c6 chiéun® trén k
Dé chirg minh dinh 1y, ta s& chimg minh 3 budc sau :

DA® A ~ 4, ® 4,
240 4" ~ A 4,
3)4,4,=L(A)

Buwoc 1

7

Dit A = {Ta

a eA} v6i T, e L(A),x > xa

Al = {La

ae A} voi L, e L(A),x> ax
Rortang 4,04 va 4,04
Do d6 theo tinh chit cua tich Tensor ta co :
A® A ~ A ® 4, (1)
Buwoc 2
Tiép theo ta chimg minh : A® 4"~ 4,4,

Taditanhxa ¢ tr 4, ® 4, — 4,4, < L(4)theo quy tic
(DT, ®L,)=D"T,L, V6iT,®L,c4,®4,

Hién nhién ta c ¢ la toan dnh tir 4, ® 4, vao 4.4, .
Ta chirng minh ¢ 1a d6ng cu

Ta co

VT €A,L e€4,xe A
T,.L,(x)=T,(bx)=bxa

{Lb.Ta (x)=L,(xa)=bxa

=>T.L=L.T,

Nhu vy, bat ky phan tir trong 4, giao hoan véi mdi phan tir trong 4,




VI ®L.,T.®L.cA ® A4,
o((T, O LT, ®L,))=p(T.T, O L,L,)
=T1,LL, =T,LT,L,= (TaLb)(Ta'Lb')
=(T,®L,) (T, ®L,)
Ta c6 A, va A, 1a don tam trén F vi thé theo dinh Iy 3 4, ® 4, ciing don tam.
Ma kerg laideal cua 4 ® 4,
Suy ra Kerg = 0 nén ¢ la don ciu.
Do d6 anh xa @ 13 déng ciu.
= AR A ~ 4.4, (2)
Buoc 3
Mat khac
n* =dim, L(4)>dim, 4,4, =dim, (4® 4")=(dim, 4)" =n’
= dim, L(A4)=dim, 4 4,.
Do 4.4, 1a khong gian con cta L(A) chung ta suy ra
A.4,=L(4) (3).
Tu (1) (2) va(3),suyra A® 4" ~ A4 4, = L(A) [ |

Tur cac két qua cua cac dinh 1y va bo d¢ trén, ta da cé cac cong cu can thiét dé phuc vu
cho viéc xay dung nhoém Brauer.

Ta bat ddu xay dung nhom Brauer ciia cac dai sé don tam trong trudng k bang cach dinh
nghia m§t quan h¢ twong duong thich hgp

2.7. PINH NGHIA ( QUAN HE TUONG DPUONG )

Néu A va B 1a Pai s6 don tdm hitu han chiéu trén trudng & khi d6 4 ~ Bnéu co sb nguyén
mvansaocho 4®, k, xB®, k

k n

Mot cach xem xét khac vé quan hé twong duong nay nhu sau : Theo dinh Iy Wedderburn
A~ D ®k, va B~D,®k,v61 D,;D,1a cac Dai so chia chiéu htru han nhan £ l[am tam.Khi d6
A~ B khivachikhi D, ~D,.

Hay noi cach khac, quan hé twong duong ~ xac dinh trén cac dai s6 don trén truong F
thanh quan hé ~ xéc dinh trén cac dai s6 chia trén truong F




2.8. BO PE ’
Neéu k 1a mdt truong, khi do6

i) R, () R®, k, v&i moi dai s6 R véi dong nhat thirc trén k.
i) k, ®%k, [k,

Chirng minh ’
1) xét anh xa tuyén tinh trong k sau :
¢ : R x kn % Rﬂ

(r,[aij]) = [ral.j]

C6 mdt md rong tuyén tinh duy nhit ¢ thanh mot anh xa tuyén tinh trén £ tir
R®, k, vio R,. Anhxacé:

gp((r ®[aii})(r'® [a'ij}))

= ¢)(rr'®[aij][a'ij])

= rr'[ai/.][a 'ii]

zr[aﬁ]r'[a'ij] (ai/. ek)
= go(l/' ®, [ai/])¢(l"'® [a'ﬁ})

Vi do mdi ¢ 1a mot dong cau trén k dai s6. Néu {,} 1a mot khong gian vecto co s¢
ctia R trén k va néu {El.].} la mot co so thong thuong cua &, , khi do qo(r; ® E!./.) =rE, va
n6 kéo theo rang ¢ bién mot khong gian vecto co s¢ vao mot khong gian vecto co so.
Do do, ¢ laanhxa 1- 1.

ii) Tur két qua cdu (a) cho ta k, ®, k, [ (k,), va mdi phan tr clia (,,) c6 thé dong
nhat v6i mot phan tir ctia k,, ma tran cAp mn theo tinh chat ctia phép nhan cua cac ma

tran. W

2.9. NHOM BRAUER
a. Chumng minh ~ la quan hé twong duwong

o Phinxg:A~A lahiénnhiénvi A® k = AQ®, k,
o DPiixitng : A~B=A®, k,=B®, k, =>B®, k,=AQ, k =B~ A

e Bic ciu : Theo b dé 2.8 ta cé :




B~C=3tl: B® k=C®,k
:{A(@kkn@kt;B@kkm@k,
B®_ k ®k,=C®, k,®k,
. {A@k k,=B®, k,,
B®, k,=C®, k,
:{A®k k, = B®, k,,
B® k, =C® k,,

mt —

{A~B:>3m,n: A®, k,=B®, k,

(Theo bd dé 2.8)

= A®, k, =C® k,

= A~C ,
b. Chung minh quan hé ~ dwoc dinh nghia tot :

Gia strrang, viA[] A' va B[] B'
Taco,vo1 40D, va A'UD,.,BOE, ,B'E, . Trong do D va E la cac dai so chia.
Khi d6, theo B6 dé 2.8 ta co:

A® BID ® E [1D® k,® E®, k
ID®, k,® k ® E
0D®, k, ® EU(D®, E)®,k,,
1(D®, E)
Tuong tu,
A'®, B'0(D®E) |
Do db, A®, Bl A'®, B'.

mn

c. Chung minh B(k) la nhom Aben

bat B(k) nhu 1a tép cac 16p tuong duong theo quan hé twong duong ~ cua dai sO
don tam hiru han chiéu trén k

Ky hiéu [ A ] € B(k) 1a mot 16p cac Pai s6 don tdm hitu han chiéu trén k tuong
duong voi A

Trén B(k) ta dinh nghia phép toan Nhan nhu sau :

Vi [A], [B] € B(k) ta c6 phép toan [4].[B]=[4®, B]
Theo dinh ly 2.3 thi B(k) 1a déng vé1 phép toan nay
Ta ching minh B(k) 1a nhém Aben v6i phép toan trén

o Kéthop:




([A1[B))[c]=[4®, B][c]=[(4&, B)®, ]
=[4®,(B®, C)]|=[4][B®, C]=[4].([B][C])

e Giao hoan :
[4][8]=[1®, B]=[B®, 4]=[B][4]
e Phan tir don vi 14 [k]
[A][k]=[4®, k]=[A] vi4®, k[ 4
e Phin tir nghich dio :
Theo dinh ly 2.6 ta c6
A®, A Uk,
Do do
v[A]eB(k) ,3[A*] € B(k) sao cho[4].[4*] = [k]
Nén [AJ 14 phan tir d6i cta phan tir [ 4]
Vay B(k) 1a nhém Aben

B(k) duoc goi 1a nhom Brauer cua k.




CHUONG 3 : CAC Vi DU VE NHOM BRAUER.

O phan trén, ta da chimg minh dugc bat ky mot truong k thi B(k) 1a nhom Abel. Tuy nhién,
boi vi dinh nghia vé nhém Brauer ctia mot truong k ¢6 dinh 1a mot dinh nghia rat triru twong nén
trudce tién ta can xay dung nhiing hinh anh cu thé vé nhom Brauer trong truong cu thé thi méi c6 thé
di sau vao nghién ctru cac tinh chit va tmg dung cta no.

Sau nay nhom Brauer con ¢ nhimng tmg dung khéc rong rai trong 1y thuyét s va trong hinh
hoc dai sd, trong 1y thuyét biéu dién va trong K-1y thuyét. Vi trinh d6 c6 han ctia nguoi viét ching ta
s& chi ra ¢ day nhiing hinh anh cu thé cia nhém Brauer va s& thiy rang trong rat nhiéu truong hop
cu thé cta truong k thi nhom Brauer s& 1a nhém tam thuong. Riéng truong hop véi k = R, tir mdi
quan hé cia nhom Brauer, Dinh Iy Wedderburn va Pinh 1y Fobenius chiing ta cling xay dung duogc
nhom Brauer khong tim thuong.

TRONG TRUONG DONG DAI SO

3.1.PINH NGHIA
Mot trudng k duge goi 1a mot trudong déng dai s6 néu moi da thirc khac hang
f €k[X] c6 it nhat mot nghiém trong k

Nhan xét
Tt dinh nghia trén, ta c6 mot da thic bac n trong truong dong dai so s€ c6 du n
nghiém trong k néu moi nghi€ém dugc tinh s6 1an bang s6 bdi cua nd. Mot thi du dién

hinh vé trudng dong dai s6 1a tap so phirc C.
3.2.PINH NGHIA

Néu k va K 1a cac truong va k 1a mot truong con ciia K. Chung ta néi rang K 1a
mot mé rong cua k, ky hiéu 13 K | k. Bdc ciia mo rong, ky hiéu la [K :k] 1a s6 chiéu
dim, (K). K |k 12 mé rong dai sé néu voi moi phan tir & cia K, ton tai mot da thirc
khac hang f e k[X] sao cho f(a)=

3.3. BO PE (TOWER LAW)

Néu ta c6 mé rong truong k <K <L khidé [L:k]=[L:K][K :k]

Churng minh
Cho {a,} 1a mét co so cta L trén K va dat { } lacosocuaKtrénk. Cho vel

khi d6 ton tai {&,}cK sao cho v=> aa, voi mdi a, ton tai {ﬁl,j}gk sao cho
=Y Bb;. Vithé v=>" B,b.a,. Do do, {ba,} 1a mdt tap sinh cua L trén k.

Tur sy doc 14p tuyén tinh, > y,b,a,=0 véi y, k. Khi d6 Z(Z%b/‘jai =0.

Boivi D y,b, € K, n6 phdi 1a 0 theo tinh chit doc 1ap tuyén tinh cta {a}. Cudi cing,




Z 7,;b; =0 kéo theo y, =0 theo tinh chat doc lap tuyén tinh cia {b j} . Do d6, chung ta

c6 thé két luan réing {bja,.} tao thanh mét co sé cia L trén k, d6 1a dpecm W .
Chii Y rang ¢ phan trén chiing ta khong ding tinh chat giao hodn ciia truong vi
the két luan trén ciing dung cho cac modul trén vanh chia.

3.4.PINH NGHIA.

K 13 bao déng dai sé cua k néu K |k 13 mo rong dai so va K 13 truong doéng
dai $6.

3.5.PINHLY

V&i moi truong k, bao dong dai s6 K cua k 1a duy nhét sai khac mot dang cau.

3.6.MENH PE

Cho k 13 mét truong déng dai s6. Néu D 1a k dai sd chia hitu han chiéu, khi d6
k=D.

Chirng minh :
RO rang la k< D. Pat n=dim, (D) va xeD. Khi d6, 1,x,x*,....x" 1a doc lap

tuyén tinh. Ton tai a,,a,..,a, khong ddng thoi bang 0 sao cho
a, +ax+a,x* +..+a,x"=0. Do d6, ton tai mot da thic khong vo han [ ek[X] sao
cho f(x)=0. Nhung k 1a mot truong dong dai 56, vithé x € k. Suyra, Dck vata

c6 thé két luan rangk =D.
3.7.HE QUA

Néu k 1a trueong déng dai s6, B(k) 1a mot nhom tam thudng

Churng minh ‘ ) ‘ ) .
Theo ménh dé 3.6, ta c6 k-dai s6 chia hitu han chi€u duy nhat 1a k. Do do, ton

tai duy nhat mot 16p twong duong trong B(k), d6 1a [£]. Do d6, B(k) 12 mot nhém tim
thuong.
Trong trudng hop dic biét chung ta thiy rang B(C) ciing 1a mot nhom tim

thuong boi vi C 1a mot tricong dong dai sé.

TRONG TRUONG HUU HAN

Muc dich tiép theo ctia ching ta 1a tim mot nhom Brauer ctia mot truong hitu

han va nhém Brauer cua tap s6 thuc R. Bé lam diéu do, ching ta can c6 Pinh ly
Skolem-Noether.

3.8. BO DE.




Cho A 1a mot k-dai s6 va M 1a mot A-modul don. Khi d6 End (M) 1a mét dai
s chia trén k.

3.9. BO DE.

Vi cac ky higu & trén. at D 1 dai so chia End (M ). Khi d6, End ,(M")0 D,
nhu 13 k-dai so.

3.10. PINH LY.

Cho A 13 mét dai sé don, khi d6 ton tai mot M A-modul don trung thanh. Hon
thé ntta A0 M" trong d6 M" 1a m¢t A-modul v6i n nao do.

3.11. BO DE.

V&i M ¢ trén, bat ky A-modul don 1a dang cdu véi M.
3.12. HE QUA.

Néu A 12 mot k-dai sb don, khi d6 40 M" nhu 12 A-modun véi n nao d6 va D
la mot k-dai so chia.

3.13.MENH DE.
D, 1a mdt k-dai s6 don v6i moi k-dai sb chia D.
3.14. BO PE
Cho A 1a mot dai sd chia hiru han chiéu trén k, Néu M . va M,la cac A-modul

hiru han sinh ¢6 cing sb chiéu trén k, Khi d6 M, 0 M, .

Churng minh
Theo dinh 1y 3.10 va bo d& 3.11. A0 M" véi M 1a A-modul don duy nhat ( sai
khac nhau mot déng céu). V&1 moi N 1a A-modul hitu han sinh N[ 4" /B véim va B
12 modul con ctia 4”. Nhung 4" 1a tong truc tiép cac ban sao ciia M. Vi thé chung ta
c6 M, 0M" va M,0M" véi [,l, tuy y. Tir do, ching ta c6 dim, (M,)0 [, dim, (M)

v6i i=1;2. Nhung dim, (M, )=dim, (M,) vithé [, =1,.Dodé M, M,. ®
3.15. PINH NGHIA.

Mot ty dang cau la o tw dang cau trong néu n6 ¢ dang a(x)=zxz"' véi mot

phan tir z ¢ dinh. Trong trudng hop nay, chiing ta s& viét «, thay cho «

3.16. PINH LY ( SKOLEM-NOETHER)




Cho A 1a mot k-dai sb don va cho B 1a mot k-dai sé don tam hitu han chiéu.
Néu f,g:A4— B la cac dong cau, khi d6 ton tai mdt tu dang cau trong a: B — B sao
choaf=g.

Churng minh ’ o
Theo h¢ qua 3.12,B0 D, voi D 1la mdt k-dai sO chia. Theo bo dé 3.9

EndD(D”)D (End,D) bdi vi D 1a mot D-dai s6 don. Nhu ching ta di thay trong
ching minh cua Hé qua 3.12, End.(C)UC véi C 1a mét dai sO chia bat ky. Vi thé
End(C")0(C") . Cho C=D", chiung ta ¢6 BU D,[] End,(E"), Trong d6 E=D'
ciing 12 mot k-dai s6 chia. Suy ra Z(B)=Z(D)=Z(E)=k.

Bay gio, chi y rang f va g dinh nghia nhu 14 tic dong ciia A 1én E” theo céach :

a.,v=f(a)(v) va a,v=g(a)(v) trong d6 f(a).g(a)eEnd, (E”) Vi thé,
ching ta ¢6 2 céu trac A-modul trén E”, goi la M ,va M. RO rang rang ching co
cung s chiéu trén k. Vi thé theo bo dé 3.14, chiing dang c4u voi nhau. Do d6, ton tai
mot dang cu tr M, dén M_. D6 1a h(a.,v)=a,h(v) , VveE" trongdd heB. Do do,
ta ¢6 h(f(a)v)=g(a)h(v). Vi the hf(a)=g(a)h hay hf(a)h"'=g(a) nghia la
af=g.1

DINH LY TAM TAP

Chung ta cin gioi thidu khai niém vé tim tip dé ta c6 thé chimg minh dugc
dinh 1y Wedderbur’s va Dinh 1y Frobenius, d6 1a cac dinh 1y s€ gitip chung ta xac dinh

cac nhom Brauer cua mot truong hitu han va nhém Brauer cia truong R trong phan
cuoi.

3.17. PINH NGHIA.

Néu A 1a mot dai sé va B 1a mot tap con cua A, tam tap cia B trong A duogc
dinh nghia 1a C(B)={ae A:ab=ba,Vbe B}

Dé dang kiém tra dwgc C(B) 1a mot dai s6 con clia A. Bay gio, ta s& ching
minh dinh ly tam tap

3.18. PINH LY ( PINH LY TAM TAP)
~ Cho A 1a mét dai ) con don cua B voi B 1a mot k-dai s6 don tdm hiru han

chiéu. Cho D, va D,la cac dai so chia. Khi d6

1.C(4)1a don

2.Néu B~D, vi A® D, ~ D,, khi d6 C(4)~D;

3. [B:k]=[4:k][C(4):k]

4.c(c(4))=4

Chung minh
Ta co




BU End,(D")0)(D") vé6iD la dai s6 chia tim k. Tuy nhién, ciing 1a mot dai s6
cua B, tac dong 1én D", do do, D" 1a mot A® D-modul. Theo dinh nghia cua céc tu
dong ciu, chiing ta thay rang C(4)= End 4, (D")

1. D 1a don tam, vi thé A®D don. Nén ton tai N mét A® D-modul don duy
nhat1a N, va E = End ,, (N) 1a mot dai s6 chia. Bat ky 4® D-modul 14 c6 dang N™.
Do do, D" (1 N™ v61 m nao do. Vi vay

C(A4)=End 4, (N")

1 (End 5, (N)) Theo 2.7
UE,
Theo ménh dé 3.13 M, (E) 1a don, nghia la C(4) la don
2. BO(D'), vi th& DOD. Do do, (D) 0D, ching ta co

n

D, A®D 1 A®D. Do E 1a A® D - modul don duy nhit, A® D~ E* va ching ta da
thay trong h¢ qua 3.11. Vi thé E°0 D,. Nhung C(A4)0 E, vi thé C(4)~E0 D] nhu

yéu ciu.
3. C(4)U M, (E) vi thé theo dinh luat tower,

[C(4):k]=[E,:E][E:k]=m’[E:k]. Tuy nhién D"0ON", ching ta c6
[D":k}z[D":N][N:k]zm[N:k]zm[N:E][E:k].Luqtbémtacé:

[c(@:ﬂ:{%} [E:k]

~ [D”:k}2

[N:E] [E:k]

(o]

[ End,(N):E][E:k]’
[pru]

[ End, (N):k]

B [D” :k}2

[4®D:k]
[D” :k]2
- [A : k][D : k]
Tir dang thirc don gian trén ta co

[4:k][C(4):k]= [ k]

[D:k]

voi E 1a dai so chia




([0 D][D:k])

[D:k]
=n’[D:k]
=[D, :k]

=[B:k] vi B0 M, (D")

4. Rd rang rang AcC(C(4)). Ap dung phan 3 vao C(4) chung ta c6
[B:k]=[C(4):k][C(C(4):k)]. Nhung ching ta cling ¢6 [B:k]=[4:k][C(4):k], do
lugt gian ta co [C(C(A)):k]:[A:k]. Theo két qua tir tuyén tinh dai sb, ta duogc
4=C(C(4)). m

3.19. HE QUA.

Cho D 12 mot dai s chia véi tam k va [D:k]=n. Néu K 1a mot truong con t6i
dai ctia D ( vé quan h¢ bao ham), khi d6 [K :k]=n.

Churng minh ’ )
Ta c6 la mot truong vi nod co tinh giao hoan va 1a dai s6 con cua dai so chia.
Theo tinh giao hodn cta K, K c C(K). Cho aeC(K), K(a) ( trudng con téi ticu
chira K va a ). Do d6, aeK va ching ta c6 thé két luan rang C(K)c K. Do dd,
K=C(K). Theo phan 3 clia dinh 1y tam tp ta ¢o
n*=[D:k] =[K:k][C(K):k] =[K:k]2. Do d6 ta c6 két qua. m
Hé qua trén Cho ta [D:4] 1a s chinh phuong.
3.20. BO PE

Cho K|k la mdt truong mé rong va cho A 1a mdt k-dai s6. Khi d6 K ®, 4 la
mot K-dai sb, ky hi¢u 1a 4, . Hon nita, néu {,} 1a co s& cta A trén k, khi d6 né 1a
mot co so cua 4, trén K. Dac biét, [4:k]=[4, :K].

3.21. PINH LY.

Néu D 1a mot dai s chia hitu han chiéu trén tim k cta no, khi d6 [D:k] 1a mot

s6 chinh phuong.

Trong phdn nay ta gia siv k la trieong hitu han. Chiing ta sé chi ra rang B(k) lai la
nhom tam thuong. Pau tién, ta nhdc lai mot bo deé cua ly thuyet nhom.

3.22. BO DE

Néu H <G 1a mot nhom hiru han v6i H =G khi do G=u,,(gHg™).
Churng minh




Boi vi [G:NG (H)] 1a s6 lwong cac nhom con cua G ma lién hop véi H, sb
luong cua cac phan tr khong phai don vi trong U ecG ( gHg‘l) s
<[G:N,(H)](|H|-1)
<[G:H](|H|-1) bdivi H < N, (H)
4l 9]
= H|-1)=|G|- =
<|G|-1vi H=G
Do do, G=u, (gHg’l).l
3.23. PINH LY ( WEDDERBURN)

Bét ky vanh chia hiru han déu giao hoan.

Churng minh
Cho D la mot vanh chia va datk = Z (D) la mot truong con cua D. Cho K 1a
mot trudng con tdi dai ciia D chita k, vi k = K = D. Néu K=D, khi d6 D 1a mot truong
do do 1a giao hoan.
Vi thé gia stt K = D. Theo dinh 1y 3.21 va h¢ qua 3.19, ching ta ¢6 [D:k]=n
va [K :k]=n véi moi n. Do d6, |K|=|k|". Theo ly thuyét truong, bat ky truong chira k
v6i cap |k|" 1a ddng cAu véi nhau, do d6 1a lién hop vé6i nhau theo dinh 1y Skolem-
Noether. Vi thé, chung ta co K'= zKz™! Vol bat ky truong con tbi dai K. )
Cht y rang moi phan tir cia D déu dugc chira trong truong con to1 dai, ta co
D=u._, (sz‘l). Bay gid, néu ta dat phép nhan nhém, ta c6 D' =u_, (zK*z“).
Nhung diéu ndy mau thuin voi bd dé 3.23. Do do, viée gia st K = D 1a sai.
Vay K=D vaD la giao hoan. m
3.24. HE QUA
k 14 truong hitu han thi B(k) 1a nhém tim thuong.
Churng minh

Ta di tim cac phan tir cia B(k). Cho D 1a k-dai s6 chia don tdm. Theo dinh 1y
Wedderburn, ta c6 D 13 giao hoan nén D ciing 14 tAm, vi thé Z (D)=k=D. Do d6, chi

c¢6 mot phan tir thude B(k), d6 1a [£]. m

TRONG TRUONG SO THUC R

Nhing vi du & trén déu cho cic nhom Brauer 1a nhoém tam thuong. Trong phan

nay ta sé& thiy diéu nay khong ding d6i véi tap sb thuc R. Pau tién ta nhic lai khai
niém Quarternions

3.25. DINH NGHIA.




Quaternions, ky hiéu 1a H, 13 mot khong gian vecto 4 chiéu trén R véi cac co
so 1a {1,4, j,k}, va phép nhan duoc dinh nghia sao cho 1 1a phan tir don vi va

i2=j2=k2=—l
ij =—ji =k
jk=—kj =i
ki =—ik = j

Mit khic H cing 1a mot R-dai s6. V6 moi  phan tu

L , (a=bi—c¢j—dk o
g=a+bi+cj+dkeH,q+#0,a,b,c,d €ll ,taco ( J %12+b2+02+d2) 1a phan

tu nghich dao cia g . Do d6, H thyc sy la mot R-dai sb chia.

3.26.BO DE

Trudng mo rong duy nhit cia R 1a R va C
Churng minh

n

Cho K 1a mdt mé rdng hiru han ctua R véi s6 chiéu la n. Léy xeK, Lx,x*,.,x
1a doc 1ap tuyén tinh trén R. Vi thé ton tai a,,q,,...,a, khong dong thoi bang 0 sao cho
ax"+.+ax+a,=0. Boi vi C 1a truong dong dai s6 Theo Pinh 1y co ban cua dai s6,
xell.Dodo, Kl .

Néu xell ,VxeK,khidd K=0.

Néu xel\J véi xek, goi la x=a+bi voi b#0. i=(x—a)/beK do d6

0 cK.Vaytacothé kétludnrang 1 =K . m
3.27.PINH LY ( FROBENIUS)

Néu D la dai s6 chia v6i R ndm trong tdm cta nd va [D:0]<w, khi do6
D=0,0 hoac H.

Churng minh
Cho K la truong con tdi dai cta D, khi d6 [K:0]<[D:0]<o. Theo bd dé

3.26, K =0 hoic K=0.Gia st K=0.Cha y rang [ c Z(D), theo tinh ti dai cta
K, Z(D)=0 vaD latam. Theo hé¢ qua 3.19 [D:[J]=1,do d6 D=0 .

Néu K =01, Z(D)=0U hoac Z(D)=0L boi vi C la mot truong con ti dai chira
R va Z(D) la trudng chira R . Néu Z(D)=U , khi d6 D 1a tim [ -dai s6 béi vi C
dugc chira trong D. Theo hé qua 5.14. [D:[J]=1, boi vi [K:[1]=1.Dodo D=0 .

Cudi cung, véi trudng hop K =01 va Z(D)=0, D la tim va chiing ta c6 thé ap
dung lai h¢ qua 3.19 dé ¢6 [D:1]=[C:0] =4. Cho f:0 -0 v6i f(a+bi)=a-bi
trong d6 a,b el . Khi d6 f la mot IR-déng cu. Theo dinh ly Skolem-Noether, ton tai
xeD,voi x#0sao cho x(a+bi)x’1 =a-—bi




Bay gio, 4p dung lién hop 2 1an, ching ta ¢6 x”(a+bi)x> =a+bi va do do,
x*(a+bi)=(a+bi)x*. Vi thé x*eC(0)=0. Ta c6 thé 4p dung f cho x* va co
f(¥*)=x". Do do, phan 4o cta x* phaila 0 va x* e[ . Ta o, 1 rang x* <0 ma xel]
diéu nay thi khong thé xay ra. Vi thé ton tai y €[ \{0} sao cho x> =—)*. Dt j=x/y
va dat k=ij. Piéu d6 co thé kiém tra lai rang tich cua 1,i, j,k trung khop véi dinh
nghia tich cac co so ciia H. Do d6 [D:[1]=4, chingtacé D=H. R

3.28.HE QUA

B(0)0OD,
Churng minh

Ta di tim cac phan tir cia B(U). Cho D la R-dai s6 chia hitu han chiéu trén R.

Theo Pinh 1y Fobenius, D chi c6 thé 1a R, C hodc H. Nhung trong d6, chi c6 R
va H 1a cac dai s6 chia hiru han chiéu va don tim trén R ( vi tim cua C khong phai 1a
R).

Nhu vay, chi ¢6 2 16p turong duong bao gom [R] va [H]. Suy ra B(R) ¢6 chinh
x4c 2 phan tir . Do d6, B(0)00,. m

Chu ¥ rang phan tir dong nhat cia nhom B(R) chinh 1a [R] va phan tir khac
don vi chinh 1a [H]. Vi thé ta c6 [H][H]=[R], nghia la H®HI [ , véi n nao d6. Vi
H c6 s6 chiéu 1a 4 nén H®H c6 s6 chiéu 1a 16. Ta cé HOHD M, (7).

Ta ciing c6 thé két luan ring mdi dai s don tAm hitu han chiéu trén R dang cu

vG1 moOt ma tran dai so trén R hoac H.




KET LUAN

Trong chuong 1, luan van trinh bay cac kién thic co ban.

Trong chuong 2, ludn vin trinh bay chi tiét xdy dung nhém Brauer tir viéc
phan 16p cac dai sb chia don tAm trén truong. Ching minh quan hé ~ gitta cac dai
s6 don tdm hiru han chiéu 1a quan hé twong duong duoc dinh nghia tét, va nhém
Brauer 1a nhom Abel.

Trong chuong 3, Luan van mo td moét sb vi du cu thé vé nhom Brauer trong
cac truong dai s6 dong, trudng hitu han va trong trudng s thuc R. Va thiy rang da
s6 truong hop B(k) 1a nhém tdm thuong, trir truong hop B(k) = R thi B(k) c6

dung 2 phan tir 1a [R] va [H].

Nhom Brauer ¢ nhitng Gmg dung rat 16n trong 1y thuyét sb, hinh hoc dai s, 1y
thuyét biéu dién va ly thuyét K-dai s6... Mot huéng mé rong viée nghién ciru vé
nhom Brauer ctia mot trudng 13 nghién ctru vé tich chéo dai s6 boi vi ¢6 sy lién két
chac ché gitra chling.

Cuoi cung, nhiing gi ching to61 lam dugc trong luan van chi la mgt khéi dau
cho 1 hudng nghién cliru maoi.
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