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MỞ ĐẦU

1. LÝ DO CHỌN ĐỀ TÀI

Phương trình và bất phương trình là nội dung cơ bản và quan trọng của

chương trình toán trung học phổ thông. Đây là một chuyên đề rất rộng và chứa

nhiều dạng toán hay và khó. Đặc biệt, các dạng toán về phương trình và bất

phương trình siêu việt (mũ và lôgarit) cũng là những dạng bài thường gặp trong

các kỳ thi đại học và thi học sinh giỏi quốc gia.

Việc giải các bài toán về phương trình, bất phương trình mũ và lôgarit đòi

hỏi phải nắm vững phương pháp, các kiến thức cơ bản về hàm số mũ và hàm

số lôgarit cũng như các kiến thức liên quan và phải biết vận dụng các kiến thức

một cách hợp lý, có tính tư duy. Có nhiều phương pháp để giải phương trình,

bất phương trình mũ và lôgarit, mỗi bài toán ta phải biết nhận dạng và áp dụng

phương pháp thích hợp để giải.

Chính vì những lý do trên nên tôi chọn đề tài "Một số phương pháp giải

phương trình và bất phương trình siêu việt" nhằm hệ thống một số dạng toán,

phương pháp giải phương trình, bất phương trình mũ và lôgarit.

2. MỤC ĐÍCH NGHIÊN CỨU

Hệ thống một số dạng toán, phương pháp giải phương trình và bất phương

trình mũ và lôgarit.

3. ĐỐI TƯỢNG VÀ PHẠM VI NGHIÊN CỨU

Khảo sát lớp các hàm số mũ, lôgarit và các dạng phương trình và bất phương

trình siêu việt liên quan.

4. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Tham khảo, phân tích và tổng hợp các tài liệu chuyên đề, sách giáo khoa, các

tài liệu của giáo viên hướng dẫn, tài liệu trên mạng.

Phương pháp thực nghiệm ở trường phổ thông và phương pháp thảo luận,

trao đổi qua bạn bè, đồng nghiệp.
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5. Ý NGHĨA KHOA HỌC VÀ THỰC TIỄN CỦA ĐỀ TÀI

Tạo được một đề tài phù hợp cho việc giảng dạy, bồi dưỡng học sinh giỏi toán

bậc trung học phổ thông.

6. CẤU TRÚC CỦA LUẬN VĂN

Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, luận văn gồm 3 chương

như sau:

Chương 1. Tính chất của hàm số mũ, hàm số lôgarit và các kiến thức liên

quan.

Chương 2. Phương trình và bất phương trình mũ.

Chương 3. Phương trình và bất phương trình lôgarit.



3

CHƯƠNG 1

TÍNH CHẤT CỦA HÀM SỐ MŨ, HÀM SỐ

LÔGARIT VÀ CÁC KIẾN THỨC LIÊN
QUAN

1.1 Tính chất của hàm số mũ và hàm số lôgarit

1.1.1 Tính chất của hàm số mũ

1.1.2 Tính chất của hàm số lôgarit

1.2 Đặc trưng hàm của hàm số mũ và hàm số

lôgarit

Bài toán 1.1 (Phương trình hàm Cauchy dạng mũ). Xác định các hàm f(x)

liên tục trên R thỏa mãn điều kiện sau

f(x+ y) = f(x)f(y), ∀x, y ∈ R.

Bài toán 1.2 (Phương trình hàm Cauchy dạng lôgarit). Xác định các hàm

f(x) liên tục trên R+ thỏa mãn điều kiện sau

f(xy) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R+.

1.3 Các định lý bổ trợ

Định lý 1.1 (Bất đẳng thức AM-GM, xem [9]). Giả sử x1, x2, · · · , xn là các số

không âm. Khi đó

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn.

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 = · · · = xn.



4

Định lý 1.2 (Bất đẳng thức AM-GM suy rộng, xem [9]). Giả sử cho trước hai

cặp dãy số dương x1, x2, · · · , xn và p1, p2, · · · , pn. Khi đó

xp1

1 x
p2

2 · · ·x
pn
n ≤

(x1p1 + x2p2 + · · ·+ xnpn
p1 + p2 + · · ·+ pn

)p1+p2+···+pn

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 = · · · = xn.

Nếu p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 thì xp1

1 x
p2

2 · · ·x
pn
n ≤ x1p1 + x2p2 + · · ·+ xnpn.

Định lý 1.3 (Bất đẳng thức Cauchy-Schwaz, xem [9]). Cho hai cặp dãy số bất

kỳ a1, a2, · · · , an và b1, b2, · · · , bn. Khi đó

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ≤ (a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n)(b
2
1 + b22 + · · ·+ b2n)

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ∃k: ai = kbi.

Định lý 1.4 (Bất đẳng thức Bernoulli, xem [9]). Cho x > −1. Khi đó{
(1 + x)α ≤ 1 + αx khi 0 ≤ α ≤ 1
(1 + x)α ≥ 1 + αx khi α ≤ 0 ∨ α ≥ 1.

Lưu ý. Khi thay x bởi x− 1 ta có{
xα + (1− x)α ≤ 1 khi 0 ≤ α ≤ 1
xα + (1− x)α ≥ 1 khi α ≤ 0 ∨ α ≥ 1

(x > 0).

Định lý 1.5 (Định lý Fermat, xem [11]). Nếu hàm số y = f(x) xác định và

liên tục trên khoảng (a, b), đạt giá trị cực trị tại một điểm x0 ∈ (a, b) và tồn tại

f ′(x0) thì f ′(x0) = 0.

Định lý 1.6 (Định lý Rolle, xem [11]). Nếu hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a, b]

và có đạo hàm trên khoảng (a, b), đồng thời f(a) = f(b) thì tồn tại c ∈ (a, b)

sao cho f ′(c) = 0.

Từ định lý Rolle ta có hệ quả sau:

Hệ quả 1.1 (Hệ quả của định lý Rolle). Nếu hàm số y = f(x) có f ′′(x) >

0, ∀x ∈ (a; b) hoặc f ′′(x) < 0, ∀x ∈ (a; b) thì phương trình f(x) = 0 không có

quá hai nghiệm phân biệt thuộc khoảng (a; b).

Định lý 1.7 (Định lý Lagrange, xem [11]). Nếu hàm số f(x) liên tục trên đoạn

[a, b] và có đạo hàm trên khoảng (a, b) thì tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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CHƯƠNG 2

PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG
TRÌNH MŨ

2.1 Phương trình, bất phương trình mũ cơ bản

2.1.1 Phương trình mũ cơ bản

2.1.2 Bất phương trình mũ cơ bản

2.2 Phương pháp giải và biện luận phương trình,

bất phương trình mũ

2.2.1 Các phương pháp cơ bản

2.2.1.1 Phương pháp đưa về cùng cơ số

Các dạng thường gặp:

Dạng 1

af(x) = ag(x) ⇔
[ a = 1{

0 < a 6= 1
f(x) = g(x)

hoặc af(x) = ag(x) ⇔
{
a > 0
(a− 1)[f(x)− g(x)] = 0.

Dạng 2

af(x) < ag(x) ⇔
[ {a > 1

f(x) < g(x){
0 < a < 1
f(x) > g(x)

hoặc af(x) < ag(x) ⇔
{
a > 0
(a− 1)[f(x)− g(x)] < 0.

Dạng 3
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af(x) ≤ ag(x) ⇔
[ {a > 1

f(x) ≤ g(x)
a = 1{

0 < a < 1
f(x) ≥ g(x)

hoặc af(x) ≤ ag(x) ⇔
{
a > 0
(a− 1)[f(x)− g(x)] ≤ 0.

2.2.1.2 Phương pháp đặt ẩn phụ

Mục đích chính của phương pháp này là chuyển các phương trình và bất

phương mũ đã cho về các phương trình và bất phương trình đại số quen thuộc.

Các phép đặt ẩn phụ thường gặp đối với phương trình mũ:

Dạng 1 Phương trình αka
kx + αk−1a

(k−1)x + ...+ α1a
x + α0 = 0.

Đặt ax = t, điều kiện t>0, ta được phương trình

αkt
k + αk−1t

(k−1) + ...+ α1t+ α0 = 0.

Mở rộng. Khi thay x bởi một biểu thức f(x). Đặt af(x) = t, tùy theo biểu thức

f(x) mà đặt điều kiện cho t.

Dạng 2 Phương trình α1a
x + α2b

x + α3 = 0 với ab=1.

Đặt ax = t, t>0, suy ra bx =
1

t
, ta được phương trình

α1t+
α2

t
+ α3 = 0⇔ α1t

2 + α3t+ α2 = 0.

Mở rộng. Khi thay x bởi một biểu thức f(x). Đặt af(x) = t, tùy theo biểu thức

f(x) mà đặt điều kiện cho t.

Dạng 3 Phương trình α1a
2x + α2(ab)

x + α3b
2x = 0.

Khi đó chia hai vế phương trình cho b2x > 0, ta được phương trình

α1

(a
b

)2x
+ α2

(a
b

)x
+ α3 = 0.

Đặt
(a
b

)x
= t, điều kiện t>0, ta được phương trình α1t

2 + α2t+ α3 = 0.

Lưu ý. Có thể chia hai vế phương trình cho a2x, (ab)x.

Mở rộng. Thay x bởi biểu thức f(x).

2.2.1.3 Phương pháp lôgarit hóa

Các dạng thường gặp đối với phương trình mũ: cho 0 < a 6= 1, b > 0, c > 0

Dạng 1 af(x) = b⇔ f(x) = loga b.
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Dạng 2 af(x) = bg(x) ⇔ loga a
f(x) = loga b

g(x) ⇔ f(x) = g(x) loga b.

Dạng 3 af(x)bg(x) = c⇔ f(x) + g(x) loga b = loga c.

Lưu ý. Có thể lấy một số dương khác 1 bất kỳ làm cơ số khi lấy lôgarit hai vế

của phương trình không nhất thiết phải là cơ số a.

Các dạng thường gặp đối với bất phương trình mũ:

Dạng 1

af(x) < b (b > 0)⇔
{
a > 1
f(x) < loga b

∨
{

0 < a < 1
f(x) > loga b.

Dạng 2

af(x) > b⇔
{
b ≤ 0

f(x)có nghĩa
∨


b > 0
a > 1
f(x) > loga b

∨


b > 0
0 < a < 1
f(x) < loga b.

Dạng 3

af(x) > bg(x) ⇔ lg af(x) > lg bg(x) ⇔ f(x). lg a > g(x). lg b.

2.2.1.4 Phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số

Sử dụng tính đơn điệu của hàm số để giải phương trình và bất phương trình

mũ ta sử dụng các nhận xét sau:

1. Nếu phương trình có nghiệm x0, một vế của phương trình là hàm số luôn đồng

biến, vế kia là hàm số luôn nghịch biến (hoặc là hàm số hằng) thì x0 là nghiệm

duy nhất.

2. Nếu phương trình có dạng f(u) = f(v), mà hàm số y = f(t) với tập xác định

là Df , là hàm số đồng biến (hoặc nghịch biến) trên Df thì f(u) = f(v)⇔ u =

v, ∀u, v ∈ Df .

3. Đối với bất phương trình có dạng f(x) > k:

Bước 1: Xét hàm số y = f(x) và có f(x0) = k. Dùng lập luận khẳng định hàm

số đơn điệu (giả sử đồng biến).

Bước 2: Khi đó f(x) > k ⇔ f(x) > f(x0)⇔ x > x0.

4. Đối với bất phương trình có dạng f(u) < f(v):

Bước 1: Xét hàm số y = f(t) với tập xác định là Df . Dùng lập luận khẳng định

hàm số đơn điệu (giả sử đồng biến) trên Df .

Bước 2: Khi đó f(u) < f(v)⇔ u < v, ∀u, v ∈ Df .
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2.2.2 Các phương pháp khác

2.2.2.1 Sử dụng định lý Rolle

� Áp dụng định lý Rolle để giải phương trình mũ, ta thực hiện các bước sau:

Bước 1: Giả sử α là nghiệm của phương trình.

Bước 2: Biến đổi phương trình về dạng thích hợp f(a) = f(b), từ đó chỉ ra được

hàm số f(t) liên tục trên đoạn [a; b] và có đạo hàm trên khoảng (a; b). Khi đó

theo định lý Rolle, ∃c ∈ (a; b) sao cho f ′(c) = 0.

Bước 3: Giải f ′(c) = 0 ta xác định được α.

Bước 4: Thử lại.

� Từ hệ quả của định lý Rolle ta rút ra phương pháp giải phương trình:

Giả sử cần giải phương trình f(x) = 0. Ta thực hiện theo các bước sau:

Bước 1: Tìm tập xác định D của phương trình.

Bước 2: Chỉ ra được f ′′(x) > 0, ∀x ∈ D hoặc f ′′(x) < 0, ∀x ∈ D.

Bước 3: Vậy phương trình f(x) = 0 nếu có nghiệm sẽ không có quá 2 nghiệm

phân biệt trên D.

Ta cần chỉ ra hai giá trị x1, x2 ∈ D sao cho f(x1) = f(x2) = 0.

Bước 4: Kết luận.

2.2.2.2 Phương pháp đánh giá

Để đánh giá hai vế của phương trình và bất phương trình mũ ta thường dựa

vào: tính đơn điệu của hàm số, tính chất hàm số mũ, các bất đẳng thức như

AM-GM, Cauchy-Schwaz, Bernoulli, tính chất của giá trị tuyệt đối....

2.2.2.3 Phương pháp điều kiện cần và đủ

Trong phần này sử dụng phương pháp điều kiện cần và đủ giải bài toán về

tính duy nhất nghiệm, bài toán về tập nghiệm và bài toán về hai phương trình

tương đương.

Bài toán 2.3 (Bài toán về tính duy nhất nghiệm). Tìm điều kiện của tham số

(giả sử là m) để phương trình, bất phương trình f(x,m) ≥ 0 (hoặc f(x,m) ≤ 0)

có nghiệm duy nhất.

Phương pháp giải. Thực hiện theo các bước:

Bước 1: Đặt điều kiện để các biểu thức trong f(x,m) ≥ 0 có nghĩa.

Bước 2: Điều kiện cần: Giả sử f(x,m) ≥ 0 có nghiệm là x = x0, khi đó:

a. Dựa trên tính chất đối xứng của các biểu thức giải tích trong f(x,m) ≥ 0, ta

đi khẳng định x = ϕ(x0) cũng là nghiệm của f(x,m) ≥ 0.
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b. Do đó để f(x,m) ≥ 0 có nghiệm duy nhất cần có x0 = ϕ(x0) ⇒ giá trị của

x0.

c. Thay giá trị của x0 vào f(x,m) ≥ 0 ta xác định được điều kiện cần cho tham

số m để f(x,m) ≥ 0 có nghiệm duy nhất, giả sử m ∈ Dm.

Bước 3: Điều kiện đủ : Với m ∈ Dm, ta đi kiểm tra lại tính duy nhất nghiệm

cho f(x,m) ≥ 0.

Bước 4: Kết hợp ba bước trên ta tìm được đáp số.

Bài toán 2.4 (Bài toán về tập nghiệm). Tìm giá trị của tham số m để phương

trình, bất phương trình hoặc hệ nghiệm đúng với mọi x ∈ D.

Phương pháp giải. Thực hiện theo các bước:

Bước 1: Đặt điều kiện để các biểu thức của phương trình, bất phương trình hoặc

hệ có nghĩa.

Bước 2: Điều kiện cần: giả sử phương trình, bất phương trình hoặc hệ nghiệm

đúng với mọi x ∈ D, suy ra nó nghiệm đúng với x0 ∈ D.

Giải bài toán với x = x0 ⇒ suy ra giá trị của tham số là m0.

Bước 3: Điều kiện đủ : thực hiện phép kiểm tra với m = m0.

Bài toán 2.5 (Bài toán về hai phương trình tương đương). Cho hai phương

trình f(x,m) = 0 và g(x,m) = 0. Tìm điều kiện của tham số (giả sử là m) để

hai phương trình tương đương.

Phương pháp giải. Thực hiện theo các bước:

Bước 1: Điều kiện cần

� Giải và tìm nghiệm x = x0 của f(x,m) = 0.

� Để phương trình f(x,m) = 0 và g(x,m) = 0 tương đương, trước hết cần x = x0

cũng là nghiệm của g(x,m) = 0, tức là g(x0,m) = 0⇒ m = m0.

� Vậy m = m0 chính là điều kiện cần.

Bước 2: Điều kiện đủ

� Với m = m0

f(x,m) = 0⇔ f(x,m0) = 0⇒ nghiệm của f(x,m) = 0.

g(x,m) = 0⇔ g(x,m0) = 0⇒ nghiệm của g(x,m) = 0.

� Kết luận.

2.2.2.4 Phương pháp lượng giác hóa

Để lượng giác hóa các phương trình và bất phương trình ta sử dụng các nhận

xét sau:

1. Nếu −1 ≤ x ≤ 1 thì tồn tại α và β với −π
2
≤ α ≤ π

2
, 0 ≤ β ≤ π sao cho

sinα = x và cos β = x.
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2. Nếu 0 ≤ x ≤ 1 thì tồn tại α và β với 0 ≤ α ≤ π

2
, 0 ≤ β ≤ π

2
sao cho sinα = x

và cos β = x.

3. Với mỗi số thực x tồn tại số α với −π
2
< α <

π

2
sao cho x = tanα.

4. Nếu các số thực x, y thỏa mãn hệ thức x2 + y2 = 1 thì tồn tại số α với

0 ≤ α ≤ 2π sao cho x = sinα và y = cosα.

2.2.3 Xây dựng phương trình và bất phương trình mũ

2.2.3.1 Xây dựng phương trình và bất phương trình mũ dựa vào

phương pháp đặt ẩn phụ

Ví dụ 2.31. Xét một phương trình bậc hai 2t2 − 9t+ 4 = 0.

Lấy t = 2x
2−x, ta được 2.(2x

2−x)2 − 9.2x
2−x + 4 = 0.

Chia hai vế phương trình cho 4, ta được 22x2−2x−1 − 9.2x
2−x−2 + 1 = 0.

Nhân hai vế phương trình với 22x+2, ta có bài toán sau

Bài toán 2.6. Giải phương trình

22x2+1 − 9.2x
2+x + 22x+2 = 0.

Ví dụ 2.32. Xét một phương trình bậc ba t3 − 1 = 0.

Lấy t = 2x − 2

2x
, ta được

(
2x − 2

2x

)3
− 1 = 0.

Khai triển
(
2x − 2

2x

)3
trong phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 2.7. Giải phương trình

23x − 6.2x − 1

23(x−1) +
12

2x
= 1.

Ví dụ 2.33. Xét phương trình bậc bốn t4 + 2t3 − t− 2 = 0.

Do t = 0 không phải là nghiệm của phương trình nên chia hai vế phương trình

cho t ta được t3 + 2t2 − 2

t
− 1 = 0. Thay t = (2 +

√
3)x ta được bài toán sau

Bài toán 2.8. Giải phương trình

(26 + 15
√

3)x + 2(7 + 4
√

3)x − 2(2−
√

3)x = 1.

Nhận xét 2.4. � Từ các phương trình ở các bài toán 2.6, 2.7, 2.8 nếu thay dấu

"=" bởi dấu ">, <, ≤, ≥" ta được các bất phương trình mũ tương ứng.

� Việc xây dựng bất phương mũ tương tự phương trình mũ.
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Ví dụ 2.34. Xét hệ phương trình đối xứng loại hai

{
u2 = v + 6
v2 = u+ 6.

Ta có

{
u2 = v + 6
v2 = u+ 6

⇒ (u2 − 6)2 = u+ 6⇒ u2 − 6 =
√
u+ 6.

Thay u =

(
2

3

)x
vào phương trình trên và quy đồng ta được bài toán sau

Bài toán 2.9. Giải phương trình

4x − 6.9x =
√

54x + 6.81x.

Ví dụ 2.35. Xét hệ phương trình đối xứng loại hai

{
u3 + 2 = 3v
v3 + 2 = 3u

Ta có

{
u3 + 2 = 3v
v3 + 2 = 3u

⇒ u3 + 2 = 3 3
√

3u− 2.

Thay u =

(
4

3

)x
vào phương trình trên và quy đồng ta được bài toán sau

Bài toán 2.10. Giải phương trình

64x + 2.27x = 32x+1 3
√

3.36x − 2.27x.

2.2.3.2 Xây dựng phương trình và bất phương trình mũ dựa vào

tính đơn điệu của hàm số.

Ví dụ 2.36. Xét hàm số f(t) = t3 + t đồng biến trên R.

Cho f(2x + x) = f(1) ta được phương trình (2x + x)3 + 2x + x = 2.

Khai triển vế trái của phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 2.11. Giải phương trình sau

x3 + 23x + 3x.22x + (1 + 3x2).2x + x− 2 = 0.

Ví dụ 2.37. Xét hàm số f(t) = (
√

2 + 1)t +
1

2
t đồng biến trên R.

Cho f

(
1− x2

x2

)
= f

(
1− 2x

x2

)
, ta được

(
√

2 + 1)
1−x2

x2 +
1

2

(
1− x2

x2

)
= (
√

2 + 1)
1−2x

x2 +
1

2

(
1− 2x

x2

)
.

⇔ (
√

2 + 1)
1−x2

x2 − (
√

2− 1)
2x−1

x2 =
1

2
− 1

x
.

Ta có bài toán sau

Bài toán 2.12. Giải phương trình

(
√

2 + 1)
1−x2

x2 − (
√

2− 1)
2x−1

x2 =
1

2
− 1

x
.
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• Với hàm số f(t) = (
√

2 + 1)t +
1

2
t. Cho f((x − 1)2) = f((x + 1)2), ta được

phương trình

(
√

2 + 1)(x−1)2 +
1

2
(x− 1)2 = (

√
2 + 1)(x+1)2 +

1

2
(x+ 1)2.

Biến đổi phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 2.13. Giải phương trình

(
√

2− 1)2x−1 − (
√

2 + 1)2x+1 = 2x(
√

2 + 1)−x
2

• Với hàm số f(t) = (
√

2+1)t+
1

2
t. Cho f(sin2 x− sinx) = f(sinx−1), ta được

phương trình (
√

2+1)sin
2 x−sinx+

1

2
(sin2 x−sinx) = (

√
2+1)sinx−1+

1

2
(sinx−1).

Biến đổi phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 2.14. Giải phương trình

(
√

2 + 1)sin
2 x−sinx − (

√
2− 1)1−sinx = −2 sin4

(x
2
− π

4

)
Ví dụ 2.38. Xét hàm số f(t) = 2t + 5t + t đồng biến trên R.
Cho f(2x) = f(x+ 1), ta được 22x

+ 52x

+ 2x = 2x+1 + 5x+1 + x+ 1.

Giản ước 2x hai vế của phương trình, ta có bài toán sau

Bài toán 2.15. Giải phương trình 22x

+ 52x

= 2x + 5x+1 + x+ 1.

• Với hàm số f(t) = 2t+5t+ t. Cho f(sin2 x) = f(cos2 x), ta được phương trình

2sin2 x + 5sin2 x + sin2 x = 2cos2 x + 5cos2 x + cos2 x.

Biến đổi phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 2.16. Giải phương trình

(2sin2 x + 5sin2 x)− (2cos2 x + 5cos2 x) = cos 2x.

Nhận xét 2.5. � Việc xây dựng bất phương trình mũ dựa vào tính đơn điệu

của hàm số cũng tương tự phương trình mũ.

� Từ các phương trình ở các bài toán 2.12, 2.13 thay dấu "=" bởi các dấu ">,

<, ≤,≥" ta đươc các bất phương trình mũ tương ứng.

2.2.3.3 Xây dựng bất phương trình mũ dựa vào hàm phân thức

chính quy

Bài toán 2.17. Cho 2 bộ số dương a1, a2, . . . , an và b1, b2, . . . , bn thỏa mãn

điều kiện a1 ln b1 + a2 ln b2 + · · ·+ an ln bn = 0.



13

Xét hàm số f(x) = a1b
x
1 + a2b

x
2 + · · ·+ anb

x
n, x ∈ R.

Chứng minh rằng f(x) ≥ a1 + a2 + · · ·+ an, ∀x ∈ R.
Từ bài toán 2.17 ta có thể xây dựng được một số phương trình và bất phương

trình mũ.

Ví dụ 2.39. Cho a1 = 3, a2 = 2, b1 = 3, b2 =

√
1

27
. Ta được bất phương trình

3.3x + 2
(√ 1

27

)x
≥ 5 nghiệm đúng với mọi x.

Biến đổi bất phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 2.18. Giải bất phương trình 3x+1 + 2
(√ 1

27

)x
≥ 5.

Ví dụ 2.40. Cho a1 = 2, a2 = 2, a3 = 1, b1 = 2, b2 = 3, b3 =
1

36
. Ta được bất

phương trình 2.2x + 2.3x +
( 1

36

)x
≥ 5 nghiệm đúng với mọi x.

Biến đổi bất phương trình trên ta có bài toán sau

Bài toán 2.19. Giải bất phương trình 2.72x + 2.108x − 5.36x + 1 ≥ 0.

2.2.4 Các bài toán liên quan

Có nhiều dạng toán về phương trình và bất phương trình mũ có chứa tham

số. Ở đây, tác giả chỉ xét hai dạng đó là: xác định tham số để phương trình có

nghiệm duy nhất, chứng minh phương trình có nghiệm duy nhất và xác định

tham số để bất phương trình nghiệm đúng với mọi biến x thuộc khoảng đã cho.

2.2.4.1 Xác định tham số để phương trình có nghiệm duy nhất và

chứng minh phương trình có nghiệm duy nhất

Bài toán 2.20. Tìm a > 0 để phương trình ax = 1 + x có nghiệm duy nhất.

Bài toán 2.21. Giả sử a, b là hai số dương và a < b.

Cho hàm số f(x) =


(ax + bx

2

) 1
x

nếu x 6= 0
√
ab nếu x = 0

. Tìm m để phương trình

f(x) = m có nghiệm duy nhất.

Bài toán 2.22. Chứng minh rằng phương trình x.ax = 1 có nghiệm duy nhất

với mọi a > 1.
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2.2.4.2 Xác định tham số để bất phương trình nghiệm đúng với mọi

x thuộc một khoảng đã cho

Bài toán 2.23. Xác định a > 0 để bất phương trình ax ≥ 1 + x nghiệm đúng

với mọi x ∈ R.

Nhận xét 2.6. Từ bài toán 2.23 ta có bất đẳng thức ex ≥ 1 + x, ∀x ∈ R.

Dấu "=" xảy ra khi x = 0.

Bài toán 2.24. Xác định a > 0 để bất phương trình ax ≥ 1 + x+
x2

2
nghiệm

đúng với mọi x ≥ 0.

Nhận xét 2.7. Từ bài toán 2.24 ta có bất đẳng thức ex ≥ 1 + x+
x2

2
, ∀x ≥ 0.

Dấu "=" xảy ra khi x = 0.

2.3 Hệ phương trình mũ

Các phương pháp giải phương trình mũ đều được áp dụng vào để giải hệ

phương trình mũ. Ở đây tác giả chỉ cho các ví dụ là dùng các phép biến đổi

chuyển về hệ đại số và sử dụng tính đơn điệu của hàm số để giải hệ phương trình

mũ.

2.3.1 Phép chuyển về hệ đại số

2.3.2 Phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số

2.4 Một số dạng toán liên quan

2.4.1 Các bài toán cực trị

Trong phần này, tác giả đưa ra một số bài toán cực trị có liên quan đến hàm

số mũ và việc giải phương trình mũ. Từ các bài toán cực trị ta có được các bài

toán về phương trình mũ và hệ phương trình mũ tương ứng.

Bài toán 2.25. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số

y = (2 +
√

3)2x + (2−
√

3)2x − 8[(2 +
√

3)x + (2−
√

3)x].

Nhận xét 2.8. Từ bài toán 2.25 ta có được bài toán sau:

Giải phương trình

(7 + 4
√

3)x + (7− 4
√

3)x − 8[(2 +
√

3)x + (2−
√

3)x] + 18 = 0.

Nghiệm của phương trình: x = −1 và x = 1.
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Bài toán 2.26. Cho x, y thỏa 3y + x ≥ 2 − log4 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của

T = 4x+y−1 + 3.42y−1.

Nhận xét 2.9. Từ bài toán 2.26 ta có được bài toán sau:

Giải hệ phương trình

{
4x+y−1 + 3.42y−1 = 2
3y + x = 2− log4 3.

Nghiệm của hệ là


x =

1

2
+ log4

√
3

y =
1

2
− log4

√
3.

Bài toán 2.27. Cho hai số dương x, y và x+ y = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của

biểu thức A = 3x+1 + 9y.

Nhận xét 2.10. Từ bài toán 2.27 ta có được bài toán sau:

Giải hệ phương trình

3x+1 + 9y =
27
3
√

36
x+ y = 1

với điều kiện: x, y > 0.

Nghiệm của hệ là


x =

1

3
log3 6

y = 1− 1

3
log3 6.

Bài toán 2.28. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số: y = 4| sinx| + 2| cosx|.

Nhận xét 2.11. Từ bài toán 2.28 ta có được bài toán sau:

Giải phương trình 4| sinx| + 2| cosx| = 3.

Nghiệm của phương trình x = kπ, k ∈ Z.

Bài toán 2.29. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số:

y = 2| sinx| + 2| cosx|.

Nhận xét 2.12. Từ bài toán 2.29 ta có được hai bài toán sau:

1. Giải phương trình 2| sinx| + 2| cosx| = 3.

Nghiệm của phương trình là

[ x =
π

2
+ kπ

x = kπ

(k ∈ Z).

2. Giải phương trình 2| sinx| + 2| cosx| = 2.2
√

2
2 .

Nghiệm của phương trình là x =
π

4
+ k

π

2
(k ∈ Z).

2.4.2 Các bài toán về dãy số

Các bài toán về dãy số có nội dung khá đa dạng. Ở đây tác giả chỉ quan tâm

đến một dạng đó là: các bài toán chứng minh dãy số có chứa hàm số mũ có giới

hạn hữu hạn (hay hội tụ) và tìm giới hạn của dãy số.
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Bài toán 2.30. Cho dãy số (xn) được xác định bởi: x1 = 0, xn+1 =
( 1

27

)xn

với mọi n ∈ N∗. Chứng minh rằng dãy số (xn) có giới hạn hữu hạn và tìm giới

hạn đó.

Bài toán 2.31. Cho dãy số (xn) xác định bởi: x1 =
√

2, xn+1 = (
√

2)xn với

mọi n ∈ N∗. Chứng minh rằng dãy số (xn) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn

đó.

Bài toán 2.32. Cho a > 1 và dãy số (xn) được xác định bởi x1 = a, xn+1 = axn

với mọi n ∈ N∗. Hãy xác định tất cả các giá trị của a để dãy (xn) hội tụ.

Bài toán 2.33. Cho dãy số (xn) xác định bởi

x1 = a

xn+1 =
2xn(xn ln 2− 1) + 1

2xn ln 2− 1
∀n ∈ N∗. Xác định a để dãy có giới hạn hữu hạn khác 0.

2.4.3 Một số bài toán về phương trình hàm liên quan đến

hàm mũ

Các dạng toán về phương trình hàm khá đa dạng, ở đây tác giả chỉ trình bày

một vài bài toán về phương trình hàm có liên quan đến đặc trưng hàm của hàm

số mũ và ứng dụng của việc giải phương trình mũ vào các bài toán về phương

trình hàm.

Bài toán 2.34. Tìm tất cả các hàm f(x) thỏa điều kiện

f(x+ 1) = 3f(x) + 2, ∀x ∈ R.

Bài toán 2.35. Tìm tất cả các hàm f : R→ R thỏa điều kiện

f(x+ y) = f(x)ef(y)−1, ∀x, y ∈ R.

Bài toán 2.36. Cho b là một số dương. Hãy xác định tất cả các hàm số f xác

định trên tập số R, lấy giá trị trong R và thỏa mãn phương trình

f(x+ y) = f(x).3b
y+f(y)−1 + bx(3b

y+f(y)−1 − by), ∀x, y ∈ R.
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CHƯƠNG 3

PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG
TRÌNH LÔGARIT

3.1 Phương trình, bất phương trình lôgarit cơ

bản

3.1.1 Phương trình lôgarit cơ bản

3.1.2 Bất phương trình lôgarit cơ bản

3.2 Phương pháp giải và biện luận phương trình,

bất phương trình lôgarit

3.2.1 Các phương pháp cơ bản

3.2.1.1 Phương pháp đưa về cùng cơ số

Các dạng thường gặp:

Dạng 1 loga f(x) = b⇔
{

0 < a 6= 1

f(x) = ab.

Dạng 2 loga f(x) = loga g(x)⇔
{

0 < a 6= 1
f(x) = g(x) > 0.

Lưu ý. Đặt điều kiện cho f(x) > 0 hay g(x) > 0 tùy thuộc vào độ phức tạp của

f(x), g(x).

Dạng 3

loga f(x) < loga g(x)⇔
[ {a > 1

0 < f(x) < g(x){
0 < a < 1
f(x) > g(x) > 0

Hoặc
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loga f(x) < loga g(x)⇔


0 < a 6= 1
f(x) > 0
g(x) > 0
(a− 1)[f(x)− g(x)] < 0

Dạng 4

loga f(x) < g(x)⇔
[ {a > 1

0 < f(x) < ag(x){
0 < a < 1

f(x) > ag(x)

Dạng 5

loga f(x) > g(x)⇔
[ {a > 1

f(x) > ag(x){
0 < a < 1

0 < f(x) < ag(x)

Lưu ý. Đối với ba dạng 3, 4, 5 khi thay dấu "<, >" bằng dấu "≤, ≥" thì cách

giải tương tự.

3.2.1.2 Phương pháp đặt ẩn phụ

3.2.1.3 Phương pháp sử dụng tính đơn điệu hàm số

3.2.2 Các phương pháp khác

3.2.2.1 Sử dụng định lý Rolle

3.2.2.2 Phương pháp đánh giá

3.2.2.3 Phương pháp điều kiện cần và đủ

3.2.3 Xây dựng phương trình và bất phương trình lôgarit

3.2.3.1 Xây dựng phương trình và bất phương trình lôgarit dựa vào

phương pháp đặt ẩn phụ

Ví dụ 3.27. Xét phương trình bậc hai t2 + t− 2 = 0. Lấy t = log2(3
x − 1) ta

được phương trình log2
2(3

x − 1) + log2(3
x − 1)− 2 = 0.

Biến đổi phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 3.1. Giải phương trình

log2(3
x − 1). log2(2.3

x − 2) = 2.

Ví dụ 3.28. Xét phương trình bậc ba t3 + 3t− 4 = 0 có nghiệm t = 1.

Lấy t = 3
√

log2 x, ta được ( 3
√

log2 x)
3 + 3 3

√
log2 x− 4 = 0

Biến đổi phương trình trên ta được bài toán sau
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Bài toán 3.2. Giải phương trình log2
3
√
x+ 3

√
log2 x =

4

3
.

Nhận xét 3.1. Từ các phương trình ở các bài toán 3.1, 3.2 nếu thay dấu "="

bởi các dấu ">, <, ≥, ≤" ta được các bất phương trình lôgarit tương ứng.

Ví dụ 3.29. Xét phương trình log2(3t− 1) + 2t− 1 = 2t. Lấy t =
1− 3 sinx

2
,

ta được bài toán sau

Bài toán 3.3. Giải phương trình
√

21−3 sinx + 1 + 3 sinx = log2 (1− 9 sinx).

Ví dụ 3.30. Xét phương trình log2011(t+ 1) + 1 = 2011t.

Lấy t = 20112| sinx| + 4| cosx| − 5, ta được bài toán sau

Bài toán 3.4. Giải phương trình

log2011 (20112| sinx| + 4| cosx| − 4) = 2011(20112| sin x|+4| cos x|−5) − 1.

3.2.3.2 Xây dựng phương trình và bất phương trình lôgarit dựa vào

tính đơn điệu của hàm số

Ví dụ 3.31. Xét hàm số f(t) = log2011 t+ t đồng biến trên khoảng (0; +∞).

Cho f(x6 + x2 + 1) = f(4x2 + 2), ta được:

log2011 (x6 + x2 + 1) + x6 + x2 + 1 = log2011 (4x2 + 2) + 4x2 + 2

⇔ log2011
4x2 + 2

x6 + x2 + 1
= x6 − 3x2 − 1

.

Ta có bài toán sau

Bài toán 3.5. Giải phương trình

log2011
4x2 + 2

x6 + x2 + 1
= x6 − 3x2 − 1.

• Với hàm số f(t) = log2011 t+ t. Cho f(2011x) = f(2010x+1), ta được phương

trình log2011 2011x + 2011x = log2011(2010x+ 1) + 2010x+ 1.

Biến đổi phương trình trên ta có bài toán sau

Bài toán 3.6. Giải phương trình

2011x = log2011(2010x+ 1) + 2009x+ 1.
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Ví dụ 3.32. Xét hàm số f(t) = t
[
(t+1) ln

(
1+

1

t

)
−1
]
đồng biến trên khoảng

(0; +∞).

Cho f(x2) = f(x4) với x > 0, ta được:

x2
[
(x2 + 1) ln

(
1 +

1

x2

)
− 1
]

= x4
[
(x4 + 1) ln

(
1 +

1

x4

)
− 1
]

⇔ x2 ln
(
1 +

1

x2

)1+ 1
x2

− x6 ln
(
1 +

1

x4

)1+ 1
x4

= 1− x2.

Ta có bài toán sau

Bài toán 3.7. Giải phương trình

x2 ln
(
1 +

1

x2

)1+ 1
x2

+ x2 = x6 ln
(
1 +

1

x4

)1+ 1
x4

+ 1 ( với x > 0).

Ví dụ 3.33. Xét hàm số f(t) =
ln2 t

ln(1 + t)
nghịch biến trên khoảng (0; 1).

Cho f(sinx) = f(cosx), ta được

ln2 sinx

ln(1 + sin x)
=

ln2 cosx

ln(1 + cos x)
⇔ (1 + cos x)logcos x sinx = (1 + sinx)logsin x cosx

Ta có bài toán sau

Bài toán 3.8. Giải phương trình

(1 + cos x)logcos x sinx = (1 + sinx)logsin x cosx.

Ví dụ 3.34. Xét hàm số f(t) = log2(2+t)+t đồng biến trên khoảng (−2; +∞).

Cho f(2011x + 2013x) = f(2.2012x), ta được phương trình

log2(2 + 2011x + 2013x) + 2011x + 2013x = log2(2 + 2.2012x) + 2.2012x.

Biến đổi phương trình trên ta được bài toán sau

Bài toán 3.9. Giải phương trình

log2
√

2 + 2011x + 2013x − log2
√

1 + 2012x = 2012x − 1

2
(2011x + 2013x − 1).

Nhận xét 3.2. Xây dựng bất phương trình lôgarit dựa vào tính đơn điệu của

hàm số tương tự như phương trình lôgarit.
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3.2.4 Các bài toán liên quan

3.2.4.1 Xác định tham số để phương trình có nghiệm duy nhất và

chứng minh phương trình có nghiệm duy nhất

Bài toán 3.10. Tìm 0 < a 6= 1 để phương trình x = 1 + loga x có nghiệm duy

nhất.

Bài toán 3.11. Chứng minh rằng phương trình x loga x = 1 có nghiệm duy

nhất với mọi a > 1.

3.2.4.2 Xác định tham số để bất phương trình nghiệm đúng với mọi

x thuộc một khoảng đã cho

Bài toán 3.12. Tìm 0 < a 6= 1 để bất phương trình x ≥ 1 + loga x nghiệm

đúng với mọi x > 0.

Nhận xét 3.3. Từ bài toán 3.12 ta có bất đẳng thức x ≥ 1 + lnx, ∀x > 0.

Dấu "=" xảy ra khi x = 1.

Bài toán 3.13. Tìm 0 < a 6= 1 để bất phương trình loga (1 + x) ≥ x − x2

2
nghiệm đúng với mọi x ≥ 0.

Nhận xét 3.4. Từ bài toán 3.13 ta có bất đẳng thức ln(1+x) ≥ x−x
2

2
, ∀x ≥ 0.

Dấu "=" xảy ra khi x = 0.

Như vậy phương trình ln(1 + x) = x− x2

2
có nghiệm duy nhất là x = 0.

Bài toán 3.14. Tìm 0 < a 6= 1 để bất phương trình sau nghiệm đúng với mọi

x > 0
1

x
loga

x+ 2

x+ 1
>

1

x+ 1
loga

x+ 1

x

Nhận xét 3.5. Từ bài toán 3.14 ta có bất đẳng thức sau

1

x
ln
x+ 2

x+ 1
>

1

x+ 1
ln
x+ 1

x
, ∀x > 0.

3.3 Hệ phương trình Lôgarit

Các phương pháp giải phương trình lôgarit đều được áp dụng vào để giải hệ

phương trình lôgarit. Ở đây tác giả chỉ cho các ví dụ là dùng các phép biến đổi

để chuyển về hệ đại số và sử dụng tính đơn điệu của hàm số để giải hệ phương

trình lôgarit.
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3.3.1 Phép chuyển về hệ đại số

3.3.2 Sử dụng tính đơn điệu của hàm số

3.4 Một số dạng toán liên quan

3.4.1 Các bài toán cực trị

Trong phần này, tác giả đưa ra một số bài toán cực trị có liên quan đến hàm

lôgarit và việc giải phương trình lôgarit. Từ các bài toán cực trị ta có được các

bài toán về phương trình, bất phương trình và hệ phương trình lôgarit tương

ứng.

Bài toán 3.16. Trên miền giá trị của các biến x, y, z, t xác định bởi
1

4
< x, y, z, t < 1. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của hàm

f(x, y, z, t) = logx

(
y − 1

4

)
+ logy

(
z − 1

4

)
+ logz

(
t− 1

4

)
+ logt

(
x− 1

4

)
.

Bài toán 3.17. Cho x, y, z > 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của

T = (x+ y + z)
( logy x

x+ y
+

logz y

y + z
+

logx z

z + x

)
.

Bài toán 3.18. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số

y =
√

1 + x2 − x. ln(x+
√

1 + x2).

Nhận xét 3.6. Từ bài toán 3.18 ta có được hai bài toán sau:

1. Giải phương trình
√

1 + x2 − x. ln(x+
√

1 + x2)− 1 = 0.

Nghiệm của phương trình là x = 0.

2. Giải bất phương trình x. ln(x+
√

1 + x2) + 1 ≥
√

1 + x2.

Bất phương trình nghiệm đúng với mọi x.

Bài toán 3.19 (Đại học Khối B 2004). Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất

của hàm số y =
ln2 x

x
trên đoạn [1; e3].

Bài toán 3.20. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y = xx, với x > 0.

Bài toán 3.21. Cho hai số x, y ∈ (0; 1) thỏa mãn x + y = 1. Tìm giá trị nhỏ

nhất của hàm số f(x, y) = xx + yy.

Nhận xét 3.7. Từ bài toán 3.21 ta có được bài toán sau

Giải hệ phương trình

{
x+ y = 1

xx + yy =
√

2
với điều kiện x, y ∈ (0; 1).

Nghiệm của hệ phương trình (x; y) =
(1

2
;
1

2

)
.
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3.4.2 Các bài toán về dãy số

Các bài toán về dãy số có nội dung khá đa dạng. Ở đây tác giả chỉ quan tâm

đến một dạng đó là: các bài toán chứng minh dãy số có chứa hàm số lôgarit có

giới hạn hữu hạn (hay hội tụ) và tìm giới hạn của dãy số.

Bài toán 3.22. Cho số thực a ≥ 1. Xét dãy số (xn) được xác định bởi:

x1 = a và xn+1 = 1 + ln
( x2

n

1 + ln xn

)
, ∀n ∈ N∗. Chứng minh rằng dãy số trên có

giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

Bài toán 3.23. Cho dãy số (xn) xác định bởi

x1 = a

xn+1 = xn + ln
(2xn + 3

xn − 1

)
∀n ∈ N∗. Tùy theo a xét tính hội tụ của dãy (xn).

Bài toán 3.24. Cho dãy số (xn) xác định bởi

{
x1 = a ∈ R
xn+1 = ln(1 + x2

n)
1
2 − 2011

∀n ∈ N∗. Chứng minh dãy (xn) hội tụ.



24

KẾT LUẬN

Các kết quả chính của luận văn "Một số phương pháp giải phương trình và

bất phương trình siêu việt" đã đạt được:

• Hệ thống một số phương pháp giải phương trình, bất phương trình mũ và

lôgarit.

• Xây dựng một số phương trình, bất phương trình mũ và lôgarit dựa vào

phương pháp đặt ẩn phụ và tính đơn điệu của hàm số.

• Dựa vào các phương pháp giải phương trình, bất phương trình mũ và lôgarit

đi giải một số hệ phương trình mũ và lôgarit tương ứng.

• Từ một số kết quả về biện luận bất phương trình mũ và lôgarit trên một

khoảng đã cho thu được các bất đẳng thức về mũ và lôgarit tương ứng.

Ngược lại, từ một số dạng bất đẳng thức đã chứng minh ta xây dựng lớp

các phương trình và bất phương trình dạng mũ và lôgarit mới.

• Trình bày một số dạng toán liên quan đến việc giải phương trình mũ và

lôgarit: các bài toán cực trị, các bài toán tìm giới hạn của dãy số và các bài

toán về phương trình hàm liên quan đến hàm mũ và lôgarit.


