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Loi cam on

Loi cam on dau tién toi xin chan thanh giri dén PGS. TS. Bui
Tuong Tri, nguoi thiy da huéng dan, gitip d toi tan tinh trong qua

trinh thyc hién va hoan thanh luan van nay.

Ké dén, toi ciing xin chan thanh cam on cac thiy c6 trong Khoa
Toan — Tin hoc, Trudng Pai Hoc Su Pham Thanh Phdé HO Chi Minh
da giang day, truyén dat kién thtrc va giup d& toi trong qua trinh hoc

tap, nghién ctru va hoan thanh chuong trinh dao tao & truong.

Pong thoi t6i ciing xin gui 10 cam on dén cac ban cing 16p
khoa 17 d nhiét tinh giup d3, trao doi va c6 nhitng dong gop tich cuc

trong qua trinh hoc tap cling nhu hoan thanh luén van.

Va cudi cung t6i xin gui 101 cam on dén gia dinh minh, dic biét
la b me da co gang tao moi di€u ki¢n thuan loi nhat cho vi¢c hoc tap
va nghién ctru cling nhu da luon sat canh dong vién, giup do toi trong

sudt thoi gian qua.
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Mo dau

Vanh nguyén t6 13 16p cac vanh khong giao hoan dic biét. Cang nghién ctru sau thém vé chung,
ta cang phat hién ra nhiéu tinh chat thG vi. Chinh diéu nay di gop phan tac dong dén viéc chon

nghién ctru 16p cac vanh nguyén to lam dé tai luan van thac si ciia chung toi.

Tuy nhién, nhu ta da biét 16p cac vanh nguyén t6 la mot dé tai rat rong 16n ma déi voi trinh do
va kién thirc clia ban than t6i khong thé bao quat hét. Xuét phat tir bai bao “Some comments on
Prime rings” cua Herstein va Lance W. Small dang nim 1979, chiing ti thdy rang 16p cac vanh
nguyén t6 dic biét sé thoa man mot tinh chat rat tha vi ma 16p cic vanh nguyén tb tong quat noi
chung 14 chua c6. Cuy thé tinh chat d6 nhu thé nao cling nhu ndi dung ciia luan vin 1a gi sé duoc t6i

tom lugt ngay sau day.

Ta nhéc lai, vanh R dugc goi l1a nguyén t6 1a néu tich hai idean (hai phia) khac khong luén khac
khong, Piéu nay twong dwong v6i néu aRb =0 véi a,b €R thi a =0 hay b =0( tic 1a néu

arb =0,Yr €R thia =0 hay b =0).

Van d& duoc dit ra 1a liéu ¢ thé co6 arbrc =0,Vr € R, R 1a vanh nguyén t6, vaa #0, b #0,
¢ #0 trong R hay khong? Tong quat hon 1a ta c6 thé tim duoc n phan tir khac khong a;, a,, ... a

trong mot vanh nguyén té R sao cho a;ra,r ..a,_;ra, =0,Vr € R hay khong?

Posner va Schneider dd tim cach giai quyét van dé trén va thu duoc mot dinh 1y vé viéc khong
thé c¢6 hé thiuc dang a,ra,r ..a,_;ra, =0 cho mdt 16p cac vanh nguyén té lién quan va viée c6
thé co hé thirc dang trén cho 16p cac vanh nguyén t6 khac. Dya bai bao cua Herstein va Small,

chung t6i da dua két qua nay di xa hon thong qua ba dinh 1y chinh & chuong 3 ctia luan van.

Pé chimg minh hoan chinh cic dinh 1y ndy ta cdn dén hai dinh 1y cling khong kém phan quan
trong khac 1a dinh 1y Goldie va dinh 1y Martindale. Hai dinh 1y nay déu lién quan dén vanh céc
thwong nhung & cac dang khac nhau. Pinh 1y Goldie néi vé vanh cac thuong ¢ dién cia mot vanh.
Con dinh 1y Martindale thi néi vé m¢ rong centroid C ciia vanh. Ma C chinh 13 tdm ctia vanh céc
thuong toi dai cling chinh 13 tAim cia vanh cac thuong Martindale d6i xung. Do d6 ta s& danh

chuong 2 dé xay dung cac vanh cac thuong ndy ciing nhu trinh bay céc tinh chét cia né.

Tém lai, luén van nay gom 3 chuong

Chuwong 1. Kién thirc chuéan bi



Chuong nay trinh bay cac khai niém co ban lién quan dén idéan, modun, bao ndi xa, bao hitu ti
va centroid ciia mot vanh; dinh nghia cac vanh khong giao hoan dic biét, tinh chat cling nhu mbi
lién h¢ gitra chung.

Chuwong 2. Vanh cac thuong va tinh chit cta no.

Chuong nay xay dung cac loai vanh cac thuong: c¢6 dién, t6i dai, Martindale phai va Martindale

d6i xtmg. Sau d6 ching minh mot s tinh chat cling nhu mdi lién hé giita chung. Pong thoi trinh

bay hai dinh ly quan trong la Goldie va Martindale.

Chuwong 3. Mot sd van dé vé vanh nguyén t6.

Pay 13 phan chinh cta luan van. Chuong nay trinh bay va 1am rd cac van dé dugc dit ra trong
bai bao ciia LN.Herstein va Lance.W.Small dé thiy duoc 16p cac vanh nguyén té nao cé dugc tinh
chat nhu da noi ¢ trén con 16p vanh nao khong thé ¢ duoc didu nay.

Phan cu6i cung 1a két luén lai nhitng gi da 1am dugc trong ludn van nay cling nhu nhitng mat con
han ché chua lam duoc cta ching toi.

Mic du da nd luc, ¢d gang nhung ching t6i van kho tranh khoi nhitng sai sot va han ché, kinh
mong quy thiy cb, dong nghiép va ban doc sin long gop .

Xin chan thanh cam on.



Chuong 1. Kién thirc chuan bi

1.1. Cac khai niém co ban.
Pinh nghia 1.1.1. Tdp con I # @ ciia vanh R dwoc goi la idéan phdi néu:
(1) Ya,beEl: a—b €]
(2) a. r€l ,VYa€l,Vr eR
Chuy.
e Ta co6 dinh nghia tuong ty cho id€an trai.

e [ dugc goi la idéan hai phia cua R néu I vira 1a idéan trai vira 1 idéan phai, ta goi tat I 1a

idéan cua R.
e Néu I la motidéan phai coaRthi(I: B={x€R| Rxcl }
Pinh nghia 1.1.2. Cdc idéan dac biét.

o Idéan I ciia R dwoc goi la idéan nguyén té6 néu x,y € R sao cho xRy &lii x €I hodc

y €El

e Idéan phai (trdi, hai phia) cia R dwoc goi la idéan phdi (trdi, hai phia) t6i dai néu I khéng

nam trong bat ki idéan phdi (trdi, hai phia) thic sw ciia R.

e [déan phdi (trdi, hai phia) ciia R dwoc goi la idéan phdi (trdi, hai phia) t6i tiéu néu I khéng
chira bat ki idéan phai (trdi, hai phia) thiee sw ciia R.

e Jdéan phai Il cua R dwoc goi la chinh qui néuVx €R,3a €R: x —ax €1.

o [déan phdil ciia R dwoc goi la cot yéu néu I c6 giao khdc (0) véi moi idéan phai khdc rong

cua R.
e Phan tir a € R dwoc goi la lity linh néu ton tai sé nguyén m sao cho a™ =0.

e [déan phdi (trdi, hai phia) ciia R dwoc goi la nil-idéan phdi (trdi, hai phia) néu moi phan tir

cua no déu liiy linh.

e [déan phdi (trdi, hai phia) p ciia R dwoc goi la idéan phdi (trdi, hai phia) lily linh néu ton tai

sO nguyén m sao cho a,a, ...a,, =0 voi moi m phan tr a; € p.

Nhéan xét .



e Idéan phai p 1a lity linh néu ton tai sé nguyén m sao cho p™ = (0).
e Néu p 1 liiy linh thi p 14 nil-idéan (diéu nguoc lai ndi chung 1a khong ding).
e Tong cua hai idéan liy linh 1a Idy linh, diéu ndy ciing ding cho tong hitu han cac idéan liy
linh.
Pinh nghia 1.1.3. Cho F la mét truong (tong qudt hon la mét thé), khéng gian vecto phdi V trén F
la mot tap voi hai phép toan: + VXV —¥ va. : VXF —¥ sao cho:
(1) phép cong giao hodn: u +v =v+u , Yu,v €V,
(2) phép cong c6 tinh két hop: (u +v) +w =u +(v +w) , Vu,v,w €V,
(3) phép cong c6 don vi: tontai 0 €V sao chou +0 =0+u=u ,Vu €V,
(4) ton taiphcin wrdoi:vu eV, v eV: u+v =0,
(5) phép nhdn ngodi cé tinh két hop: Yu € V,VYa,b € F , (ua)b =u(ab),
(6) phdn phéi véi phép nhin ngodi: Yu € V,¥a,b € F, u(a +b) =ua +ub ,
(7) phdn phéi véi phép céng: Yu,v €V,Va €F , (u +v)a =ua +va ,
(8) don vi cua phép nhdn ngoai: YVu €V, ul =u.
Nhéan xét.
e Ta goi tat khong gian vecto phai la khong gian vecto.
e Néu I 12 mét idéan phai cia F thi ty nhién I s& tré thanh mot khong gian vecto trén F.

Pinh nghia 1.1.4. Cho R la mot vanh, nhom cong Abel M duoc goi la mot R-modun phai néu cé

mét anh xa tir M X R vao M bién cip (mr) thanhmr sao cho:
(1) m(ry+ry) =mr { +nr ,,
(2) (my+my)r =m r+m,r,
(3) (mr )y, =m(r 11y).
voi moi mm ,m, €E M va r,r;,1, €ER.
Chu y.
e Ta dung “R-mddun” dé goi tat cho “R-modun phai”.

e Néu M 1a R-modun thi AMM) ={x €R| Mx =(0) }

Pinh nghia 1.1.5. M ld R-médun trung thanh néu Mr = (0) thi r =0Q



BG @& 1.1.6. A(M) la Idéan cia R va M la R/ A(M)” MOdun trung thanh.

Pinh nghia 1.1.7. M duwoc goi ld R- médun bt khd qui néu MR # (0) va M chi ¢6 hai médun con
tam thwong la (0) va M

Bo6 dé 1.1.8. (Bo dé Schur). Néu M la R-médun bat kha qui thi Cx(M) la mét thé (vanh c¢6 moi
phan tir khdc 0 déu kha nghich,).

Bo6 dé 1.1.9. Néu M la R- médun bat khd qui thi M dang cdu véi médun R/ p véi p la mét idéan
phai 16i dai nao d6 cia R. Hon nita, ton tai a € R sao cho x —ax € p,Yx €R (khi do p duwoc goi
la idéan phdi chinh qui). Ngwoc lai, néu p la mét idéan phai chinh qui ciia R thi R/p la R-médun
bdt kha qui.

Nhéan xét. Néu R 1a vanh c6 don vi thi moi idéan phai tdi dai ctia R déu chinh qui.

Vanh giao hoan tu.

Cho M 1a R-mddun, a €R, anh xa T,: M —M cho boi nT', =ma,me M 1a d6ng ciu nhém
cong. Ki hiéu E; (M) 1a tap tat ca cac tu dong ciu nhom cong cua M. E;(M) 1a mot vanh véi cac

phép toan cong va nhan cac dong cdu nhom.
Xét anh xa @: R »E;(M),p(a) =T, a €R. ¢ 1a ddéng ciu vanh. Ma kergp =A(M) nén

gy =1 -

Bédéd1.1.10. R ddng cdu véi vanh con cia vanh E(M).
A(M)

Pic biét, néu M 13 R-modun trung thanh thi A(M) =(0), khi d6 ¢ 1a don céu nhung R vio

E; (M) nhu 1d mdt vanh con néu ta dong nhat a =T ,,a € R.

Dinh nghia 1.1.11. Vanh giao hodn tir ciia R trong M la

CeM) ={ feEWM) | Lf =fT, Va€R}.

RO rang Cx(M) la vanh con cua E;(M). Vé6i f € CR(M),VmeE M,Va ER ta co: (ma)f =
Ml of =nfT , = (nf )a. Do d6 f 13 ddng cAdu médun. Nhu vy ta dong nhat Cx(M) nhu 13 vanh

cac tu dong cau modun ctia M, Cr (M) =End x M.

Centroid cua mt vanh.



Cho R 12 mot vanh va goi E; (R) 1a vanh cac tu déng cdu ctiia nhom cong R. V&i a € R ta dinh
nghia cac anh xa T,: R =R boi xT, =xa vaL,: R >R bdixL, =ax. Véia, b € R thi T, L, nam
trong E; (R). Goi B(R) la vanh con ciia E;(R) sinh béi tt ca cac 4anh xa T, va L, véia,b €ER. Ta

thuong goi B(R) la vanh nhan cua R.

Pinh nghia 1.1.12. Centroid ciia vanh R la tdp cdc phan tir trong E¢(R) giao hodn tirng phan tir
voi B(R), ta ki hiéu la C(R).

Nhin xét. Liy o € C(R), v6i x,y € R ta cod
(xy)o =(xT,)o =x(T,0) =x0T, = (xa)y

(xy)o = (yLy)o =y(L x0) =y(0oL ) =x (yo)
Suy ra o 1a mot (R, R)-dong cdu song modun. Nhu vay centroid ctia vanh R 14 vanh cac ty dong cau
song modun.
Pinh nghia 1.1.13. A duwoc goi la dai s6 trén truong F néu A théa cdc diéu kién sau:
(1) A la mot vanh.
(2) A la khong gian vecto trén F.
(3) Va,b €A Va €F thi (ab)a =a(ba) = (aa)b.

Nhin xét. Néu A c6 don vila 1 thi @. 1v6i @ € F ndm trong tdm cua A.

Pinh nghia 1.1.14. Cén Jacobson ciia vanh R, ki hiéu | (R)la tdp hop cdc phan tir cia R linh hod
tat ca cdc médun bat kha qui trén R. Néu R khéong c6 médun bat kha qui thi ta qui wée J(R) =R va

goi la vanh radical.

Theo dinh nghia ta c6 J(R) =N A (M), v6i M chay khip cic R-modun bat kha qui 1a mot idéan
hai phia cua R.

B6 dé 1.1.15. Néu p la idéan phai t6i dai chinh qui cuia R thi (p: B =A(R/p).

Pinh 1y 1.1.16. J(R) =n (p: B véi p chay khdp cdc idéan phdi téi dai chinh qui va (p: R)la idéan

hai phia 16m nhdt ciia R nam trong p.

B6 dé 1.1.17. Néu p la mét idéan phdi chinh qui cia R thi p nam trong mét idéan phdi toi dai chinh

qui nao do cua R.
Pinh Iy 1.1.18. J(R) =N p véi p chay khdp cdc idéan phdi t6i dai chinh qui ciia R.

Nhan xét.



e ] (R)chtra moi nil-idéan mot phia cua R.
e Néu A la idéan cua vanh R thi J(4A) =A nJ (R).
Pinh 1y 1.1.19. J(R/]J (R) =(0).

Pinh Iy 1.1.20. K7 hiéu R,, la vanh cdc ma trdn vuéng cdp n trén R. Khi do

J(Ry) =] (R)y,

Moédun néi xa va bao noi xa.

Pinh nghia 1.1.21. Mo6dun I dugc goi 1a ndi xa néu véi bat ky don ciu g: A —B cua nhiing R-
mddun va bat ky R-ddng cau f: A —I thi ton tai mot R-ddng cau h: B —I sao cho f =hg, nghia la

biéu do sau giao hoan

Nhan xét.
e Tich truc tiép I =[] I, cia cac R-modun 12 ndi xa khi va chi khi mdi I, 1a ndi xa.
e R-modun I 13 ndi xa khi va chi khi bat ky R-ddng cdu I —»M déu ché trong M. Do d6 néu I
la ndi xa thi véi moi mo réng | D Itacod | =1 @GN voi N 1a mot modun con nao do6 cua J.
Dinh nghia 1.1.22. R-modun I D M duwoc goi la mot mo rong noi xa 16i tiéu cia médun M néu:
(1) I la noi xa,
(2) Mcl'cl val'#1 thi I’ khong noi xa.
Pinh nghia 1.1.23. R-modun E D M duoc goi la mot mo rong cot yéu ctia M néu moi médun con
khdc (0) ciia E giao khéng tam thuong véi M. Mt mé réng cot yéu E D M dwoe goi la t6i dai néu
khéng c6 médun nao thuc sie chiva E la mé rong cot yéu ciia M.
Chuy.
e E D M la mdt mo rong cot yéu, ta co thé goi M 1a mot moédun con cot yéu cua E, ki hiéu 1a
Mc,E.

e M c, E khi va chi khi v6i bat ky phan tir khac khéng a € E ton tai r € R sao cho 0 #ar €
M.



e NeuMc,EvaEc,E'thiMc,E".

Bo dé 1.1.24. Mot R-médun M la néi xa khi va chi khi né khong co mo rong cot yéu thuce su nao.

Chirng minh. Pau tién, ta gia su M 1a ndi xa, xét mot md rong thuc sy bét ky E © M. Theo nhan
xét & 1.1.21, E =M@®N v6i N 1a mdt médun con khac (0) nao d6 ctaE. DoM NN =(0) nén E

khong 1a mé rong cot yeu.

Nguoc lai, gid st M khéng c6 mo rong cbt yéu thuyc sy ndo va nhiung M vao mot R-modun noi
xa I. Theo bd dé Zorn, tén tai mddun con S I 1a tdi dai trong cac modun con cua I c6 giao voi M
bang (0). Trong thuong I /S, bat ky modun con khac khong S'/S déu co giao khong khac (0) v6i anh
cia M, do d6 im(M) c, I /S. Ma theo gia thiét thi im(M) =1 /S, diéu nay c6 nghia I =M@S.

Ciing theo nhan xét & phﬁn 1.1.21, M 1a noi xa.

B6 dé 1.1.25. Bt ky R-médun M ndo ciing c6 mot mé rong cot yéu toi dai.

Chitng minh. Cho M 13 mot R-modun, nhung M vao mddun ndi xa I. Xét ho cac mé rong cot yéu
ctia M trong I va xép thtr ty ching theo quan hé bao ham. Hop cua ho nay ciing 1a mdt md rong cot
yéu ctia M. Theo bd dé Zorn, ta tim dugc mddun con E 1a tdi dai sao cho M C, E cl. Tas€ chung
minh rang E 1a m& rong cot yéu toi dai ciia M. Gia st diéu nay sai, tirc 13 ton tai E' 2 E sao cho
M c, E'. Do tinh noi xa cta I thi v6i anh xa bao ham E I ¢6 thé mé rong thanh g: E —I . Khi d6
ker(g) N M =(0), ma M c, E'nén ker(g) = (0). Do d6 ta c6 thé dong nhat E' véi g(E") cI .

Piéu nay din dén mau thuln véi cach chon E 1a téi dai.
Pinh 1y 1.1.26. Véi cic médun M C 1, nhitng ménh dé sau la twong dwong:

(1) I 1la mé réng cot yéu téi dai ciia M.

(2) I 1a néi xa va la mé réng cot yéu trén M.

(3) I la mo rong noi xa 16i tiéu trén M.
Chirng minh. (1)=(2). Do I 1a mé rong cdt yéu toi dai nén theo tinh chit bac ciu & phan chu y &
1.1.23, I s€ khong c6 mé rong cot yéu thuc su nao. Do do theo bd dé 1.1.24, I 1 ndi xa.

(2)=(3). Goi I' 1a mdt modun ndi xa sao cho M I’ I . Theo nhan xét & phan 1.1.21,1 =I' @

N v6i N 1a médun connaodécual. DoddNNM =(0), maM c, Inén N =(0) hay I =I".

(3)=(1). I 1a mot mé rong nodi xa toi tiéu cuia M. Theo chirng minh ctia bé dé 1.1.25taco E 1
1a mot m& rong cbt yéu tdi dai cua M. Do d6 theo chung minh trén E 13 ndi xa nhung theo tinh chit

toitifucual dandén E =1.



Pinh nghia 1.1.27. Néu cac médun M <] thoéa nhitng diéu kién twong duong trén thi ta noi I 1a
bao ndi xa cua M.
Nhéan xét.

o Bit ky médun M nao ciling c6 bao ndi xa (theo mé¢nh dé 1.1.25)

o Bit ky hai bao ngi xa I, I nao cua M thi déu dang cau trén M, tic 1a ton tai mdt dang cau

g: I =I'ma no 1a dong nhét trén M.

Médun con tru mat va bao hiru ti.

Cho N cM la nhitng R-mddun va y € M. Ta dinh nghia
y IN ={r €R| yr €N}
Pay 1a mot idéan phai ciia R. Néu N c, M thiy € M\{0} = y.(y~IN) # (0).
Pinh nghia 1.1.28. Ta néi N la mét médun con triv mdt ciia M, viét la N €4 M, néu véi bat ky
x EM vay € M\{0} x. YN # (0), diéu nay c6 nghia la ton tai phin tirr € R sao cho xr #0 va
yr € N. Néu N c4 M thi ta ciing goi M la mét mé réng hivu ti ciia N.
Nhéan xét.

e NéuN cy4 M thi N c, M. Piéu nguoc lai khong ding.

e Cho S 1a mot tap khac rong cua R, ta dinh nghia [(S) = {x € R| xs =0,Vs €5 .}Véil la
mdt idéan phai cua R thita co I <, Ry khi va chi khi [(y~1I) =0. Néu I 1a mot idéan cta R
thil ¢; R © I(I) =0.

Tur nhan xét trén ta c6 hé qua sau day

H¢ qua 1.1.29.
(1) Néua € R la mét phan tir trong tam va khéng la woc ciia 0 thi aR €4 Ry va Ra €4 gR.
(2) Cho I la mét idéan phdi ciia R va z € R. Khi dé néul <; Ry thi z7'I <, Rp.

Bo dé 1.1.30. Cho M la mét R-médun chita médun chinh qu i phdi Rg. Khi d6, Rg €4 M khi va
chi khi Ry €, M va véimoiy € M, y"1R c4 Rp.

Ménh @@ 1.1.31. Cho cdc R-médun phdai N €M , cic ménh dé sau twong dwong:
() Ncg,M

(2) Homgzx(M/N,E(M)) =0.



(3)  Véi bat ky médun con P sao cho N €P €M thi Homgz(P/N,M) =0

Chirng minh. Gia st phan ching, c6 mot R-dong cu khac khong f: M —£(M) ma f(N) =0.
Khi d6 M N f(M) #0 nén ton tai x,y € M\{0}sao cho f(y) =x. DoN c,; M nén ton tair € R

maxr #0 vayr € N. Taco
0=f(yr)=f(@)r =xr #0 (mau thuin).
Bay gio chiing ta s& chi ra rang véi moi moédun M bét ky thi déu c6 duy nhat mot mo rong hiru ti
t6i dai. Pat I =E (M) va H = End(IR) véi tac dong bén trai I. Ta dinh nghia
EM)={iel| YhReH KM) =0 = h(i) =0}
Pay mot R-modun con ctia I va chita M. Ta c6 tinh chat sau
B6 dé 1.1.32. Cho M'la mot modun con bat ky cua I chira M. Khi do, M Cg M' néu va chi néu
M'cE (M).
Chitng minh. Néu M' c E (M) ta chi can chimg minh M c; E (M). Xét R-dong cau
h: @) —£(E (M) =E(M) véi h(M) =0
Sau khi m& rong mién xac dinh cua h dén E(M) ta c6 thé xem h € H. Nhung theo dinh nghia E (M)
tacd h(E(M)) =0. Do d6 theo ménh dé 1.1.31, M <4 E(M).
Nguoc lainéu M ¢, M',taxét h € H sao cho h(M) =0.Néuh(M’) #0 thi
0 #Homgz(M'/M,E(M)) =Homgz(M'/M,E(M"))
diéu nay mau thudn véi M ¢4 M’. Do @6 h(M') =0 va ta di ching minh dugc M’ cE (R).
Ménh dé 1.1.33. Gid sit M c4 P. Khi d6 ¢ duy nhdt mét R-dong cdu g: P —£ (M) la mé réng
ciia dnh xa bao ham M & E(R) va g la don cdu.

Chirng minh. Vi M c; P nén bao ham M —£ (M) dugc md rong thanh phép nhing g: P —
E(M). Tac6 M c, g(P) nén theo bd d& 1.1.32, g(P) cE (R). Ta gia st g4, g, 1 hai md rong cua
anh xa bao ham M —£ (R). ViM <, P nén céc g; 1a don cAu. Xét anh xa f: gq(P) —£ (R) xéc
dinh boi

fla:0)=9.:®)-g.») @EP)

Vi f(M) =0 va M c; E(M) nén theo bd @& 1.1.31, f =0, do d6 g;(p) =g ,(p) voi moip € P.

Ta da chimg minh xong.



Nhu vy, tir két qua cia 1.1.32 va 1.1.33 ta thay E(M) 1a mé rong hitu ti t6i dai duy nhat cia M,
ta goi n6 1a bao hiru ti cua M.
Ménh dé 1.1.34. E(R) = {y e E(M)| vx € EM)\{0},x. y'M #0}

Chitng minh. Cho y 1a phan tir ctia tdp hop bén phai. Liy h € H sao cho h(M) =0. Néu x =
h(y) #0 thiton tai r € y~'M sao cho xr #0 . Khi d6

xr =h(y)r =h(yr) e h(M) =0,
diéu nay mau thudn dan dén h(y) =0, do d6 y € E(R).

Nguoc lai, gid st y € E(R) vax € M\{0}. Chonr € R sao cho 0 #xr € E (R). ViM c, E(R)

nén ton tai s € R sao cho (xr)s #0 va (yr)s € M. Dodérs € y"*M va x. y'M chta x(rs) #0.

Phan bu.

Pinh nghia 1.1.35. Cho S la mét médun con ciia R-médun M. Médun con C € R dwoc goi la phan
bii ciia S (trong R) néu C la téi dai trong sé cdc médun con ciia M sao cho ¢é giao tam thwong voi

S.

Nhan xét.
e Theo b6 d& Zorn thi bat ky médun con S nio ciing c6 mot phan bu.
e NéuM =C@®S thiClaphianbucuaS.
e NéuS c, M thi (0) 1a phan bu duy nhit cta S.

e Néu C 1a phan bu cia S thi C® S <, M. Tuy nhién diéu kién C @ S <, M chua du dé suy ra
C 1a phan bu cta S. Vi dy nhu véi batky €' <, C va C' #C thi
CO SoM=C® SgM
Nhung khong chic chan C'1a phan bu ciia S. Dé tinh chét nay tré thanh diéu kién can va du

ta xét khai niém tiép theo day.

Pinh nghia 1.1.36. Ta néi médun con C <M g la mét phan bii trong M, viét la C c, M, néu c6 mot

médun con S €M sao cho C la phan bi ciia S trong M.

Ménh @& 1.1.37. ChoC c, M va T la mét médun con ciia M sao cho CNT =0. Khi dé, C la

phan bu cua T néu va chineu COT c, M.



Chitng minh. Ta chi can ching minh chiéu néu, gia st C@®T <, M. Theo gia thiét C . R nén C
1a phan bu cia médun con S nao d6. Bé chimg minh C 1 tdi dai trong cac mdédun cé giao bang 0 véi

T, ta xét bat ky modun con D > Cma D N'T =0. Khi d6
C+T)N(DNS)=((C+T)ND)NS=CNS=0

ViC+T c,MnénD NS =(0) vadodd D =C. Vay C la phan bu cua T trong R.

Hé qua 1.1.38. Cho C c. R va T la mét phén bir ciia C trong M. Khi d6 C la mét phan b ciia T.

Chitng minh. Vi T 1a phan bu cia C nén T@®C c, M. Do d6 theo ménh dé 1.1.37, C 1 phan bu cia
T.

1.2. Khai niém médt s6 vanh khong giao hoan.
Pinh nghia 1.2.1. R duoc goi la vanh nita don néu J(R) = (0).
Nhan xét.

e NéuR lamot vanh bétki thi K/, p 1 vanh nira don.

e Néu R 13 vanh ntra don thi moi idéan cta R ciing nira don.

Pinh nghia 1.2.2. Vanh R duoc goi la vanh don néu R? #(0) va R khéng c6 idéan nao khdc ngoai
(0) va R.

Vi du.

o Truong, thé bat ki 1a vanh don.

e M, (D) la vanh don, v6i D 1a thé.

e Tong quét ta c6, M, (R) 1a don néu R 1a vanh don.
Pinh nghia 1.2.3. Vanh R duwoc goi la vanh nita nguyén té néu né khéng cé idéan liy linh khdc (0)
nao.

Pinh nghia 1.2.4. Vanh R duwoc goi la vanh nguyén thiy néu né c6 mét médun bat kha qui trung
thanh.
Chu y.

e Nhu ta qui udc “R-modun” la “R-modun phai” thi vanh nhu dinh nghia trén 1a vanh nguyén

thity phai.



e Néu M la R-modun bat kha qui thi &/, () 14 vanh nguyén thay.

Pinh nghia 1.2.5. Vanh R duwoc goi la vanh nguyén té6 néu aRb =0 véia,b € R thi suy raa =0
hodc b =0.

Bo dé 1.2.6. Vanh R la nguyén t6 néu va chi néu né théa mét trong cdc diéu kién sau ddy:
(1) Linh héa phdi cdc idéan phdi khdc khéng ciia R bang (0).
(2) Linh hod trdi cdc idéan trdi khdc khéng cia R bang (0).
(3) Néu A, B la cdic idéan ciia R va AB = (0) thi A =(0) hodc B =(0)
Pinh nghia 1.2.7. Vanh R dwoc goi la vanh Artin phdi néu moi tdp khdc réng cdc idéan phdi ciia R
déu c6 phan tir tdi tiéu.
Chu y.
e Ta goi tit vanh Artin phai 1a vanh Artin.
e Mot vanh 1a Artin khi va chi khi moi day gidm cac id€an phai chia R, p; D p, D -+ D p, D
.- déu dung, ttrc 13 ton tai s6 nguyén m sao cho pp, =p 1 =-- Khi d6 ta ndi R thoa méan
diéu kién day chuyén giam cac idéan phai.
Cac vi du.
e Truong, thé va cac vanh hiru han 13 cac vanh Artin.
e Vanh cac ma tran vudng cap n trén mot thé 1a vanh Artin.
e Tong tryc tiép hiru han cic vanh Artin 1a mot vanh Artin.
e Anh dong cdu ctia mot vanh Artin 13 Artin, do d6 vanh thuong ciia vanh Artin 1a Artin.
Pinh nghia 1.2.8. Vanh R duwoc goi la Noether phdi néu moi tdp khdc réng cdc idéan phdi ciia R
déu c6 phan tir toi dai.
Nhéan xét.
e Ta goi tat vanh Noether phai 1a vanh Noether.

e Tu dinh nghia trén, mot vanh 1a Noether néu va chi néu nd thoa mét trong hai dicu kién

tuong duong sau:



(1) Moi day ting idéan phai p, cp, c--- Cp , C--- déu dung, tic 13 ton tai sd nguyén m
sa0 cho Py, =pm+1 =+ . Ta néi R thoa min diéu kién day chuyén ting cac idéan
phai.

(2) Moi idéan phai cia R déu hitu han sinh.

MJi lién hé giira cac vanh khong giao hoan.

Ménh dé 1.2.9. Vanh don la vanh nguyén 6.

Ménh dé 1.2.10. Vanh nguyén t6 la vanh nira nguyén 6.

Ménh dé 1.2.11. Vanh don cé don vi la vanh nira don.

Chirng minh. R 13 vanh don c6 don vi thi trong R c6 idéan phai tdi dai chinh qui p nén R/p 1a R-
modun bat kha qui. Suy ra J(R) #R nén J(R) = (0) do R don. Vay R 1a nira don.

Ménh dé 1.2.12. Vanh Artin va don la vanh nika don.

Chirng minh. R 13 vanh Artin nén J (R)1a mot idéan Ity linh. Mit khac, R don nén R?> =R, do d6
R khong liy linh suy ra J(R) #R . Vay J(R) =(0) hay R 1a nira don.

Ménh dé 1.2.13. Vanh Artin niva nguyén té la vanh nira don.

Chirng minh. Do R 1 vanh Artin nén J (R)1a idéan liy linh, ma R lai 1a vanh nira nguyén t nén
J(R) = (0). Vay R la nura don.

Ménh dé 1.2.14. Vanh nguyén thiy la vanh nira don.

Chirng minh. R 13 vanh nguyén thily nén ton tai idéan phai ti dai chinh qui p sao cho (p: R =
(0)maJ(R) =N (p: B =(0). VayJ (R)la nira don.

Ménh dé 1.2.15. Vanh vira don vira nirka don la vanh nguyén thiy.

Chirng minh. R 13 nira don nén J(R) =(0), do d6 R c6 idéan phai t6i dai chinh qui p. Ma (p: R)
la idéan chira trong p, va lai R don nén (p: B =(0). Vay R 1a vanh nguyén thuiy.

Ménh dé 1.2.16. Vanh nguyén thity la vanh nguyén to.

Chirng minh. Goi p 13 idéan phai cta vanh nguyén thuy R. Ta can chimg minh néu pa = (0) =
a =0. ViR la nguyén thiy nén ton tai R- médun bat kha qui trung thanh M. Do Mx =0 = x =0
nén Mp #(0). Ma Mp 1a modun con cia M nén Mp =M . Suy ra Ma =Mpa =0 = a =0 . Vay R
1a nguyén t6.



Dinh ly 1.2.17 (Pinh ly Hopkins). Vanh Artin (c6 don vi) la vanh Noether.
Pé ching minh dinh 1y nay ta ap dung ménh dé sau day.

Ménh dé 1.2.18. Néu R la vanh Artin mita nguyén t6 thi moi R-médun la tong truc tiép cia cdc

modun con don.
Chi y. R-modun don dugc hicu 1a khong c6 mddun con thuc su nao.

Chitng minh. Cho R 12 mot vanh Artin c6 don vi, ta can chirng minh moi idéan phai cia R déu hitu
han sinh. That vay, ta dat F 1a tap cac idéan phai cua R ma né khong hiru han sinh. Chon/ € Fla
phan tir t6i tiéu. Goi N =N(R) 1a radical cia R. Do R 13 Artin nén N 13 liy linh dong thoi R/N
cling 1a Artin va khong c6 id€an liiy linh khac (0). Ta xét hai truong hop:

Néu I N =(0) thi I 1a mot R/N- modun phai voi phép toan i(r +N ) =ir . Do phan tir ciia N tac
dong nhu phan tr 0 vao I nén ciu triic R- modun phai cia I gidng voi cdu trac R/N- modun phai
cling ctia I. Do R/N 1a Artin nira nguyén t6 nén voi tu cach 1a R/N- médun phai nén I 1a tong truc
tiép hiru han cta cac R/N-mddun con phai don. Vi R/N- modun don dugc sinh boi mot phan tir
nén I 1 mét R/N-mo6dun hiru han sinh va do d6 ciing la R- médun hiru han sinh.

Néu I N #(0). Gia st I N =1 thi] =1 N° v&i moi s6 nguyén k. Vi N 1a lily linh nén I phai bang
(0), v ly. Vay I N cI 1a nghiém ngat. Xét I/ I Nla mot R-modun va (I/ I NN =(0). Do d6 theo
chimg minh trén I/ I Nla R-m6dun hiru han sinh. Ma I N c I nén theo cach chon I thi I N ¢ Fhay
I Nla R-modun hiru han sinh. Do vay I 1a mot m¢ rong hiru han sinh cia mét R-modun hiru han

sinh nén n6 cting hiru han sinh.
Nhéan xét.
e Diéu nguoc lai cta dinh 1y trén 1a khong ding, vi du nhu vanh sé nguyén Z 1a Noether
nhung khong 1a Artin.
e Hon nira, dinh ly nay cling khong ding cho modun. Vi du nhu Z,» 1a mot Z-mo6dun Artin
nhung khong 1a Noether.
° Déng thoi gia thiét c6 don vi trong dinh 1y trén 1a can thiét. Ta xét nhom Aben Ly, ta dinh
nghia phép nhan cua hai phan tir bat ky bang khong. Khi d6 Z,~ tré thanh mot vanh khong c6

don vi va nod 1a vanh Artin nhung khong 1a Noether.

1.3. Mt so tinh chat cac vanh khong giao hoan.



Pinh Iy 1.3.1. Vanh R la nguyén thity khi va chi khi ton tai idéan phdi toi dai chinh qui p ciia R sao
cho (p: R =(0). Khi d6 R la vanh nita don va néu R giao hodn thi R la mét truong.

Chitng minh. Gia st R 13 vanh nguyén thuy va M 1a R-mddun bat kha qui trung thanh. Goi
Cr(M) =A 14 vanh giao hoan tir ciia R trong M, theo bo dé& Schur A 1a mot thé. Khi d6 M 1a mot
khong gian vecto trén A v6i phép nhan ngoai n , m€ M, @ € A ma tac dong cia a nhu 1a phan tir

cua Ex(M) lén m.

Pinh nghia 1.3.2. Vanh R duoc goi la tac dong mot cach day dac lén M (hay R day dac trén M)
néu voi moi s6 nguyén n va vy, vy, ., v, trong M la hé doc Idp tuyén tinh trén A va véi bdt ki n

phan tur wi, w,, ..., W, trong M thi t6i tai v € R sao chow; =rv;véii =12 ,..,n

Chi y. Néu M 13 khong gian vecto hiru han chiéu trén A va R tic dong trung thanh va day dic lén

M thi R =End ,\M =A,, (vanh cic ma trdn vuong cip lan =dim , M trén A).

Pinh 1y 1.3.3 (Pinh 1y day dic). R la vanh nguyén thity va M la R-médun bat kha qui trung thanh.
Néu A=C r(M) thi R day ddc cic phép bién doi tuyén tinh ciia M trén A.

Chirng minh. Dé chimg minh R day dic cac phép bién ddi tuyén tinh ctia M trén A ta can ching
minh rang vé&i V 1a khong gian vecto con hitu han chiéu ctia M trén A va m€ M\V ta tim dugc

r € R v6i Vr =(0) nhung mr #0 .

That vay, gia st ta tim dugc mot r nhu thé. Vimr #£0 va M 14 bat kha qui nén mR =M , do d6

vm' €M,3s €R: mrs =m'vaVrs =(0).

Lay vy, Vs, ...V, € M ddc 1ap tuyén tinh trén A va wy, w,, .., w,, € M tlly y. Goi V; 1a khong gian

con cua M sinh bdi vy, vy, .., Vi1, Vigq, 0w Vp VOIT =1,1.

Viv; € V; nén 3t; € R sao cho v;t; =w; vaV;t; =(0).Pbatt =t +t, +---+t , thitaco v;t =w;

voii=1,2,..,n nén R day dac trén M.

Nhu vay ta chi can chimg minh tim dugc r € R sao cho Vr =(0) nhung mr #0 véi V 1a khong
gian con hiru han chiéu cia M trén A va me M\V thi giai quyét xong dinh 1y. Ta ching minh bang
qui nap theo s chiéu cia V trén A.

Néu dimV =0=V = {0}. Ta c6 Ym#0,meV,3r €R: mr #0 , diéu nay c6 duoc do
mR =M = 3r € R: mr *0.

Goi V =V, +wA véi dimV, =dimV —1,w € V. Theo gia thiét qui nap néu dat A(V,) =
{x €R: Yx = (0)} thi v6iy & V, ton tai r € A(V,) sao cho yr #0 = yA(V,) # (0). Piéu nay
tuong duong voi vr € A (V) ma yr #0 = y €V, ttc 1a néuméd (V,) = (0) thi me V ,,



Ta c6 A(V,) la idéan phai cia R, vi w & Vy nén wA(V,) # (0). Mat khac, wA(V;) 1a médun con cua
M bét kha qui nén wA(V,) =M . Gia str phan chung véi me M\V ma Vr =(0) thisuyranr =0 .

Ta dinh nghia f: M -M nhu sau: véi x EM =wA(V ) thi x =wa voi a € A(V,), ta dat
f(x) =f (wa) =ma . Ta can chi ra f duoc dinh nghia t6t. That vay, gia st x =wa =wa =
w(a—a’) =0, suy ra (a —a ') linh héa V, va linh hoéa w nén (a —a ) linh héa V. Do d6 V(a —
a) =(0)=>m(a—-a)=0 hayma=ma = f(wa) =f(wa"). RS rang f € E(M), hon nita néu
x =wa voia € A(V,) thiar € A(V,), vr € R. Khi do,

xr = (wa)r =w (ar) = f(xr) =m(ar) = (ma )r =f (x)r

Diéu nay chi ra rang f € Endgr(M) =A. Do 06, véia € A(Vy) tacomu =f (wa) =f (w)a. Suy ra
(m—f (w))a=0,Va €A (Vo) #n (m—f(w))AWV,) = (0) = m—f (w) € Vy. Theo gia thiét qui
nap ta dugc meV , +wA=V (vo ly). Vay dinh 1y da dugc chirng minh xong.

Bo dé 1.3.4. Néu R?> =R thi centroid ciia R la giao hodn.

Chitng minh. Liy 0,7 € C(R), véix,y € R tacod (xy)o = (xo)y. Xét
() (07) =((x0)y)T = WLro)T = (W) Lyy = (x) ¥7) = (x (D))o = (x¥)(70)
Suyra (xy)(o7t —t0) =0.Do R? =R nén véimoir €R thir =Yx;y; va
r(ot —t0) =Yx;y;(ct —1t0) =0
Do d6 ot —t0 =0 , vay C(R) giao hoan.

Pinh 1y 1.3.5. Néu R la vanh don thi centroid ciia né la mét truong va R la dai sé trén truong do.

Thém vao dé, néu tam cia R khdc (0) thi tam va centroid ciia R tring nhau.

Ta thiy rang R4 mot modun trén B(R) va moi B(R)-mddun con ctia R don thuan 1a idéan cua

R. Do d6 R 1a B(R)-mddun bat kha qui khi va chi khi R 13 vanh don.

Chitng minh. R don nén R 1a B(R)-mddun bat kha qui do d6 theo bo d& Schur C(R) 1a mot thé.
Mit khac R* =R nén C(R) giao hoan. Vay centroid ctia R 1a mot trudng. Khi d6, mot cach tu nhién
R 14 dai so trén C(R). Nhu viy ta c6 moi vanh don 1a dai s6 don trén centroid ciia né. Gio ta co
thém tdm cta R1a Z(R) #(0) tuc 1la ¢6 0 #z € Z(R) , khi d6 Rz la idéan khac (0) cua R. Do R
don nén Rz =R, diéu nay chi raR c¢6 don vi 1a 1. Ta can ching minh Z(R) =C(R) . Rd rang
Z(R) cC(R) . V6i 0 €C(R) va véi bat ki r€R, ro = (Ir)o = (1T,)o = (10)T, =ar Véi

a=10. Tuong turo = (r1)oc = (1L, )0 = (10)L, =ra. Nhu vdy ro =ar =ra Vr €R, suy ra



a €Z(R) var(c —a) =0 .Doo —a € C (R) — la trudng, va R 1a dai s6 trén C(R) néno —a =0
vadodo o € Z(R). Vay Z(R) =C(R) nén no cling 1a mot trudng.

Pinh 1y 1.3.6. Néu R la vanh Artin thi ] (R)la idéan liy linh.

Chirng minh. Diat] =] (R) Xét diy giam cac idéan phai ] D f D -+ D J™ D ---. Vi R la Artin nén
c6 mot sd nguyén n sao cho J* =] ™1 =... =] 2" =... Do d6 néu xJ?" =(0) thi xJ* =(0). Ta
can chimg minh J™ = (0).

Pit W ={x€J| x} =(0)}, khi d6 W 1a idéan caa R. Néu W > J™ thi J/~J™ = (0) hay
(0) =J%* =] ™ (diéu phai chimg minh). Gia st W 2 J™. Khi d6 trong R =R /W, J* # (0). Néu
x/m = (0) thi xJ® cW do d6 (0) =xJ™J" =xJ 2" =xJ " suy rax € W hay ¥ = (0). Nhu vy ta c6
duoc néu xj™ = (0) thi ¥ = (0).

Vi /™ # (0) nén n6 chira mot idéan phai tdi tiéu p # (0) ctia R. Ma p 1a R-modun bat kha qui
nén noé bi linh héa boi J(R). Do /™ cJ (R) nén pJ™ = (0). Theo chirmg minh trén thi g = (0), mau
thuan. Vay J(R) 1a liiy linh.

Hé qua 1.3.7. Néu R la vanh Artin thi moi nil-idéan (phdi, trdi, hai phia) ciia R la liy linh.

Chirng minh. Do moi nil-idéan mot phia ctia R déu nam trong J (R)ma J (R)1a lily linh nén no

cling Ity linh.
Pinh nghia 1.3.8. Mot phin tire #0 ciia vanh R dwoc goi la iy dang néu e® =e .

B6 dé 1.3.9. Cho R la mét vanh khéng cé idéan lily linh khdc (0). Néu p # (0) la idéan phdi téi tiéu

ciia R thi p =eR vdi e la phan tir lity dang nao dé cia R.

B6 @@ 1.3.10. Cho R la mét vanh va gia sir ¢6 mét phdn tir a € R sao cho a? —a la liy linh. Khi do,
hodc la a liiy linh hodc la ¢6 mét da thire q(x) véi hé s6 nguyén dé e =aq(a) la mét lity dang khdc

khong.

Pinh 1y 1.3.11. Néu R la vanh Artin va p # (0) la mét idéan phdi khéng lity linh ciia R thi p chita
mét lity dang khdc khong.

Chirng minh. Vi p khong liiy linh nén n6 khong nam trong J (R) Pat R =R /] (R), khi d6 R 1a nira
don nén n6 khong cé idéan liiy linh khac (0). Do p ¢ J (R)nén p # (0) trong R suy ra p chira mot
idéan phai t6i tiéu py cia R. Theo bd dé 1.17 py c6 phan tir lily ddng € #0 . Pit a € p sao cho a=e.
Do d6 a2 —a=0 trong R suy ra a®? —a € J (R) nén né phai liy linh. Ma @* =¢ %= #0 nén a
khong lily linh. Theo bd d& 1.3.10, ta c6 mot da thuc q(x) voi hé sé nguyén nao d6 sao cho
e =aq(a) 1a mot lily dang khac khong. Via € p nén e € p. Vay ta dugc diéu phai ching minh.



Pinh ly 1.3.12. Cho R la vanh Artin nita don va p #(0) la idéan phai cua R. Khi do p =eR voie

la mét lity dang nao do trong R.

Chirng minh. Ta c6 p # (0) la idéan phai cua R 1a nira don nén p khong liy linh, do d6 theo dinh
Iy 1.3.11 n6 c6 chira mot phan tir lily dang e #0. Pat A(e) = {x € p | ex =0} khi d6 A(e) 1a mot
idéan phai cta R. Tap céac idéan phai {A(e)| 0 #€& =e € p }1a mot tip khac rdng c6 phan tir t6i

tiéu 1a A(e).

Néu A(ey) =(0), v6i bat ki x €p déu cd eg(x —eogx) =0 = x —epx € A(ey) =(0) nén

x =eyx,Vx € p. Pidunay dintdi p =e,p ey R cp. Do d6 ta duoc két qua ciia dinh 1y p =e,R.

Con néu A(ey) #(0), ta can chi ra rang né khong xay ra. Vi A(e,) 1a mot idéan phai khac (0)
ctia R nén n6 chira mot phan tir lily dang e; # 0. Theo dinh nghia ctia A(e,) thie; € p va ege; =0.
Xét phan tir e, =e, +e,; —e,e,. Ta thiy e, € p va n6 lily dang. Hon nira e,e; = (e, +e, —
eieg)e; =e; #0. Ta dugc e, #0 va e; & A(ey). Néu e,x =0 = (e; +e, —e,e9)x =0 do do
eo(eg +e1 —ejep)x =0 = eyx =0. Piéu nay co nghia 1a A(e,) cA(e,), ma vi e; € A(e,) nhung
e, & A(e,) nén A(e,) thuc su duoc chira trong A(e,). Theo cach chon A(e,) 14 phan tir tbi tiéu nén

ta gip mau thuan.

Hé qua 1.3.13. Néu R la vanh Artin nira don va A #(0)la idéan ciia R thi A =eR =Re vdie la
liiy ddng trong tdm cua R.

Chitng minh. Vi A 1a idéan phai ciia R nén theo dinh 1y 1.3.12 A =eR véi e € A 1a liy dang. Pat
B={x—xe| x €A} Doex =x v&i moi x € A vda Be =(0) nén BA =BeA =(0) . Tuy nhién A
cling 1a mot idéan trai cia R nén B ciing phai 1a idéan trai ctia R. Mit khac B> cBA =(0) , ma R
khong cé idéan liiy linh khac (0) nén B = (0), c6 nghia x =xe, Vx € A . Diéu nay cho ta A =Re va
e 1a phan tir don vi hai phia cta A.

Gio ta can chi ra e nam trong tdm cta R. Ly r € R, khi d6 re € A nénre =e(re). Thém vao d6

er € Anéner = (er)e. Nhu vy re =ere =er , véi moi r € R. Do d6 e nam trong tdm ctia R.

Hé qua 1.3.14. Vanh Artin nira don ¢é mét phan tie don vi hai phia.

Chirng minh. Vi R 1a idéan cua R 1a vanh Artin ntra don thi theo h¢ qua 1.3.13 ta dugc ngay R c6
phan tir don vi hai phia.

Bo dé 1.3.15. Idéan ciia mét vanh Artin nira don la vanh Artin nira don.

Chirng minh. Cho R 1a vanh Artin ntra don va goi A # (0) 1a mot idéan ctia R. Theo hé qua 1.3.13,

A =eR =Re véi e 1a phan tir lily dang trong tdm cua R va theo hé qua 1.3.14, R c6 don vi.



Véix €R thix =xe +x(1 —e) do d6R =Re +R(1 —e) . Vil —e ciing nam trong tim clia
R nén R(1 —e) 12 mot idéan cua R. Hon nita Re N R(1 —e) = (0), bdi vi néu co phan tir x trong
giao trén thi do x € Re nén x =xe va do x ciing 1a phan tir cia R(1 —e) nénxe =0. Do d6 R 1a
tong tryc tiép cia A va R(1 —e). Do vay A dang cdu v6i vanh R/R(1 —e). Ma R/R(1 —e) xem

nhu 1a 4nh dong cau ctia vanh Artin R nén A 1a Artin.

Ma ta da biét moi idéan cua vanh ntra don 1a nira don nén A 1a nra don. Vay A 1a Artin nira don.

Pinh 1y 1.3.16. Mot vanh Artin nira don la tong triee tiép hitu han cdc vanh Artin don.

Chirng minh. Goi R 14 vanh Artin nira don va xét A # (0) 1a idéan tdi tiéu cua R. Khi d6 A 1a vanh
Artin don. That vdy, vi A 13 idéan trong vanh nira don nén A # (0). Néu B # (0) 1a mot idéan cia
A thi ABA 1a idéan cta R va chua B. Do A c6 don vi bén trai nén AB #(0). Vi AB la idéan trai
khac khong cua R nén né khong lity linh, do d6 ABA #(0). Do tinh tdi tiéu ctia A nén tir B O
ABA =A tadugc B =A. Vay A l1a Artin don.

Theo ching minh cta bo dé& 1.3.15,R =A @ Jv6i T, la idéan cua R nén ciing 13 Artin ntra don.
Chon idéan tbi tiu A; cia R nam trong T,. Theo ching minh trén thi A; 13 Artin va don nén
T, =A,0T;. Tiép tuc nhu trén ta c6 dugc cac idéan cia R, A =A, A4, ..., Ay, ... déu 1a Artin va
don sao cho cac tong Ay +A 1 +++- +A j, déu 1a téng tryc tiép.

Ta s€ chiing minh réng véi mot s6 k nao d6 thi R =4 1A, @ --- DA;. That vay, néu ta dat
Ry =A, P4, @ ®A, D, R, =404, ® B4 D, ..., Ry =4, @Ay, O BA, D -
thi day 1a mot day giam cac idéan ciia R nén né phai dimg. Do vy s& c6 mot sd nguyén k nao do

saochoR =A DA, ® - DA;.

Pinh ly 1.3.17 (Wedderburn — Artin). Cho R la mét vanh Artin don. Khi d6 R ding cdu véi Dy,
vanh cdc ma trgn vuéng cdp n trén thé D. Hon nitan la duy nhdt va D sai khdc mét ding cdu.

Nguwoc lai, véi D la mot thé thi D,, la vanh don Artin.



Chwong 2. Vanh cac thwong va tinh chit ciia né.

2.1. Vanh cac thuong.

Pinh nghia 2.1.1. Mdt phan tir ciia vanh R dwoc goi la chinh qui néu né khéng cé ca wéc trdi lan

woc phai cua khong trong R.

Pinh nghia 2.1.2. Vanh Q(R) D R duwoc goi la vanh cdc thuwong phdi ciia R néu:
(1) Moi phan tir chinh qui trong R déu kha nghich trong Q(R).
(2) Moi phdn tir x € Q(R) déu phan tich dwoc dudi dang x =ab ™' véi a,b €R va b la
chinh qui.

Néu Q(R) 14 vanh cac thuong phai ctia R thi ta n6i R 1a mot thir tu phai trong Q(R) . Ta goi tat vanh

cac thuong phai l1a vanh cac thuong cua R.

Nhian xét. Néu by, by, ..., b, 1 cac phan tir chinh qui trong R thi s& ton tai mot phan tir chinh qui
b €R va cac phan tir a;,ay, .., a, €R sao cho b;* =a ;b= v6i moi i. T diéu nay ta cé, néu

X1, X5, wn X € Q(R) thi ton tai mot phan tir chinh qui b € R sao cho x; =a ;™' véia; €R.

Pinh 1y 2.1.3 (Piéu kién Ore). Piéu kién can va dii dé vanh R c6 vanh cdc thuwong phdi la: cho

a,b € R vé6i b chinh qui thi ton tai ay, b, € R véi by chinh qui sao cho ab, =ba ;.

Chirng minh. Néu Q(R) ton tai thi v6i b 1a chinh qui trong R, phan tr b~'a thudc Q(R) nén

b~'a =a,b, ! v6i ay, b, € R va by chinh qui. Chuyén vé ta dugc ab, =ba ;.

Nguoc lai, gia sir diéu kién Ore dugc thoa man. Pit tip M = { @, b)| a,b €R, b chinh qui}
Trong M ta xay dung quan hé (a, b) ~ (c,d) néu bc; =da, v6i ac; =ca, va a; chinh qui. Tir d6
ta ciing duoc ¢; chinh qui. Ta s& ching minh ding thic trén khong phu thude vao sy lwa chon ay, ¢
dé nhan vao bén phai a, c. That vy, néu ac, =ca,, ta nhan duoc e,, e, chinh qui sao cho a,e; =
a,e,. Khi d6 ac,e; =ca,e; =ca,e, =ac,e,, do a chinh qui nén ta suy rac,e; =c,e,. Tir ding
thirc bc; =da, ta dugc becye, =bc,e; =da,e; =da,e,, ma e, chinh qui nén ta thu gon dugc
bc, =da,.

Ta kiém tra dugc quan hé trong M duoc dinh nghia nhu trén 1a quan hé tuong duong. Lép
twong duong cac cap (a, b) duoc ki hiéu 1a a/b. Pat M 1a tap cac 16p twong dwong trong M. Trong

M ta s& trang bi cac phép toan dé nd né trg thanh mot vanh.



Véi a/b,c/d trong M ta dinh nghia a/b +c /d =(ad, +cb,)/(db,) v6i bd, =db, va by, d;
chinh qui. Tuong ty ta dinh nghia phép nhan (a/b)(c/d) =(ag,)/(db;) véi bg, =cb; va g
chinh qui trong R.

Ta kiém tra dugc cac phép toan trén dugce dinh nghia t6t va M théa mén céc tinh chat ctia Q(R)

trong phan dinh nghia vé vanh cac thuong.

2.2. Dinh ly Goldie.
Cho S 1a mot tap khac rong ciia vanh R, dat r(S) = {x € R| sx =0,Vs € S .JTa goi r(S) 1a linh
hod tir phai cua S. RO rang r(S) 1a idéan phai cua R.
Nhéan xét.
e Tuongtutacodl(S)={x €R| xs =0,Vs €S I linh hod tir trai ctia S.
o 17[S) =1 (S)nén diéu kién day chuyén ting cac linh hoa tir phai twong duong véi didu kién
day chuyén giam cac linh hod tir trai.
e Phan tir a € R 1a chinh qui khi va chi khi r(a) =1 (a) =(0).
Pinh nghia 2.2.1. Idéan I ciia vanh R dwoc goi idéan linh hod tir néu né la linh hod tir phdi ciia
mot idéan phai nao do cua R.
Pinh nghia 2.2.2. Vanh R duwoc goi la vanh Goldie phdi néu:
(1) R théa man diéu kién day chuyén tang cdc linh hod tir phdi
(2) R khéng chira tong truc tiép vé han cdc idéan phdi.
Chu y.
e Ta goi tat vanh Goldie phai 1a vanh Goldie.
e R& rang vanh Noether phai 1a vanh Goldie phai. Tuy nhién diéu ngugc lai khong ding.
e Vanh R thoa (1) thi moi vanh con S ctia nd ciing thoa (1). That vay, néu X 13 mot tip con cia
S, ta viét rg(X),7=(X) 1an lugt 1a linh hod tir phai cta X trong S va trong R. Gia st ta c6 diy
cac tap con X, cua S sao cho rs(X;) crg(X,) c---creX,) c-- Pat¥, =X, U X, ., U
Xpz2 U .. Khi d6 r5(Y,) =rs(X,). ViY¥; DY, D Y; D - nén ta dugc mot diy tang cac linh

hoa tir phai rz(Y;) crg(¥,) crg(Ys) c--- . Day nay dung va do r5(Y) =rgx(Y) NS nén
day rg(X,,) cling dung.



B6 dé 2.2.3. Cho R la vanh nita nguyén té théa diéu kién ddy chuyén tang cdc linh héa tir phdi. Néu
A D B la nhitng idéan phdi cia R va 1(A) #1 (B) thi tén taia € A sao choaA #0 va aANB =
(0).

Chirng minh. Ta c6 R thoa min diéu kién day chuyén ting cac linh hoa tir phai do d6 R ciing thoa
diéu kién diay chuyén giam cac linh hod tur trai. Vi A > B va [(A) #1 (B) nén [ (4) cl (B)la

nghiém ngat.

Goi U 1a linh ho4 ttr trai nho nhat chira trong | (B)va thuc su chita [ (A) Do viéc chon nhu vay
nén UA #(0). Ma vi R khong cé idéan lity linh nao nén UAUA # (0). Chon au € AU (cA) dé
UauA #(0). Suy ra aud #(0) va dong thoi ta thu dugc aud N B =(0). That vy, néu aud N
B #(0) thi ton tai x € A sao cho aux #0 va thuéc auANB. Vix €A nén [ (x) o [ (4) Xét
I (x) N U day 1a giao cia hai linh hod tir trai nén né ciing 1 mot linh ho4 tir trai déng thoi né chira
l (A)va nam trong U. Hon nita do U cl(B) = Uaux =(0) = Uau <! (x) nhung Uau ¢ I (4)
nén [ (x) N Uthat sy chtra I (A) Tir tinh nhé nhét ctia U nén l(x) N U =U do d6 U cl (x). Piéu

nay chi ra rang Ux = (0) mau thun véi aux #0.
Viay bd dé da dugc ching minh xong va né c6 hai hé qua quan trong.

Hé qua 2.2.4. Cho R la mét vanh nhu trong bé dé, néu xR va yR la cdc idéan phdi cot yéu thi xyR

cting la cot yéu.

Chitng minh. Goi A #(0) 1a mot Idéan phai cia R va dat A = {r € R|xr € A}. Vi xR la cbt yéu
nén A #(0) vaxA =xR N A #(0) . RS rang theo cach dat A D r(x). Ta c6 xA #(0) va xr(x) =
(0), nghia 13 I(A) #1 (r(x)), nén theo bo d& 2.2.3 ta duoc mot Idéan phai (0) #T cA~ sao cho
Tnr(x) =(0). Pat T = {r e R|yr € T}. Do tinh cbt yéu cta yR nén yT =yRNT #(0) . Do
TNnr(x) = (0) va (0) #yT cT nénxyT #(0). V6i 4 bat ki ta c6 A D xA o xT > xyT # (0)
nén xyR N A #(0) do d6 xyR 1a cbt yéu.

H¢ qua 2.2.5. Cho R 14 vanh nhu trong bd dé. Khi d6 néu aR 1a cdt yéu trong R thi a 1a chinh qui.
Chitng minh. Xét hai idéan phai R o aR. Ta ¢6 I(R) =(0), l(aR) =1 (a). Néu l(a) # (0) thi ap
dung b6 dé ta c6 mot idéan phai (0) #1 cR sao chol N aR =(0), diéu nay trai véi tinh cot yéu
ctia aR. Vay l(a) =(0).

Ta xét r(a). Ap dung diéu kién day chuyén ting cac linh hoa tir phai cho diy r(a) cr (a?)
. cr(a®) c- ta c6 mdt sb nguyén k sao cho r(a¥) =r (a**'). Ta can ching minh a*R N

r(a) = (0). That vay, v6i x Ea*Rnr(a) thi x =a®y va 0=ax =a **'y nén y € r(ak*?) =



r(a®) = x =a*y =0. Do aR 1a cbt yéu nén theo hé¢ qua 2.2.4 thi akR ciing 1a cot yéu, ma

a*R nr(a) = (0) do doé r(a) =(0). Vay a la chinh qui.
Chii y. Ta qui uGc tir phan nay trd di R 1a vanh Goldie nira nguyén thuy.

Bo d@ 2.2.6. R théa man diéu kién ddy chuyén gidm cdc linh hod tir phdi.

Chirng minh. Gia st Ry D R, D - D R, D --- la day gidm nghiém ngéat cac linh hoda t&r phai. Voi
moi n thi ta ¢c6 R,, D R,,,1 thuc sy nén [(R,) €l (R,;1) thuc sy. Do d6 ap dung bd dé 2.2.3 ta co
mot idéan phai (0) #C,, cta R sao cho C, €R,, va C, N Ry, = (0). Tr d6 ta thiét 1ap duoc mot
téng truc tiép cac idéan phai C, ciia R. Ma R 1a vanh Goldie nén tong nay khong thé 1a v6 han, do
d6 day gidm cac linh hod tir phai trén phai dung.

Bo6 @@ 2.2.7. Néu I la mét idéan phdi cia R thi ton tai mét idéan phdi | sao cho I @ Jla cét yéu
trong R.

Chirng minh. Chon céc idéan phai J; cia R sao cho I @ }; @ J, @ ... 1a mot tong tryc tiép. ViR 1a
vanh Goldie nén day trén phai ding, gia sir tai J,. Pat] =], ®J, ® ..D J,.. Khi 461 @ Jla cbt
yéu boi néu khong thi ¢6 mot idéan phai J # (0) nao d6 sao cho (I @ J) nJ#(0). Piéu nay din

dén viéc ta c6 thé kéo dai tong truc tiép voi J,4; =/ ' (miu thuan).

Bo dé 2.2.8. Néu r(c) =(0) thi cR la cot yéu va c la chinh qui.

Chirng minh. Goi A #(0) la mot idéan phai cua R sao cho AN cR =(0). Vir(c) =(0) nén c"A

c6 dang mot tong truc tiép. That viy néu ap +ca, +--+c "a, =0 voia; EAthia, =ANc™4 =

o

(0) tir d6 ta duoc ca, +c2a, +---+c "a, =0. Vir(c) =(0) nén a; +ca, +--+c "1a, =
Lap luan tuong tu nhu trén ta duoc mdi a; =0 . Do trong R khong c6 tong truc tiép v han nén dan

dén A N cR #(0) vi vay cR 14 cbt yéu. Theo hé qua 2.2.5 thi ¢ 1a chinh qui.

Bo dé 2.2.9. Idéan linh hod tir téi tiéu ciia mét vanh R 1a mét vanh Goldie nguyén t6, hon nita tong

truc tiep hitu han cdc idéan nhu trén la mot idéan phai cot yéu cuia R.

Chirng minh. Goi S 1a mot idéan linh ho4 tir t6i tiéu ciia R. Néu T # (0) 1a mot idéan phai ctia S thi
theo gia thiét R 14 vanh nira nguyén t6 nén TS # (0) va dong thoi TS €T ciing la idéan phai cia R.
Do d6 S s€ khong co cac téng truc tiép vO han cac idéan phai nao. Mat khac, cac vanh con cua R

duoc thira hudng diéu kién dy chuyén ting cac linh hoa tir phai nén ta dugc S 1a vanh Goldie.

Gia su A,B 1a 2 idéan cua S sao cho AB =(0). Do AS €A nén ASB =(0) . Suy ra B C

r(AS) N S, giao nay ciing 1a mot idéan linh hoa tir cia R. Néu B #(0) thi do tinh tdi tiéu cta S ta



dugc S cr(AS) . Piéu nay suy ra SAS = (0) = (45)? = (0) = AS = (0) = A =(0) (do R 14 nira
nguyén t6). Nhu vay S 1a vanh Goldie nguyén td.

Pit C =S,0S, ® ..BS , 1a tong truc tiép 16n nhat cac idéan linh hod tir t6i tiéu cua R. Néu c6
K #(0) la mot idéan phai cta R sao cho C N K =(0) thi KC cC N K =(0) . Suy ra (0) #K c
1(C), va do R 13 vanh nira nguyén t6 nén C N [(C) =0. Nhu vay trong [ (C)ta c6 thé tim thdy mot
idéan linh hod tr téi tiéu khac khong ma c6 giao tim thuong véi C. Piéu nay dan dén viéc kéo dai

thém tong truc tiép cho bai C nhung né lai mau thuin voi cach chon C. Vay C 1a cét yéu.

Bo dé 2.2.10. Néu I la idéan phdi cot yéu ciia R thi I ¢é chita mét phan tir chinh qui.

Chitng minh. Trubc tién ching minh didu nay véi gia dinh R 1 vanh nguyén t. Theo bo dé 2.2.6,
R thoa diéu kién day chuyén giam cac linh hod tir phai nén ta c6 thé chon dugec mot a € I sao cho
r(a) 1a tdi tiéu. Néu a khong chinh qui thi theo hé qua 2.2.4 ton tai idéan phai /] =#(0) cua R sao
choaRnj =(0). Vil 1a cét yéu nénl nJ #(0)do d6 ton tai mot idéan phai (0) #T cI nJ.
Néu x €T va néu ber(a+x) thi (a+x)b=0=>ab=—=xb€aRNT = (0) din dn b€
r(a) N r(x). Do tinh tdi tiéu cta r(a) nén r(x) o r(x) N r(a) o r(a) suy ra xr(a) =(0) véi moi
x €T. Trong vanh nguyén t6 R ¢6 T. £a) =(0)ma T #(0) nénr(a) =(0). Theo bo dé 2.2.8 ta

dugc a 1a chinh qui.

Tré lai b dé R 14 vanh nira nguyén to, ta dit A =SS, @ ..DS,, 1a tong tryc tiép hira han
cac idéan linh hoa tir toi tiéu ciia R. ViS; 1 vanh nguyén t6 va I N § 1a cbt yéu trong S; nén theo
ching minh trén I N § ¢6 chira mdt phan tir chinh qui s; trong S;. Ta thu dugc s =s; +5, +- +
s, chinh qui trong R, boi vi néu r(s) #(0) thi theo tinh cot yéu cia A ta c6 A N r(s) #(0). Do d6
s& c6 moOt phan tr 0 #t =t ; +t, +--+t , trong A ma st =0. Mit khac st =t;5; +t,5, ++ +
t,s, nén theo tinh truc tiép cta tong trong A suy ra t;s; =0. Do s; 13 chinh qui nén t; =0, din dén

t =0. Mau thuin nay cho ta két qua cta bo dé.
Bo6 @& 2.2.11. Néu R nguyén t6 thi moi idéan khdc (0) cia né la idéan phdi cot yéu va do dé cé
chita phan tir chinh qui.

Chirng minh. Goi I # (0) 1a mot idéan va J # (0) 1a mot idéan phai cia R. Do R 1a nguyén t6 nén
tich hai idéan khac (0) 1a RJ va I phai khéac (0). Do d6J 1 #(0)vaJI <l N JSuyral la idéan phai

cbt yéu nén theo bd dé 2.2.10 n6 ¢ chira mot phan tir chinh qui.
Dinh ly 2.2.12 (Pinh ly Goldie). Vanh R co vanh cdc thuong phai Q la vanh Artin nura don khi va
chi khi R la Goldie nira nguyén té. Hon nita, Q la Artin don khi va chi khi R la Goldie nguyén to.

Chii y. Ta chia dinh 1y Goldie thanh céc dinh 1y nho hon dé tién cho viéc chimg minh.



Pinh 1y 2.2.13. Cho R la vanh Goldie nira nguyén té thi R ¢é mét vanh cdc thwong phdi Q =Q(R) .

Chirng minh. Gia st a,b € R v6i a 1a chinh qui. Theo b6 dé 2.2.8 thi aR 14 cbt yéu. Néu ta dat
M = {r €R | br € aR} thi M ciing 1a mot idéan phai cot yéu. That vay, hién nhién M 12 mot idéan
phai khac (0). GoiJ #(0) 1a mot idéan phai nao d6 ctua R. Néu bj =(0) thi (0) #/ M nén
M nJ #(0). Con néub] #(0)thi viaR cbt yéu nén bj N aR #(0). D6 d6 ton tai 0 #j €] sao
chobj€aR.SuyrajEM.Vay0#jeMnN].

Do d6 theo b6 dé 2.2.10, M c6 chira phan tir chinh qui c. Theo dinh nghia ciia M thi bc =ad ,

diéu nay chi ra réng R thoa diéu kién Ore, nén theo dinh ly 2.1.3, ton tai vanh cac thuong Q(R).

Nhéan xét.
e Néu R 14 vanh Goldie nguyén t6 thi di nhién R ciing c6 vanh cac thuong phai Q =Q(R) .

e Néu I la idéan phai ciia Q thil =(I N R)Q That vay, hién nhién (I N RQ cI . Néui €I thi
i=ab 1= (ab™'b)b" € I NR)Q v6i a,b € Rva b chinh qui.

o NéuA;®A,d..0DA, la tong truc tiép cac idéan phai trong R thi A;QPA,QD .. DA ,Q 1a
tong truc tiép cac idéan phai trong Q. Pé chimg minh diéu ndy ta xét, néu a;q; +a,q, +
+anq, =0 voiq; €EQ va a; €EA; thi s¢ c6 d la chinh qui trong R va b; € R sao cho
q; =b;d"1. Do d6 (a;b, +a,b, +--+a ,b,)d"* =0 hay a,;b, +a,b, +---+a ,b, =0 .

Do tinh chat tong truc tiép trong R nén a;b; =0 suy ra a;q; =a ;b;d~* =0.

Dinh ly 2.2.14. Q la Artin nwra don.

Chitng minh. Goi I 13 mot idéan phai cta Q thi I N R1a idéan phai cua R. Theo bd dé 2.2.7, ton tai
mot idéan phai J cia R sao cho (I NR) @ J1a cbt yéu trong R. Do d6, theo bd d& 2.2.10 trong
(I NR) @ Jco mot phan tir chinh qui. Piéunay ddn #&n Q=( (I NR) D NQ =1 ®J Q. Ma Q co
donvilalnénl=i+j v6i i€lvaj€JQ Suyra0=i?—i+ki, do tinh tryc tiép nén i? =i
vaki=0.Do d6 I =iQ tirc 1 I sinh bdi mot phan tir lily dang. Nhu vay, moi idéan phai ciia Q
déu duogc sinh boi mot phan tir lity dang cho nén Q 13 vanh Noether. D6 d6 Q ciing 1a vanh Goldie.
Mit khac cling vi moi idéan phai cta Q déu sinh béi mot phan tir lily dang nén Q khong c6 idéan
phai Ity linh ndo. That vy, goi I # (0)1a mot idéan phai liy linh cua Q, khi d6 c6 mot s nguyén n
sao cho I™ =(0) va I™ ' #(0). Ma I =iQ nén ton tai phin tir @ =iq,iq, ..iq,_4 €I™* va
a+0.Do #=inéna=1. i igiq,..iq,—1 €1, =(0), mau thudn. Vay Q la vanh Goldie nira

nguyén to.



Theo bd d& 2.2.6, Q théa man diéu kién day chuyén giam cac linh hoa tir phai. Goi I 1a mot
idéan phai ctia Q thi I =iQ véi i? =i. Ta ¢6 I(iQ) =L (1)) =Q(1 —i) var(l(iQ)) =r(Q(1 -
i)) =r (1 —i) =iQ =1 , nén I 1a mot linh hoa tir phai ctia Q. Nhu vay moi idéan phai cua Q déu la
linh hoa tir phai, do d6 Q thoa méin diéu kién diy chuyén giam cac idéan phai, hay Q 1a vanh Artin.

Ma Q lai 1a vanh nira nguyén t6 nén Q 14 vanh nira don. Vay Q 1a Artin nira don.

Pinh 1y 2.2.15. Néu R la mét thir t phdi trong Q véi Q la Artin nira don thi R la vanh Goldie nita

nguyén 1.

Chitng minh. Q 13 Artin nira don nén moi idéan phai ciia Q déu sinh boi mot phan tir lity dang. Do
d6 Q 1a Noether din dén Q 1a Goldie. Suy ra Q théa méan diéu kién ddy chuyén tang cac linh ho4 tir
phai. Ma R 1a vanh con cta Q nén R ciing thoa min diéu kién day chuyén tang cac linh hoa tir phai.
Mit khac, néu A; DA, @ .. DA, 14 tong truc tiép cac Idéan phai trong R thi 4;QDA,Q0® .. DA ,,Q
1a tong truc tiép cac Idéan phai trong Q, nén trong Q khong co tong truc tiép vo han cac idéan phai
thi trong R ciing vay. Vi thé R 14 vanh Goldie.

Goi I #(0)1a mot idéan cia R. Gia sir ton tai s nguyén n sao cho I™ =(0) ma I™~* #(0).
Khi @6 QI Q 1a idéan khac (0) cua Q- vanh Artin nira don nén theo h¢ qua thi QI Q =eQ védie la
phan tir lily dang trong tim cua Q. Ta cb e = ¥ a;u;b; v6i a;, b; #Q,u ; € 1. Ta tim dugc phan tir
b € R 1a chinh qui sao cho b; =c;b™?, do d6 e = (X aq;u;c;))b™t = (X a;v)b tvéiv; =uc; €1.
Do e nam trong tdm cia S nén be =eb , vi vady bel™ ' =ebI™ ! =Ya v;I" ' =(0) dov;I" ' c

I" =(0). Ma b chinh qui nén eI™* =(0) hay I""1e =(0). Ta xét
(In—lQ)Z =In—1QIn—1Q cl n—1QI Q =] n—1eQ — (0)
Do moi idéan phai cia Q déu sinh boi mot phan tir lily dang nén Q khong c6 idéan phai liiy linh
nao, diéu nay cho ta I"1Q =(0) suy ra I™~' =(0). Mau thudn nay chi ra rang I =(0). Vay R la

ntra nguyén to.

Pinh 1y 2.2.16. Q la vanh Artin don néu va chi néu R la Goldie nguyén to.
Chirng minh. Ta chi can chimg minh Q 1 don khi va chi khi R nguyén to.

Néu Q 13 vanh don, goi A # (0)1a mot idéan cia R thi QAQ 1a idéan khac (0) cia Q va do d6
QAQ =Q .MaQ c6 don vi nén 1 =¥b;a;c; voi b;, c; €S,a; € A. Khi d6 t6n tai phan tir chinh qui
c ER sao choc; =d;c7tvéid; €ER. Suy ral=3hja;d))c™? = c=Yha;d; ESA. Xét B la
mot idéan nao d6 cua R, néu AB = (0) thi SAB =(0). Suy racB =(0), ma c 1a chinh qui nén
B =(0). Vay R 1a vanh nguyén to.



Nguoc lai, hién nhién Q2% # (0). Goi I # (0) 1a mot idéan ctiia Q. Ta cd I =eQ véi e 1a liy dang
trong tAm ctia Q. Ta c6 e =ab ~! véia,b € R va b chinh qui. Khi d6 RabR 13 mot idéan khac (0)
ctia R, do nd chtra phan tir babb #0 . Theo bd dé 2.2.11, RabR chia phan tir chinh qui yabr,. Do
d6 ton tai ¢ € Q sao cho 1 =r,abr,q =r,ab~'bbr,q =r,eb?r,q =er,b*r,q € eQ =1 . Piéu nay

chotal =Q. Vay Q la vanh don.

Nhan xét. Voi R 1a vanh Goldie nguyén td thi R 1a mot thu tu trong mot vanh Artin don S, do do
theo dinh 1y Wedderburn — Artin, S =D ,, 1a vanh c4c ma tran vudng cip n trén mot thé D. Ta c6 thé

noi R 1a mot tha tu trong D,,.

2.3. Vanh cac thuong toi dai.

O phan truéc, vanh cac thuong Q(R) nhu viy con duoc goi 1a vanh cac thuong cd dién
(classical). Con ¢ phan nay chiing ta s& tim hiéu vanh cac thwong & dang khac, dang ma modun ndi

xa s€ dong vai tro chinh yéu.

Khac v6i vanh phai thuong Q(R), vanh cac thuong phai tdi dai Qn,, (R) ciia mot vanh R ludn
ton tai. Trong truong hgp vanh R thoa diéu kién Ore dé ton tai Q(R) thi khi d6 mot cach ty nhién
Q(R) dugc xem nhu 12 vanh con cua QF,(R). Bay gio ta bat dau xay dung vanh cac thuong phai tbi

dai Q7 (R) ma ta s& goi tat 1a vanh cac thuong toi dai Q,y, (R).

Vo6il =E(Rg) 1a bao ndi xa cua mddun phai Ry thi Iz 1a mdt modun phai ndi xa. BPat H =
End(IR) véi tdc dong phép todn bén trai cta I thi I 12 mot modun trai.

Hon nita néu ta dit Q =End( 4 ) tac dong phép toan bén phai cta I thi ta dugc I = wlp.- Vanh
Q 12 hoan tap kép cua R tao thanh béi mddun phai ndi xa Ip.

Nhic lai bao hitu ti E(R) cia mddun phai R dugc dinh nghia nhu sau:

E(R)={i€l: VheH KR)=0=h(i) =0}

Ménh dé 2.3.1.

(1) gyl la modun trai cyclic sinh boi 1.

(2) Anhxae: Q-I véie(q) =1. q,q € Qla mét R-dang cdu tir Q vao E(R).
Chirng minh.

(1) Véi i €1 thi R -dong cdu Rp —I z bién 1 thanh i c6 thé mo rong thanh mot h €
Homg(I,0) =H nao d6 (do tinh noi xa cta Iz). Dovdy, i =h (1) € H. 1



(2) RS rang € 13 mot R-ddng cdu. Néu q € kere thi 1. q =0, két hop véi (1) ta dugc 0 =
HA.9g=(H. ). qg=I.q
Do d6 ¢ =0 nén € 1a don anh. Dé tim im(¢) trude tién ta chii ¥ rang véi h € H sao cho h(R) =0
thi h(1. Q = (h. 2Q =0 do d6 theo dinh nghia E(R) thi im(¢) =1. Q cE(R).

Nguoc lai 1dy i € E(R) thi v6i moi h € H, anh xah. 1 = h. la mot ty dong cidu H-modun cua
41 dugc dinh nghia tot do k. 1 =0suy ra k. i =0. Diéu nay c6 nghia ton tai ¢ € Q sao cho
h. i =(h. )q xdy ra véi moi h € H. Chonh =1, ta dugci =1. q =¢(q), vay im(¢) =E (R). Ta

dugc dieu can chung minh.
Nhéan xét. Tu ménh d¢ trén ta cd ngay so do sau:

H—>»H1= 4,210 <-—Q
1

E(R) T
U

Do d6 ta dong nhét Q v6i E (R) nho dang ciu € trén. Didu nay cho E (R) mét cau tric vanh mé rong
tir cAu triic R-mddun phai ciia chinh n6. Va ta dat vanh nay 1a QX (R), goi 1a vanh céac thuong phai
t6i dai ctia R. Va nhu dd noi & trudc, ta goi tit Q7 (R) 13 vanh cac thuong tdi dai cua R va ki hiéu

don gidn 13 Q. (R). Phép nhén trén E(R) =Q ;5 (R) thudng duoc ki hiéu boi (i, j) — ij.

Pinh nghia 2.3.2. Mgt vanh T D R duwoc goi la vanh cdc thwong phdi tong qudt cia R néu

Ry €4 Ty, tuc la R tru mat phai trong T.
Nhén xét. Q,,, (R) D R 1a modt vanh cac thuong phai tong quét cua R.
Pinh ly 2.3.3. Cho T la mét vanh cdc thwong phdi tong quat bat ki cua R, va dit Qu =Q pux (R).
Khi do
(1)  C6 duy nhdt mét dong cau vanh g: T — , la mé réng dnh xa dong nhdt trén R.
(2) Pong ciu g trén la don cdu.
(3) Cdu triic vanh trén Q. la mo rong duy nhdt cia cdu tric R- modun trén Qmp-

Chitng minh. V&i T 1a mot vanh cac thuong tong quat bat ky cua R thi theo ménh dé 1.1.33 ta co
duy nhat mot R-dong cdu g: T - KR) =Q,, mo rong anh xa dong nhit trén R va g 1a don cau.
Néu ta chi ra duge g(t't) =g (t)g(t) v6i moit,t €T thi rd rang ta dd c6 duoc ca ba tinh chat

trén.



Lay h € H 1a mo rong R-dong cau E(R) —E (R)véi phép nhan bén trai cho bdi cong thic
gtt) —g (t)g(t). Véimoir €t 'R ={x ER|tx ER }tacod

) =(g (£ —g )g®) @)

=g (t'tr) —g (t)g(tr)

=g )(tr) —g (t)(tr) =0

Suy ra h(t"'R) =0.Ma R, <, Tk nén theo b6 dé 1.1.30, t 'R c; Rg. Do d6 theo ménh d& 1.1.31,
h(R) =0.Picunaychota0 =h (1) =g (t't) —g (t)g(t).

Hé qua 2.3.4. Néu vanh cdc thwong Q(R) ton tai thi né c6 duy nhdt phép nhiing vao vanh Qg (R)
la mé réng dnh xa dong nhdt trén R.

Chitng minh. Theo dinh 1y 2.3.3, dé c6 hé qua nay ta can chi ra rang vanh cac thuong Q(R) ciing 1a
mdt vanh cic thuong tong quat cua R, nghia 1a Rz 4 Q(R). That vay, véi x,y € Q(R) ta co thé
viét x =as ~'vay =bs 1 v6ia,b €R va s l1a chinh qui trong R. Khid6ys =b €R va xs =a #

0 néu x #0 . Piéu nay cho ta R 1a trd mat trong Q(R) .

Ménh dé 2.3.5. Gid siv Q(R) ton tai va moi idéan phdi trit mdt ciia R déu chira mét phan tiv chinh
qui. Khi do Qppx (R)=Q(R).

Chitng minh. Ta can chi ra ring v&i moi q € Q,, = Q yyx (R) déu thudc Q(R) . Thay vay, vi
Rg €4 Qg nén q 'R c4 Ry, theo bd d& 1.1.30. Theo gia thiét ¢~*R chira mot phan tir chinh qui s
cia R. Do d6 a =qs € R, ma s la chinh qui nén khé nghich trong Q(R) nén g =as ~! € Q(R).

Hé qua 2.3.6. Néu R la vanh Goldie nira nguyén t6 thi Qg (R) =Q(R) .

Chitng minh. Vi R 13 vanh Goldie nira nguyén t6 nén no théa ménh dé 2.3.5. Khi d6 theo dinh Iy

Goldie thi Qg (R) =Q(R) 1a vanh nira don.

Ménh dé 2.3.7. Mot R-médun con Dy CQ ,, la trit mat trong Qu,  khi va chi khi véi bat ky h € H,
h(D) =0 = h(1) =0.
Chirng minh. Néu D c Q,,, gia st h € H sao cho h(D) =0 . Khi d6

h: @ — =E (R) =E(Qm)

phai bang 0 theo ménh dé 1.1.31. Do d6 h(1) =0. Nguoc lai, gia sit (D) =0 = h (1) =0 véi bat
ky h € H. Goi P 1a mot R-modun bat ky nam giita D va Q,,,. Bat ky R-dong céu f: P —9 ,, 1a mot



thu hep cia mot h € H ndo d6 do tinh nodi xa cua Ir. Do d6, néu f(D) =0 ta c6 h(D) =0 thi
h(1) =0. Vivay
f(P)=h(1. B=h(1)P =0

diéu nay chi ra raing Homg (P /D, Q,,,) = (0) nén theo 1.1.31, D 4 Q,,.

Pinh ly 2.3.8. Cho D,D'la cic R-médun con cia Q,, sao cho D €y Q,,. Khi d6Hompg(D,D")
dding cdu (vai tro mét nhém) véi
E=Epp=1{q9€Qnl qD cD}

Truong hop dac biét, End(Dg) dang cdu véi vanh con Ep, p € Q ,, va méi R-dong cdu tir D vdo
Ry dwoc xdc dinh boi phép nhdn trdi véi mét phan tir q € Q,, thich hop.
Chitng minh. Ta dinh nghia ¢: E —Hom (D, D") bdi ¢(q)(d) =qd véi q € E vad € D. Ta thdy
©(q) 1a mot R-dong cu. Néu ¢(q) =0 thigD =0. Taviétq =h. 1véi h € H. Khi d6

h(D) =h (1. D =h(1)D =qD =0

Vi D c, Q,, nén theo ménh dé& 2.3.7, g =h. 1 =0. Pé chi ra ¢ 1a toan ciu ta xét bat ky f €
Homg(D,D"). Ta c6 thé xem f 1a mot thu hep cia mot h € H nio d6. Ta dit g =h. 1 ta s& chimg
minh q € Q . That vdy, v6i moi h' € H sao cho h'(R) =0, ta c¢6 (h'h)(D) =h '(h(D)) =
h'(f(D)) ch'(D") € h(Q) =0. Nhu ching minh trén 0 = (h'h). 1 =h(q). Do d6 theo dinh nghia
Q. =E (R),tacod q € Q,,. Ta thdy

fd) =h(d) = (h. ¥d=qd =¢ (q)(d)

v6i moi d € D, nén f =¢(q) . Trong trudng hop D =D ’, anh xa ¢ 1a mot dong cau vanh, do d6 ta

c6 duoc phan sau cua ménh de.

2.4. Vanh cac thwong Martindale.

Loai vanh cac thuong nay dugc dua ra boi W. S. Martindale cho vanh nguyén t6 niam 1969, va
S. A. Amitsur cho vanh nguyén thily ndam 1972. Do céac dinh 1y vé vanh cac thuong Martindale chi
xét trén vanh nira nguyén t6 nén trude tién ta xem lai mot vai tinh chat cua vanh nira nguyén t6 lién

quan dén viéc xdy dung cac dinh 1y nay.

Ta nhac lai linh hod tir phai cia mot idéan phai trong mot vanh 1a mot idéan cia vanh d6. Tuong

tu, linh hoa tir trdi cua mot id€an trai cling 1a mot idéan. Ta xét tinh chit cua idéan linh hoa tir trong

vanh nira nguyén t5. Cho R la vanh nira nguyén t6 va A 14 idéan bat ki ctia R. Ta c¢6 (A N r(A))2 =



(0) va (AN l(A))2 = (0) trong vanh nira nguyén t6 nén ANr(4) =An1(4) =(0). Véix €
r(A), xAeAnr(A) > xA=(0)=>x€l(A). Tuong tu vdi x €l (A), Ax e Anl(A) =(0) =
x €r(A). Do do l(A) =r (A) =ann(A), goi la idéan linh hod tir cta R.

B6 dé 2.4.1. Cho A la mot idéan cia vanh ntra nguyén t6 R. Khi d6 A c6 duy nhat mot phan bu la

ann(A) vatacdo A® ann(A) c, gRg.

Chirng minh. Goi B 13 mot phan bu bét ky ctia A, do d6 B 1a phan tir tbi dai trong cac modun con co
giao bang 0 voi A. Ma ABcANB =0 nén B cann(4) . Vi R 13 nira nguyén t6 nén A N
ann(A) =0, do d6 B =ann(A) . Biéu nay cho ta ann(A) la phan bu duy nhét cta A trong R. Nén
theo nhan xét & phan 1.1.35, A® ann(4) <, pRk.

Ménh dé 2.4.2. Véi A la mét idéan cia vanh niva nguyén té R thi ta c¢é cdc diéu kién twong dwong

sau
(1) ann(A)=(0).
(2) Ac, zRr (A laidéan cot yéu trong R).
(3) A c, Ry (Aldidéan cot yéu phdi trong R).
(4) A c,4 Ry (A la tru mdt phai trong R)
Chirng minh.
(4)=>(3). Nhan xét & phan dinh nghia 1.1.28
(3)=(2). A la cbt yéu phai hién nhién A 1a ¢t yéu cua R.

(2)=(1). Ta c6 ann(A) 13 mot idéan cua R ma A 1a cdt yéu nén néu ann(A4) #(0) thi An

ann(A) # (0), trai v6i gia thiét nén ann(4) = (0).
(1)=>(4). Nhan xét & phan dinh nghia 1.1.28.

Pinh nghia 2.4.3. V6i R la mét vanh nika nguyén 16, ta dat F =F (R) la tdp tat ca cdc idéan A ciia

R théa diéu kién twong dwong & ménh dé trén.
Ménh dé 2.4.4. Néu A,B € F thi AB,AN B va A™ (n = 0)déu thuéc F.

Chirng minh. V6i x € R thi xAB #(0), suy raann(AB) =(0).

Lai c6 AB c (AN B) = ann(4 n B) = (0).



Do AB € F nén rd rang A™ € F.

Néu R 13 nguyén t6 thi moi idéan A #(0) cia R c6 ann(A) =(0). Do vay khi d6 F =F(R)

don gian chi 1a tap céac idéan khac (0) ctua R.

Ménh dé 2.4.5. Cho A € F trong vanh nita nguyén té6 R va C € R la mét idéan phdi chita A. Vi
f,g € Homg(C,Rg), néu fly =g lathi f =g.

Chirng minh. Ta c6 thé gia st g =0, va c6 |, =0. Xét bat ky phan tirc € C. Do cA CA ta c6
0=f(cA) =f(c)Anén f(c) =0 (vi ann(4) =0). Piéunay chi rarang f =0 trén C.

Pinh nghia 2.4.6. Cho R la vanh nmita nguyén t6 va F =F(R) don gian la tdp cdc idéan A cia R
ma né la cot yéu phai (hay hai phia) trong R. Khi d6, ta dinh nghia cdc tdp sau:
Q"(R) ={q €Quux (R): qACR vbéi A€EF nao do}

Q°(R) ={q € Quux (R): qA,Bq CR v6i A,B €F nao dé }

Nhéan xét.

e Q"(R) va Q°(R) la nhling vanh con ctia Qe (R) va R cQ *(R) cQ"(R). That vay, véi
q1,q; € QT(R) thi ton tai A;, A, € F sao cho q;4;, g,A, CR. Do F kin v6i phép giao (hitu
han) nén A, N A, € F va q;(A4; NA,),q,(A; N A,) cR . Suy ra (q; +q,)(4; N A4,) cR
hay q; +q, € Q"(R). Ta lai ¢6 q19,4,4; ©q,RA; ©q,4; CR, suy ra 19, € Q"(R).
Hoan toan twong tu cho Q°(R). Dua vao dinh nghia thi rd rang R < Q (R) < Q "(R). Khi do,
vanh Q" (R) duoc goi l1a vanh cac thuong Martindale phai con vanh Q°(R) dugc goi la vanh

cac thuong Martindale d6i xtng.
e Trong dinh nghia Q(R) ta c6 thé chon 4, B 1a 2 idéan trung nhau trong F do F déng kin voi
phép giao hitu han.
Nhic lai, theo bd dé 1.1.29, véi R 12 mot vanh bat ky ta luon co
qg'R={x€eR| qx ER} gRrvaq(qg 'R) CR.
Tuy nhién g~ 1R néi chung chi 1a mdt idéan phai cua R, con dinh nghia 2.4.5 doi hoi A phai 1a mot

idéan (cbt yéu) trong R.

Ménh dé 2.4.7. Q" (R)gom cdc I6p twong dwong [A, f1véi A € F(R) va f € Homg(Ag, Rg). Hai
cap (A, f) va (A, f") dwoc goi la twong dwong néu f =f' trén AN A'. Néu ta xem cdc phan tir cia
Q" (R) la cac I6p twong dwong co dang [A, [ thi phép cong va nhdn trong Q" (R) dwoc mé ta nhu

sau



[A,f1+[B,gl=[ANB,f +g]

[A,f1.[B, gl = [BA, fg]

Chitng minh. Ta thiy quan hé trén cac cap (4, ) co tinh chat phan xa va dbi xang. Ta sé& chi ra nd
cling c6 tinh chat bac cau. Gia sir rang (4, f) ~ (A, f) va (A", f) ~ (A", f) v6i 4, A", A" € F va
£, f', " 1a cac ham twong Gmg. RS rang f, f' va f" bangnhau tréen AN A’ NA". VIANA' N A" €F
va theo ménh dé 2.4.4 f va f" bang nhau trén A N A". Do d6 (4, ) ~ (4, f).

Véimdiq € QT(R) tacd gA €R voi A € F nao d6. Vi mdi g nhu vay ta c6 mot 16p [A4, f] voi
f: A —R duogc cho boi phép nhan trai véi q. Nguoc lai, cho truéc f € Homy(Ag, Rg) VOi A € F,
thi theo dinh 1y 2.3.8, f dugc xac dinh bai phép nhan trai v6i duy nhat g € Qg (R). ViqA cR
nén theo dinh nghia g € Q7(R). Nhu vay ta da thiét 1ap dugc twong img mot — mot giita Q7 (R) va
tap cac 16p twong duong dang [4, f].

Biéu dién ciia phép cong trén cac 16p twong duong 1a hop Iy do A N B € F. Ta xét phép nhan, ta
c6 BA € F. Vi g(BA) cg (B)A cA nén fg xac dinh trén BA. Néu [4, f] va [B, g] lan luot twong
ung voi q,q" € QT (R) thi 16p [BA, f gltuong tmg véi qq’.

Nhian xét. [A, f]— q € Qpux (R) twong Gmg véi diéu kién néu g4 =0 v6i A € F thi g =0. Dicu
nay c6 duge 1a do A ©4 Ry va lién quan dén ménh d¢ 2.3.8. Ta s& sir dung két qua nay nhiéu lan
dudi day.

Ménh dé 2.4.8. Cho q € Q"(R) v6i R la vanh nita nguyén t6 va A € F(R). Néu qA =0 hodc
Aq =0 thiq =0.

Chitng minh. Néu qgA =0 thi ¢ =0 do q € Q.5 (R). Néu Aqg =0, vi ¢ € Q"(R) nén ton tai
B € F sao chogB cR. Tir Aq =0 ta duoc A(gB) =0 va suy ragB =0 vi ann(4) =0 trong R.
Do d6 theo truong hop dau tién ta dugc g =0.

Ménh dé 2.4.9. Néu R la mét mién nguyén (twong teng vanh nguyén to, niva nguyén t6 ) thi QS(R)

cling vay.

Chitng minh. Trubc tién, gia sa R 1 mién nguyén. Lay q,q’ € QS(R) sao cho qq’ =0. Ta ¢o
A,A" € F saochogA cvaq'A’ cR.Khido

0=4(qq")A" = (Ag)(q'A")
diéu nay dan dén Aq =0 hodc g’A’ =0. Theo ménh dé 2.4.8, n6 cho tag =0 hay q¢' =0. Do do,
Q" (R) ciing 1a mién nguyén.



Tiép theo ta gia st R 1a nguyén td. Véiq,q’ € QT(R) sao cho qQ"(R)q' =0. Chon A, A’ € F

gidng nhu trén va ta c6 nhan xét
qQ"(R)q' =0 = qRq' =0 = (Aq)R(q'A") =0
ViAq,q'A’ cR vaR languyén té nén Aqg =0 hay q’A’ =0 va do d6 q =0 hay g’ =0 nhu trén.
Truong hop cudi cung Q7 (R) 1 nira nguyén t6 twong tu boi vi
qQ°(R)q =0 = (Aq9)R(Aq) ca(qRq) =0 = Aq =0
va do d6 ta lai dugc g =0.
Véi truong hop nguyén t6 va nira nguyén td trong ménh dé trén ciing ding néu ta thay Q°(R)

bang Q7 (R). Phan chimg minh ta c6 thé thyc hién twong ty nhu trén. Tuy nhién trong trudng hop
mién nguyén thi néi chung 1a khong thé thay Q°(R) bang Q" (R) dugc. Ta co vi du sau day:

Cho R 13 dai sé tu do k{xy,x,, .., X} trén truong k v6i n = 2. Khi d6 theo ménh dé 2.4.8
Q°(R) 1a mién nguyén trong khi d6 c6 mot x; 1a wéc cua 0 trong Q" (R), nghia 1a Q7 (R) khong 14
mién nguyén. (Example 14.13 tai liéu [4])

Pinh ly 2.4.10. Cho R la mét vanh va 1 cR la mot idéan sao chor(I) =1(I) =(0). Goi T la

mét vanh con bat ky cia R chiva 1. Khi dé

(1) R la nguyén t6 (twong itng nika nguyén t6 ) khi va chi khi T ciing vdy.
(2) Néu R la nira nguyén t6 thi Q"(R) =Q "(T) va QS(R) =Q 5(T).
Chirng minh.

(1) Ta chi chimg minh cho trudng hop nguyén t6 con trudng hop nira nguyén t6 thi twong tu.
Gia st R 12 nguyén t6, ta xét idéan B khac khong bat ky ctia T. Khi d6 I BI1a idéan ctia R nam trong
B vaIBI #(0)theo gia thiét. Do d6 néu B’ 1a mot idéan khac khong cua T thi

BB' o (IBD(I BI) + (0),
vy nén T 13 nguyén t6. Nguoc lai, néu T 1a nguyén t6. Khi d6 v6i cac idéan khac khong 4, A’ ciia R
thi I AI,I A'Ia cac idéan khac khong cua T (ciling ciia R), va do d6 AA' o (1 AD(I A1) #(0). Piéu
nay cho ta R 1a nguyén t6.

(2) ViR la ntra nguyén thuy va T cling vay nén ta c6 céc tap F(R) va F(T). Ta xay dung céc

dong cau sau

o: T(R) —Q "(T), "(TW+Q "(R)



Pé dinh nghia ¢ ta ldy f: 4 —R g voi A € F(R). Ma theo gia thiét I € F(R)nén I Al € F(R) Vi
1Al cT tacol Al € F(T)Khi do ta dinh nghia

olA f1=11Al,f1€ Q" (D),
Véi f' 1a thu hep cua f dén I AL Tuong tu, néu g: B —J  véi B € F(T), khi d6 I BI € F(R)Hon
nita véi x € R

x(IB) =0=> (xI)B=0=>xI =0=>x =0

Vil BI cBnén ta c6 thé dinh nghia

Y[B,gl =BI, gl €Q"(R)

Véi g’ 1a thu hep ciia g dén I BL Ta can chi ra rang g’ 1a mot R-ddng cau phai. Lay i,i’ €1,b €

Bvax ER,tacd
g'(ibi. » =g(ib. (i'x)) =g (ib)(iI'x) =g ' (ibi)x

Ta c6 thé kiém tra dugc ¢, duge dinh nghia tot va 1a nghich ddo cta nhau. Do d6 ta co thé sir

dung chiing dé dong nhat Q™ (R) va Q" (T).

Néu g € Q5(R) cQT(R) thi Ag R véi A € F(R). Nhung vi (I ADq €1 Aq T, diéu nay chi
rarang q € QS(T). Tuong tu ta ¢ thé chi ra rang Q°(T) € Q *(R). Do d6 Q(R) =Q 5(T).

2.5. M¢ rong centroid cia mot vanh.
Pit Q,, =Q g (R) 13 vanh cac thuong phai t6i dai ctia vanh R, Z(Q,,) 1a tdm ciia nd va

E =E(R ) bao ndi xa cua médun Rj.

B6 d@é 2.5.1. Cho q, € Q,, v6i R la vanh bat ki. Khi d6, qo € Z(Q,) néu va chi néu q, giao hodn
Véi tdt cd cdc phan tir ciia R.

Chirng minh. Ta ching minh chiéu néu, chiéu kia 1 hién nhién.

Gia st g, giao hoan voi moi phan tir ciia R nhung qoq #qq, v6i q 13 phan t ndo d6 cua Q,,.

Khi d6 ton tai a € R sao cho (qoq —qq)a #0 va qa € R. Theo gia thiét ta co
q0(qa) = (qa)qo =q (aqo) =qqa

Diéu nay dan dén mau thuan.

Ménh dé 2.5.2. Cho R la vanh nita nguyén t6. Néu qo € Z(Q.) thi gy € Q°(R).



Chirng minh. Ta c6 D =qy'R={x €R: g¢x €R } 1a idéan phai tru mat trong R. Do q, €

Z(Q,,) nén D con la mét idéan trai. That vay, véix € D var € R, taco

qo(tx) = (qot)x = (tqo)x =t (qox) EtR CR

Do d6tx € D nén D € F. Hon nita, q, € Z(Q,,) nén
Dqo =q 4D =q,(qo'R) cR
Suy ra g4 € Q°(R).
Pinh ly 2.5.3. Vi R la mét vanh nira nguyén 16 ta co:
Z(Q*(R) =Z(Q"(R) =Z(Qm) va Z(Qm) NR =Z(R) .

Chitng minh. Vi q, € Z(Q,,,) thi theo ménh dé trén q, € QS(R) = Q "(R) nén do d6 q, 1 phan tir
trong tdm ciia Q°(R) cling nhu Q7 (R). Nguogc lai, moi phan tir trong tdm ciia Q°(R) hay Q7 (R) déu
giao hoan v&i moi phan tir ctia R nén nd ciing 1a phan tir tAm cta Q,,,, do két qua cua bod dé 2.5.1.
Viy ta duoc cac dang thire du tién. Con dang thirc cudi thi twong ty, phan tir trong tAm cta R giao

hoan véi moi phan tir cia R nén né ciing 1a phéan tir tim cta Q,,,. Do d6 Z(Q,,) N R =Z(R).

Dinh nghia 2.5.4. Vanh (giao hodn) Z(Q*(R)) =Z (QT(R)) =Z(Q n,) duoc goi la mé réng

centroid cua R va thwong dwoc ki hiéu la C.

Nhic lai, ta xem cac phan tir cia Q"(R) nhu 1a cac 16p tuwong duong [4, f] véi A € F va
f € Homg(Ag, Rg) dugc mo ta trong ménh dé 2.4.6. Do d6 cac phan tir ctia md rong centroid
¢ =Z(Q"(R)) ciing c6 dang céc 16p twong duong [4, f] nhu trén, tuy nhién né s& co tinh chat dic

biét hon, do la:

Ménh dé 2.5.5. Cac phan tir cia mé rong centroid C c6 dang [4, f] véi A € F va f: A —R 1a mot

(R, R)-ddng cau song modun.

Chitng minh. Ly mot 16p [A, f] thoa tinh chat nhu trén. Khi d6, 16p nay sé twong tung véi mot
phan tir g, ndo d6 trong Q"(R), do vay f 1a mdt phép nhan trai bdi qy. Vi f 1a mot R-dong cau
modun trai nén (gt —tq,)A =0 voi bat ky t € R. Diéu nay chi ra rang q, giao hoan vdi tt ca cac
phan tir cia R nén theo bo dé 2.5.1, g, € Z(Q,,) hay q, € C. Nguoc lai, gia sir 16p [4, f] voi A € F
va f € Hompg(Ag, Rg) tuong tmg v6i mot phan tir qo € Z(Q7(R)) =Z(Q ). Khi d6 véia € A va
t €R, taco f(ta) =qota =tqoa =t(fa). Do d6 f 1a mot R-dong cau modun trai, ma dong thoi

n6 ciing 13 R-d6ng cdu modun phai nén f 1a mot (R, R)-ddng ciu song modun.



Pinh nghia 2.5.6. Vanh R dwoc goi la vanh chinh qui von Neumann néu moi phan tir a € R déu c6

thé viét dwoc dudi dang axa voi x € R nao do phu thuoc vao a.

Khi d6, e =ax € aR 14 phan t lily dang trong R va a =ae € eR dan dén aR =eR . Tong quat
hon, bét ky idéan phai A nio ctia R déu biéu dién dugc dudi dang eR véi e 1a phan tir lity dang thich

hop.

Ménh dé 2.5.7. Véi R la vanh nita nguyén t6 thi mé réng centroid C =Z(Q ) la vanh chinh qui
von Neumann.

Chitng minh. 14y [A,f1€C, ta cOAE€F vaf: A—R 1a (R, R)-ddng cdu song modun. Khi d6
B =ker (f) cA 1a mét idéan ctua R. Goi T 1a mot phan bu ctua B trong A thi B@OT c, zAg, nén
thay thé A boi B@ T, ciling thudc F, ta c¢6 thé gia st A =B@®T. XétidéanT' =f (A) =f (T) cR,
dang cdu voi T boi mot song mdédun (R,R). Pat B’ =ann(T'), theo bd d& 2.4.1 ta cb
B'®T' c, RRz.Dodo A’ =B' @ C' € F. Gio ta dinh nghia g: A — R nhu sau

g(b'+f(@©) =t v6ib' €B vateT
Ta kiém tra duoc g 1a mét (R, R)-dong cau song modun, véi g duge xac dinh trén im(f) con f

dugc xéac dinh trén im(g). Ldy b +c € A, voéib € B,c €C, taco

faf+c) =fa(f @) =f (a(f ©)) =f (© =f (b +c)

Do viy, fgf =f nhu la mot déng ciu song modun tir A vao R. Ma A’ € F va g 1a mot dong céu

song médun nén [A’, g] € C. Vay C 1a vanh chinh qui von Neumann.

Hé qua 2.5.8. Néu R la vanh nguyén t6 thi mé rong centroid C ciia né la mot truong.

Chitrng minh. Theo ménh dé 2.4.9 , R 1 vanh nguyén t6 thi Q¥(R) ciing 1a vanh nguyén to. Mat
khac, tAm ctia mot vanh nguyén t6 1a mot mién nguyén. Do d6 € =Z(Q *(R) la mién nguyén. Theo
ménh dé 2.5.7, C 1a vanh chinh qui von Neumann. Ta cin chtrng minh moi phan tir khac khong cua
C déu kha nghich. Lay 0 #c¢ € C . Theo ménh d& 2.5.5 ta c6 thé xem c 1a 16p ciia mot (R, R)-dong
ciu song médun f: A —R dugc cho boi phép nhan bén trai boi ¢ va voi A € F. Ta thay f 1a don
anh donéu 0 = f (a) =ca thi

c(AaAd) =Acad =0 = AaA=0=a =0

Néu g: cA —A € R 1a nghich dao cta f: A —eA thi khi d6 [cA4, g] 1a nghich dao cua [4, f] =c
trong C.



Pinh nghia 2.5.9. Cho vanh R, la dai sé trén truong F. Ta goi R la mét Pl-vanh hay vanh théa
man mot dong nhat thire da thirc néu cé mét da thirc khac khong p(y, Ay, s An) = X apyAady Ay
v6i hitu han cdc bién khéng giao hodn A; ndo dé va cdc hé sé6 a; ldy trén F sao cho

p(ry, 12, o Ty) =0 Vi moi lya chon 1y, ..., 1, trong R.
Ta c6 thé mo rong khai niém trén mot cach tong quat hon.

Dinh nghia 2.5.10. Vanh R duoc goi la mot GPI-vanh hay vanh thoa mdan mot d(;ng nhat thirc da

thire dang tong quat hoa néu cé mot da thurc
P(Al,ﬂ.z, vee) /ln) = E a ilnjlaiznjz LA iknjk aik+1
trong do m; la cdc don thirc doi voi cac bién Aj va cac phan tir a; € R ¢d vai tro nhu la cac hé so va

nam chen giita cac don thirc 1;, sao cho P(ry, 15, ..,15,) =0.

Trong phén sau ta s& str dung dinh nghia nay cho mot truong hop rat dic biét d6 1a cac don thirc
TT; déu lay 1a r € R. Tiép theo ta s& phat biéu mot dinh 1y cia Martindale lién quan mé rong centroid
cia mot vanh nguyén t théa man déng nhat thic da thirc dang tong quat hoa (khong tim thuong),
con phan ching minh cuia dinh 1y nay xin dugc phép khong néu ra ma chung t6i chi trich din nguén
tai liéu tham khao.
Pinh ly 2.5.11. (Pinh ly Martindale). Néu R la m¢t vanh nguyén t6 théa man dong nhat thirc da
thirc dang tong quat héa khéng tam thuong thi vanh S =RC véi C la mé réng centroid cia R la
vanh nguyén thiyy ¢é chira idéan phdi toi tiéu eS véi e la phan ti lily dang sao cho eSe la mot thé
dai s6 hitu han chiéu trén C.

Vé6i R 1a vanh ntra nguyén t6 thi vanh con S =RC cta Q,,,(R) dugc goi 1 bao dong tam cia R.
Va R duoc goi la dong tam néu R trung voi bao dong tdm cua nd.

Trong phan chimg minh cta dinh 1y trén, eSe =De v&i D 1a mot thé va 1a dai s6 hiru han chiéu
trén C, d6ng thoi € cling 1a tim ctia D va S.

Chi tiét cu thé cua ching minh dinh 1y trén xin tham khao & tai liéu [5].



Chwong 3. Mot s6 van dé vé vanh nguyén to.

Nhu di giéi thiéu & phan mo dau, gio ddy chung ta tom lugc lai nhimg gi ma Posner va

Schneider da lam nhu sau:

(1) Bang viéc tuyén tinh hoa trén R va mdt vai budc so cap trén cic phan tir, ho chi ra rang néu
arbrc =0,Vr € R trong vanh nguyén td R thi mot trong ba phan tir phai bang 0.

(2) Véi cac vanh nguyén t tong quat ta c6 thé di xa hon ba phan tir. Tuy nhién, ho di chi ra
rang néu R 13 vanh nguyén to c¢6 Idéan phai tbi dai (va cling dung cho vanh nguyén thity c6
Idéan phai toi dai) va néu M 1a R- modun trung thanh bat kha qui, va D =Hom (M, M) thi

(i) Néu D la vo han va ayra,r ..a,_ira, =0,Vr € R thi c6 mdt a; nao d6 phai bang 0
(i) Nguoc lai néu D hitu han c6 g phan tir thi ta c6 thé tim dugc g +2 phan tir khac khong
trong R sao cho a;ra,r ..q4qrag4, =0,Vr € R va khong thé ¢6 g +1 phan tir khac

khong a,, ay, ..., a 441 sao cho a;ra,r ..qrag,; =0,Vr €R

Trong chuong ndy chung ta s& dwa ra mot s6 két qua manh hon. Trudc tién ta nhac lai mot sd qui
udc, ta goi vanh Goldie thay cho vanh Goldie phai, vanh céc thuong thay cho vanh cac thuong phai,

thir tw thay cho thu ty phai. Bay gio ta bat dau véi cac bo de.

3.1. Cic bo dé.

B6 dé 3.1.1. Cho vanh R la vanh Goldie nguyén t6 va A la mét vanh con sinh béi tdt ca cdc phan tir
chinh qui ciia R. Khi d6 néu S la vanh cdc thwong ciia R thi ta ¢6

(1) A la vanh Goldie nguyén to.

(2) Néus,t € Ssao chosAt =0 this =0 hayt =0.
Chirng minh. Theo dinh 1y Goldie, S =D, vanh tit ca cic ma trin vudng cap k Xk 1ay hé s trén
mdt thé D. Do d6 mdi phan tir ctia S 14 téng ciia cac phan tir kha nghich nén cho x € S thi x =g+
X, +-++x , v6ix; €S 1a kha nghich. Khi d6 ton tai b € R 1a chinh qui sao cho x; =a ;b véi

a; € R. Vi mdi x; 1a kha nghich trong S nén ta co mdi a; chinh qui trong R. Ta ¢6
x=x,+x,++x,=(a, +a,++a, )b™?

Do a; € A nén ta c6 thé thay A 1a mot thir tu trong S. Theo dinh 1y Goldie thi A 1a mot vanh

Goldie nguyén td.



Gia sir rang s,t €S sao cho sAt =0. Ta viét s =uv ™4t =wz "' voi u,v,w,z €A va v,z
chinh qui trong R. Véi a €A thi va €R, do d6 0 =svat =uv ~‘vawz™!, diéu ndy din dén
uAw =0. Do u,w € A va A 1a vanh nguyén to nén ta dugc u =0 hoic w =0, twong mg vdi

s =0 hoact =0.

Nhin xét. Do tich ctia hai phan tir chinh qui trong R 14 chinh qui nén A that sy 1a nhém cong duoc

sinh boi tat ca cac phan tir chinh qui ciia R.

B6 dé 3.1.2. Cho R la vanh Goldie nguyén t6 va S =D, la vanh cdc thuwong cia R. Gid sirk > 2.

Dat
1 ... 0
e11 = Pl ES
0 - 0

Khi dé, ta cé thé tim dwoc a,b € R véi b chinh qui trong R sao cho e;; =ab "' va aRa #0 la

mot mién nguyén.

Chirng minh. Gia sir két qua trén sai, c6 nghia 13 bat ké khi e;; =ab ~ thi aRa khong 13 mién
nguyeén.

Ta c6 ey;Se;; =De 14 13 mot thé va cho 8 € D thi §e;; =e ;6. Hon nita aRa =e ,bRe; b €
e;15e;,b =De ;b khong 13 mién nguyén. Do d6 ta c6 thé tim duoc &;,8, € D: §ey b #0,
8,e11b #0 va (6,e11b)(5,e1,b) =0. Vi §; kha nghich va b chinh qui nén ta dugc e;,bd,e,; =0
va do 6,e;4 =e,10, suy ra e;;be;16, =0 = e ;be;; =0. Do a =e ;b = ae;; =0. Nhu vay
ae;; =0 khi e;; =ab ™. Néuc €R 1a chinh qui thi e;; =acc ~*b™' =ac (bc)™! = ace;; =0.
Diéu nay chi ra rang ade;; =0 véi A 1a mot vanh con ciia R duoc sinh béi tat ca cac phan tir chinh

qui. Via #0 va e;; #0 trong S nén theo phan (2) ciia bd dé 3.1.1 ta thay vo Ij!

3.2. Mot so két qua vé vanh nguyén to.
Pinh 1y 3.2.1. Cho R la vanh Goldie nguyén t6 vé han va gid sir rang a,, ay, ..., a , la n phdn ti ciia
R sao cho ajra,r ..a,_;ra, =0,Yr € R . Khi dé sé c6 mét a; nao dé bang 0.
Chitng minh. R 13 mot tha ty trong Dy v6i D 12 mot thé.

Néu k =1 thi R 1a thir ty trong mot thé D nén moi phan tir cia R déu chinh qui, do d6 két qua
hién nhién dtng.

Neéu k = 2 va gid st moi a; déu khac 0.



Vi R 1a v6 han nén D phai v6 han.
batV =RD cD ;,V la m¢t khong gian vecto phai trén D.

Theo bo d& 3.1.2 ta c6 thé viét e;; =uv ~! voi u, v € R, v chinh qui va uRu 12 mién nguyén. Ching
tacancOx ER: gxu #0 voii=1,n.

Pé dugc diéu nay ta dat V; = {w € V| awu =01}, ta can chimg minh V; 1a mot khong gian vécto
contrén D cua V.

Vie;6 =8e; v6i 8 €D, tacd uv~ 18 =8uv ! suyra Su =uv ~1év.
11 11 Yy

Néuw € V; thi a;wu =0, do d6 a;wuv~26v =0 hay a;wéu =0. Suy raws € V;

Vay V; 1a khong gian vécto phai trén D.

Hon nita V; #V (do a;Ru =0 véi a; #0,u #0 khong thé xay ra trong vanh nguyén to) nén V;
1a khéng gian con thuc sy ctia V va do D 1a vo han nén V khong thé 1a hop cua cac Vi, V,, ..., V,,. Do
dos€coteV,teV, ,i=1,2,..,n
Khi d6 a;tu #0,i =1,2,..,n . Vit =t,6; +t,6, -+t ,6,, , tER,5; €D. Ta thiy a;tju #
0 vé6i tj nao do. Datx =t thi a;xu #0 voii=1,2,..,n vax €ER.

Pitb; =a;xu ,Q =v ~'Dv , D 1a mot thé trong Dy. Pat W =D, R , Wla khong gian vécto trai
trén D;. W; = {w € W |uwb; =0}. Theo ching minh trén thi W; la khéng gian vécto con trai trén
DycuiaW. TacoW # UL, W;, vi W; 1a khong gian con thyc sy cia W. Theo trén ta c6 y € R sao
cho uyb; #0 Vi=1,2,.,.n . Ta duoc wuyagpxu=#0 ,i=1,2,..,.n va x,y€ER . Vi
aQ,7a,r ..a,_ra, =0, Vr € R nén ta thé r =xuruy vao ta duoc:

a; XUTUYGXUTUY ...A p_Xuruya, =0
= (uya xw)r(uyaxw)r ... (uya,_xu)r(uya,xu) =0

Vi (uya;xu) #0 trong uRu 1a mién nguyén va hon nita r #0 ta gip mau thuan!

Hé qua 3.2.2. R la vanh Noether nguyén t6 vé han (ciing ding cho vanh Noether don) thi néu

a,,a,, ..., a, € R sao cho a;ra,r ..a,_1ra, =0,Vr € R thi co mot a; =0 nao do.

Hé qua 3.2.3. R la vanh Artin nguyén t6 vé han (ciing diing cho vanh Artin don vé han) va cé don

vi thi néu a4, a,, ...,a,, € R sao cho a;ra,r ...a,,_1ra, =0,¥r € R thi co mot a; =0 nao do.

Ta thdy hé qua 3.2.3 13 truong hop dic biét cia két qua cua Posner va Schneider. Chung ta c6
thé m& rong trudong hop vanh Artin don trong hé qua 3.2.2 cho cac vanh don téng quat, nhung tuy

nhién phai c6 diéu kién rang budc 1a vanh phai c¢6 don vi, tuc la:



Pinh ly 3.2.4. Cho R la m¢ot vanh don vo han co don vi va gia su aq,..,a, € R sao cho

a,ra,r ...ay_1ra, =0,Yr € R . Khi doé a; =0

Chitng minh. Gia str khong c6 a; =0. Khi d6 R thoa mén dong nhét thirc da thirc dang tong quat
hoa khong tim thuong nén theo dinh 1y 2.5.11, RC 13 nguyén thuy c6 idéan phai ti thiéu. Véi C 1a

mé rong centroid cua R.

Tuy nhién, vi R 1a vanh don c6 don vi, C 1a tdm cua R va RC chinh 1a R. Vi thé R 1a vanh don c6
idéan phai t6i thiéu va c6 don vi. Nhung khi d6 R 1 Artin nén theo hé qua 3.2.3 s& c¢6 mot a; =0

mau thuan véi a; =0 Vi

Pinh 1y 3.2.5. Cho Rla mét vanh nguyén té sao cho mé réng tam C cia né la vé han. Ta c6 néu

ay, ., 0y ER: @qra,r..a,qra, =0,Yr €R thi ton tai mét a; =0.

Chitng minh. Gia sit rang Va; # 0. Khi d6 R théa min dong nhat thirc da thire dang tong quat hoa
khong tim thuong. Do d6 néu C 1a mo rong centroid ctia R thi S =RC 1a vanh nguyén thiy c6 idéan

phai t6i tiéu eS, e? =e trong d6 eSe =De véi D 1a thé (theo két qua cta 2.3.11)

Hon nita, C 13 tim ctia D va D 13 bac hitu han trén C. Theo cach xay dung S, ton tai mot idéan U
khac 0 ciia R sao cho 0 #eU cR . VieU la idéan phai cia R va khong thé lity linh, eUe #0. Do
d6 c6 u € U sao cho e =eue #0 v6i § €D. Hon nita, vi 0 £eu € R va R 1a nguyén t6 nén
eulU #0. Vi euU 1a idéan phai khac 0 nén n6 ciing khong thé 1a lity linh. Do d6 eulUe #0, nén c6

mot v € U sao cho euve =ae #0voia €D.

Thuc hién twong tu nhu ¢ dinh 1y 1, ta datS; = {t €S| gte =0}. Vi C la tdm cta S nén S; 1a
khong gian vécto trén C. Theo tinh chat nguyén t6 ciia S, S; #S véi mdi i, va do C 1a truong vo han
nén S # U S;. Piéu nay cho ta mot phan tir cta S, tir d6 ¢6 mot phan tir cia R sao cho b; =a ;xe #
Ovéimoii=1,2,...,n vax ER.PatT; ={y €R | euyh =0}, T; 1a khong gian con cua S trén C,
nén ta c6 mot phan tir y € R sao cho euyb; #0 véii =1,2,..,n . Do d6 néu c; =euya ;xe thi
c; #0 v6i i =1,2,..,n . Vavic; €eSe lathé vi0 #eue =8e nén ta dugc c;eur =c ue #0 khi

ciu #0. Hon nira vi eu, x, y, a; déu thudc R nén d; =euya ;xeu € R. Trong bicu thic
ara,r ..a_qra, =0

ta thay r bdi xeureuy, ta nhan duoc drd,r ..d,,_1rd,, =0 v6i mgoir ER. Patr =v véiv la

phan tir cho trudc trong R sao cho euve =ae #0,a € D . Ta c6
d; =euya;xeu =§;eu #0 vé6i 6 € Dvado doed;e =6 e,

0=d,vd,v..d,_qvd, =6 euvdeuv ...6,,_euvd,eu



=4§,euvd,euv ..§,,_;euvd, =4§euved,euve ...6 ,_,euvesd,
=61a52a ...Sn_1a5n

T4t ca cac phan t a, 8y, 85, ..., 8,, #0 trong vanh chia duge D ma tich cta ching lai bang 0, ta

gip mau thuan!

Nhan xét. That khong ro rang ve gia thiét trén mot vanh nguyén t6 dé dam bao mé rong centroid
cua no la vo han. Nhung néu centroid ctia R 1a vo han thi chac chan mé rdng centroid ctia n6 s€ vo

han. Do d6 ta c6 h¢ qua sau.

Hé qua 3.2.6. Cho R la mot vanh nguyén to ma centroid cua no la vo han. Ta co néu ay, ...,a, €

R: ara,r..a,_,ra, =0,Yr €R thi ton tai mét a; =0.

Nhan xét. Neéu R c6 dac so 0 thi centroid ctia n6 1a vo han, nén doi véi nhitng vanh nhu thé thi

khong thé ¢6 a,ra,r ...a ,_1ra, =0,Yr € R voi cac a; #0.



Két luin

Trong khudn kho bai bao ciing nhu ndi dung luan vin, ching t6i di chi ra dugc 16p cac vanh
nguyén t6 nao ma ta khong thé tim dugc hé thic dang a;ra,r ..a,_;ra, =0 véi cic a; #0. PO
la cac 16p vanh

e Vanh Goldie nguyén té vo han.

e Vanh Noether nguyén té vo han.

e Vanh Artin nguyén to v6 han.

e Vanh nguyén t6 v6 han hay tong quat hon 1a vanh don vo han.
e Vanh nguyén t6 c6 mé rong centroid 12 vo han.

e Vanh nguyén t c6 centroid 1a vo han.

e Vanh nguyén t6 co dic s6 0.

Muc tiéu tiép theo ma dé tai hudng téi 1a ta c6 thé 1am manh thém céac két qua trén dén mirc nao,
tirc 13 ta c6 thé lam yéu di cac gia thiét kém theo ctia vanh nguyén t6 dén dau dé két qua khong thay

d6i?
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