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Lời cảm ơn 

 

Lời cảm ơn đầu tiên tôi xin chân thành gửi đến PGS. TS. Bùi 

Tường Trí, người thầy đã hướng dẫn, giúp đỡ tôi tận tình trong quá 

trình thực hiện và hoàn thành luận văn này. 

Kế đến, tôi cũng xin chân thành cảm ơn các thầy cô trong Khoa 

Toán – Tin học, Trường Đại Học Sư Phạm Thành Phố Hồ Chí Minh 

đã giảng dạy, truyền đạt kiến thức và giúp đỡ tôi trong quá trình học 

tập, nghiên cứu và hoàn thành chương trình đào tạo ở trường. 

Đồng thời tôi cũng xin gửi lời cảm ơn đến các bạn cùng lớp 

khóa 17 đã nhiệt tình giúp đỡ, trao đổi và có những đóng góp tích cực 

trong quá trình học tập cũng như hoàn thành luận văn. 

Và cuối cùng tôi xin gửi lời cảm ơn đến gia đình mình, đặc biệt 

là bố mẹ đã cố gắng tạo mọi điều kiện thuận lợi nhất cho việc học tập 

và nghiên cứu cũng như đã luôn sát cánh động viên, giúp đỡ tôi trong 

suốt thời gian qua. 

  



Bảng các kí hiệu toán học 

��(�):  vành tự đồng cấu nhóm cộng �. 

��(�): vành giao hoán của của � trong �. 

Hom�(�,�):  nhóm các �-đồng cấu môđun phải từ � đến �. 

End�(�):  vành các tự đồng cấu �-môđun phải  �. 

��:  vành các ma trận vuông cấp � hệ số trên �. 

��(�) = ��:  vành các ma trận vuông cấp � lấy hệ số trên thể �. 

� �: phạm trù các �-môđun phải. 

�(�):  bao nội xạ của môđun phải ��. 

��(�):  bao hữu tỉ của môđun phải ��. 

�(�):  căn Jacobson của vành �. 

�(�):  tâm của vành �. 

�(�):  centroid của vành �. 

� = �(�) :  vành các thương (cổ điển) phải của vành �. 

�� = � ��� (�):  vành các thương tối đại phải của vành �. 

� �(�):  vành các thương Martindale phải của vành �. 

� �(�):  vành các thương Martindale đối xứng của vành �. 

� = �(� � ):  mở rộng centroid của vành �. 

�(�), �(�):  linh hóa tử trái, phải của tập �. 

���(�):  linh hóa tử của iđêan �. 

 

  



Mở đầu 

Vành nguyên tố là lớp các vành không giao hoán đặc biệt. Càng nghiên cứu sâu thêm về chúng, 

ta càng phát hiện ra nhiều tính chất thú vị. Chính điều này đã góp phần tác động đến việc chọn 

nghiên cứu lớp các vành nguyên tố làm đề tài luận văn thạc sĩ của chúng tôi. 

Tuy nhiên, như ta đã biết lớp các vành nguyên tố là một đề tài rất rộng lớn mà đối với trình độ 

và kiến thức của bản thân tôi không thể bao quát hết. Xuất phát từ bài báo “Some comments on 

Prime rings” của Herstein và Lance W. Small đăng năm 1979, chúng tôi thấy rằng lớp các vành  

nguyên tố đặc biệt sẽ thỏa mãn một tính chất rất thú vị mà lớp các vành nguyên tố tổng quát nói 

chung là chưa có. Cụ thể tính chất đó như thế nào cũng như nội dung của luận văn là gì sẽ được tôi 

tóm lượt ngay sau đây. 

Ta nhắc lại, vành � được gọi là nguyên tố là nếu tích hai idean (hai phía) khác không luôn khác 

không. Điều này tương đương với nếu ��� = 0  với �, � ∈ �  thì � = 0 ℎ�� � = 0 ( tức là nếu 

��� = 0, ∀� ∈ �  thì � = 0  hay � = 0 ). 

Vấn đề được đặt ra là liệu có thể có ����� = 0, ∀� ∈ � , � là vành nguyên tố, và � ≠ 0, � ≠ 0,

� ≠ 0  trong � hay không? Tổng quát hơn là ta có thể tìm được � phần tử khác không ��, ��, … , � � 

trong một vành nguyên tố � sao cho ������ … ������� = 0, ∀� ∈ �  hay không? 

Posner và Schneider đã tìm cách giải quyết vấn đề trên và thu được một định lý về việc không 

thể có hệ thức dạng ������ … ������� = 0  cho một lớp các vành nguyên tố liên quan và việc có 

thể có hệ thức dạng trên cho lớp các vành nguyên tố khác. Dựa bài báo của Herstein và Small, 

chúng tôi đã đưa kết quả này đi xa hơn thông qua ba định lý chính ở chương 3 của luận văn. 

Để chứng minh hoàn chỉnh các định lý này ta cần đến hai định lý cũng không kém phần quan 

trọng khác là định lý Goldie và định lý Martindale. Hai định lý này đều liên quan đến vành các 

thương nhưng ở các dạng khác nhau. Định lý Goldie nói về vành các thương cổ điển của một vành. 

Còn định lý Martindale thì nói về mở rộng centroid � của vành. Mà � chính là tâm của vành các 

thương tối đại cũng chính là tâm của vành các thương Martindale đối xứng. Do đó ta sẽ dành 

chương 2 để xây dựng các vành các thương này cũng như trình bày các tính chất của nó. 

Tóm lại, luận văn này gồm 3 chương 

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị 



Chương này trình bày các khái niệm cơ bản liên quan đến iđêan, môđun, bao nội xạ, bao hữu tỉ 

và centroid của môt vành; định nghĩa các vành không giao hoán đặc biệt, tính chất cũng như mối 

liên hệ giữa chúng. 

Chương 2. Vành các thương và tính chất của nó. 

Chương này xây dựng các loại vành các thương: cổ điển, tối đại, Martindale phải và Martindale 

đối xứng. Sau đó chứng mình một số tính chất cũng như mối liên hệ giữa chúng. Đồng thời trình 

bày hai định lý quan trọng là Goldie và Martindale. 

Chương 3. Một số vấn đề về vành nguyên tố. 

Đây là phần chính của luận văn. Chương này trình bày và làm rõ các vấn đề được đặt ra trong 

bài báo của I.N.Herstein và Lance.W.Small để thấy được lớp các vành nguyên tố nào có được tính 

chất như đã nói ở trên còn lớp vành nào không thể có được điều này. 

Phần cuối cùng là kết luận lại những gì đã làm được trong luận văn này cũng như những mặt còn 

hạn chế chưa làm được của chúng tôi. 

Mặc dù đã nỗ lực, cố gắng nhưng chúng tôi vẫn khó tránh khỏi những sai sót và hạn chế, kính 

mong quý thầy cô, đồng nghiệp và bạn đọc sẵn lòng góp ý. 

Xin chân thành cảm ơn.  



Chương 1. Kiến thức chuẩn bị 

1.1. Các khái niệm cơ bản. 

Định nghĩa 1.1.1. Tập con � ≠ ∅ của vành � được gọi là iđêan phải nếu: 

(1)  ∀�, � ∈ �:� − � ∈ �, 

(2) �. � ∈ � , ∀� ∈ �, ∀� ∈ �. 

Chú ý. 

 Ta có định nghĩa tương tự cho iđêan trái. 

 � được gọi là iđêan hai phía của � nếu � vừa là iđêan trái vừa là iđêan phải, ta gọi tắt � là 

iđêan của �.  

 Nếu � là một iđêan phải của � thì (�:�) = {� ∈ � ∣ �� ⊂ � } 

Định nghĩa 1.1.2.  Các iđêan đặc biệt. 

 Iđêan � của �  được gọi là iđêan nguyên tố nếu �, � ∈ � ��� �ℎ� ��� ∈ � thì � ∈ � hoặc 

� ∈ �. 

 Iđêan phải (trái, hai phía) của � được gọi là iđêan phải (trái, hai phía) tối đại nếu � không 

nằm trong bất kì iđêan phải (trái, hai phía) thực sự của �. 

 Iđêan phải (trái, hai phía) của � được gọi là iđêan phải (trái, hai phía) tối tiểu nếu � không 

chứa bất kì iđêan phải (trái, hai phía) thực sự của �. 

 Iđêan phải � của � được gọi là chính qui nếu ∀� ∈ �, ∃� ∈ �: � − �� ∈ �. 

 Iđêan phải � của  � được gọi là cốt yếu nếu � có giao khác (0) với mọi iđêan phải khác rỗng 

của �. 

 Phần tử � ∈ �  được gọi là lũy linh nếu tồn tại số nguyên �  sao cho �� = 0 . 

 Iđêan phải (trái, hai phía) của � được gọi là nil-iđêan phải (trái, hai phía) nếu mọi phần tử 

của nó đều lũy linh. 

 Iđêan phải (trái, hai phía) � của � được gọi là iđêan phải (trái, hai phía) lũy linh nếu tồn tại 

số nguyên �  sao cho ���� … � � = 0  với mọi m phần tử  �� ∈ �. 

Nhận xét . 



 Iđêan phải � là lũy linh nếu tồn tại số nguyên �  sao cho �� = (0). 

 Nếu � là lũy linh thì � là nil-iđêan (điều ngược lại nói chung là không đúng). 

 Tổng của hai iđêan lũy linh là lũy linh, điều này cũng đúng cho tổng hữu hạn các iđêan lũy 

linh. 

Định nghĩa 1.1.3. Cho � là một trường (tổng quát hơn là một thể), không gian vectơ phải �  trên � 

là một tập với hai phép toán: +:� × � ⟶ �  và .∶ � × � ⟶ �  sao cho: 

(1) phép cộng giao hoán: � + � = � + � ,  ∀�, � ∈ � , 

(2) phép cộng có tính kết hợp: (� + � ) + � = � + (� + �) , ∀�, �, � ∈ � , 

(3) phép cộng có đơn vị: tồn tại  0 ∈ �  sao cho � + 0 = 0 + � = � , ∀� ∈ � , 

(4) tồn tại phần tử đối: ∀� ∈ �, ∃� ∈ �:� + � = 0 , 

(5) phép nhân ngoài có tính kết hợp: ∀� ∈ �, ∀�, � ∈ � , (��)� = �(��) , 

(6) phân phối với phép nhân ngoài: ∀� ∈ �, ∀�, � ∈ � , �(� + � ) = �� + �� , 

(7) phân phối với phép cộng: ∀�, � ∈ �, ∀� ∈ � , (� + � )� = �� + �� , 

(8) đơn vị của phép nhân ngoài: ∀� ∈ � , �1 = � . 

Nhận xét. 

 Ta gọi tắt không gian vectơ phải là không gian vectơ. 

 Nếu � là một iđêan phải của � thì tự nhiên � sẽ trở thành một không gian vectơ trên �. 

Định nghĩa 1.1.4. Cho � là một vành, nhóm cộng Abel � được gọi là một R-môđun phải nếu có 

một ánh xạ từ � × �  vào � biến cặp (�, �)  thành ��  sao cho: 

(1) � (�� + ��) = �� � + �� �, 

(2) (� � + � �)� = � �� + � ��, 

(3) (�� �)�� = �(� ���). 

với mọi  �, � �, � � ∈ � và  �, ��, �� ∈ � . 

Chú ý. 

 Ta dùng “�-môđun” để gọi tắt cho “�-môđun phải”. 

 Nếu � là R-môđun thì �(�) = {� ∈ � ∣ �� = (0) }. 

Định nghĩa 1.1.5.  � là R-môđun trung thành nếu �� = (0)  thì  � = 0. 



Bổ đề 1.1.6.  �(�) là Iđêan  của � và � là  � �(�)� - môđun trung thành. 

Định nghĩa 1.1.7.  � được gọi là �- môđun bất khả qui nếu �� ≠ (0)  và � chỉ có hai môđun con 

tầm thường là (0) và  �. 

Bổ đề 1.1.8. (Bổ đề Schur). Nếu � là �-môđun bất khả qui thì ��(�) là một thể (vành có mọi 

phần tử khác 0 đều khả nghịch). 

Bổ đề 1.1.9. Nếu � là �- môđun bất khả qui thì � đẳng cấu với môđun � �⁄  với � là một iđêan 

phải tối đại nào đó của �. Hơn nữa, tồn tại � ∈ �  sao cho � − �� ∈ �, ∀� ∈ �  ( khi đó � được gọi 

là iđêan phải chính qui). Ngược lại, nếu � là một iđêan phải chính qui của � thì � �⁄  là �-môđun 

bất khả qui. 

Nhận xét.  Nếu � là vành có đơn vị thì mọi iđêan phải tối đại của � đều chính qui. 

Vành giao hoán tử. 

Cho � là R-môđun, � ∈ � , ánh xạ ��:� → � cho bởi ��� = ��, � ∈ �  là đồng cấu nhóm 

cộng. Kí hiệu ��(�) là tập tất cả các tự đồng cấu nhóm cộng của �. ��(�) là một vành với các 

phép toán cộng và nhân các đồng cấu nhóm. 

Xét ánh xạ �:� → ��(�), �(�) = ��, � ∈ � . �  là đồng cấu vành. Mà ���� = �(�)  nên 

�
�(�)� ≅ ��� . 

Bổ đề 1.1.10.    � �(�)�  đẳng cấu với vành con của vành ��(�). 

Đặc biệt, nếu � là R-môđun trung thành thì �(�) = (0) , khi đó � là đơn cấu nhúng � vào 

��(�) như là một vành con nếu ta đồng nhất � ≡ �� , � ∈ � . 

Định nghĩa 1.1.11. Vành giao hoán tử của � trong � là 

��(�) = { � ∈ ��(�) ∣ ��� = ���, ∀� ∈ �}. 

Rõ ràng ��(�)  là vành con của ��(�) . Với � ∈ ��(�), ∀� ∈ �, ∀� ∈ �  ta có: (�� )� =

���� = ��� � = (�� )�. Do đó � là đồng cấu môđun. Như vậy ta đồng nhất ��(�) như là vành 

các tự đồng cấu môđun của �, ��(�) = End ��. 

Centroid của một vành. 



Cho � là một vành và gọi ��(�) là vành các tự đồng cấu của nhóm cộng �. Với � ∈ �  ta định 

nghĩa các ánh xạ ��: � → � bởi ��� = ��  và ��:� → � bởi ��� = �� . Với �, � ∈ �  thì �� , �� nằm 

trong ��(�). Gọi �(�) là vành con của ��(�) sinh bởi tất cả các ánh xạ ��  và �� với �, � ∈ � . Ta 

thường gọi �(�) là vành nhân của �. 

Định nghĩa 1.1.12. Centroid của vành � là tập các phần tử trong ��(�) giao hoán từng phần tử 

với �(�), ta kí hiệu là �(�). 

Nhận xét.  Lấy � ∈ �(�), với �, � ∈ �  ta có 

(��)� = ������ = ������ = ���� = (��)� 

(��)� = (���)� = �(� ��) = �(�� �) = � (��) 

Suy ra � là một (�, �)-đồng cấu song môđun. Như vậy centroid của vành � là vành các tự đồng cấu 

song môđun. 

Định nghĩa 1.1.13.  � được gọi là đại số trên trường � nếu � thỏa các điều kiện sau: 

(1) � là một vành. 

(2) � là không gian vectơ trên �. 

(3) ∀�, � ∈ �, ∀� ∈ �  thì (��)� = �(��) = (��)�. 

Nhận xét.  Nếu � có đơn vị là 1 thì �.1 với � ∈ �  nằm trong tâm của �. 

Định nghĩa 1.1.14. Căn Jacobson của vành �, kí hiệu �(�) là tập hợp các phần tử của � linh hoá 

tất cả các môđun bất khả qui trên �. Nếu � không có môđun bất khả qui thì ta qui ước �(�) = �  và 

gọi là vành radical. 

Theo định nghĩa ta có �(�) =∩ � (�), với � chạy khắp các �-môđun bất khả qui là một iđêan 

hai phía của �. 

Bổ đề 1.1.15.  Nếu � là iđêan phải tối đại chính qui của � thì (�: �) = �(�/�) . 

Định lý 1.1.16.  �(�) =∩ (�:�) với � chạy khắp các iđêan phải tối đại chính qui và (�:�) là iđêan 

hai phía lớn nhất của � nằm trong �. 

Bổ đề 1.1.17. Nếu � là một iđêan phải chính qui của � thì � nằm trong một iđêan phải tối đại chính 

qui nào đó của �. 

Định lý 1.1.18.  �(�) =∩ �  với � chạy khắp các iđêan phải tối đại chính qui của �. 

Nhận xét. 



 �(�) chứa mọi nil-iđêan một phía của �. 

 Nếu � là iđêan của vành � thì �(�) = � ∩ �(�). 

Định lý 1.1.19.    �(�/�(�)) = (0) . 

Định lý 1.1.20.  Kí hiệu �� là vành các ma trận vuông cấp n trên �. Khi đó 

�(��) = �(�)� 

Môđun nội xạ và bao nội xạ. 

Định nghĩa 1.1.21. Môđun � được gọi là nội xạ nếu với bất kỳ đơn cấu �:� → � của những �-

môđun và bất kỳ �-đồng cấu �: � → � thì tồn tại một �-đồng cấu ℎ:� → � sao cho � = ℎ� , nghĩa là 

biểu đồ sau giao hoán 

 

 

Nhận xét. 

 Tích trực tiếp � = ∏ ���  của các �-môđun là nội xạ khi và chỉ khi mỗi �� là nội xạ. 

 �-môđun � là nội xạ khi và chỉ khi bất kỳ �-đồng cấu � → �  đều chẻ trong � �. Do đó nếu � 

là nội xạ thì với mọi mở rộng � ⊃ � ta có  � = �⨁� với � là một môđun con nào đó của �. 

Định nghĩa 1.1.22.  �-môđun � ⊃ � được gọi là một mở rộng nội xạ tối tiểu của môđun � nếu: 

(1) � là nội xạ, 

(2) � ⊂ �′ ⊂ � và �′ ≠ � thì I’ không nội xạ. 

Định nghĩa 1.1.23.  �-môđun � ⊃ � được gọi là một mở rộng cốt yếu của � nếu mọi môđun con 

khác (0) của � giao không tầm thường với �. Một mở rộng cốt yếu � ⊃ � được gọi là tối đại nếu 

không có môđun nào thực sự chứa � là mở rộng cốt yếu của �. 

Chú ý. 

 � ⊃ � là một mở rộng cốt yếu, ta có thể gọi � là một môđun con cốt yếu của �, kí hiệu là 

� ⊂ � �. 

 � ⊂ � � khi và chỉ khi với bất kỳ phần tử khác không � ∈ �  tồn tại � ∈ �  sao cho 0 ≠ �� ∈

�. 

A 0 B 

  I 
h 

� 

� 



 Nếu � ⊂ � � và � ⊂ � �′ thì � ⊂ � �′. 

Bổ đề 1.1.24.  Một �-môđun � là nội xạ khi và chỉ khi nó không có mở rộng cốt yếu thực sự nào. 

Chứng minh.  Đầu tiên, ta giả sử � là nội xạ, xét một mở rộng thực sự bất kỳ � ⊃ �. Theo nhận 

xét ở 1.1.21, � = �⨁�  với � là một môđun con khác (0) nào đó của �. Do � ∩ � = (0)  nên � 

không là mở rộng cốt yếu. 

Ngược lại, giả sử � không có mở rộng cốt yếu thực sự nào và nhúng � vào một �-môđun nội 

xạ �. Theo bổ đề Zorn, tồn tại môđun con � ⊂ � là tối đại trong các môđun con của � có giao với � 

bằng (0). Trong thương �/�, bất kỳ môđun con khác không � ′/� đều có giao không khác (0) với ảnh 

của �, do đó im(�) ⊂ � �/�. Mà theo giả thiết thì im(�) = �/�, điều này có nghĩa � = �⨁�. 

Cũng theo nhận xét ở phần 1.1.21, � là nội xạ. 

Bổ đề 1.1.25. Bất kỳ �-môđun � nào cũng có một mở rộng cốt yếu tối đại. 

Chứng minh.  Cho � là một �-môđun, nhúng � vào môđun nội xạ �. Xét họ các mở rộng cốt yếu 

của � trong � và xếp thứ tự chúng theo quan hệ bao hàm. Hợp của họ này cũng là một mở rộng cốt 

yếu của M. Theo bổ đề Zorn, ta tìm được môđun con � là tối đại sao cho � ⊂ � � ⊂ �. Ta sẽ chứng 

minh rằng � là mở rộng cốt yếu tối đại của �. Giả sử điều này sai, tức là tồn tại �′ ⊋ � sao cho 

� ⊂ � �′. Do tính nội xạ của � thì với ánh xạ bao hàm � ⊂ � có thể mở rộng thành �:�′ → � . Khi đó 

ker(�) ∩ � = (0) , mà � ⊂ � �′ nên ker(�) = (0). Do đó ta có thể đồng nhất �′ với �(�′) ⊂ �. 

Điều này dẫn đến mâu thuẫn với cách chọn � là tối đại. 

Định lý 1.1.26. Với các môđun � ⊂ �, những mệnh đề sau là tương đương: 

(1) � là mở rộng cốt yếu tối đại của �. 

(2) � là nội xạ và là mở rộng cốt yếu trên �. 

(3) � là mở rộng nội xạ tối tiểu trên �. 

Chứng minh.  (1)⇒(2). Do � là mở rộng cốt yếu tối đại nên theo tính chất bắc cầu ở phần chú ý ở 

1.1.23, � sẽ không có mở rộng cốt yếu thực sự nào. Do đó theo bổ đề 1.1.24, � là nội xạ. 

(2)⇒(3). Gọi �′ là một môđun nội xạ sao cho � ⊂ �′ ⊂ �. Theo nhận xét ở phần 1.1.21, � = �′ ⊕

� với � là môđun con nào đó của �. Do đó � ∩� = (0) , mà � ⊂ � � nên � = (0)  hay � = �′. 

(3)⇒(1). � là một mở rộng nội xạ tối tiểu của �. Theo chứng minh của bổ đề 1.1.25 ta có � ⊂ � 

là một mở rộng cốt yếu tối đại của �. Do đó theo chứng minh trên � là nội xạ nhưng theo tính chất 

tối tiểu của � dẫn đến � = �. 



Định nghĩa 1.1.27.  Nếu các môđun � ⊂ � thỏa những điều kiện tương đương trên thì ta nói � là 

bao nội xạ của �. 

Nhận xét. 

 Bất kỳ môđun � nào cũng có bao nội xạ (theo mệnh đề 1.1.25) 

 Bất kỳ hai bao nội xạ �, �′ nào của � thì đều đẳng cấu trên �, tức là tồn tại một đẳng cấu 

�:� → �′ mà nó là đồng nhất trên �. 

Môđun con trù mật và bao hữu tỉ. 

Cho � ⊂ �  là những �-môđun và � ∈ �. Ta định nghĩa 

���� = {� ∈ �| �� ∈ �} 

Đây là một iđêan phải của �. Nếu � ⊂ � � thì � ∈ �\{0}⟹ �.(����) ≠ (0). 

Định nghĩa 1.1.28.  Ta nói � là một môđun con trù mật của �, viết là � ⊂ � �, nếu với bất kỳ 

� ∈ �  và � ∈ �\{0}, �. ���� ≠ (0), điều này có nghĩa là tồn tại phần tử � ∈ �  sao cho �� ≠ 0  và 

�� ∈ � . Nếu � ⊂ � � thì ta cũng gọi � là một mở rộng hữu tỉ của �. 

Nhận xét. 

 Nếu � ⊂ � � thì � ⊂ � �. Điều ngược lại không đúng. 

 Cho � là một tập khác rỗng của �, ta định nghĩa �(�) = {� ∈ �| �� = 0, ∀� ∈ � }. Với � là 

một iđêan phải của � thì ta có � ⊂� ��  khi và chỉ khi �(����) = 0 . Nếu � là một iđêan của � 

thì � ⊂� � ⇔ �(�) = 0. 

Từ nhận xét trên ta có hệ quả sau đây 

Hệ quả 1.1.29.  

(1) Nếu � ∈ �  là một phần tử trong tâm và không là ước của 0 thì �� ⊂ � �� và �� ⊂ � �� . 

(2) Cho � là một iđêan phải của � và � ∈ � . Khi đó nếu � ⊂� �� thì ���� ⊂� �� . 

Bổ đề 1.1.30. Cho � là một �-môđun chứa môđun chính qu i phải �� . Khi đó, �� ⊂ � �  khi và 

chỉ khi �� ⊂ � � và với mọi � ∈ �, ���� ⊂ � �� . 

Mệnh đề 1.1.31.  Cho các �-môđun phải  � ⊂ � , các mệnh đề sau tương đương: 

(1) � ⊂ � � 

(2) Hom�(�/�, �(�)) = 0 . 



(3) Với bất kỳ môđun con � sao cho � ⊂ � ⊂ �  thì Hom�(�/�,�) = 0  

Chứng minh.  Giả sử phản chứng, có một �-đồng cấu khác không �:� ⟶ �(�)  mà �(�) = 0 . 

Khi đó � ∩ �(�) ≠ 0  nên tồn tại �, � ∈ �\{0} sao cho �(�) = � . Do � ⊂ � � nên tồn tại � ∈ �  

mà �� ≠ 0  và �� ∈ � . Ta có 

0 = � (��) = � (�)� = �� ≠ 0  (mâu thuẫn). 

Bây giờ chúng ta sẽ chỉ ra rằng với mọi môđun � bất kỳ thì đều có duy nhất một mở rộng hữu tỉ 

tối đại. Đặt � = �(�) và � = End(��) với tác động bên trái �. Ta định nghĩa 

��(�) = {� ∈ � | ∀ℎ ∈ �, ℎ(�) = 0 ⟹ ℎ(�) = 0} 

Đây một �-môđun con của � và chứa �. Ta có tính chất sau 

Bổ đề 1.1.32.  Cho �′ là một môđun con bất kỳ của � chứa �. Khi đó, � ⊂ � �′ nếu và chỉ nếu 

�′ ⊂ ��(�). 

Chứng minh.  Nếu �′ ⊂ ��(�) ta chỉ cần chứng minh � ⊂ � ��(�). Xét �-đồng cấu 

ℎ: ��(�) ⟶ ����(�)� = �(�)  với ℎ(�) = 0  

Sau khi mở rộng miền xác định của ℎ đến �(�) ta có thể xem ℎ ∈ �. Nhưng theo định nghĩa ��(�) 

ta có ℎ���(�)� = 0 . Do đó theo mệnh đề 1.1.31, � ⊂� ��(�). 

Ngược lại nếu � ⊂� �′, ta xét ℎ ∈ � sao cho ℎ(�) = 0 . Nếu ℎ(�′) ≠ 0  thì  

0 ≠ ��� �(�′/�, �(�)) = ��� �(�′/�, �(�′)) 

điều này mâu thuẫn với � ⊂� �′. Do đó ℎ(�′) = 0  và ta đã chứng minh được �′ ⊂ ��(�). 

Mệnh đề 1.1.33. Giả sử � ⊂� �. Khi đó có duy nhất một �-đồng cấu �:� ⟶ ��(�) là mở rộng 

của ánh xạ bao hàm � ↪ ��(�) và  � là đơn cấu. 

Chứng minh. Vì � ⊂ � �  nên bao hàm � ⟶ �(�)  được mở rộng thành phép nhúng �:� ⟶

�(�). Ta có � ⊂ � �(�) nên theo bổ đề 1.1.32, �(�) ⊂ ��(�). Ta giả sử ��, �� là hai mở rộng của 

ánh xạ bao hàm � ⟶ ��(�). Vì � ⊂� � nên các �� là đơn cấu. Xét ánh xạ �:��(�) ⟶ ��(�) xác 

định bởi 

����(�)� = ��(�) − ��(�)     (� ∈ �) 

Vì �(�) = 0  và � ⊂� ��(�) nên theo bổ đề 1.1.31, � = 0 , do đó ��(�) = ��(�) với mọi � ∈ � . 

Ta đã chứng minh xong. 



Như vậy, từ kết quả của 1.1.32 và 1.1.33 ta thấy ��(�) là mở rộng hữu tỉ tối đại duy nhất của �, 

ta gọi nó là bao hữu tỉ của �. 

Mệnh đề 1.1.34.  ��(�) = {� ∈ �(�)| ∀� ∈ �(�)\{0}, �. ���� ≠ 0} 

Chứng minh. Cho � là phần tử của tập hợp bên phải. Lấy ℎ ∈ �  sao cho ℎ(�) = 0 . Nếu � =

ℎ(�) ≠ 0  thì tồn tại � ∈ ���� sao cho �� ≠ 0 . Khi đó 

�� = ℎ (�)� = ℎ (��) ∈ ℎ(�) = 0,  

điều này mâu thuẫn dẫn đến ℎ(�) = 0 , do đó � ∈ ��(�). 

Ngược lại, giả sử � ∈ ��(�) và � ∈ �\{0}. Chọn � ∈ �  sao cho 0 ≠ �� ∈ ��(�). Vì � ⊂� ��(�) 

nên tồn tại � ∈ � sao cho (��)� ≠ 0 và (��)� ∈ �. Do đó �� ∈ ���� và �.���� chứa �(��) ≠ 0 . 

Phần bù. 

Định nghĩa 1.1.35.  Cho � là một môđun con của �-môđun M. Môđun con  � ⊂ �  được gọi là phần 

bù của � (trong R) nếu � là tối đại trong số các môđun con của M sao cho có giao tầm thường với 

S. 

Nhận xét. 

 Theo bổ đề Zorn thì bất kỳ môđun con � nào cũng có một phần bù. 

 Nếu � = �⨁�  thì � là phần bù của �. 

 Nếu � ⊂ � � thì (0) là phần bù duy nhất của �. 

 Nếu � là phần bù của � thì �⨁� ⊂ � �. Tuy nhiên điều kiện �⨁� ⊂ � � chưa đủ để suy ra 

� là phần bù của �. Ví dụ như với bất kỳ � ′ ⊂ � � và � ′ ≠ �  thì 

�⨁ � ⊂� � ⟹ �′⨁ � ⊂� � 

Nhưng không chắc chắn �′ là phần bù của �. Để tính chất này trở thành điều kiện cần và đủ 

ta xét khái niệm tiếp theo đây. 

Định nghĩa 1.1.36.  Ta nói môđun con � ⊂ �� là một phần bù trong �, viết là � ⊂ � �, nếu có một 

môđun con � ⊂ �  sao cho � là phần bù của S trong M. 

Mệnh đề 1.1.37.  Cho � ⊂ � � và  � là một môđun con của � sao cho � ∩ � = 0 . Khi đó, C là 

phần bù của T nếu và chỉ nếu �⨁� ⊂ � �. 



Chứng minh.  Ta chỉ cần chứng minh chiều nếu, giả sử �⨁� ⊂ � �. Theo giả thiết � ⊂ � � nên � 

là phần bù của môđun con � nào đó. Để chứng minh � là tối đại trong các môđun có giao bằng 0 với 

�, ta xét bất kỳ môđun con � ⊃ � mà � ∩ � = 0 . Khi đó 

(� + � ) ∩ (� ∩ �) = � (� + � ) ∩ �� ∩ � = � ∩ � = 0  

Vì � + � ⊂ � � nên � ∩ � = (0)  và do đó � = � . Vậy � là phần bù của � trong �. 

Hệ quả 1.1.38. Cho � ⊂ � � và  � là một phần bù của � trong �. Khi đó � là một phần bù của �. 

Chứng minh. Vì � là phần bù của � nên �⨁� ⊂ � �. Do đó theo mệnh đề 1.1.37, � là phần bù của 

�. 

1.2. Khái niệm một số vành không giao hoán. 

Định nghĩa 1.2.1.  � được gọi là vành nửa đơn nếu �(�) = (0) . 

Nhận xét. 

 Nếu � là một vành bất kì thì � �(�)�  là vành nửa đơn. 

 Nếu � là vành nửa đơn thì mọi iđêan của � cũng nửa đơn. 

Định nghĩa 1.2.2. Vành � được gọi là vành đơn nếu �� ≠ (0)  và  � không có iđêan nào khác ngoài 

(0) và �. 

Ví dụ. 

 Trường, thể bất kì là vành đơn. 

 ��(�) là vành đơn, với � là thể. 

 Tổng quát ta có, ��(�) là đơn nếu � là vành đơn. 

Định nghĩa 1.2.3. Vành � được gọi là vành nửa nguyên tố nếu nó không có iđêan lũy linh khác (0) 

nào. 

Định nghĩa 1.2.4. Vành � được gọi là vành nguyên thủy nếu nó có một môđun bất khả qui trung 

thành. 

Chú ý. 

 Như ta qui ước “�-môđun” là “�-môđun phải” thì vành như định nghĩa trên là vành nguyên 

thủy phải. 



 Nếu � là �-môđun bất khả qui thì � �(�)�  là vành nguyên thủy. 

Định nghĩa 1.2.5. Vành � được gọi là vành nguyên tố nếu ��� = 0  với �, � ∈ �  thì suy ra � = 0  

hoặc � = 0 . 

Bổ đề 1.2.6. Vành � là nguyên tố nếu và chỉ nếu nó thỏa một trong các điều kiện sau đây: 

(1) Linh hóa phải các iđêan phải khác không của � bằng (0). 

(2) Linh hoá trái các iđêan trái khác không của � bằng (0). 

(3) Nếu �, � là các iđêan của � và �� = (0)  thì � = (0)  hoặc � = (0)  

Định nghĩa 1.2.7. Vành � được gọi là vành Artin phải nếu mọi tập khác rỗng các iđêan phải của � 

đều có phần tử tối tiểu. 

Chú ý. 

 Ta  gọi tắt vành Artin phải là vành Artin. 

 Một vành là Artin khi và chỉ khi mọi dãy giảm các iđêan phải của �, �� ⊃ �� ⊃ ⋯ ⊃ �� ⊃

⋯ đều dừng, tức là tồn tại số nguyên �  sao cho �� = ���� = ⋯  Khi đó ta nói � thỏa mãn 

điều kiện dây chuyền giảm các iđêan phải. 

Các ví dụ. 

 Trường, thể và các vành hữu hạn là các vành Artin. 

 Vành các ma trận vuông cấp � trên một thể là vành Artin. 

 Tổng trực tiếp hữu hạn các vành Artin là một vành Artin. 

 Ảnh đồng cấu của một vành Artin là Artin, do đó vành thương của vành Artin là Artin. 

Định nghĩa 1.2.8. Vành � được gọi là Noether phải nếu mọi tập khác rỗng các iđêan phải của � 

đều có phần tử tối đại. 

Nhận xét. 

 Ta gọi tắt vành Noether phải là vành Noether. 

 Từ định nghĩa trên, một vành là Noether nếu và chỉ nếu nó thỏa một trong hai điều kiện 

tương đương sau: 



(1) Mọi dãy tăng iđêan phải �� ⊂ �� ⊂ ⋯ ⊂ � � ⊂ ⋯  đều dừng, tức là tồn tại số nguyên �  

sao cho �� = �� �� = ⋯  . Ta nói � thỏa mãn điều kiện dây chuyền tăng các iđêan 

phải. 

(2) Mọi iđêan phải của � đều hữu hạn sinh. 

Mối liên hệ giữa các vành không giao hoán. 

Mệnh đề 1.2.9.  Vành đơn là vành nguyên tố. 

Mệnh đề 1.2.10. Vành nguyên tố là vành nửa nguyên tố. 

Mệnh đề 1.2.11. Vành đơn có đơn vị là vành nửa đơn. 

Chứng minh.  � là vành đơn có đơn vị thì trong � có iđêan phải tối đại chính qui � nên � �⁄  là �- 

môđun bất khả qui. Suy ra �(�) ≠ �  nên �(�) = (0) do � đơn. Vậy � là nửa đơn. 

Mệnh đề 1.2.12. Vành Artin và đơn là vành nửa đơn. 

Chứng minh.  � là vành Artin nên �(�) là một iđêan lũy linh. Mặt khác, � đơn nên �� = � , do đó 

� không lũy linh suy ra �(�) ≠ � . Vậy �(�) = (0)  hay � là nửa đơn. 

Mệnh đề 1.2.13. Vành Artin nửa nguyên tố là vành nửa đơn. 

Chứng minh. Do � là vành Artin nên �(�) là iđêan lũy linh, mà � lại là vành nửa nguyên tố nên 

�(�) = (0). Vậy � là nửa đơn. 

Mệnh đề 1.2.14. Vành nguyên thủy là vành nửa đơn. 

Chứng minh.  � là vành nguyên thủy nên tồn tại iđêan phải tối đại chính qui � sao cho (�: �) =

(0) mà �(�) =∩ (�:�) = (0) . Vậy �(�) là nửa đơn. 

Mệnh đề 1.2.15. Vành vừa đơn vừa nửa đơn là vành nguyên thủy. 

Chứng minh.  � là nửa đơn nên �(� ) = (0) , do đó � có iđêan phải tối đại chính qui �. Mà (�: �) 

là iđêan chứa trong �, vả lại � đơn nên (�:�) = (0) . Vậy � là vành nguyên thủy. 

Mệnh đề 1.2.16.  Vành nguyên thủy là vành nguyên tố. 

Chứng minh.  Gọi � là iđêan phải của vành nguyên thủy �. Ta cần chứng minh nếu �� = (0) ⇒

� = 0 . Vì � là nguyên thủy nên tồn tại �- môđun bất khả qui trung thành �. Do �� = 0 ⇒ � = 0  

nên �� ≠ (0) . Mà �� là môđun con của � nên �� = � . Suy ra �� = ��� = 0 ⇒ � = 0 . Vậy � 

là nguyên tố. 



Định lý 1.2.17 (Định lý Hopkins). Vành Artin (có đơn vị) là vành Noether. 

Để chứng minh định lý này ta áp dụng mệnh đề sau đây. 

Mệnh đề 1.2.18.  Nếu � là vành Artin nửa nguyên tố thì mọi �-môđun là tổng trực tiếp của các 

môđun con đơn. 

Chú ý.  �-môđun đơn được hiểu là không có môđun con thực sự nào. 

Chứng minh.  Cho � là một vành Artin có đơn vị, ta cần chứng minh mọi iđêan phải của � đều hữu 

hạn sinh. Thật vậy, ta đặt ℱ là tập các iđêan phải của � mà nó không hữu hạn sinh. Chọn � ∈ ℱ là 

phần tử tối tiểu. Gọi � = �(�)  là radical của �. Do � là Artin nên � là lũy linh đồng thời � �⁄  

cũng là Artin và  không có iđêan lũy linh khác (0). Ta xét hai trường hợp: 

Nếu �� = (0) thì � là một � �⁄ - môđun phải với phép toán �(� + � ) = �� . Do phần tử của � tác 

động như phần tử 0 vào � nên cấu trúc �- môđun phải của � giống với cấu trúc � �⁄ - môđun phải 

cũng của �. Do � �⁄  là Artin nửa nguyên tố nên với tư cách là � �⁄ - môđun phải nên � là tổng trực 

tiếp hữu hạn của các � �⁄ -môđun con phải đơn. Vì � �⁄ - môđun đơn được sinh bởi một phần tử 

nên � là một � �⁄ -môđun hữu hạn sinh và do đó cũng là �- môđun hữu hạn sinh. 

Nếu �� ≠ (0). Giả sử �� = � thì � = ��� với mọi số nguyên �. Vì � là lũy linh nên � phải bằng 

(0), vô lý. Vậy �� ⊂ � là nghiêm ngặt. Xét � ��⁄  là một �-môđun và (� ��⁄ )� = (0) . Do đó theo 

chứng minh trên � ��⁄  là �-môđun hữu hạn sinh. Mà �� ⊂ � nên theo cách chọn � thì �� ∉ ℱ hay 

�� là �-môđun  hữu hạn sinh. Do vậy � là một mở rộng hữu hạn sinh của một �-môđun hữu hạn 

sinh nên nó cũng hữu hạn sinh. 

Nhận xét. 

 Điều ngược lại của định lý trên là không đúng, ví dụ như vành số nguyên  ℤ là Noether 

nhưng không là Artin. 

 Hơn nữa, định lý này cũng không đúng cho môđun. Ví dụ như ℤ�∞ là một ℤ-môđun Artin 

nhưng không là Noether. 

 Đồng thời giả thiết có đơn vị trong định lý trên là cần thiết. Ta xét nhóm Aben ℤ�∞, ta định 

nghĩa phép nhân của hai phần tử bất kỳ bằng không. Khi đó ℤ�∞ trở thành một vành không có 

đơn vị và nó là vành Artin nhưng không là Noether. 

1.3. Một số tính chất các vành không giao hoán. 



Định lý 1.3.1.  Vành � là nguyên thủy khi và chỉ khi tồn tại iđêan phải tối đại chính qui � của � sao 

cho (�: �) = (0) . Khi đó � là vành nửa đơn và nếu � giao hoán thì  � là một trường. 

Chứng minh. Giả sử �  là vành nguyên thủy và �  là � -môđun bất khả qui trung thành. Gọi 

��(�) = ∆  là vành giao hoán tử của � trong �, theo bổ đề Schur ∆ là một thể. Khi đó � là một 

không gian vectơ trên ∆ với phép nhân ngoài �� , � ∈ �, � ∈ ∆  mà tác động của � như là phần tử 

của ��(�) lên � . 

Định nghĩa 1.3.2. Vành � được gọi là tác động một cách dày đặc lên � (hay � dày đặc trên �) 

nếu với mọi số nguyên � và ��, ��, … , �� trong � là hệ độc lập tuyến tính trên ∆ và với bất kì  � 

phần tử ��,��, … , �� trong � thì tối tại � ∈ �  sao cho �� = �� �  với � = 1,2 , … , �. 

Chú ý.  Nếu � là không gian vectơ hữu hạn chiều trên ∆ và � tác động trung thành và dày đặc lên 

� thì � = End ∆� = ∆ � (vành các ma trận vuông cấp là � = dim ∆ �  trên Δ). 

Định lý 1.3.3 (Định lý dày đặc).  � là vành nguyên thủy và � là �-môđun bất khả qui trung thành. 

Nếu ∆= ��(�) thì � dày đặc các phép biến đổi tuyến tính của � trên ∆. 

Chứng minh.  Để chứng minh � dày đặc các phép biến đổi tuyến tính của � trên ∆ ta cần chứng 

minh rằng với �  là không gian vectơ con hữu hạn chiều của � trên ∆ và � ∈ �\�  ta tìm được 

� ∈ �  với �� = (0)  nhưng �� ≠ 0 . 

Thật vậy, giả sử ta tìm được một � như thế. Vì �� ≠ 0  và � là bất khả qui nên ��� = � , do đó 

∀� ′ ∈ �, ∃� ∈ � ∶ ��� = � ′ và ��� = (0) . 

Lấy ��, ��, … , �� ∈ �  độc lập tuyến tính trên ∆ và ��,��, … , �� ∈ � tùy ý. Gọi �� là không gian 

con của � sinh bởi ��, ��, … , � ���, ����, … , �� với � = 1, ������. 

Vì �� ∉ �� nên ∃�� ∈ �  sao cho ���� = � � và ���� = (0) . Đặt � = � � + � � + ⋯+ � � thì ta có ��� = � � 

với � = 1, 2, … , �  nên � dày đặc trên �. 

Như vậy ta chỉ cần chứng minh tìm được � ∈ �  sao cho �� = (0)  nhưng �� ≠ 0  với �  là không 

gian con hữu hạn chiều của � trên ∆ và � ∈ �\�  thì giải quyết xong định lý. Ta chứng minh bằng 

qui nạp theo số chiều của �  trên ∆. 

Nếu dim� = 0 ⇒ � = {0}. Ta có ∀� ≠ 0, � ∈ �, ∃� ∈ �: �� ≠ 0 , điều này có được do 

�� = � ⇒ ∃� ∈ �:�� ≠ 0.  

Gọi � = �� + �∆  với dim�� = dim� − 1,� ∉ � � . Theo giả thiết qui nạp nếu đặt �(��) =

{� ∈ �: ��� = (0)} thì với � ∉ ��  tồn tại � ∈ �(��) sao cho �� ≠ 0 ⇒ ��(��) ≠ (0) . Điều này 

tương đương với ∀� ∈ �(��) mà �� ≠ 0 ⇒ � ∈ ��, tức là nếu �� (��) = (0) thì � ∈ � �. 



Ta có �(��) là iđêan phải của �, vì � ∉ �� nên ��(��) ≠ (0) . Mặt khác, ��(��) là môđun con của 

� bất khả qui nên ��(��) = � . Giả sử phản chứng với � ∈ �\�  mà �� = (0)  thì suy ra �� = 0 . 

Ta định nghĩa �:� → �  như sau: với � ∈ � = ��(��)  thì � = ��  với � ∈ �(��) , ta đặt 

�(�) = � (��) = �� . Ta cần chỉ ra �  được định nghĩa tốt. Thật vậy, giả sử � = �� = �� ′ ⇒

�(� − � ′) = 0 , suy ra (� − � ′) linh hóa �� và linh hóa � nên (� − � ′) linh hóa � . Do đó �(� −

�′) = (0) ⇒ � (� − � ′) = 0  hay �� = �� ′ ⇒ �(��) = �(�� ′). Rõ ràng � ∈ �(�), hơn nữa nếu 

� = ��  với � ∈ �(��) thì �� ∈ �(��), ∀� ∈ � . Khi đó, 

�� = (��)� = � (��) ⇒ �(��) = � (��) = (�� )� = � (�)� 

Điều này chỉ ra rằng � ∈ End�(�) = ∆ . Do đó, với � ∈ �(��) ta có �� = � (��) = � (�)�. Suy ra 

�� − � (�)�� = 0, ∀� ∈ � (��) nên �� − �(�)��(��) = (0) ⇒ � − � (�) ∈ ��. Theo giả thiết qui 

nạp ta được � ∈ � � + �∆= �  (vô lý). Vậy định lý đã được chứng minh xong. 

Bổ đề 1.3.4. Nếu �� = �  thì centroid của � là giao hoán. 

Chứng minh.  Lấy �, � ∈ �(�), với �, � ∈ �  ta có (��)� = (��)�. Xét  

(��)(��) = � (��)��� = (����)� = (��)��� = (��)(��) = �� (��)�� = (��)(��) 

 Suy ra (��)(�� − �� ) = 0 . Do �� = �  nên với mọi � ∈ �  thì � = ∑� ��� và 

�(�� − �� ) = ∑� ���(�� − �� ) = 0  

Do đó �� − �� = 0 , vậy �(�) giao hoán. 

Định lý 1.3.5. Nếu � là vành đơn thì centroid của nó là một trường và � là đại số trên trường đó. 

Thêm vào đó, nếu tâm của � khác (0) thì tâm và centroid của � trùng nhau. 

Ta thấy rằng  � là một môđun trên �(�) và mọi �(�)-môđun con của � đơn thuần là iđêan của 

�. Do đó � là �(�)-môđun bất khả qui khi và chỉ khi � là vành đơn. 

Chứng minh.  � đơn nên � là �(�)-môđun bất khả qui do đó theo bổ đề Schur �(�) là một thể. 

Mặt khác �� = �  nên �(�) giao hoán. Vậy centroid của � là một trường. Khi đó, một cách tự nhiên 

� là đại số trên �(�). Như vậy ta có mọi vành đơn là đại số đơn trên centroid của nó. Giờ ta có 

thêm tâm của � là  �(�) ≠ (0)  tức là có 0 ≠ � ∈ �(�) , khi đó �� là iđêan khác (0) của �. Do � 

đơn nên �� = � , điều này chỉ ra � có đơn vị là 1. Ta cần chứng minh �(�) = �(�) . Rõ ràng 

�(�) ⊂ �(�) . Với � ∈ �(�)  và với bất kì � ∈ � , �� = (1�)� = (1��)� = (1�)�� = ��  với 

� = 1� . Tương tự �� = (�1)� = (1��)� = (1�)�� = �� . Như vậy �� = �� = �� ∀� ∈ � , suy ra 



� ∈ �(�)  và �(� − �) = 0 . Do � − � ∈ � (�) −  là trường, và � là đại số trên �(�) nên � − � = 0  

và do đó � ∈ �(�). Vậy �(�) = �(�)  nên nó cũng là một trường. 

Định lý 1.3.6.  Nếu � là vành Artin thì  �(�) là iđêan lũy linh. 

Chứng minh.  Đặt � = �(�). Xét  dãy giảm các iđêan phải � ⊃ �� ⊃ ⋯ ⊃ �� ⊃ ⋯. Vì � là Artin nên 

có một số nguyên � sao cho �� = ���� = ⋯ = � �� = ⋯ . Do đó nếu ���� = (0)  thì ��� = (0) . Ta 

cần chứng minh �� = (0) . 

Đặt � = {� ∈ � | ��� = (0)} , khi đó �  là iđêan của � . Nếu � ⊃ ��  thì ���� = (0)  hay 

(0) = ��� = �� (điều phải chứng minh). Giả sử � ⊅ ��. Khi đó trong ��= � �⁄ , ��� ≠ (0). Nếu 

�̅��� = (0) thì ��� ⊂ �  do đó (0) = ����� = ���� = ��� suy ra � ∈ �  hay �̅ = (0). Như vậy ta có 

được nếu �̅��� = (0) thì �̅ = (0). 

Vì ��� ≠ (0) nên nó chứa một iđêan phải tối tiểu �̅ ≠ (0) của ��. Mà �̅ là ��-môđun bất khả qui 

nên nó bị linh hóa bởi �(��). Do ��� ⊂ �(��) nên �̅��� = (0). Theo chứng minh trên thì �̅ = (0), mâu 

thuẫn. Vậy �(�) là lũy linh. 

Hệ quả 1.3.7. Nếu � là vành Artin thì mọi nil-iđêan (phải, trái, hai phía) của � là lũy linh. 

Chứng minh.  Do mọi nil-iđêan một phía của � đều nằm trong �(�) mà �(�) là lũy linh nên nó 

cũng lũy linh. 

Định nghĩa 1.3.8.  Một phần tử � ≠ 0  của vành � được gọi là lũy đẳng nếu �� = � . 

Bổ đề 1.3.9. Cho � là một vành không có iđêan lũy linh khác (0). Nếu � ≠ (0)  là iđêan phải tối tiểu 

của � thì � = ��  với � là phần tử lũy đẳng nào đó của �. 

Bổ đề 1.3.10. Cho � là một vành và giả sử có một phần tử � ∈ � sao cho �� − �  là lũy linh. Khi đó, 

hoặc là � lũy linh hoặc là có một đa thức �(�) với hệ số nguyên để � = ��(�)  là một lũy đẳng khác 

không. 

Định lý 1.3.11. Nếu � là vành Artin và  � ≠ (0)  là một iđêan phải không lũy linh của � thì � chứa 

một lũy đẳng khác không. 

Chứng minh. Vì � không lũy linh nên nó không nằm trong �(�). Đặt ��= � �(�)⁄ , khi đó �� là nửa 

đơn nên nó không có iđêan lũy linh khác (0). Do � ⊄ �(�) nên  �̅ ≠ (0)  trong �� suy ra �̅ chứa một 

iđêan phải tối tiểu ����� của ��. Theo bổ đề 1.17 ����� có phần tử lũy đẳng �̅ ≠ 0 . Đặt � ∈ � sao cho ��=�̅. 

Do đó �� − ����������=0  trong �� suy ra �� − � ∈ �(�)  nên nó phải lũy linh. Mà ��� = �̅ �=�̅ ≠ 0  nên � 

không lũy linh. Theo bổ đề 1.3.10, ta có một đa thức �(�) với hệ số nguyên nào đó sao cho 

� = ��(�)  là một lũy đẳng khác không. Vì � ∈ � nên � ∈ �. Vậy ta được điều phải chứng minh. 



Định lý 1.3.12. Cho � là vành Artin nửa đơn và  � ≠ (0)  là iđêan phải của �. Khi đó � = ��  với � 

là một lũy đẳng nào đó trong �. 

Chứng minh.  Ta có � ≠ (0) là iđêan phải của � là nửa đơn nên � không lũy linh, do đó theo định 

lý 1.3.11 nó có chứa một phần tử lũy đẳng � ≠ 0 . Đặt �(�) = {� ∈ � | �� = 0}, khi đó �(�) là một 

iđêan phải của �. Tập các iđêan phải {�(�)| 0 ≠ �� = � ∈ � } là một tập khác rỗng có phần tử tối 

tiểu là �(��). 

Nếu �(��) = (0) , với bất kì � ∈ �  đều có ��(� − � ��) = 0 ⇒ � − ��� ∈ �(��) = (0)  nên 

� = ���, ∀� ∈ � . Điều này dẫn tới � = ��� ⊂ ��� ⊂ � . Do đó ta được kết quả của định lý � = ���. 

Còn nếu �(��) ≠ (0) , ta cần chỉ ra rằng nó không xảy ra. Vì �(��) là một iđêan phải khác (0) 

của � nên nó chứa một phần tử lũy đẳng �� ≠ 0 . Theo định nghĩa của �(��) thì �� ∈ � và ���� = 0 . 

Xét phần tử �� = � � + �� − ���� . Ta thấy �� ∈ �  và nó lũy đẳng. Hơn nữa ���� = (�� + �� −

����)�� = �� ≠ 0 . Ta được �� ≠ 0  và �� ∉ �(��). Nếu ��� = 0 ⇒ (�� + �� − ����)� = 0  do đó 

��(�� + �� − ����)� = 0 ⇒ ��� = 0 . Điều này có nghĩa là �(��) ⊂ �(� �), mà vì �� ∈ �(��) nhưng 

�� ∉ �(��) nên �(��) thực sự được chứa trong �(��). Theo cách chọn �(��) là phần tử tối tiểu nên 

ta gặp mâu thuẫn. 

Hệ quả 1.3.13. Nếu � là vành Artin nửa đơn và  � ≠ (0) là iđêan của � thì � = �� = ��  với � là 

lũy đẳng trong tâm của �. 

Chứng minh.  Vì � là iđêan phải của � nên theo định lý 1.3.12 � = ��  với � ∈ � là lũy đẳng. Đặt 

� = {� − �� | � ∈ �}. Do �� = �  với mọi � ∈ � và �� = (0)  nên �� = ��� = (0) . Tuy nhiên � 

cũng là một iđêan trái của � nên � cũng phải là iđêan trái của �.  Mặt khác �� ⊂ �� = (0) , mà � 

không có iđêan lũy linh khác (0) nên � = (0) , có nghĩa � = ��, ∀� ∈ � . Điều này cho ta � = ��  và 

� là phần tử đơn vị hai phía của �. 

Giờ ta cần chỉ ra � nằm trong tâm của �. Lấy � ∈ � , khi đó �� ∈ � nên �� = �(��) . Thêm vào đó 

�� ∈ � nên �� = (��)�. Như vậy �� = ��� = �� , với mọi � ∈ � . Do đó � nằm trong tâm của �. 

Hệ quả 1.3.14. Vành Artin nửa đơn có một phần tử đơn vị hai phía. 

Chứng minh.  Với � là iđêan của � là vành Artin nửa đơn thì theo hệ quả 1.3.13 ta được ngay � có 

phần tử đơn vị hai phía. 

Bổ đề 1.3.15. Iđêan của một vành Artin nửa đơn là vành Artin nửa đơn. 

Chứng minh.  Cho � là vành Artin nửa đơn và gọi � ≠ (0)  là một iđêan của �. Theo hệ quả 1.3.13, 

� = �� = ��  với � là phần tử lũy đẳng trong tâm của � và theo hệ quả 1.3.14, � có đơn vị. 



Với � ∈ � thì � = �� + �(1 − �)  do đó � = �� + �(1 − �) . Vì 1 − �  cũng nằm trong tâm của 

� nên �(1 − �)  là một iđêan của �. Hơn nữa �� ∩ �(1 − � ) = (0), bởi vì nếu có phần tử � trong 

giao trên thì do � ∈ ��  nên � = ��  và do � cũng là phần tử của �(1 − �)  nên �� = 0 . Do đó � là 

tổng trực tiếp của � và �(1 − �) . Do vậy � đẳng cấu với vành �/�(1 − �) . Mà �/�(1 − �)  xem 

như là ảnh đồng cấu của vành Artin � nên � là Artin. 

Mà ta đã biết mọi iđêan của vành nửa đơn là nửa đơn nên � là nửa đơn. Vậy � là Artin nửa đơn. 

Định lý 1.3.16. Một vành Artin nửa đơn là tổng trực tiếp hữu hạn các vành Artin đơn. 

Chứng minh.  Gọi � là vành Artin nửa đơn và xét � ≠ (0)  là iđêan tối tiểu của �. Khi đó � là vành 

Artin đơn. Thật vậy, vì � là iđêan trong vành nửa đơn nên �� ≠ (0) . Nếu � ≠ (0)  là một iđêan của 

� thì ��� là iđêan của � và chứa �. Do � có đơn vị bên trái nên �� ≠ (0) . Vì �� là iđêan trái 

khác không của � nên nó không lũy linh, do đó ��� ≠ (0) . Do tính tối tiểu của � nên từ � ⊃

��� = �  ta được � = � . Vậy � là Artin đơn. 

Theo chứng minh của bổ đề 1.3.15, � = � ⨁ �� với �� là iđêan của � nên cũng là Artin nửa đơn. 

Chọn iđêan tối tiểu ��  của �  nằm trong �� . Theo chứng minh trên thì ��  là Artin và đơn nên 

�� = � �⨁��. Tiếp tục như trên ta có được các iđêan của �, � = � �, ��, … , � �, …  đều là Artin và 

đơn sao cho các tổng �� + � � + ⋯+ � � đều là tổng trực tiếp. 

Ta sẽ chứng minh rằng với một số � nào đó thì � = ��⨁��⨁⋯⨁��. Thật vậy, nếu ta đặt 

�� = � �⨁�� ⨁⋯⨁�� ⨁⋯ , �� = � �⨁�� ⨁⋯⨁�� ⨁⋯ , …, �� = � � ⨁���� ⨁⋯⨁�� ⨁⋯ 

thì đây là một dãy giảm các iđêan của � nên nó phải dừng. Do vậy sẽ có một số nguyên � nào đó 

sao cho � = ��⨁�� ⨁⋯⨁��. 

Định lý 1.3.17 (Wedderburn – Artin). Cho � là một vành Artin đơn. Khi đó � đẳng cấu với ��, 

vành các ma trận vuông cấp n trên thể �. Hơn nữa � là duy nhất và � sai khác một đẳng cấu. 

Ngược lại, với � là một thể thì �� là vành đơn Artin. 

  



Chương 2. Vành các thương và tính chất của nó. 

2.1. Vành các thương. 

Định nghĩa 2.1.1. Một phần tử của vành � được gọi là chính qui nếu nó không có cả ước trái lẫn 

ước phải của không trong �. 

Định nghĩa 2.1.2. Vành �(�) ⊃ � được gọi là vành các thương phải của � nếu: 

(1) Mọi phần tử chính qui trong � đều khả nghịch trong �(�) . 

(2) Mọi phần tử � ∈ �(�)  đều phân tích được dưới dạng � = �� ��  với �, � ∈ �  và �  là 

chính qui. 

Nếu �(�)  là vành các thương phải của � thì ta nói � là một thứ tự phải trong �(�) . Ta gọi tắt vành 

các thương phải là vành các thương của �. 

Nhận xét.  Nếu ��, ��, … , � �  là các phần tử chính qui trong � thì sẽ tồn tại một phần tử chính qui 

� ∈ �  và các phần tử ��, ��, … , � � ∈ �  sao cho ��
�� = � ��

��  với mọi � . Từ điều này ta có, nếu 

��, ��, … , � � ∈ �(�)  thì tồn tại một phần tử chính qui � ∈ �  sao cho �� = � ��
�� với �� ∈ � . 

Định lý 2.1.3 (Điều kiện Ore). Điều kiện cần và đủ để vành � có vành các thương phải là: cho  

�, � ∈ �  với � chính qui thì tồn tại  ��, �� ∈ � với �� chính qui sao cho ��� = �� �. 

Chứng minh.  Nếu �(�)  tồn tại thì với � là chính qui trong � , phần tử ���� thuộc �(�)  nên 

���� = � ���
�� với ��, �� ∈ � và �� chính qui. Chuyển vế ta được ��� = �� �. 

Ngược lại, giả sử điều kiện Ore được thỏa mãn. Đặt tập ℳ = {(�, �)| �, � ∈ �, � chı́nh qui}. 

Trong ℳ ta xây dựng quan hệ (�, �) ∼ (�, �) nếu ��� = �� � với ��� = �� � và �� chính qui. Từ đó 

ta cũng được �� chính qui. Ta sẽ chứng minh đẳng thức trên không phụ thuộc vào sự lựa chọn ��, �� 

để nhân vào bên phải �, �. Thật vậy, nếu ��� = �� �, ta nhận được ��, �� chính qui sao cho ���� =

����. Khi đó ����� = �� ��� = �� ��� = �� ���, do � chính qui nên ta suy ra ���� = � ���. Từ đẳng 

thức ��� = �� � ta được ����� = �� ��� = �� ��� = �� ���, mà ��  chính qui nên ta thu gọn được 

��� = �� �. 

Ta kiểm tra được quan hệ trong ℳ được định nghĩa như trên là quan hệ tương đương. Lớp 

tương đương các cặp (�, �) được kí hiệu là � �⁄ . Đặt � là tập các lớp tương đương trong ℳ. Trong 

� ta sẽ trang bị các phép toán để nó nó trở thành một vành. 



Với � �⁄ , � �⁄  trong �  ta định nghĩa � �⁄ + � �⁄ = (�� � + ���)/(���) với ��� = ���  và ��, �� 

chính qui. Tương tự ta định nghĩa phép nhân (� �⁄ )(� �)⁄ = (���) (���)⁄  với ��� = ���  và  �� 

chính qui trong �.  

Ta kiểm tra được các phép toán trên được định nghĩa tốt và � thỏa mãn các tính chất của �(�)  

trong phần định nghĩa về vành các thương. 

2.2. Định lý Goldie. 

Cho � là một tập khác rỗng của vành �, đặt �(�) = {� ∈ �| �� = 0, ∀� ∈ � }. Ta gọi �(�) là linh 

hoá tử phải của �. Rõ ràng �(�) là iđêan phải của �. 

Nhận xét. 

 Tương tự ta có �(�) = {� ∈ �| �� = 0, ∀� ∈ � } là linh hoá tử trái của �. 

 ���(�) = �(�) nên điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử phải tương đương với điều kiện 

dây chuyền giảm các linh hoá tử trái. 

 Phần tử � ∈ �  là chính qui khi và chỉ khi �(�) = �(�) = (0) . 

Định nghĩa 2.2.1.  Iđêan � của vành � được gọi iđêan linh hoá tử nếu nó là linh hoá tử phải của 

một iđêan phải nào đó của �. 

Định nghĩa 2.2.2. Vành � được gọi là vành Goldie phải nếu: 

(1) � thỏa mãn điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử phải 

(2) � không chứa tổng trực tiếp vô hạn các iđêan phải. 

Chú ý. 

 Ta gọi tắt vành Goldie phải là vành Goldie. 

 Rõ ràng vành Noether phải là vành Goldie phải. Tuy nhiên điều ngược lại không đúng. 

 Vành � thỏa (1) thì mọi vành con � của nó cũng thỏa (1). Thật vậy, nếu � là một tập con của 

�, ta viết  ��(�), ��(�) lần lượt là linh hoá tử phải của � trong � và trong �. Giả sử ta có dãy 

các tập con ��  của �  sao cho ��(��) ⊂ ��(��) ⊂ ⋯ ⊂ � �(��) ⊂ ⋯  Đặt �� = �� ∪ ���� ∪

���� ∪ …  Khi đó ��(��) = ��(��). Vì �� ⊃ �� ⊃ �� ⊃ ⋯ nên ta được một dãy tăng các linh 

hoá tử phải ��(��) ⊂ ��(��) ⊂ ��(��) ⊂ ⋯  . Dãy này dừng và do  ��(�) = ��(�) ∩ � nên 

dãy ��(��) cũng dừng. 



Bổ đề 2.2.3. Cho � là vành nửa nguyên tố thỏa điều kiện dây chuyền tăng các linh hóa tử phải. Nếu 

� ⊃ � là những iđêan phải của R  và  �(�) ≠ �(�) thì tồn tại � ∈ �  sao cho �� ≠ 0  và �� ∩ � =

(0). 

Chứng minh. Ta có R thỏa mãn điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử phải do đó R cũng thỏa 

điều kiện dây chuyền giảm các linh hoá tử trái. Vì � ⊃ �  và �(�) ≠ �(�) nên �(�) ⊂ �(�) là 

nghiêm ngặt. 

Gọi � là linh hoá tử trái nhỏ nhất chứa trong �(�) và thực sự chứa �(�). Do việc chọn như vậy 

nên �� ≠ (0 ). Mà vì R không có iđêan lũy linh nào nên ���� ≠ (0) . Chọn �� ∈ ��  (⊂ �)  để 

���� ≠ (0 ). Suy ra  ��� ≠ (0)  và đồng thời ta thu được ��� ∩ � = (0) . Thật vậy, nếu ��� ∩

� ≠ (0)  thì tồn tại � ∈ �  sao cho ��� ≠ 0  và thuộc ��� ∩ � . Vì � ∈ �  nên �(�) ⊃ �(�). Xét 

�(�) ∩ �, đây là giao của hai linh hoá tử trái nên nó cũng là một linh hoá tử trái đồng thời nó chứa 

�(�) và nằm trong �.  Hơn nữa do � ⊂ �(�) ⇒ ���� = (0) ⇒  ��� ⊂ �(�) nhưng ��� ⊄ �(�) 

nên �(�) ∩ � thật sự chứa �(�). Từ tính nhỏ nhất của � nên �(�) ∩ � = �  do đó � ⊂ �(�). Điều 

này chỉ ra rằng �� = (0)  mâu thuẫn với ��� ≠ 0 . 

Vậy bổ đề đã được chứng minh xong và nó có hai hệ quả quan trọng. 

Hệ quả 2.2.4. Cho R là một vành như trong bổ đề, nếu �� và �� là các iđêan phải cốt yếu  thì ��� 

cũng là cốt yếu. 

Chứng minh. Gọi � ≠ (0)  là một Iđêan phải của R và đặt �̅ = {� ∈ �|�� ∈ ��}. Vì �� là cốt yếu 

nên �̅ ≠ (0)  và ��̅ = �� ∩ � ≠ (0) . Rõ ràng theo cách đặt �̅ ⊃ �(�). Ta có ��̅ ≠ (0)  và ��(�) =

(0), nghĩa là �(�̅) ≠ �(�(�)), nên theo bổ đề 2.2.3 ta được một Iđêan phải (0) ≠ � ⊂ � ̅  sao cho 

� ∩ �(�) = (0). Đặt �� = {� ∈ �|�� ∈ ��}. Do tính cốt yếu của ��  nên ��� = �� ∩ � ≠ (0) . Do 

� ∩ �(�) = (0) và (0) ≠ ��� ⊂ �  nên ���� ≠ (0) . Với A bất kì ta có � ⊃ ��̅ ⊃ �� ⊃ ���� ≠ (0)  

nên ��� ∩ � ≠ (0)  do đó ��� là cốt yếu. 

Hệ quả 2.2.5. Cho R  là vành như trong bổ đề. Khi đó nếu �� là cốt yếu trong � thì � là chính qui. 

Chứng minh. Xét hai iđêan phải � ⊃ ��. Ta có �(�) = (0) , �(��) = �(�). Nếu �(�) ≠ (0)  thì áp 

dụng bổ đề ta có một iđêan phải (0) ≠ � ⊂ �  sao cho � ∩ �� = (0), điều này trái với tính cốt yếu 

của ��. Vậy �(�) = (0) . 

Ta xét �(�). Áp dụng điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử phải cho dãy �(�) ⊂ � (��) ⊂

⋯ ⊂ � (��) ⊂ ⋯  ta có một số nguyên �  sao cho �(��) = � (����). Ta cần chứng minh ��� ∩

�(�) = (0). Thật vậy, với � ∈ ��� ∩ �(�)  thì � = � ��   và 0 = �� = � ����  nên � ∈ �(����) =



�(��) ⇒ � = � �� = 0 . Do ��  là cốt yếu nên theo hệ quả 2.2.4 thì ���  cũng là cốt yếu, mà 

��� ∩ �(�) = (0) do đó �(�) = (0) . Vậy � là chính qui. 

Chú ý. Ta qui ước từ phần này trở đi � là vành Goldie nửa nguyên thủy. 

Bổ đề 2.2.6.  � thỏa mãn điều kiện dây chuyền giảm các linh hoá tử phải. 

Chứng minh. Giả sử �� ⊃ �� ⊃ ⋯ ⊃ �� ⊃ ⋯  là dãy giảm nghiêm ngặt các linh hoá tử phải. Với 

mọi � thì ta có �� ⊃ ���� thực sự nên �(��) ⊂ �(����) thực sự. Do đó áp dụng bổ đề 2.2.3 ta có 

một iđêan phải (0) ≠ �� của � sao cho �� ⊂ �� và �� ∩ ���� = (0). Từ đó ta thiết lập được một 

tổng trực tiếp các iđêan phải �� của �. Mà � là vành Goldie nên tổng này không thể là vô hạn, do 

đó dãy giảm các linh hoá tử phải trên phải dừng. 

Bổ đề 2.2.7. Nếu  � là một iđêan phải của � thì tồn tại một iđêan phải � sao cho � ⊕ � là cốt yếu 

trong �. 

Chứng minh. Chọn các iđêan phải �� của � sao cho � ⊕ �� ⊕ �� ⊕ …  là một tổng trực tiếp. Vì � là 

vành Goldie nên dãy trên phải dừng, giả sử tại  ��. Đặt � = �� ⊕ �� ⊕ …⊕ ��. Khi đó � ⊕ � là cốt 

yếu bởi nếu không thì có một iđêan phải �′ ≠ (0)  nào đó sao cho (� ⊕ �) ∩ �′ ≠ (0) . Điều này dẫn 

đến việc ta có thể kéo dài tổng trực tiếp  với ���� = �′ (mâu thuẫn). 

Bổ đề 2.2.8. Nếu �(�) = (0)  thì �� là cốt yếu và � là chính qui. 

Chứng minh. Gọi � ≠ (0)  là một iđêan phải của � sao cho � ∩ �� = (0) . Vì �(�) = (0)  nên ��� 

có dạng một tổng trực tiếp. Thật vậy nếu �� + �� � + ⋯+ � ��� = 0  với �� ∈ � thì �� = � ∩ � �� =

(0) từ đó ta được ��� + �
��� + ⋯+ � ��� = 0 . Vì �(�) = (0)  nên �� + �� � + ⋯+ � ����� = 0 . 

Lập luận tương tự như trên ta được mỗi �� = 0 . Do trong � không có tổng trực tiếp vô hạn nên dẫn 

đến � ∩ �� ≠ (0)  vì vậy �� là cốt yếu. Theo hệ quả 2.2.5 thì � là chính qui. 

Bổ đề 2.2.9. Iđêan linh hoá tử tối tiểu của một vành � là một vành  Goldie nguyên tố, hơn nữa tổng 

trực tiếp hữu hạn các iđêan như trên là một iđêan phải cốt yếu của �. 

Chứng minh. Gọi � là một iđêan linh hoá tử tối tiểu của �. Nếu � ≠ (0)  là một iđêan phải của � thì 

theo giả thiết � là vành nửa nguyên tố nên �� ≠ (0)  và đồng thời �� ⊂ �  cũng là iđêan phải của �. 

Do đó � sẽ không có các tổng trực tiếp vô hạn các iđêan phải nào. Mặt khác, các vành con của � 

được thừa hưởng điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử phải nên ta được � là vành Goldie. 

Giả sử �, �  là 2 iđêan của �  sao cho �� = (0) . Do �� ⊂ �  nên ��� = (0) . Suy ra � ⊂

�(��) ∩ �, giao này cũng là một iđêan linh hoá tử của �. Nếu � ≠ (0)  thì do tính tối tiểu của � ta 



được � ⊂ �(��) . Điều này suy ra ��� = (0) ⇒ (��)� = (0) ⇒ �� = (0) ⇒ � = (0)  (do � là nửa 

nguyên tố). Như vậy � là vành Goldie nguyên tố. 

Đặt � = ��⨁��⨁…⨁�� là tổng trực tiếp lớn nhất các iđêan linh hoá tử tối tiểu của �. Nếu có 

� ≠ (0)  là một iđêan phải của � sao cho � ∩ � = (0)  thì �� ⊂ � ∩ � = (0) . Suy ra (0) ≠ � ⊂

�(�), và do � là vành nửa nguyên tố nên � ∩ �(�) = 0 . Như vậy trong �(�) ta có thể tìm thấy một 

iđêan linh hoá tử tối tiểu khác không mà có giao tầm thường với �. Điều này dẫn đến việc kéo dài 

thêm tổng trực tiếp cho bởi � nhưng nó lại mâu thuẫn với cách chọn �. Vậy � là cốt yếu. 

Bổ đề 2.2.10. Nếu � là iđêan phải cốt yếu của � thì � có chứa một phần tử chính qui. 

Chứng minh. Trước tiên chứng minh điều này với giả định � là vành nguyên tố. Theo bổ đề 2.2.6, 

� thỏa điều kiện dây chuyền giảm các linh hoá tử phải nên ta có thể chọn được một � ∈ � sao cho 

�(�) là tối tiểu. Nếu � không chính qui thì theo hệ quả 2.2.4 tồn tại iđêan phải � ≠ (0) của � sao 

cho �� ∩ � = (0). Vì �  là cốt yếu nên � ∩ � ≠ (0) do đó tồn tại một iđêan phải (0) ≠ � ⊂ � ∩ �. 

Nếu � ∈ �  và nếu � ∈ �(� + �)  thì (� + � )� = 0 ⇒ �� = −�� ∈ �� ∩ � = (0)  dẫn đến � ∈

�(�) ∩ �(�). Do tính tối tiểu của �(�) nên �(�) ⊃ �(�) ∩ �(�) ⊃ �(�) suy ra ��(�) = (0)  với mọi 

� ∈ � . Trong vành  nguyên tố � có �. �(�) = (0)mà � ≠ (0)  nên �(�) = (0) . Theo bổ đề 2.2.8 ta 

được � là chính qui. 

 Trở lại bổ đề � là vành nửa nguyên tố, ta đặt � = ��⨁��⨁…⨁�� là  tổng trực tiếp hữa hạn 

các iđêan linh hoá tử tối tiểu của �. Vì �� là vành nguyên tố và � ∩ �� là cốt yếu trong �� nên theo 

chứng minh trên � ∩ �� có chứa một phần tử chính qui �� trong ��. Ta thu được � = �� + �� + ⋯+

�� chính qui trong �, bởi vì nếu �(�) ≠ (0)  thì theo tính cốt yếu của � ta có � ∩ �(�) ≠ (0) . Do đó 

sẽ có một phần tử 0 ≠ � = � � + � � + ⋯+ � � trong � mà �� = 0. Mặt khác �� = ���� + � ��� + ⋯+

���� nên theo tính trực tiếp của tổng trong � suy ra ���� = 0 . Do �� là chính qui nên �� = 0 , dẫn đến 

� = 0 . Mâu thuẫn này cho ta kết quả của bổ đề. 

Bổ đề 2.2.11. Nếu  � nguyên tố thì mọi iđêan khác (0) của nó là iđêan phải cốt yếu và do đó có 

chứa phần tử chính qui. 

Chứng minh. Gọi � ≠ (0) là một iđêan và � ≠ (0) là một iđêan phải của �. Do � là nguyên tố nên 

tích hai iđêan khác (0) là �� và � phải khác (0). Do đó �� ≠ (0) và �� ⊂ � ∩ �. Suy ra � là iđêan phải 

cốt yếu nên theo bổ đề 2.2.10 nó có chứa một phần tử chính qui. 

Định lý 2.2.12 (Định lý Goldie). Vành � có vành các thương phải �  là vành Artin nửa đơn khi và 

chỉ khi � là Goldie nửa nguyên tố. Hơn nữa, �  là Artin đơn khi và chỉ khi � là Goldie nguyên tố. 

Chú ý.  Ta chia định lý Goldie thành các định lý nhỏ hơn để tiện cho việc chứng minh. 



Định lý 2.2.13. Cho � là vành Goldie nửa nguyên tố thì � có một vành các thương phải � = �(�) . 

Chứng minh.  Giả sử �, � ∈ �  với � là chính qui. Theo bổ đề 2.2.8 thì �� là cốt yếu. Nếu ta đặt 

� = {� ∈ � ∣ �� ∈ ��} thì � cũng là một iđêan phải cốt yếu. Thật vậy, hiển nhiên � là một iđêan 

phải khác (0). Gọi � ≠ (0) là một iđêan phải nào đó của � . Nếu �� = (0) thì (0) ≠ � ⊂ �  nên 

� ∩ � ≠ (0). Còn nếu �� ≠ (0) thì vì �� cốt yếu nên �� ∩ �� ≠ (0). Dó đó tồn tại 0 ≠ � ∈ � sao 

cho �� ∈ �� . Suy ra � ∈ � . Vậy 0 ≠ � ∈ � ∩ �. 

Do đó theo bổ đề 2.2.10, � có chứa phần tử chính qui �. Theo định nghĩa của � thì �� = �� , 

điều này chỉ ra rằng � thỏa điều kiện Ore, nên theo định lý 2.1.3, tồn tại vành các thương �(�) . 

Nhận xét. 

 Nếu � là vành Goldie nguyên tố thì dĩ nhiên � cũng có vành các thương phải  � = �(�) . 

 Nếu � là iđêan phải của �  thì � = (� ∩ �)�. Thật vậy, hiển nhiên (� ∩ �)� ⊂ � . Nếu � ∈ � thì 

� = �� �� = (�����)��� ∈ (� ∩ �)�  với  �, � ∈ � và � chính qui. 

 Nếu ��⨁��⨁…⨁� � là tổng trực tiếp các iđêan phải trong � thì ���⨁���⨁…⨁� ��  là 

tổng trực tiếp các iđêan phải trong � . Để chứng minh điều này ta xét, nếu ���� + � ��� +

⋯+ � ��� = 0  với �� ∈ �  và �� ∈ ��  thì sẽ có �  là chính qui trong �  và �� ∈ �  sao cho 

�� = � ��
��. Do đó (���� + � ��� + ⋯+ � ���)�

�� = 0  hay ���� + � ��� + ⋯+ � ��� = 0 . 

Do tính chất tổng trực tiếp trong � nên ���� = 0  suy ra ���� = � ����
�� = 0 . 

Định lý 2.2.14. �  là Artin nửa đơn. 

Chứng minh. Gọi � là một iđêan phải của �  thì � ∩ � là iđêan phải của �. Theo bổ đề 2.2.7, tồn tại 

một iđêan phải � của � sao cho (� ∩ �) ⊕ � là cốt yếu trong �. Do đó, theo bổ đề 2.2.10 trong 

(� ∩ �)⊕ � có một  phần tử chính qui. Điều này dẫn đến � = ( (� ∩ �)⊕ �)� = � ⊕ ��. Mà �  có 

đơn vị là 1 nên 1 = � + �  với  � ∈ � và � ∈ ��. Suy ra 0 = � � − � + �� , do tính trực tiếp nên �� = �  

và �� = 0 . Do đó  � = ��  tức là  � sinh bởi một phần tử lũy đẳng. Như vậy, mọi iđêan phải của �  

đều được sinh bởi một phần tử lũy đẳng cho nên �  là vành Noether. Dó đó �  cũng là vành Goldie. 

Mặt khác cũng vì mọi iđêan phải của �  đều sinh bởi một phần tử lũy đẳng nên �  không có iđêan 

phải lũy linh nào. Thật vậy, gọi � ≠ (0)là một iđêan phải lũy linh của � , khi đó có một số nguyên � 

sao cho �� = (0)  và ���� ≠ (0) . Mà  � = ��  nên tồn tại phần tử � = ������ … �� ��� ∈ �
���  và 

� ≠ 0 . Do �� = �  nên � = 1. �. ������ … �� ��� ∈ �� = (0) , mâu thuẫn. Vậy �  là vành Goldie nửa 

nguyên tố. 



Theo bổ đề 2.2.6, �  thỏa mãn điều kiện dây chuyền giảm các linh hoá tử phải. Gọi � là một 

iđêan phải của �  thì � = ��  với �� = � . Ta có �(�� ) = �(�) = �(1 − �)  và ���(�� )� = ��� (1 −

�)� = � (1 − � ) = �� = � , nên � là một linh hoá tử phải của � . Như vậy mọi iđêan phải của �  đều là 

linh hoá tử phải, do đó �  thỏa mãn điều kiện dây chuyền giảm các iđêan phải, hay �  là vành Artin. 

Mà �  lại là vành nửa nguyên tố nên �  là vành nửa đơn. Vậy �  là Artin nửa đơn. 

Định lý 2.2.15. Nếu  � là một thứ tự phải trong �  với �  là Artin nửa đơn thì � là vành Goldie nửa 

nguyên tố. 

Chứng minh.  �  là Artin nửa đơn nên mọi iđêan phải của �  đều sinh bởi một phần tử lũy đẳng. Do 

đó �  là Noether dẫn đến �  là Goldie. Suy ra �  thỏa mãn điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử 

phải. Mà � là vành con của �  nên � cũng thỏa mãn điều kiện dây chuyền tăng các linh hoá tử phải. 

Mặt khác, nếu ��⨁��⨁…⨁� � là tổng trực tiếp các Iđêan phải trong � thì ���⨁���⨁…⨁� ��  

là tổng trực tiếp các Iđêan phải trong � , nên trong �  không có tổng trực tiếp vô hạn các iđêan phải 

thì trong � cũng vậy. Vì thế � là vành Goldie. 

Gọi � ≠ (0) là một iđêan của �. Giả sử tồn tại số nguyên � sao cho �� = (0)  mà ���� ≠ (0) . 

Khi đó ��� là iđêan khác (0) của Q- vành Artin nửa đơn nên theo hệ quả thì ��� = ��  với � là 

phần tử lũy đẳng trong tâm của � . Ta có � = ∑������ với ��, �� ≠ �, � � ∈ �. Ta tìm được phần tử 

� ∈ �  là chính qui sao cho �� = � ��
��, do đó � = (∑ ������)�

�� = (∑ ����)�
�� với �� = � ��� ∈ �. 

Do � nằm trong tâm của � nên �� = �� , vì vậy  ������ = ������ = ∑� ����
��� = (0)  do ���

��� ⊂

�� = (0) .  Mà  � chính qui nên ����� = (0)  hay ����� = (0) . Ta xét 

(����� )� = ���������� ⊂ ������� = ������ = (0)  

Do mọi iđêan phải của �  đều sinh bởi một phần tử lũy đẳng nên �  không có iđêan phải lũy linh 

nào, điều này cho ta  ����� = (0)  suy ra  ���� = (0) . Mâu thuẫn này chỉ ra rằng � = (0). Vậy � là 

nửa nguyên tố. 

Định lý 2.2.16. �  là vành Artin đơn nếu và chỉ nếu � là Goldie nguyên tố. 

Chứng minh.  Ta chỉ cần chứng minh �  là đơn khi và chỉ khi � nguyên tố. 

Nếu �  là vành đơn, gọi � ≠ (0)là một iđêan của � thì ���  là iđêan khác (0) của �  và do đó 

��� = � . Mà �  có đơn vị nên 1 = ∑������ với ��, �� ∈ �, �� ∈ �. Khi đó tồn tại phần tử chính qui 

� ∈ �  sao cho �� = � ��
��  với �� ∈ � . Suy ra 1 = (∑������)�

��  ⇒ � = ∑������ ∈ �� . Xét �  là 

một iđêan nào đó của �, nếu �� = (0)  thì ��� = (0) . Suy ra �� = (0) , mà c là chính qui nên 

� = (0) . Vậy � là vành nguyên tố. 



Ngược lại, hiển nhiên � � ≠ (0) . Gọi � ≠ (0) là một iđêan của � . Ta có � = ��  với � là lũy đẳng 

trong tâm của � . Ta có � = �� �� với �, � ∈ �  và � chính qui. Khi đó ���� là một iđêan khác (0) 

của �, do nó chứa phần tử ���� ≠ 0 . Theo bổ đề 2.2.11, ���� chứa phần tử chính qui ������. Do 

đó tồn tại � ∈ �  sao cho 1 = ������� = ����
������� = ����

���� = ����
���� ∈ �� = � . Điều này 

cho ta � = � . Vậy Q là vành đơn. 

Nhận xét. Với � là vành Goldie nguyên tố thì � là một thứ tự trong một vành Artin đơn �, do đó 

theo định lý Wedderburn – Artin, � ≅ �� là vành các ma trận vuông cấp � trên một thể �. Ta có thể 

nói � là một thứ tự trong ��. 

2.3. Vành các thương tối đại. 

Ở phần trước, vành các thương �(�)  như vậy còn được gọi là vành các thương cổ điển 

(classical). Còn ở phần này chúng ta sẽ tìm hiểu vành các thương ở  dạng khác, dạng mà môđun nội 

xạ sẽ đóng vai trò chính yếu. 

Khác với vành phải thương �(�) , vành các thương phải tối đại ����
� (�) của một vành � luôn 

tồn tại. Trong trường hợp vành � thỏa điều kiện Ore để tồn tại �(�)  thì khi đó một cách tự nhiên 

�(�)  được xem như là vành con của ��
� (�). Bây giờ ta bắt đầu xây dựng vành các thương phải tối 

đại ����
� (�) mà ta sẽ gọi tắt là vành các thương tối đại ���� (�). 

Với � = �(��) là bao nội xạ của môđun phải ��  thì ��  là một môđun phải nội xạ. Đặt � =

End(��) với tác động phép toán bên trái của � thì ��  là một môđun trái. 

Hơn nữa nếu ta đặt � = End( �)�  tác động phép toán bên phải của � thì ta được � = ��� . Vành 

�  là hoán tập kép của � tạo thành bởi môđun phải nội xạ ��. 

Nhắc lại bao hữu tỉ ��(�) của môđun phải ��  được định nghĩa như sau: 

��(�) = {� ∈ � ∶ ∀ℎ ∈ �, ℎ(�) = 0 ⇒ ℎ(�) = 0 }. 

Mệnh đề 2.3.1.  

(1) ��  là môđun trái cyclic sinh bởi 1. 

(2) Ánh xạ �:� → � với �(�) = 1. �, � ∈ � là một �-đẳng cấu từ �  vào ��(�). 

Chứng minh. 

(1) Với � ∈ �  thì � -đồng cấu �� → ��  biến 1  thành �  có thể mở rộng thành một ℎ ∈

Hom�(�, �) = �  nào đó (do tính nội xạ của ��). Do vậy, � = ℎ (1) ∈ �.1 



(2) Rõ ràng �  là một � -đồng cấu. Nếu � ∈ ker �  thì 1.� = 0, kết hợp với (1) ta được 0 =

�.(1. �) = (�.1). � = �. �. 

Do đó � = 0  nên � là đơn ánh. Để tìm im(�) trước tiên ta chú ý rằng với ℎ ∈ � sao cho ℎ(�) = 0  

thì ℎ(1.�) = (ℎ.1)� = 0  do đó theo định nghĩa ��(�) thì im(�) = 1.� ⊂ ��(�). 

Ngược lại lấy � ∈ ��(�) thì với mọi ℎ ∈ �, ánh xạ ℎ.1 ↦ ℎ. � là một tự đồng cấu �-môđun của 

��  được định nghĩa tốt do �.1 = 0 suy ra �. � = 0. Điều này có nghĩa tồn tại � ∈ �  sao cho 

ℎ. � =(ℎ.1)� xảy ra với mọi ℎ ∈ �. Chọn ℎ = 1 , ta được � = 1. � = �(�), vậy  im(�) = ��(�). Ta 

được điều cần chứng minh. 

Nhận xét.  Từ mệnh đề trên ta có ngay sơ đồ sau:  

 

 

 

 

Do đó ta đồng nhất �  với ��(�) nhờ đẳng cấu � trên. Điều này cho ��(�) một cấu trúc vành mở rộng 

từ cấu trúc �-môđun phải của chính nó. Và ta đặt vành này là ����
� (�), gọi là vành các thương phải 

tối đại của �.  Và như đã nói ở trước, ta gọi tắt ����
� (�) là vành các thương tối đại của � và kí hiệu 

đơn giản là ���� (�). Phép nhân trên ��(�) = � ��� (�) thường được kí hiệu bởi (�, �) ⟼ ��. 

Định nghĩa 2.3.2. Một vành � ⊃ �  được gọi là vành các thương phải tổng quát của �  nếu 

�� ⊂ � ��, tức là  � trù mật phải trong �. 

Nhận xét. ���� (�) ⊃ � là một vành các thương phải tổng quát của �. 

Định lý 2.3.3. Cho  � là một vành các thương phải tổng quát bất kì của �, và đặt �� = � ��� (�). 

Khi đó 

(1) Có duy nhất một đồng cấu vành �:� ⟶ � �  là mở rộng ánh xạ đồng nhất trên �. 

(2) Đồng cấu � trên là đơn cấu. 

(3) Cấu trúc vành trên ��  là mở rộng duy nhất của cấu trúc �- môđun trên �� �
. 

Chứng minh.  Với � là một vành các thương tổng quát bất kỳ của � thì theo mệnh đề 1.1.33 ta có 

duy nhất một �-đồng cấu �:� → ��(�) = � �  mở rộng ánh xạ đồng nhất trên � và � là đơn cấu. 

Nếu ta chỉ ra được �(� ′�) = � (� ′)�(�) với mọi �, � ′ ∈ �  thì rõ ràng ta đã có được cả ba tính chất 

trên. 

� �.1 = ��� ⊃ 1.�  ↠ �  

� � 

��(�) 
‖

∪ 

� 



Lấy ℎ ∈ �  là mở rộng �-đồng cấu ��(�) → ��(�)với phép nhân bên trái cho bởi công thức 

�(� ′�) − � (� ′)�(�). Với mọi � ∈ ���� = {� ∈ �|�� ∈ � } ta có 

ℎ(�) = �� (� ′�) − � (� ′)�(�)�(�)                    

= � (� ′��) − � (� ′)�(��)                

= � (� ′)(��) − � (� ′)(��) = 0      

Suy ra ℎ(����) = 0 . Mà �� ⊂ � ��  nên theo bổ đề 1.1.30, ���� ⊂ � ��. Do đó theo mệnh đề 1.1.31, 

ℎ(�) = 0 . Điều này cho ta 0 = ℎ (1) = � (� ′�) − � (� ′)�(�). 

Hệ quả 2.3.4. Nếu vành các thương �(�)  tồn tại thì nó có duy nhất phép nhúng vào vành ���� (�) 

là mở rộng ánh xạ đồng nhất trên �. 

Chứng minh. Theo định lý 2.3.3, để có hệ quả này ta cần chỉ ra rằng vành các thương �(�)  cũng là 

một vành các thương tổng quát của �, nghĩa là �� ⊂ � �(�) . Thật vậy, với �, � ∈ �(�)  ta có thể 

viết � = ���� và � = ���� với �, � ∈ �  và � là chính qui trong �. Khi đó �� = � ∈ �  và  �� = � ≠

0 nếu � ≠ 0 . Điều này cho ta ��  là trù mật trong �(�) . 

Mệnh đề 2.3.5. Giả sử  �(�) tồn tại và mọi iđêan phải trù mật của � đều chứa một phần tử chính 

qui. Khi đó ���� (�)=�(�). 

Chứng minh. Ta cần chỉ ra rằng với mọi � ∈ �� = � ��� (�)  đều thuộc �(�) . Thậy vậy, vì 

�� ⊂ � �� �
 nên ���� ⊂ � ��, theo bổ đề 1.1.30. Theo giả thiết ���� chứa một phần tử chính qui � 

của �. Do đó � = �� ∈ � , mà � là chính qui nên khả nghịch trong �(�)  nên � = ���� ∈ �(�) . 

Hệ quả 2.3.6. Nếu � là vành Goldie nửa nguyên tố thì ���� (�) = �(�) . 

Chứng minh.  Vì � là vành Goldie nửa nguyên tố nên nó thỏa mệnh đề 2.3.5. Khi đó theo định lý 

Goldie thì ���� (�) = �(�)  là vành nửa đơn. 

Mệnh đề 2.3.7.  Một �-môđun con �� ⊂ � � �
 là trù mật trong �� �

 khi và chỉ khi với bất kỳ ℎ ∈ �, 

ℎ(�) = 0 ⇒ ℎ(1) = 0 . 

Chứng minh.  Nếu � ⊂ � �� , giả sử ℎ ∈ � sao cho ℎ(�) = 0 . Khi đó 

ℎ:�� ⟶ � = � (�) = �(� � ) 

phải bằng 0 theo mệnh đề 1.1.31. Do đó ℎ(1) = 0 . Ngược lại, giả sử ℎ(�) = 0 ⇒ ℎ(1) = 0  với bất 

kỳ ℎ ∈ �. Gọi � là một �-môđun bất kỳ nằm giữa � và �� . Bất kỳ �-đồng cấu �:� ⟶ � �  là một 



thu hẹp của một ℎ ∈ �  nào đó do tính nội xạ của �� . Do đó, nếu �(�) = 0  ta có ℎ(�) = 0  thì 

ℎ(1) = 0 . Vì vậy 

�(�) = ℎ (1.�) = ℎ (1)� = 0  

điều này chỉ ra rằng Hom�(�/�, �� ) = (0)  nên theo 1.1.31, � ⊂ � �� . 

Định lý 2.3.8.  Cho �,�′ là các  �-môđun con của ��  sao cho � ⊂ � �� . Khi đó Hom�(�, �
′) 

đắng cấu (vai trò một nhóm) với 

� = ��.�′ = {� ∈ �� | �� ⊂ �′} 

Trường hợp đặc biệt, ���(��) đẳng cấu với vành con ��.�⊂ � �  và mỗi �-đồng cấu từ  � vào 

�� được xác định bởi phép nhân trái với một phần tử � ∈ ��  thích hợp. 

Chứng minh.  Ta định nghĩa �:� ⟶ Hom �(�, �
′) bởi �(�)(�) = �� với � ∈ �  và � ∈ � . Ta thấy 

�(�) là một �-đồng cấu. Nếu �(�) = 0  thì �� = 0 . Ta viết � = ℎ.1 với ℎ ∈ �. Khi đó 

ℎ(�) = ℎ (1.�) = ℎ (1)� = �� = 0  

Vì � ⊂ � ��  nên theo mệnh đề 2.3.7, � = ℎ.1 = 0. Để chỉ ra �  là toàn cấu ta xét bất kỳ � ∈

Hom�(�, �
′). Ta có thể xem � là một thu hẹp của một ℎ ∈ � nào đó. Ta đặt � = ℎ.1, ta sẽ chứng 

minh � ∈ � . Thật vậy, với mọi ℎ′ ∈ �  sao cho ℎ′(�) = 0 , ta có (ℎ′ℎ)(�) = ℎ ′�ℎ(�)� =

ℎ′��(�)� ⊂ ℎ ′(�′) ∈ ℎ(� ) = 0 . Như chứng minh trên 0 = (ℎ′ℎ). 1 = ℎ′(�). Do đó theo định nghĩa 

�� = ��(�), ta có � ∈ �� . Ta thấy 

�(�) = ℎ (�) = (ℎ. 1)� = �� = � (�)(�) 

với mọi � ∈ � , nên � = �(�) . Trong trường hợp � = � ′, ánh xạ � là một đồng cấu vành, do đó ta 

có được phần sau của mệnh đề. 

2.4. Vành các thương Martindale. 

Loại vành các thương này được đưa ra bởi W. S. Martindale cho vành nguyên tố  năm 1969, và 

S. A. Amitsur cho vành nguyên thủy năm 1972. Do các định lý về vành các thương Martindale chỉ 

xét trên vành nửa nguyên tố nên trước tiên ta xem lại một vài tính chất của vành nửa nguyên tố liên 

quan đến việc xây dựng các định lý này. 

Ta nhắc lại linh hoá tử phải của một iđêan phải trong một vành là một iđêan của vành đó. Tương 

tự, linh hoá tử trái của một iđêan trái cũng là một iđêan. Ta xét tính chất của iđêan linh hóa tử trong 

vành nửa nguyên tố. Cho � là vành nửa nguyên tố và � là iđêan bất kì của �. Ta có �� ∩ �(�)�
�
=



(0)  và �� ∩ �(�)�
�
= (0)  trong vành nửa nguyên tố nên � ∩ �(�) = � ∩ �(�) = (0) . Với � ∈

�(�) , �� ∈ � ∩ �(�) ⇒ �� = (0) ⇒ � ∈ �(�). Tương tự với � ∈ �(�), �� ∈ � ∩ �(�) = (0) ⇒

� ∈ �(�).  Do đó �(�) = � (�) = ���(�) , gọi là iđêan linh hoá tử của �. 

Bổ đề 2.4.1.  Cho � là một iđêan của vành nửa nguyên tố  �. Khi đó � có duy nhất một phần bù là  

���(�) và ta có  �⨁���(�) ⊂ � ��� . 

Chứng minh. Gọi � là một phần bù bất kỳ của �, do đó � là phần tử tối đại trong các môđun con có 

giao bằng 0 với � . Mà �� ⊂ � ∩ � = 0  nên � ⊂ ���(�) . Vì �  là nửa nguyên tố nên � ∩

���(�) = 0 , do đó � = ���(�) . Điều này cho ta ���(�) là phần bù duy nhất của � trong �. Nên 

theo nhận xét ở phần 1.1.35, �⨁���(�) ⊂ � ��� . 

Mệnh đề 2.4.2. Với � là một iđêan của vành nửa nguyên tố � thì ta có các điều kiện tương đương 

sau 

(1) ���(�)=(0). 

(2) � ⊂ � ���   (� là iđêan cốt yếu trong �). 

(3) � ⊂ � ��  (� là iđêan cốt yếu phải trong �). 

(4) � ⊂ � �� (A là trù mật phải trong �) 

Chứng minh. 

(4)⟹(3).  Nhận xét ở phần định nghĩa 1.1.28 

(3)⟹(2).  � là cốt yếu phải hiển nhiên � là cốt yếu của �. 

(2)⟹(1).  Ta có ���(�)  là một iđêan của �  mà �  là cốt yếu nên nếu ���(�) ≠ (0)  thì � ∩

���(�) ≠ (0) , trái với giả thiết nên ���(�) = (0) . 

(1)⟹(4).  Nhận xét ở phần định nghĩa 1.1.28. 

Định nghĩa 2.4.3. Với � là một vành nửa nguyên tố, ta đặt ℱ = ℱ(�)  là tập tất cả các iđêan � của 

� thỏa điều kiện tương đương ở mệnh đề trên. 

Mệnh đề 2.4.4. Nếu �, � ∈ ℱ  thì ��, � ∩ � và �� (� ≥ 0) đều thuộc ℱ. 

Chứng minh.  Vớ� � ∈ �  thì ��� ≠ (0) , suy ra ���(��) = (0) . 

Lại có �� ⊂ (� ∩ �) ⇒ ���(� ∩ �) = (0). 



Do �� ∈ ℱ nên rõ ràng �� ∈ ℱ . 

Nếu � là nguyên tố thì mọi iđêan � ≠ (0)  của � có ���(�) = (0) . Do vậy khi đó ℱ = ℱ(�)  

đơn giản chỉ là tập các iđêan khác (0) của �. 

Mệnh đề 2.4.5.  Cho � ∈ ℱ  trong vành nửa nguyên tố � và � ⊂ �  là một iđêan phải chứa �. Với 

�, � ∈ ��� �(�, ��), nếu ��|� = � �|� thì � = �. 

Chứng minh.  Ta có thể giả sử � ≡ 0 , và có ��|� = 0 . Xét bất kỳ phần tử � ∈ � . Do �� ⊂ �  ta có 

0 = � (��) = � (�)� nên �(�) = 0  (vì ���(�) = 0) . Điều này chỉ ra rằng � ≡ 0  trên �. 

Định nghĩa 2.4.6. Cho � là vành nửa nguyên tố và ℱ = ℱ(�)  đơn giản là tập các iđêan � của � 

mà nó là cốt yếu phải (hay hai phía) trong �. Khi đó, ta định nghĩa các tập sau: 

� �(�) = {� ∈ ���� (�) ∶ �� ⊂ � với � ∈ ℱ nào đó}. 

� �(�) = {� ∈ ���� (�): ��, �� ⊂ � với �, � ∈ ℱ nào đó }. 

Nhận xét. 

 � �(�) và � �(�) là những vành con của ���� (�) và � ⊂ � �(�) ⊂ � �(�). Thật vậy, với 

��, �� ∈ �
�(�) thì tồn tại ��, �� ∈ ℱ  sao cho ����, ���� ⊂ � . Do ℱ kín với phép giao (hữu 

hạn) nên �� ∩ �� ∈ ℱ  và ��(�� ∩ ��), ��(�� ∩ ��) ⊂ � . Suy ra (�� + � �)(�� ∩ ��) ⊂ �  

hay �� + � � ∈ �
�(�) . Ta lại có �������� ⊂ ����� ⊂ ���� ⊂ � , suy ra ���� ∈ �

�(�) . 

Hoàn toàn tương tự cho � �(�). Dựa vào định nghĩa thì rõ ràng � ⊂ � �(�) ⊂ � �(�). Khi đó, 

vành � �(�) được gọi là vành các thương Martindale phải còn vành � �(�) được gọi là vành 

các thương Martindale đối xứng. 

 Trong định nghĩa � �(�) ta có thể chọn �, � là 2 iđêan trùng nhau trong ℱ do ℱ đóng kín với 

phép giao hữu hạn. 

Nhắc lại, theo bổ đề 1.1.29, với � là một vành bất kỳ ta luôn có 

���� = {� ∈ � | �� ∈ �} ⊂� �� và �(����) ⊂ � . 

Tuy nhiên ���� nói chung chỉ là một iđêan phải của �, còn định nghĩa 2.4.5 đòi hỏi � phải là một 

iđêan (cốt yếu) trong �. 

Mệnh đề 2.4.7.  � �(�)gồm các lớp tương đương [�, �] với � ∈ ℱ(�) và � ∈ ��� �(��, ��). Hai 

cặp (�, �) và (��, ��) được gọi là tương đương nếu � = �′  trên � ∩ �′. Nếu ta xem các phần tử của 

� �(�) là các lớp tương đương có dạng [�, �] thì phép cộng và nhân trong � �(�) được mô tả như 

sau 



[�, �] + [�, �] = [� ∩ �, � + � ] 

[�, �].[�, �] = [��, ��] 

Chứng minh.  Ta thấy quan hệ trên các cặp (�, �) có tính chất phản xạ và đối xứng. Ta sẽ chỉ ra nó 

cũng có tính chất bắc cầu. Giả sử rằng (�, �) ∼ (��, ��) và (��, �) ∼ (�", �") với �, ��, �" ∈ ℱ  và 

�, ��, �" là các hàm tương ứng. Rõ ràng �, �� và �" bằng nhau trên � ∩ �� ∩ �". Vì � ∩ �� ∩ �" ∈ ℱ  

và theo mệnh đề 2.4.4 � và �" bằng nhau trên � ∩ �". Do đó (�, �) ∼ (�, f). 

Với mỗi � ∈ � �(�) ta có �� ⊂ �  với � ∈ ℱ  nào đó. Với mỗi � như vậy ta có một lớp [�, �] với 

�: � ⟶ �  được cho bởi phép nhân trái với �. Ngược lại, cho trước  � ∈ Hom�(��, ��) với � ∈ ℱ , 

thì theo định lý 2.3.8, � được xác định bởi phép nhân trái với duy nhất � ∈ ���� (�). Vì �� ⊂ �  

nên theo định nghĩa � ∈ � �(�). Như vậy ta đã thiết lập được tương ứng một – một giữa � �(�) và 

tập các lớp tương đương dạng [�, �]. 

Biểu diễn của phép cộng trên các lớp tương đương là hợp lý do � ∩ � ∈ ℱ . Ta xét phép nhân, ta 

có �� ∈ ℱ. Vì �(��) ⊂ � (�)� ⊂ �  nên �� xác định trên ��. Nếu [�, �] và [�, �] lần lượt tương 

ứng với �, �� ∈ � �(�) thì lớp [��, ��]tương ứng với ���. 

Nhận xét.   [�, �] ⟼  � ∈ ���� (�) tương ứng với điều kiện nếu �� = 0  với � ∈ ℱ  thì � = 0 . Điều 

này có được là do � ⊂ � �� và liên quan đến mệnh đề 2.3.8. Ta sẽ sử dụng kết quả này nhiều lần 

dưới đây. 

Mệnh đề 2.4.8. Cho  � ∈ � �(�) với  � là vành nửa nguyên tố và � ∈ ℱ(�) . Nếu �� = 0  hoặc 

�� = 0  thì � = 0 . 

Chứng minh. Nếu �� = 0  thì � = 0  do � ∈ ���� (�) . Nếu �� = 0 , vì � ∈ � �(�)  nên tồn tại 

� ∈ ℱ  sao cho �� ⊂ � . Từ �� = 0  ta được �(��) = 0  và suy ra �� = 0  vì ���(�) = 0  trong �. 

Do đó theo trường hợp đầu tiên ta được � = 0 . 

Mệnh đề 2.4.9.  Nếu � là một miền nguyên (tương ứng vành nguyên tố, nửa nguyên tố ) thì � �(�) 

cũng vậy. 

Chứng minh.  Trước tiên, giả sử � là miền nguyên. Lấy �, �� ∈ � �(�) sao cho ��� = 0 . Ta có 

�, �� ∈ ℱ  sao cho �� ⊂  và ���� ⊂ � . Khi đó 

0 = � (���)�� = (��)(����) 

điều này dẫn đến �� = 0  hoặc ���� = 0 . Theo mệnh đề 2.4.8, nó cho ta � = 0  hay �� = 0 . Do đó, 

� �(�) cũng là miền nguyên. 



Tiếp theo ta giả sử � là nguyên tố. Với �, �� ∈ � �(�) sao cho �� �(�)�� = 0 . Chọn �, �� ∈ ℱ  

giống như trên và ta có nhận xét 

�� �(�)�� = 0 ⟹ ��� � = 0 ⟹ (��)�(���′) = 0  

Vì ��, ���� ⊂ �  và � là nguyên tố nên �� = 0  hay ���� = 0  và do đó � = 0  hay �� = 0  như trên. 

Trường hợp cuối cùng � �(�) là nửa nguyên tố tương tự bởi vì 

�� �(�)� = 0 ⟹ (��)�(��) ⊂ � (���) = 0 ⟹ �� = 0  

và do đó ta lại được � = 0. 

Với trường hợp nguyên tố và nửa nguyên tố trong mệnh đề trên cũng đúng nếu ta thay � �(�) 

bằng � �(�). Phần chứng minh ta có thể thực hiện tương tự như trên. Tuy nhiên trong trường hợp 

miền nguyên thì nói chung là không thể thay � �(�) bằng � �(�) được. Ta có ví dụ sau đây: 

Cho �  là đại số tự do �{��, ��, … , � �} trên trường �  với � ≥ 2. Khi đó theo mệnh đề 2.4.8 

� �(�) là miền nguyên trong khi đó có một �� là ước của 0 trong � �(�), nghĩa là � �(�) không là 

miền nguyên. (Example 14.13 tài liệu [4]) 

Định lý 2.4.10.  Cho � là một vành và  � ⊂ � là một iđêan sao cho �(�) = �(�) = (0) . Gọi  � là 

một vành con bất kỳ của � chứa �. Khi đó 

(1) � là nguyên tố (tương ứng nửa nguyên tố ) khi và chỉ khi  � cũng vậy. 

(2) Nếu � là nửa nguyên tố thì � �(�) = � �(�) và � �(�) = � �(�). 

Chứng minh. 

(1) Ta chỉ chứng minh cho trường hợp nguyên tố còn trường hợp nửa nguyên tố thì tương tự. 

Giả sử � là nguyên tố, ta xét iđêan � khác không bất kỳ của �. Khi đó ��� là iđêan của � nằm trong 

� và ��� ≠ (0) theo giả thiết. Do đó nếu �′ là một iđêan khác không của � thì  

��� ⊃ (���)(����) ≠ (0), 

vậy nên � là nguyên tố. Ngược lại, nếu � là nguyên tố. Khi đó với các iđêan khác không �, �′ của � 

thì ���, ��′� là các iđêan khác không của � (cũng của �), và do đó ��� ⊃ (���)(����) ≠ (0) . Điều 

này cho ta � là nguyên tố. 

(2) Vì � là nửa nguyên thủy và � cũng vậy nên ta có các tập ℱ(�) và ℱ(�). Ta xây dựng các 

đồng cấu sau 

�:��(�) ⟶ � �(�),          �:��(�) ⟶ � �(�) 



Để định nghĩa � ta lấy �:�� ⟶ � � với � ∈ ℱ(�). Mà theo giả thiết � ∈ ℱ(�) nên ��� ∈ ℱ(�). Vì 

��� ⊂ �, ta có ��� ∈ ℱ(�). Khi đó ta định nghĩa 

�[�, �] = [���, �′] ∈ � �(�), 

Với �′ là thu hẹp của � đến ���. Tương tự, nếu �:�� ⟶ � � với � ∈ ℱ(�), khi đó ��� ∈ ℱ(�). Hơn 

nữa với � ∈ � 

�(���) = 0 ⇒ (��)� = 0 ⇒ �� = 0 ⇒ � = 0  

Vì ��� ⊂ � nên ta có thể định nghĩa 

�[�, �] = [���, �′] ∈ � �(�) 

Với �′ là thu hẹp của � đến ���. Ta cần chỉ ra rằng �′ là một �-đồng cấu phải. Lấy �, �� ∈ �, � ∈

� và � ∈ �, ta có 

��(���. �) = ����.(���)� = � (��)(���) = � �(���)� 

Ta có thể kiểm tra được �,� được định nghĩa tốt và là nghịch đảo của nhau. Do đó ta có thể sử 

dụng chúng để đồng nhất � �(�) và � �(�). 

Nếu � ∈ � �(�) ⊂ � �(�) thì �� ⊂ �  với � ∈ ℱ(�). Nhưng vì (���)� ⊂ ��� ⊂ � , điều này chỉ 

ra rằng � ∈ � �(�). Tương tự ta có thể chỉ ra rằng � �(�) ⊂ � �(�). Do đó � �(�) = � �(�). 

2.5. Mở rộng centroid của một vành. 

Đặt �� = � ��� (�) là vành các thương phải tối đại của vành � , �(�� )  là tâm của nó và 

� = �(��) bao nội xạ của môđun ��. 

Bổ đề 2.5.1. Cho �� ∈ ��  với � là vành bất kì. Khi đó, �� ∈ �(�� ) nếu và chỉ nếu �� giao hoán 

với tất cả các phần tử của �. 

Chứng minh. Ta chứng minh chiều nếu, chiều kia là hiển nhiên. 

Giả sử �� giao hoán với mọi phần tử của � nhưng ��� ≠ �� � với � là phần tử nào đó của �� . 

Khi đó tồn tại � ∈ �  sao cho (��� − �� �)� ≠ 0  và �� ∈ � . Theo giả thiết ta có 

��(��) = (��)�� = � (���) = �� �� 

Điều này dẫn đến mâu thuẫn. 

Mệnh đề 2.5.2. Cho � là vành nửa nguyên tố. Nếu �� ∈ �(�� ) thì �� ∈ �
�(�). 



Chứng minh.  Ta có � = � �
��� = {� ∈ � ∶ ��� ∈ � } là iđêan phải trù mật trong � . Do �� ∈

�(�� ) nên � còn là một iđêan trái. Thật vậy, với � ∈ �  và � ∈ � , ta có 

��(��) = (���)� = (���)� = � (���) ∈ �� ⊂ �  

Do đó �� ∈ �  nên � ∈ ℱ . Hơn nữa, �� ∈ �(�� ) nên 

��� = � �� = � �(��
���) ⊂ �  

Suy ra �� ∈ �
�(�). 

Định lý 2.5.3. Với � là một vành nửa nguyên tố ta có: 

��� �(�)� = � (� �(�)) = �(� � ) và �(�� ) ∩ � = �(�) . 

Chứng minh. Với �� ∈ �(�� ) thì theo mệnh đề trên �� ∈ �
�(�) ⊂ � �(�) nên do đó �� là phần tử 

trong tâm của � �(�) cũng như � �(�). Ngược lại, mọi phần tử trong tâm của � �(�) hay � �(�) đều 

giao hoán với mọi phần tử của � nên nó cũng là phần tử tâm của �� , do kết quả của bổ đề 2.5.1. 

Vậy ta được các đẳng thức đầu tiên. Còn đẳng thức cuối thì tương tự, phần tử trong tâm của � giao 

hoán với mọi phần tử của � nên nó cũng là phần tử tâm của �� . Do đó �(�� ) ∩ � = �(�) . 

Định nghĩa 2.5.4. Vành (giao hoán) ��� �(�)� = � (� �(�)) = �(� � )  được gọi là mở rộng 

centroid của � và thường được kí hiệu là �. 

Nhắc lại, ta xem các phần tử của � �(�)  như là các lớp tương đương [�, �]  với � ∈ ℱ  và 

� ∈ Hom�(��, ��) được mô tả trong mệnh đề 2.4.6. Do đó các phần tử của mở rộng centroid 

� = ��� �(�)� cũng có dạng các lớp tương đương [�, �] như trên, tuy nhiên nó sẽ có tính chất đặc 

biệt hơn, đó là: 

Mệnh đề 2.5.5.  Các phần tử của mở rộng centroid � có dạng [�, �] với � ∈ ℱ  và �:� ⟶ �  là một 

(�, �)-đồng cấu song môđun. 

Chứng minh.  Lấy một lớp [�, �] thỏa tính chất như trên. Khi đó, lớp này sẽ tương ứng với một 

phần tử �� nào đó trong � �(�), do vậy � là một phép nhân trái bởi ��. Vì � là một �-đồng cấu 

môđun trái nên (��� − �� �)� = 0  với bất kỳ � ∈ � . Điều này chỉ ra rằng �� giao hoán với tất cả các 

phần tử của � nên theo bổ đề 2.5.1, �� ∈ �(�� ) hay �� ∈ � . Ngược lại, giả sử lớp [�, �] với � ∈ ℱ  

và � ∈ Hom�(��, ��) tương ứng với một phần tử �� ∈ ���
�(�)� = �(� � ). Khi đó với � ∈ � và 

� ∈ � , ta có �(��) = � ��� = �� �� = �(��) . Do đó � là một �-đồng cấu môđun trái, mà đồng thời 

nó cũng là �-đồng cấu môđun phải nên � là một (�, �)-đồng cấu song môđun. 



Định nghĩa 2.5.6.  Vành � được gọi là vành chính qui von Neumann nếu mọi phần tử � ∈ �  đều có 

thể viết được dưới dạng ��� với � ∈ �  nào đó phụ thuộc vào �. 

Khi đó, � = �� ∈ ��  là phần tử lũy đẳng trong � và � = �� ∈ ��  dẫn đến �� = �� . Tổng quát 

hơn, bất kỳ iđêan phải � nào của � đều biểu diễn được dưới dạng �� với � là phần tử lũy đẳng thích 

hợp. 

Mệnh đề 2.5.7. Với � là vành nửa nguyên tố thì mở rộng centroid � = �(� � ) là vành chính qui 

von Neumann. 

Chứng minh.  Lấy [�, �] ∈ � , ta có � ∈ ℱ  và �:� ⟶ �  là (�, �)-đồng cấu song môđun. Khi đó 

� = ker (�) ⊂ �  là một iđêan của �. Gọi � là một phần bù của � trong � thì �⨁� ⊂ � �� �, nên 

thay thế � bởi �⨁�, cũng thuộc ℱ, ta có thể giả sử � = �⨁�. Xét iđêan �� = � (�) = � (�) ⊂ � , 

đẳng cấu với �  bởi một song môđun (�, �) . Đặt �� = ���(� �) , theo bổ đề 2.4.1 ta có 

��⨁�� ⊂ � �� �. Do đó �� = � � ⨁�′ ∈ ℱ . Giờ ta định nghĩa �:� ⟶ � ⊂ �  như sau 

���� + � (�)� = �  với �� ∈ �′ và � ∈ � 

Ta kiểm tra được � là một (�, �)-đồng cấu song môđun, với � được xác định trên im(�) còn � 

được xác đinh trên im(�). Lấy � + � ∈ � , với � ∈ �, � ∈ � , ta có 

���(� + � ) = ���� (�)� = � ���� (�)�� = � (�) = �(� + �)  

Do vậy, ��� = �  như là một đồng cấu song môđun từ � vào �. Mà �� ∈ ℱ  và � là một đồng cấu 

song môđun nên [��, �] ∈ � . Vậy � là vành chính qui von Neumann. 

Hệ quả 2.5.8. Nếu � là vành nguyên tố thì mở rộng centroid � của nó là một trường. 

Chứng minh. Theo mệnh đề 2.4.9 , � là vành nguyên tố thì � �(�) cũng là vành nguyên tố. Mặt 

khác, tâm của một vành nguyên tố là một miền nguyên. Do đó � = �(� �(�) là miền nguyên. Theo 

mệnh đề 2.5.7, � là vành chính qui von Neumann. Ta cần chứng minh mọi phần tử khác không của 

� đều khả nghịch. Lấy 0 ≠ � ∈ � . Theo mệnh đề 2.5.5 ta có thể xem � là lớp của một (�, �)-đồng 

cấu song môđun �:� ⟶ �  được cho bởi phép nhân bên trái bởi � và với � ∈ ℱ . Ta thấy � là đơn 

ánh do nếu 0 = � (�) = ��  thì 

�(���) = ���� = 0 ⟹ ��� = 0 ⟹ � = 0  

Nếu �: �� ⟶ � ∈ �  là nghịch đảo của �:� ⟶ ��  thì khi đó [��, �] là nghịch đảo của [�, �] = �  

trong �. 



Định nghĩa 2.5.9.  Cho vành  �, là đại số trên trường �. Ta gọi � là một PI-vành hay vành thỏa 

mãn một đồng nhất thức đa thức nếu có một đa thức khác không  �(��, ��, … , � �) = ∑�(�)���� … � � 

với hữu hạn các biến không giao hoán ��  nào đó và các hệ số ��  lấy trên �  sao cho  

�(��, ��, … , ��) = 0  với mọi lựa chọn  ��, … , �� trong �. 

Ta có thể mở rộng khái niệm trên một cách tổng quát hơn. 

Định nghĩa 2.5.10. Vành � được gọi là một GPI-vành hay vành thỏa mãn một đồng nhất thức đa 

thức dạng tổng quát hóa nếu có một đa thức 

�(��, ��, … , � �) =�� ����������� … � ����� ����� 

trong đó ��  là các đơn thức đối với các biến ��  và các phần tử �� ∈ �  có vai trò như là các hệ số và 

nằm chen giữa các đơn thức  ��, sao cho �(��, ��, … , ��) = 0 . 

Trong phần sau ta sẽ sử dụng định nghĩa này cho một trường hợp rất đặc biệt đó là các đơn thức 

��  đều lấy là � ∈ � . Tiếp theo ta sẽ phát biểu một định lý của Martindale liên quan mở rộng centroid 

của một vành nguyên tố thỏa mãn đồng nhất thức đa thức dạng tổng quát hóa (không tầm thường), 

còn phần chứng minh của định lý này xin được phép không nêu ra mà chúng tôi chỉ trích dẫn nguồn 

tài liệu tham khảo. 

Định lý 2.5.11. (Định lý Martindale). Nếu � là một vành nguyên tố thỏa mãn đồng nhất thức đa 

thức dạng tổng quát hóa không tầm thường thì vành  � = ��  với  � là mở rộng centroid của � là 

vành nguyên thủy có chứa iđêan phải tối tiểu eS với � là phần tử lũy đẳng sao cho ��� là một thể 

đại số hữu hạn chiều trên �. 

Với � là vành nửa nguyên tố thì vành con � = ��  của �� (�) được gọi là bao đóng tâm của �. 

Và � được gọi là  đóng tâm nếu � trùng với  bao đóng tâm của nó. 

Trong phần chứng minh của định lý trên, ��� = ��  với � là một thể và là đại số hữu hạn chiều 

trên �, đồng thời � cũng là tâm của � và �. 

Chi tiết cụ thể của chứng minh định lý trên xin tham khảo ở tài liệu [5].  



Chương 3. Một số vấn đề về vành nguyên tố. 

Như đã giới thiệu ở phần mở đầu, giờ đây chúng ta tóm lược lại những gì mà Posner và 

Schneider đã làm như sau: 

(1) Bằng việc tuyến tính hóa trên � và một vài bước sơ cấp trên các phần tử, họ chỉ ra rằng nếu 

����� = 0, ∀� ∈ �  trong vành nguyên tố � thì một trong ba phần tử phải bằng 0. 

(2) Với các vành nguyên tố tổng quát ta có thể đi xa hơn ba phần tử. Tuy nhiên, họ đã chỉ ra 

rằng nếu � là vành nguyên tố có Iđêan phải tối đại (và cũng đúng cho vành nguyên thủy có 

Iđêan phải tối đại) và nếu � là �- modun trung thành bất khả qui, và � = Hom�(�,�) thì 

(i) Nếu � là vô hạn và ������ …������� = 0, ∀� ∈ �  thì có một �� nào đó phải bằng 0 

(ii) Ngược lại nếu � hữu hạn có � phần tử thì ta có thể tìm được � + 2  phần tử khác không 

trong � sao cho ������ … ��������� = 0, ∀� ∈ �  và không thể có � + 1  phần tử khác 

không ��, ��, … , � ��� sao cho ������ … ������� = 0, ∀� ∈ �  

Trong chương này chúng ta sẽ đưa ra một số kết quả mạnh hơn. Trước tiên ta nhắc lại một số qui 

ước, ta gọi vành Goldie thay cho vành Goldie phải, vành các thương thay cho vành các thương phải, 

thứ tự thay cho thứ tự phải. Bây giờ ta bắt đầu với các bổ đề. 

3.1. Các bổ đề. 

Bổ đề 3.1.1. Cho vành � là vành Goldie nguyên tố và � là một vành con sinh bởi tất cả các phần tử 

chính qui của �. Khi đó nếu � là vành các thương của � thì ta có 

(1) � là vành Goldie nguyên tố. 

(2) Nếu �, � ∈ � sao cho ��� = 0 thì � = 0 hay � = 0 . 

Chứng minh. Theo định lý Goldie, � = ��, vành tất cả các ma trận vuông cấp � × �  lấy hệ số trên 

một thể �. Do đó mỗi phần tử của � là tổng của các phần tử khả nghịch nên cho � ∈ � thì  � = �� +

�� + ⋯+ � �  với �� ∈ �  là khả nghịch. Khi đó tồn tại � ∈ �  là chính qui sao cho  �� = � ��
�� với 

�� ∈ � . Vì mỗi �� là khả nghịch trong � nên ta có mỗi �� chính qui trong �. Ta có 

� = �� + � � + ⋯+ � � = (�� + � � + ⋯+ � �)�
�� 

Do �� ∈ � nên ta có thể thấy � là một thứ tự trong  �. Theo định lý Goldie thì � là một vành 

Goldie nguyên tố. 



Giả sử rằng �, � ∈ � sao cho ��� = 0 . Ta viết � = ����, � = �� ��  với �, �, �, � ∈ �  và �, � 

chính qui trong � . Với � ∈ �  thì �� ∈ � , do đó 0 = ���� = �� �������� , điều này dẫn đến 

��� = 0 . Do �,� ∈ �  và � là vành nguyên tố nên ta được � = 0  hoặc � = 0 , tương ứng với 

� = 0 hoặc � = 0 . 

Nhận xét. Do tích của hai phần tử chính qui trong � là chính qui nên � thật sự là nhóm  cộng được 

sinh bởi tất cả các phần tử chính qui của �. 

Bổ đề 3.1.2. Cho � là vành Goldie nguyên tố và � = �� là vành các thương của �. Giả sử � ≥ 2. 

Đặt  

��� = �
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

� ∈ �  

Khi đó, ta có thể tìm được �, � ∈ �  với � chính qui trong � sao cho ��� = �� �� và ��� ≠ 0  là 

một miền nguyên. 

Chứng minh. Giả sử kết quả trên sai, có nghĩa là bất kể khi ��� = �� �� thì ��� không là miền 

nguyên. 

Ta có ������� = ���� là một thể và cho � ∈ �  thì ���� = ����. Hơn nữa ��� = ��������� ∈

�������� = �����  không là miền nguyên. Do đó ta có thể tìm được ��, �� ∈ �:������ ≠ 0,

������ ≠ 0  và (������)(������) = 0 . Vì �� khả nghịch và � chính qui nên ta được ��������� = 0  

và do ����� = �����  suy ra ��������� = 0 ⇒ ������� = 0 . Do � = ���� ⇒ ���� = 0 . Như vậy 

���� = 0  khi ��� = ��
�� . Nếu � ∈ �  là chính qui thì ��� = ���

����� = �� (��)�� ⇒ ����� = 0 . 

Điều này chỉ ra rằng ����� = 0  với � là một vành con của � được sinh bởi tất cả các phần tử chính 

qui. Vì � ≠ 0  và ��� ≠ 0  trong � nên theo phần (2) của bổ đề 3.1.1 ta thấy vô lý! 

3.2. Một số kết quả về vành nguyên tố. 

Định lý 3.2.1. Cho � là vành Goldie nguyên tố vô hạn và giả sử rằng ��, ��, … , � � là � phần tử của 

� sao cho ������ … ������� = 0, ∀� ∈ � . Khi đó sẽ có một �� nào đó bằng 0. 

Chứng minh.  � là một thứ tự trong �� với � là một thể. 

Nếu � = 1  thì � là thứ tự trong một thể � nên mọi phần tử của � đều chính qui, do đó kết quả 

hiển nhiên đúng. 

Nếu � ≥ 2 và giả sử mọi �� đều khác 0. 



Vì � là vô hạn nên � phải vô hạn. 

Đặt � = �� ⊂ � � , �  là một không gian vectơ phải trên �. 

Theo bổ đề 3.1.2 ta có thể viết ��� = ��
�� với �, � ∈ � , � chính qui và ��� là miền nguyên. Chúng 

ta cần có � ∈ �: ���� ≠ 0  với � = 1, � . 

Để được điều này ta đặt �� = {� ∈ � ∣ ���� = 0}, ta cần chứng minh �� là một không gian véctơ 

con trên � của � . 

Vì ���� = ���� với � ∈ � , ta có  ����� = ��� �� suy ra �� = �� ����. 

Nếu � ∈ �� thì ���� = 0 , do đó �����
���� = 0  hay ����� = 0 . Suy ra �� ∈ �� 

Vậy �� là không gian véctơ phải trên �. 

Hơn nữa �� ≠ �  (do ���� = 0  với �� ≠ 0, � ≠ 0  không thể xảy ra trong vành nguyên tố) nên �� 

là không gian con thực sự của �  và do � là vô hạn nên �  không thể là hợp của các ��, ��, … , ��. Do 

đó sẽ có � ∈ � , � ∉ �� , � = 1, 2, … , �. 

Khi đó ���� ≠ 0, � = 1, 2, … , � . Vì � = � ��� + � ��� + ⋯+ � � ��  , �� ∈ �, �� ∈ � . Ta thấy ����� ≠

0 với ��  nào đó. Đặt � = ��  thì ���� ≠ 0  với � = 1, 2, … , �  và � ∈ � . 

Đặt �� = � ��� , �� = �
���� , �� là một thể trong ��. Đặt � = ��� ,� là không gian véctơ trái 

trên ��. �� = {� ∈ �|���� = 0 �}. Theo chứng minh trên  thì �� là không gian véctơ con trái trên 

�� của �. Ta có � ≠ ⋃ ��
�
��� , vì �� là không gian con thực sự của �. Theo trên ta có � ∈ �  sao 

cho ���� ≠ 0 ∀� = 1, 2, … , � . Ta được ������ ≠ 0 , � = 1, 2, … , �  và �, � ∈ � . Vì 

������ … � ������ = 0 , ∀� ∈ �  nên ta thế � = �����  vào ta được: 

�� ������������ … � ���������� = 0  

⇒ (������)�(������)� … (��������)�(������) = 0  

Vì (������) ≠ 0  trong ��� là miền nguyên và hơn nữa � ≠ 0  ta gặp mâu thuẫn! 

Hệ quả 3.2.2.  � là vành Noether nguyên tố vô hạn (cũng đúng cho vành Noether đơn) thì nếu 

��, ��, … , � � ∈ �  sao cho ������ …� ������ = 0, ∀� ∈ �  thì có một �� = 0  nào đó. 

Hệ quả 3.2.3.  � là vành ����� nguyên tố vô hạn (cũng đúng cho vành Artin đơn vô  hạn) và có đơn 

vị thì nếu ��, ��, … , � � ∈ �  sao cho ������ … � ������ = 0, ∀� ∈ �  thì có một �� = 0  nào đó. 

Ta thấy hệ quả 3.2.3 là trường hợp đặc biệt của kết quả của Posner và Schneider. Chúng ta có 

thể mở rộng trường hợp vành Artin đơn trong hệ quả 3.2.2 cho các vành đơn tổng quát, nhưng tuy 

nhiên phải có điều kiện ràng buộc là vành phải có đơn vị, tức là: 



Định lý 3.2.4. Cho �  là một vành đơn vô hạn có đơn vị và giả sử ��, … , � � ∈ �  sao cho  

������ … � ������ = 0, ∀� ∈ � . Khi đó �� = 0  

Chứng minh. Giả sử không có �� = 0 . Khi đó � thỏa mãn đồng nhất thức đa thức dạng tổng quát 

hóa không tầm thường nên theo định lý 2.5.11, �� là nguyên thủy có iđêan phải tối thiểu. Với � là 

mở rộng centroid của �. 

Tuy nhiên, vì � là vành đơn có đơn vị, � là tâm của � và �� chính là �. Vì thế � là vành đơn có 

iđêan phải tối thiểu và có đơn vị. Nhưng khi đó � là Artin nên theo hệ quả 3.2.3 sẽ có một �� = 0  

mâu thuẫn với �� = 0 ∀�.  

Định lý 3.2.5. Cho  � là một vành nguyên tố sao cho mở rộng tâm � của nó là vô hạn. Ta có nếu 

��, … , � � ∈ � ∶ ������ … � ������ = 0, ∀� ∈ �  thì tồn tại một �� = 0 . 

Chứng minh. Giả sử rằng ∀�� ≠ 0 . Khi đó � thỏa mãn đồng nhất thức đa thức dạng tổng quát hóa 

không tầm thường. Do đó nếu � là mở rộng centroid của � thì � = ��  là vành nguyên thủy có iđêan 

phải tối tiểu ��, �� = �  trong đó ��� = ��  với � là thể (theo kết quả của 2.3.11) 

Hơn nữa, � là tâm của � và � là bậc hữu hạn trên �. Theo cách xây dựng �, tồn tại một iđêan � 

khác 0 của � sao cho 0 ≠ �� ⊂ � . Vì �� là iđêan phải của � và không thể lũy linh, ��� ≠ 0 . Do 

đó có � ∈ �  sao cho �� = ��� ≠ 0  với � ∈ � . Hơn nữa, vì 0 ≠ �� ∈ �  và �  là nguyên tố nên 

��� ≠ 0 . Vì ��� là iđêan phải khác 0 nên nó cũng không thể là lũy linh. Do đó ���� ≠ 0 , nên có 

một � ∈ � sao cho ���� = �� ≠ 0 với � ∈ � . 

Thực hiện tương tự như ở định lý 1, ta đặt �� = {� ∈ � ∣ ���� = 0}. Vì � là tâm của � nên �� là 

không gian véctơ trên �. Theo tính chất nguyên tố của �, �� ≠ �  với mỗi �, và do � là trường vô hạn 

nên � ≠ ⋃��. Điều này cho ta một phần tử của �, từ đó có một phần tử của � sao cho �� = � ��� ≠

0 với mọi � = 1, 2, … , �  và � ∈ �. Đặt �� = {� ∈ � ∣ ����� = 0}, �� là không gian con của � trên �, 

nên ta có một phần tử � ∈ �  sao cho ����� ≠ 0  với � = 1, 2, … , � . Do đó nếu �� = ���� ���  thì 

�� ≠ 0  với  � = 1, 2, … , � . Và vì �� ∈ ��� là thể và 0 ≠ ��� = ��  nên ta được ����� = � ��� ≠ 0  khi 

��� ≠ 0 . Hơn nữa vì ��, �, �, �� đều thuộc � nên �� = ���� ���� ∈ � . Trong biểu thức 

������ … � ������ = 0  

ta thay �  bởi �������, ta nhận được ������ …� ������ = 0  với mọi � ∈ � . Đặt � = �  với �  là 

phần tử cho trước trong � sao cho ���� = �� ≠ 0, � ∈ � . Ta có 

�� = ���� ���� = � ��� ≠ 0  với  � ∈ � và do đó ���� = � ��, 

 0 = ������ … � ������ = ���������� … ����������� 



 = ���������� …��������� = ������������ … ���������� 

 = ������ … ������� 

Tất cả các phần tử �, ��, ��, … , � � ≠ 0  trong vành chia được � mà tích của chúng lại bằng 0, ta 

gặp mâu thuẫn! 

Nhận xét. Thật không rõ ràng về giả thiết trên một vành nguyên tố để đảm bảo mở rộng centroid 

của nó là vô hạn. Nhưng nếu centroid của � là vô hạn thì chắc chắn mở rộng centroid của nó sẽ vô 

hạn. Do đó ta có hệ quả sau. 

Hệ quả 3.2.6. Cho � là một vành nguyên tố mà centroid của nó là vô hạn. Ta có nếu ��, … , � � ∈

� ∶ ������ …� ������ = 0, ∀� ∈ �  thì tồn tại một  �� = 0 . 

Nhận xét.  Nếu � có đặc số 0 thì centroid của nó là vô hạn, nên đối với những vành như thế thì 

không thể có ������ … � ������ = 0, ∀� ∈ �  với các �� ≠ 0. 

  



Kết luận 

Trong khuôn khổ bài báo cũng như nội dung luận văn, chúng tôi đã chỉ ra được lớp các vành 

nguyên tố nào mà ta không thể tìm được hệ thức dạng ������ … ������� = 0  với các �� ≠ 0 . Đó 

là các lớp vành 

 Vành Goldie nguyên tố vô hạn. 

 Vành Noether nguyên tố vô hạn. 

 Vành Artin nguyên tố vô hạn. 

 Vành nguyên tố vô hạn hay tổng quát hơn là vành đơn vô hạn. 

 Vành nguyên tố có mở rộng centroid là vô hạn. 

 Vành nguyên tố có centroid là vô hạn. 

 Vành nguyên tố có đặc số 0. 

Mục tiêu tiếp theo mà đề tài hướng tới là ta có thể làm mạnh thêm các kết quả trên đến mức nào, 

tức là ta có thể làm yếu đi các giả thiết kèm theo của vành nguyên tố đến đâu để kết quả không thay 

đổi?  
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