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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Tam gidc la mot khai niem quen thudc trong chuong trinh toan pho
thong. Nhing kién thiic co ban lien quan dén tam gidc chiém mot vi tr
quan trong trong bo mon Hinh hoc. Hon nita, né con la xuat phat diém cia
rat nhiéu bai toan, dinh 1y, hé thic ciia cac linh viie khac nhau nhu Dai s6,
Gial tich va ngay ca So hoc.

Tam giac xuat hién kha nhiéu trong cac ly thuyét va bai tap toan pho
thong. Trong cac dé thi tot nghiép, tuyen sinh, chon hoc sinh gioéi cac cap
va Olympic toan quoc té, cac bai toan lien quan dén tam giac thuong co
mat v6i nhing muic do kho, dé khac nhau.

Cac van deé ly thuyét va cac bai toan lien quan dén tam giac rat da dang
va phong pht. Chi véi mot khia canh nao do lien quan dén tam giac ciing
da co khong it nhitng cong trinh nghién citu, sach chuyén khao va rat nhieu
nhitng két qua noi tiéng ngay tit nhitng thoi ky so khai nhat ciia toan hoc.

MGéi lien quan tam giac va diém la mot trong nhiéu khia canh d6. Trong
cling mot mat phang, xac dinh béi mot tam giac cho trude, vi tri clia mot
(hodc vai diem) xac dinh luon cam sinh hang loat cac khai niem va hé thtic
mé6i. C6 thé ké ra, chang han cac khai niem Diém Nagel, Diém Toricelli,
Dong nhat thic Leibnitz, Bat dang thic Erdos-Mordell. ..

Hon nita, véi nhing phép bién doi khac nhau trén tam giac, tit nhiing
két qud da co, nhieu he thic mdi dude tao ra rat phong ph.

2. Muc dich nghién ctu
V6i géc nhin va phuong phap dé, mot so ting dung clia cac hé thiic lien



quan tam gidc va diém ciing v6i mot sé phép bién doi duge dé cap trong

khuon kho luan vin nay. Day chinh la muc dich nghién ciiu cta luan van.

3. D6i tuong va pham vi nghién ciu

Luan van dé cap dén mot s6 tng dung cia cac hé thic lien quan tam
giac va diém. D6 1a Dong nhat thic Leibnitz, mot s6 he thitc cAm sinh tit vi
tri diem nam trong tam giac, mé rong mot két qua ve diem Toricelli trong
tam giac,... Sau d6 bang mot s6 phép bién doi, ma chi yéu ¢ day 1a phép
nghich déo véi ti s6 duong cho trude xac dinh, cac hé thic méi duge hinh
thanh. Day c6 thé dude xem nhu mot cong cu kha hitu hiéu dé ¢ thé sang
tac ra nhtng hé thic mdi, tao nhitng bai toan mdéi, kha phong phu.

4. Phuong phap nghién ciu

Dua trén tai lieu suu tam duge, chit yéu la tai lieu [5], luan van tong hop
lai cac van de phuc vu cho muc dich nghién cittu, phit hgp véi chuyén nganh
Phuong phap toan so cap. Tt phuong phap phan loai theo van deé, noi dung
ctia luan van chia thanh 3 chuong phu hop.

Mot phan quan trong ctia luan van la, trén co sé Iy thuyét da néu, mot
so phuong phap sang tac bai tap, sang tac ra cac dong nhat thic va bat

dang thitc méi duge dé cap, véi nhieu vi du minh hoa.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai

Vi muc dich trén, néi dung cua luan van mang tinh khoa hoc, tinh su
pham va phan nao déng gép vao thuc tién day va hoc Toan 6 pho thong,
phtt hop v6i chuyén nganh Phuong phap toan so cap.

Sau khi dugce cho phép bao vé, thong qua va dude gop v dé stta chita bo
sung, luan van c¢6 the duge diing lam tai lieu tham khao cho gido vien, hoc
sinh pho thong va nhitng ai quan tam dén dé tai nay.

Trong khuon kho mot luan van, cé thé con nhieu géc do sau sac hon ve
noi dung van dé ma luan van chua dé cap. Tac gid luan van sé tiép tuc
nghién citu va bo sung thuong xuyéen dé noi dung ctia luan van ngay cang

duge cap nhat, ¢6 the dimg lam tai lieu dé boi dudng hoc sinh gidi 6 bac



Trung hoc pho thong.

6. Cau tric cta luan vin

V6i muc dich do, cau tric ctia luan van, ngoai muc luc, mé dau, két luan
va tai lieu tham khao, luan van duge chia thanh 3 chuong.

Chuong 1. Mot so kién thic chuan bi

Chuong nay trinh bay tém tat mot so kién thic co ban liéen quan dén
tam giac, nham chuan bi cho cac phan nghién ctu tiép theo. Chuong nay
giéi thitu mot s6 hé thic luong, mot sé diem dac biet va mot s6 heé thiic
vecto co ban trong tam giac. Chuong nay tham khao tir mot so tai lieu 1y
thuyet va tai lieu [3].

Chuong 2. Mot so hé thic lién quan tam gidc va diém

Chuong nay deé cap dén mot trong nhitng dong nhat thiic quan trong va
ting dung ctia n6, dé 1a dong nhat thitc Leibnitz tong quat (tham khao chi
yeu trong tai licu [5]). Rat nhiéu hé thic quan trong trong chuong trinh
Toan pho thong la truong hop rieng ctia dong nhat thitc nay. Tiép theo,
luan van de cap dén mot s6 hé thic cam sinh tit vi tri diém nam trong tam
giac hodac moi lien quan gitta diem va tam giac da cho véi mot diém khac
xac dinh trén mat phang (tham khéo chii yéu trong tai lieu [2]va [4]). Phan
cudi cliing ctia chuong, luan van trinh bay phan md rong mot két qua ve
Diém Toricelli trong tam gidc ( tham khéao chit yéu trong tai lieu [1]).

Chuong 3. Mot so phép bién doi va dng dung

Chuong nay trinh bay mot s6 phép bién doi trén tam giac, chi yéu la
phép nghich ddo véi ti s6 duong cho trude xac dinh (tham khao chu yéu
trong tai licu [5]). Nhicu bai toan, dinh 1y, hé thic méi duge tao ra tir cic
phép bién doi nay. Day la mot trong nhitng phuong phap hitu hiéu nham
sang tac ra nhiing hé thitc mdi, tao ra nhiing bai toan mdéi, kha phong pha.



Chuong Chuong 1

MOT SO KIEN THUC CHUAN BI

1.1 Mbét s6 hé thic luong trong tam giac

- Hé thitc Euler: OI? = R?> — 2Rr.

b
He thic khic: OI? = R? — —
a+b+c
2+ ) - 2
- Trung tuyén: m, = \/ ( —ZC )—a ,GA = 3
3
Suy ra: 1)7n3—k7n2—%7n§::;i(aZ%—b2+—dﬁ.
1
2) GA* + GB* + GC? = 3 (a® + V" + ).
- Phan giac:
20 A
| CCOS§:2\/bcp(p_a)
! b+ c b+ c '

1
- 0G = g¢932 — (a2 4+ 2+ 2), HO = 3GO,GH = 2GO.
a’ + b* + ¢ + abe

“HI? =4R? —
' a+b+c
S IG = §\/9742 — 3p2 4+ 2 (a? + b2 + ).
- Diéritich:
S =—-a.h, =pr
% bc
a
= ébc. sin A = 2R% sin Asin BsinC = o)

—Vpp—a)(p—b)(p—c)=r.(p—a)



a.ry.T,

:m:m+rc'
h_ 2WPP=) =D —c]

2>1_1+1+1_a1+1+1
r r, r, 1. h, hy h,

- Ban kinh dudng tron ngoai tiép:
R a abc abc

2sinA 45 T 4/plp-a)p-b(p-c)
- Béan kinh duong tron noi tiép:
A s:¢@—@@—w@—@

r=(p—a).tg—=—
(p—a).tg5 . .

- Béan kinh duong tron bang tiép:
A S \/p<p—b><p—c>

Ty = p.tg§ =
p—a p—a

Suy ra: 1)

1.2 Mot sbé diém dic biét trong tam giac

1.2.1 Diém Gergonne

Cho tam giac ABC. Duong tron noi tiép (I) clia tam giac tiép xic voi
cac canh AB, BC, CA lan luot tai E, D, F.

Céc duong thang AD, BF, CE dong qui tai mot diem. Diem nay goi la
Dieém Gergonne (ky hieu 1a J).

1.2.2 Diém Nagel

Cho tam giac ABC. Duong tron bang tiép clia tam giac tiép xic véi cac
canh tuong tng cac dinh A, B, C lan lugt tai A’, B', C".

Cac duong thang AA’, BB', CC" dong qui tai mot diém. Diém nay goi
Ia Diém Nagel (ky hieu la N).



1.2.3 Diém Lhuilier - Lemoine

Duong doi trung ctia mot tam giac ing véi mot dinh la duong thang doi
xing véi trung tuyén qua phan giac tuong tng véi dinh do.
Céc duong doi trung clia mot tam giac dong qui tai mot diem. Diem nay

dugc goi 1a Diem Lhuilier - Lemoine (ky hiéu 1a L).

1.2.4 Diém Crell - Brocard

Trong tam giac ABC cho truée, c6 hai diem €25 va )y thoa man:

QUAB =0,BC=0,CA =w
QQAC:QQCB:QQBA:UJ

Céc diem nay duge goi tuong tng la Diem Crell - Brocard 1 va Diém Crell
- Brocard 2. Goc w duge goi la goc Crell - Brocard.

1.3 M6t s6 hé thiic vecto co ban trong tam giac.

Cho tam giac ABC, P la diém tiy ¥ trén mat phang (ABC). Dat
Sa - SBPC; Sb — SC’PA; Sc — SAPB-
Nguoi ta da chiing minh hé thiic vecto co ban sau:

— —
> S.PA=10. (1.1)

Xét cac truong hop cua hé thiic trén:

—  —
- Khi P = G, heé thic tr6 thanh > S,.GA = 0.
Nhung vi S, = S, = S,, nén hé thic trdé thanh:

Y GA=T. (1.2)

- Khi P = I, hé thtc tré thanh »S,.TA = 0.
1 1 1 )
Nhung vi S, = éra, Sy = 57“[), S, = 57‘6 nén hé thic trd thanh:

Y wld=T. (1.3)
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—_—  —
- Khi P = O, heé thic tr6 thanh > S,.0OA = 0.
1 1 1
Nhu'l’lg Vi Sa = §R2 Sin 2A, Sb = §R2 sSin QB, SC = §R2 sin 2C' nén
hé thice tré thanh:

—

ZsinQA.O—/i - 0. (1.4)
- Khi P = H, heé thtic trd thanh Sa.ﬂ -0
Gia st AH, BH, CH cat BC, CA, AB lan lugt tai A’, B’, C".
Do d6 S, = %.HB.CB’, Sy = %.HC.AC", S, = %.HA.BA' .
Ngoai ra, ta c6 HA.HA’ = HB.HB’ = HC. HC’.

—
=Y tmAHA=T. (1.5)
— =
- Khi P = L, he thiic tr¢ thanh Y S,.LA = 0.
Ngudi ta da ching minh rang, hé thic trén suy ra:

Y@ LA=T. (1.6)

—  —
- Khi P = J, he thic tré thanh > S,.JA = 0.
Nguoi ta da ching minh rang, he thic trén suy ra:
1 —
S JA=T0. (1.7)
p—a

— —
- Khi P = N, heé thtc trd thanh S, NA = 0.
Nguoi ta da ching minh rang, hé thic trén suy ra:

—
S (p—a) NA=T. (1.8)
=
- Khi P = €y, hé thic trd thanh > S, A = 6)
Nguoi ta da ching minh rang, he thic trén suy ra:

] — —

[ —  —
- Khi P = (), hé thiic trd thanh > S,.0,A = 0.
Nguoi ta da ching minh rang, hé thic trén suy ra:

S ﬁﬂ -0, (1.10)




Chuong Chuong 2

MOT SO HE THUC LIEN QUAN
TAM GIAC VA DIEM

2.1 Dong nhit thiic Leibnitz tong quat va dng dung

Cho tam gidc ABC. Ta biét rang véi ba s6 thuc @1, 2, T3 xac dinh thoa
man o, + Ty + x3 # 0, luon ton tai duy nhat diém P thuoc mit phang
(ABC) sao cho:

le.P—zzl = ﬁ

Voi mot diém M xac dinh trén mat phang (ABC), P dugce xac dinh bdi he
thic sau:
—
— Z l’lMA
MP==—"——.
2T

Binh phuong hai vé hé thic trén,va rat gon, ta thu duge dong nhat thiic
(DNT):

() MP? = (3 2) (Y a1 MA%) — 3 a’xyxs.

Dong nhat thitc trén dude goi la dong nhat thitc Leibnitz tong quat.

V6i mot s6 bo gia tri dac biet clia @y, @9, T3 thi P sé trung véi cac diem
dac biet cia AABC'. Chang han, ¢ phan 1.3 ctia chuong 1, ta da biét rang:

- (x1, 29, 23) = (1,1,1) = P=G.

- (21, X9, 3) = (a,b,¢) = P = 1.

- (1, T2, x3) = (sin2A4,sin 2B, sin2C) = P = O.
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—a' p—bp—c
:(p_a,p—b,p—c):>PEN(DiémNagel).

1 1 1 ,
— <—2, —, §> = P = (); (biem Crell-Brocard 1).
2 a

1 1 1 ,
- (1, 19, x3) = (ﬁ’ 5 —2> = P = (), (Diem Crell- Brocard 2).
2 a

( )
( )
- (21, o, x3) = (p ! ! ! ) = P = J (Diém Gergone).
( )
( )

Thay cac bo gia tri diac biet d6 cla @, To, T3 va thay P bdi cac diem
dac biet tuong tng vao DNT Leibnitz tong quat, lan ludgt ta duce cac DNT
trong trusng hop rieng, bicu dién do dai cac doan thang MG, MI, MO, MH,
ML, MJ, MN, MQ,. Chang han nhu sau:

9.MG*=3> MA?-> a*
>-a)MI* =" a.MA? — abe.

(Y sin24)* MO? = (3 sin24) (3 sin 24. M A?)—" a*sin 2B. sin 2C.
(> tanA)’ MH? = (3 tanA) (3" tanA.MA®) — >~ a*tan Btan C.

Sau d6 cho diem M lan lugt tring véi cac diem dac biet G, I, O, H, L, J,
N, €, va ap dung mot s6 heé thite da biét cting véi mot sé bude bién doi ta
dugc cac DNT bicu dién do dai clia cac doan thang noi cac diem dac biét
clia tam giac.

Khi M hoac P tring vé6i cac diem dac biét ctia tam giac, ta thu dude cac
truong hop rieng cia DNT Leibniz tong quat. Tt do, dé dang suy ra dudc
mot s6 bat dang thitc (BDT) quan trong. Dudi day la mot s6 vi du.

- Khi M = O: DNT Leibnitz tong quat tré thanh:

Suy ra BDT:
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Dang thiic xay ra khi va chi khi P = O.
- Khi P = G: DNT Leibnitz tong quat tré thanh:

1

> MA® =3MG + 5 > a’

Suy ra BDT:
1
Z MA2 Z g Z CLQ.
Dang thiic xay ra khi va chi khi M = G.
- Khi P = I: DNT Leibnitz tong quat tré thanh:
S aMA? =2p.MI? + abe.
Suy ra BDT:
> aMA* > abe.

Dang thic xay ra khi va chi khi M = I.
- Khi P = L: DNT Leibnitz tong quat tré thanh:
3(I1a%)
a*MA? = a’) ML? + —=—=~.
> (T ML+ 2
Suy ra BDT:
3([1a”)
a’MA? > —==—~.
SeMA 2 2
Dang thiic xay ra khi va chi khi M = L.
- Khi P = J: DNT Leibnitz tong quat trd thanh:
MA? 4R +r dp (R+r
3 = M2+ L ( ).

p—a pr AR +r
Suy ra BDT:

MA? 4
- > p(R+7) |
p—a AR+
Dang thic xay ra khi va chi khi M = J.
- Khi P = N: DNT Leibnitz tong quat trd thanh:
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S (p—a) MA* =p.MN?+4pr (R —r).
Suy ra BDT:
S (p—a) MA* > 4S (R —r).

Dang thtc xay ra khi va chi khi M = N.

2.2 Mot s6 hé thitc cam sinh tir vi tri diém nidm trong

tam giac va ing dung
2.2.1 Bat dang thiic Erdos - Mordell

Cho tam giac ABC. M 1a mot diem bat ki nam trong tam giac ABC. Goi
cac khodng cdch MA, MB, MC tuong tng 1& R,, R, R.. Khodng cach tu
M dén cac canh tuong ting BC, CA, AB la d,, dy, d..

B6 dé 2.1.[2] (Bat dang thitc Erdos - Mordell)

R,+ Ry+ R, > 2(d, +dy + d.).

2.2.2 Bét dang thic lién quan dén chu vi cic tam gidc cam sinh

Trong phan nay, ta sé dé cap dén mot so6 bat dang thic lien quan dén
chu vi cia mot s6 tam gidc cam sinh tit vi trf clia mot diém nam trong tam
giac.

Gia stt M 1a diem nam trong tam giac ABC. Cac duong thang MA, MB,
MC theo thit ti cat BC, CA, AB tai A;, By, C;. Goi Asy, By, C5 lan luot
1a hinh chiéu ctia M trén BC, CA, AB. Thé thi, ta c6 dinh 1y sau:

Dinh Iy 2.1.[4

C (A B\C)) > C (AyByCh)

trong do C' chi ki hiéu chu vi tam gidc.
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2.2.3 Heé thic lién quan tam giac va hai diém

Bay gio, gia st diem M nam trong tam giac ABC. Dat o = B/]W\C,
6= @7 v = AMB. Thé thi, véi diem N bat ki nim trong mat phang
(ABC), ta c6 bat dang thiic sau day:

Dinh ly 2.2.]4]
NA.sina+ NB.sin 3+ NC.sinvy
> MA.sina+ MB.sin 3+ MC.sinvy . (2.2)

Dang thic zdy ra khi va chi khi N trang vdi M.

* Khi cho M (nam trong AABC' ) hoac N tring véi cac diém dic biét
trong AABC ta dugc cac bat dang thiic trong cac truong hop rieng. Ta
van ki hieu a = BC, b = CA, ¢ = AB, a+ b+c =2p va m,, my, m, la do
dai ba duong trung tuyén xuat phat ttr A, B, C. Goi G, H, I, O, R lan luot
la trong tam, tryc tam, tam duong tron noi tiép, tam va ban kinh dudng
tron ngoal tiép tam giac ABC.

1. Néu tam giac ABC ¢6 cac géc déu nho hon 120° thi ton tai diém T (diém
Toricelli) nam trong tam gidc ma nhin cac canh AB, BC, CA cung dudi mot
g6c 120°. Lic d6 véi diem N bat kv ta co:

BDT 2.1 NA+NB+NC>TA+TB+TC. 4
2. Xét tam giac ABC bat ky, cho M trung véi I. Khi d6 sitna = cos 7
B . C

sin 3 = cos o siny = cos va vé phai cta (2.2) tré thanh:

A B C
IA.COS§ + [B.COS; + 10.6035 =p.

a) Khi cho N trung véi G ta co:

A B C _ 3p
BDT 2.2 maCOS§ +mbcos§ +mccos§ > 5

b) Khi cho N trung vé6i O ta co:
A B C’

BDT 2.3 COS— + COS — + Cos —
2 * 2 + 2

¢)Khi cho N trung véi H ta co:
A B C _p

BDT 2.4 cosA.cos — + cos B.cos — + cosC. cos — > —
2 2 2 T 2R

:Ulﬁ
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3. Xét tam giac ABC ¢6 ba goc nhon, cho M trung véi tryc tam H.
Lac d6 sina = sinA, sin8 = sin B, siny = sinC va HA.sina =
2Rsin A.cos A = a.cos A.
Tuong tw: HBsin 3 =b.cos B, HC'siny = c.cos C.
Khi d6 vé phai ctia (2.2) trd thanh: a. cos A + b. cos B + ¢. cos C.
a)Khi cho N trung véi [ ta co:
BDT 2.5 A B e
(b—|—c—a)sm§—|— (a+c— b)smE—I— (b+a — c¢)sin—
> q.cos A+ b.cos B+ c.cosC.
b)Khi cho N trung véi O ta co:
BDT 2.6 a.cos A+ b.cos B+ c.cosp < p.
c¢) Khi cho N trung véi G ta co:
BDT 2.7
2 (mgsin A 4+ mysin B4+ m,sinC') > 3 (a.cos A+ b.cos B 4 c.cos C).
4. Xét tam giac ABC ¢6 ba géc nhon, cho M trung véi tam O. Liac do vé
phai cta (2.2) tré thanh:

R (sin2A + sin 2B + sin 2C).

a) Khi cho N trung véi G ta co:
BDT 2.8
2 (mgsin2A 4+ mysin 2B 4+ m,.sin 2C') >
3R (sin2A + sin 2B + sin 2C").
b) Khi cho N trung véi tam [ ta co:

BDT 2.9
A B
(b+c—a)cos A. sin§+(a+c— b) cosB.sin;
. C
+ (b+a—c)cosC’sm§

R
> g(sin 2A +sin 2B + sin 2C').

c¢) Khi cho N trung véi truc tam H ta co:
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BDT 2.10
2 (cos A.sin2A + cos B.sin 2B + cos C. sin 2C') >
sin 2A + sin 2B + sin 2C.
5. Cho diem M nam trong tam gidc ABC va diem N bat ky.
Ta co:
MB.MC.sin «
2

Sa — SMBC -

Tuong tu v6i Sy, = Syrca, Se = Swran.
Thay sin «r, sin 3, siny vao (2.2), ta duge bat dang thic:
S, MANA+ S, MBNB+ S.MC.NC
> S, MA?>+ S, MB?>+ S..MC?.

S
a) Khi M trung véi trong tam G thi S, = S, = S. = ngC
néen ta co:
BDT 2.11

GANA+GB.NB+GC.NC > GA*+ GB* + GC*.

b) Khi N trung véi tam O ta c6:
BDT 2.12

R(GA+GB+ GC) > GA*+ GB*+ GC*.

Suy ra:
BDT 2.13

2R (mg, +my +m.) > a* + b* + .

¢) Khi N trung véi trie tam H ta co:
BDT 2.14

4R (myg. cos A+ my. cos B +me.cosC) > a* + b* + %
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2.3 MG rong mot két qua vé Diém Toricelli trong tam
giac

Bai toan 2.7: Cho tam giac ABC. Hay tim trén mdat phang tam gidc
diém M sao cho tong (M A+ MB + MC) nhé nhit.
Bai toan 2.7 da dudce nha toan hoc Toricelli giai va két qua cu the nhu

AN AN AN

sau: Néu max {A,B; C} < 120° thi tong (M A+ M B + MC) nho
nhit khi BMC = CMA = AMB = 120"
Néu zfl\ > 120° thi tong (M A + M B + M C') nho nhat khi M tring A.
Néu § > 120" thi tong (M A + M B + MC') nhé nhat khi M tring B.
Néu C' > 120° thi tong (M A + M B + MC') nhé nhat khi M tring C.
Bai toan 2.7 ¢6 sy md rong tat yéu.
Bai toan 2.8: Cho tam gidc ABC va ba so6 dvong x, y, z. Hiay tim trén
mdt phang tam gidc diem M sao cho tong (xtMA + yMB + 2zMC') nhé
nhat.
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Chuong Chuong 3

MOT SO PHEP BIEN DOI VA UNG
DUNG

Trong phan nay tit mot so dang thiic hodc bat dang thiic ¢ cac phan
trude, ta co the két hop véi mot so6 phép bién doi dé tao ra nhitng dang thiic
hoac bat dang thiic méi, kha phong phi.

Ta van gitt nhting quy udc vé miat ky hiéu nhu § cac phan truée. T day
vé sau ta quy uéc thém rang, doi véi tam gidc c6 cac dinh duge ky hiéu
la Ay, By, C) thi cac ky hiéu tuong tng sé dude gan thém so6 1, chang han

ay, bl, Ci...

3.1 Phép bién doi thi nhat

Tu Bat dang thitc Erdos - Mordell da nghién ctu 6 phan 2.2.1, ta ¢6 thé
thuc hien mot phép bién déi dé tao ra nhicu bat dang thitc méi. Phép bién
doi 6 day la phép nghich dao véi ti s6 1a k > 0.

Gia st M la diém nam trong tam giac ABC. Ta nhic lai rang, M A =
R, MB = Ry, MC = R, va khoang cach tit diem M dén cac canh BC,
CA, AB tuong tng la d,, dy, d..

Bay gio, thuc hién phép nghich dao cyc M, t1 s6 k = 1 (phuong tich don
vi), ta dugc:

1 1 1

MD1:E7ME1:E7MF1:E
a b c
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Va
1

1 1
[‘/2 A = -_— \/z B = -_— [\/2 _ —_—.
2 d,’ 2 d,’ % d,

Ap dung b6 dé 2.1 trong tam gidgec AyBsCy, ta co:

MAs+ MBy+ MCy, >2(MD,+ ME, + MFy)

®i+l+i>2 1+1+1
d, d, d.~ \R, R, R.)

Vé mat hinh thic, bat dang thic nay c6 dude béi viec thay R, bdi T va

. L N
d, boi i trong bo de 2.1.
Hon nita, bat dang thic cudi ciing 6 trén co thé viét lai dudi dang:
R+ R+ R <27 (d'+d;' +d*).
T do, ta co bo de sau:
Bo dé 3.1
R'+R'+R*'<27(d'+d, " +d?).
Tt Bo dé 2.1 va Bo dé 3.1, goi v cho ta viée c6 thé so sanh dugce hay
khong gitta R® + Ry + RS v6i d + djf + d2, trong d6 o € R.
Trude hét, ta co két qué sau:
B6 dé 3.2 Ta c6 cac bat ding thite sau:

a)(z+y)* >22"" (2% +y*); Vo, y > 0,0<a <1, (31)

b) (z+y)" >z +y*,Va,y > 0,a > 1. (3.2)

Bay gio, ap dung chiing minh ctia bo dé 2.1 va Bo dé 3.2, v6i a > 1 ta

e () - () (2
a a a a

Tuong tu ta co:

co:




Do do: RY + Ry + R?

>d((§)+(§))+ a PR
5 () @)+ (G (2))

> 2. (dodP+d?).

Tt do, ta c6 két qua tong quat sau:
- BDT 3.1
R+ Ry + RS > 2 (dS + dy + d) voi o > 1.
Bay gio, tiép tuc thyc hién phép nghich dao tam M, phuong tich don vi

. 1 1
(vé mat hinh thic, thay R, bdi T va d, badi i trong BDT 3.1), ta co:

LN SR S I
do " do " do Re "R Ro

C

hay

R“+R,“+ R <2 (d,*+d,*+d;*) véi —a < —1.
Dit f = —a < —1, ta duge BDT:

R+ R+ R <27 (df + d) + d?), voi B < —1.

Tt do, ta tiép tuc co két qua tong quat sau:
- BDT 3.2

R+ Ry + RY < 5 (d2 +dy +d?) voi a < —1.

Tuong ty véi cac bude tién hanh nhu trén, ta c6 két qua sau:
- BDT 3.3

R+ R+ R >2(d}+dy +d2) véi 0 < o < 1.
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Bay gio, tiép tuc thyc hién phép nghich dao tam M, phuong tich don vi
(vé mat hinh thic, thay R, bdi T va d, bdi i trong BDT 3.3), ta co két

a a
qua sau:

- BDT 3.4

R+ R+ R* <2*(dY +df +d%), véi —1 < ar < 0.

Bay gio, ta tiép tuc khai thac theo huéng khac, dé c6 thé tao ra dugc
nhieu BDT phong pht hon.

Tt ching minh Bo dé 2.1, ta c6 R, + d, > h,.

Suy ra;

aR, + ad, > ah, = 2S5 = ad, + bd, + cd..

do do:
aR, > bd, + cd.. (3.3)

Tuong tu, ta co:
bRb > Cdc + Clda

cR. > ad, + bd,. (3.4)

Vay ta co két qua sau:
- BDT 3.5 aR,+ bRy, + cR, > 2 (ad, + bdy, + cd,.).

Dang thic x4y ra khi M tring véi truc tam H cia tam giéc.

Tit cac BDT (3.3) va (3.4), ta c6 thé a4p dung Bo dé 3.2 dé thu dugc
nhicu BDT tong quat khéac rat phong phi.

Bay gio, ta tiép tuc khai thac mot sé quy tac bién doi khac. Tt d6, ta sé
sang tao ra duge nhieu BDT mdi.
* Trude hét, ta thiét lap mot s6 quy tac can dung dudi day.

Goi chan cac duong vuong goc ha tit M xudng cac canh doi dién véi cac
dinh A, B. C a A, By, C,.

Ta sé thanh lap sy lién hé gitta hai tam gidac ABC va A, B,C}.

Ro rang M A, =d, = R,,.
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Vay ta c6 lien he dau tién:
R, = d,.

Ha canh MH 1 C\B; thi MH =d,,,,
MC,

MH = MB;.sina = MB;. —
1. 811l ¢ 1MA

Vay ta co lién hé thi hai:

dyd,
d, = :
1 Ra
Tu (3.6) ta co:
dyd,
R, =
d,,
hay
Ry .R,
R, = —.
d,,
. L = BC
Ta lal cO: Blcl = AM . sin ClABl = AMﬁ
AM = R,, BC = a nén ta dugc:
aRR,
a; = .
'R
Tu (3.7) va (3.8) ta suy ra:
alda
= A —.
““"R,R,

trong d6 A =2R.
Mot cach tuong tu ta cé cac cong thitc doi véi by, ¢;

(3.5)
dyd..
R,
(3.6)
(3.7)
. Ma Blcl = A,
(3.8)
(3.9)

Cac cong thiic (3.5), (3.6), (3.8) cho ta mot "quy tac bién doi", dugc

phat biéu nhu sau:
dy.d, a.R,

_ al —
R,

Ra1 = dm dal L

2R

(3.10)
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Céc cong thic (3.5), (3.7), (3.9) cho ta mot quy tac khac:
Ry,.R.,

.d,
Rurms =55 du s R AECZL;.R;'

* Bay gio, ta tiép tuc xay dung mot sd "quy tac bién doi" khac, ta co the
thu duge nhieu BDT rat tha vi.

(3.11)

3.2 Phép bién doi thit hai

Gia st M la diém nam trong tam giac A; A, As. Ta dit

a; 1a canh tuong ting v6i dinh A;,

h; 13 duong cao ha tur dinh A;,

d; 1a khodng cach tit M dén canh a;,

w; 1a phan gidc clia goc tuong ting tit M dén canh a;,

R, = M A (A 1a anh ctia A; qua phép bién doi nao do),

d; 1a khoéng céch tit M dén canh a.

Phép bién doi xét trong phan nay la phép nghich dao cuc M, véi ti s6
k= R RyRs > 0. Khi do, tap hop nhitng diem bat dong ctia phép nghich
ddo 1a duong tron tam M, ban kinh bang \/%, goi la duong tron nghich dao.

V6i phép nghich dao nay, ta co:

k
R = —. 3.24
-3 (3.21)
Hon nita, ta co:
CL% = RS + R% — 2R2R3.COSA2MA3 (Va tuong tU.’)
Ngoai ra:
al= R?+ R? — 2R, R,.cos AyM A,
= R%R% + R%R% — 2R3R1R1R2.COSA2MA3

_ P22
= Rjaj.

Do do:
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Luu v rang, a1 Ry, ay Ry, azRs ciing 1a ba canh clia mot tam giac. Ngoai
ra, cac ching minh trén cting dang khi M nam ngoai tam giac.
Hon niia, ta c6  RyR3sin AsM Az = dia; (va tuong t).

Ta cling co:

R, R, sin A\, M A = dyal (va tuong tu)

hay
RyRy.Ry Rosin A;M A, = d\a\R,.
Do doé:
d; = d;.R;. (3.26)
Ngoai ra, tut hé thic:
2
w? = RyRy [1 - & j-le)?]'
Ta suy ra: w; = w;. R;.

Tu do ta co cac hé thuce sau:
o kRS’ hi.S’7 g M.
S’ S R, 2

Trong d6 S, R lan luot 1a dién tich, ban kinh duong tron ngoai tiép tam

-

(3.27)

gidc A1 AsAs va S', R’ lan lugt 1a dién tich, ban kinh dudng tron ngoai tiép
tam giac AJALAS.

Tt cac he thiic (3.24) - (3.27) ta thay ring, véi modi bat dang thitc (hogc
dang thitc) trong tam giac c6 dang:

f(a’i7 hi7Ri7 di7wi7 R7 S) > 0.

Ta thu duge mot bat dang thite (dang thiic) méi c6 dang:

f (aiRia %7 %7 dsz wiRia k?/S’ Z a;Rldl) Z 0.
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Pd
_~ _~

KET LUAN

Trén co sé tap hop kién thiic tit nhiéu nguon tai lieu khac nhau, luan van

da dat duge mot s6 két qua sau:

1. He thong dude mot s6 kién thiic co ban lien quan dén tam gidc, nhu
mot s6 hé thitc luong, mot s6 diem dic biet va mot sé hé thitc vecto co ban

trong tam giac.

2. V6i goc nhin clia toan pho thong, luan van da gisi thieu mot cach co ban
va chi tiét vé dong nhat thiic Leibnitz tong quat. Dong nhat thic nay chua
dugc trinh bay mot cach tron ven trong chuong trinh pho thong. Tt d6 tim
kiém nhiing tng dung ctia n6. Rat nhiéu hé thiic quan trong trong chuong
trinh Toan pho thong la truong hop rieng ctia dong nhat thic nay. Mot so
phuong phap sang tac bai tap, phuong phap tao ra nhimg dang thiic va bat
dang thic méi da dude dé cap. Day 1a mot trong nhitng déng goép cia luan
Van.

3. Luan van dé cap dén mot s6 he thic cam sinh tit vi trf diem nam trong
tam giac hoiic trong méi lien quan gitta diém va tam giac da cho véi mot
diem khéc xac dinh trén mat phang. Nhiéu bai toan va hé thiic trong chuong
trinh toan pho thong c6 xuat phat diem tit cac hé thiic co ban nay. Trén
co 86 d6 luan van cing dé cap duge mot s6 phuong phap sang tac bai tap,
phuong phap tao ra nhitng dang thic va bat dang thitc méi lien quan dén

tam giac. Day cting la mot trong nhiing dong gop cua luan van.

4. Trén co sé tong hop mot so tai lieu tham khao, luan van trinh bay mot

cach hé thong viec mé rong mot két qua ve Diem Toricelli trong tam giac.

5. D& cap mot s6 phép bién doi trén tam giac, cht yéu 1a phép nghich dao
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vdi t1 s6 duong cho trude xac dinh. Nhiéu bai toan, dinh ly, hé thic mdi
dugc tao ra tit cac phép bién doi nay. Day ciing la mot trong nhitng phuong
phap httu hiéu nham sang tac ra nhitng hé thiic méi, tao ra nhitng bai toan

mdi, kha phong pha.



