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1
MO DAU
1. LY DO CHON DE TAI

Trong chuong trinh toan hoc pho thong thi da thiic ¢6 vi tri rat quan
trong vi n6 khong nhiing la mot doi tugng nghién cttu trong tam cla
Dai s6 ma con la mot cong cu dac lyc ciia Giai tich trong Ly thuyét
xap xi, Ly thuyét bicu dién, Ly thuyét noi suy,... . Trong cac ki thi hoc
sinh gidi toan quoc gia va Olympic toan khu viic va quoc té thi cac bai
toan ve da thic cting thuong dude dé cap dén va duge xem nhu nhiing
bai toan kho ctia bac pho thong.

Nhimg linh vuc phic tap clia dai s6 déi véi hoc sinh phd thong
thuong la giai phuong trinh va hé phuong trinh bac cao, phan tich cac
da thitc nhieu bién bac cao thanh nhan t, chitng minh cac dang thic
va bat dang thitc chita nhicu bién s6 v.v.. Mot truong hop quan trong
va thuong gap trong cac bai toan cua cac linh vuc noéi trén la khi cac
bién s6 clia da thtic c6 vai tro nhu nhau. Ching ta goi da thiic trong
truong hop nay 1a da thic doi xting. Luan van "Moét s6 van dé vé da

thic doi zing va bat dang thic lién quan” trinh bay mot s6 van dé
lien quan dén nhieu bai toan kho c6 chita yéu t6 doi xing néu biét ap
dung i thuyét vé da thic doi xting sé lam cho bai toan tré thanh don
gian hon.

Luan van nham gi6i thiéu co s6 1 thuyét ciia cac da thie doi xing va
nhiing ing dung ctia né trong dai s6 so cap. Cac van deé ctia i thuyét
dugce trinh bay mot cach don gian theo huéng quy nap, tu truong hop
hai bién, ba bién, dén nhiéu bién. Cac vi du 4p dung ciing duge trinh
bay tir don gian dén phic tap. Cac bai toan dugc trinh bay trong phan
nay chu yéu la cac bai toan kho, nhiéu bai toan dugce trich ra tit cac de
thi vao truong chuyeén, vo dich ciia cac nude hodc Olympic Toan quoc
te.

Dé tai quan tam dén nhiéu doi tuong, trong d6 da thiic dai sd va céac
van dé lien quan hoan toan phit hop v6i thuc té ma ban than dang cong
tac.

2. MUC DICH NGHIEN CUU
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Luan van "Mot s6 van dé vé da thic doi xing va bat dc“ing thic
lien quan ' nham thé hién 1o vai tro quan trong ciia Giai tich va dai s6
trong khao sat da thitc. Luan van nay la chuyén dé nham tong quan ve
da thic doi xing thong qua cac dinh nghia, dinh 1i, cidc vi du va bai
tap ap dung.

3. POI TUGNG VA PHAM VI NGHIEN CUU

Nghién cttu tir cac tai lieu, giao trinh cua GS - TSKH Nguyen Van Mau
va cac sach chuyen de ve da thic, phuong trinh va hé phuong trinh va
cac bai bao toan hoc viét vé da thitc doi xiing, nham hé thong cac dang
toan ve da thiic.

4. PHUONG PHAP NGHIEN CUU
Nghién ctiu gian tiép qua cac trang web
www.mathlinks.ro
www.mathnfriend.net
www.diendantoanhoc.net
Nghién citu tric tiép tir cac tai lieu ctia gido vien hudéng dan, clia cac
dong nghiép ciing nhu cac ban hoc vién trong 16p.

5. Y NGHIA KHOA HOC VA THUC TIEN CUA DE

TAI

Tao duge mot deé tai phu hop cho viée gidng day, boi dudng hoc sinh
trung hoc pho thong.

Deé tai dong gop thiét thue cho viéc day va hoc da thic do6i xting, phuong
trinh, bat phuong trinh va bat dang thic trong truong THPT, dem lai
niem dam meé sang tao tit nhitng bai toan co ban nhat.

6. CAU TRUC CUA LUAN VAN

Luan van gom phan mé dau, két luan, tai lieu tham khao va 3 chuong.

Chuong 1 : Trinh bay cac khéi niém, dinh 1y co ban, cac két qua can
stt dung vé da thic doi xing hai bién. Trong chuong nay ciing trinh
bay mot s6 vi du va bai toan veé moi lién hé gitta cac dong nhat thic
dai s0 - lugng giac ciing nhu cac ung dung cta cac dong nhat thic dai
s0 - luong giac.
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Chuong 2 : Trinh bay dinh 1y co ban, cac két qua can st dung ve da
thitc d6i xing ba bién. Trong chuong nay ciing trinh bay mot so6 vi du
va bai toan vé moi lién hé gitta cac dong nhat thiic dai s6 - luong giac
ciing nhu cac tng dung cta cac dong nhat thiic dai so - lugng giac.

Chuong 3 : Néu mot s6 dang uéc luong va tinh toan trén da thic doi

xting nhiéu bién trong ap dung.



CHUOGONG 1

DA THUC DOI XUNG HAI BIEN VA CAC BAT
PDANG THUC LIEN QUAN

1.1. Cac khai niém cc ban

Dinh nghia 1.1. Mot don thic f(x,y) cia cic biéu thic doc lap
x,y (c6 thé x,y € C ) dugc hiéu la ham s6 cé dang

f(xv y) — ak‘lajkyl?
trong doé ay; la hang so , k,l la nhitng s6 nguyén khong am.
S6 ay dugc goi la hé so, k+1 dugc goi la bic cia don thiie f(x,y),
duoc ky hiéu la

deg f(z,y) = deglamz™y'] = k + 1.
Céc s6 k, 1 tuong 1ing duoc goi la bac cia don thie doi vdi cac bién
x, .
Vi du 1.1. 3z%y? 1a don thiic ¢6 bac 1a 6.
Dinh nghia 1.2. Hai don thic cia cdc bién x,y duge goi la dong

dang (tuong tw) néu bac cia bién x va y tuong ing ¢ 2 don thic la
bang nhau va hé 56 cia 2 don thic la khdc nhau. Ching cé dang :
Az*y', Bx*y' (A # B).

Pinh nghia 1.3. Gid st Az™y', Bx™y" la 2 don thic cia cdc bién
x,y. Ta noi rang don thic Ax*y' troi hon don thic cia Bx™y"
theo thit tu ciia cdc bién x,y, néu k > m, hodc k = m va l > n.

Dinh nghia 1.4. Mot ham s6 P(x,y) dugc goi la mot da thic theo
cdc bién s6 z,y néu né cé thé bieu dién dude dudi dang tong cia
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hiu han cac don thic: Vay da thic P(:E, y) co dang
P(z,y) = Z apz"y'.
k+I<m
Bac l6n nhat cia cdc don thic dude goi la bac ciua da thic.
Dinh nghia 1.5. Da thic P(x,y) dugc goi la da thic doi ming,
néu né khong thay doi khi doi ché cia x va y, nghia ld
P(z,y) = P(y,z).
Vidu 1.2. P(z,y) = 2> + zy + v, Q(z,y) = 2%y + v’z la cac
da thtic doi xing ctia cac bien x va y.
Dinh nghia 1.6. Cdc da thic o; (j = 1.2), trong dé
o] :Qf—l—y,O'Q =Ty
duge goi la cac da thic " déi ziing co s " ciia cde bién x, .
Dinh nghia 1.7. Da thiic doi zing f(x,y) dudc goi la thuan nhat
bac m, néu:
fltz,ty) =" f(z,y), vt # 0.

1.2. Tong lay thita va cong thic Waring

Céc da thic s, = 2" + 9%, (k = 1,2...) dugc goi la céc tong liiy
thita bac k clia cac bién x,y.
Dinh ly 1.1 (Cong thic Newton). Tinh s; theo sp_1 va Sp_o

S = 01Sp_1 — O9Sk_9. (1.1)

Nhan xét 1.1. V6i viéc van dung cong thiic Newton ta hoan toan co6
thé bicu dién mdi tong lity thia s, = 2™ + 4™ dudi dang mot da thiic
bac m cua oy va os.

Vidul3. 1)s, =2 +y =0,
2) $y = 02 — 2079,
3) 83 = 0% — 30,09,
4) 84 = ot — 4oioy + 2073,



5) 85 = 0 — boto, + 50,03
Viéc tinh tong lity thita s, theo cong thitc lap (1.1) khong thuan tien
vi phai biét trude cac tong liy thita Sp_1 va Sp_o.

Dinh ly 1.2 (Cong thiic Waring). Tong liy thita s, duoc biéu dién
qua cdc da thite doi xing so sé oy, 09 theo cong thic:

k/2

k m — 1)| —2m __m
——Z (k—2m)] oi gl (1.2)

1.3. Cac dinh 1§ co ban vé da thic déi xing hai bién

Dinh 1y 1.3 (dinh Iy co ban). Moi da thiic doi ziing P(z,y) cia cdc
bién x,y déu cé thé bieu bién dugc dudi dang da thite p(oy, 0s) theo
cdc bién oy = x +y va 0y = 1Y nghia la

P(z,y) = plo1,02)

Dinh ly 1.4 (Tinh duy nhit). Néu cdc da thic (o, 09) va(oy, o)
khi thay oy = x + vy, 09 = 2y cho ta cung mot da thic doi zing
P(zy), thi ching phdi tring nhau, nghia la @(0y, 09) = (01, 09).

Vi du 1.4. Bic¢u dién da thic déi xtng
flz,y) = 2"+ 2'y + 2% + 2y* +9°
Giai. Dung cong thitc Waring ta co
flx,y) = (2" +9°) +ay(@’ + y°) + (vy)’
:&+@&+£
= (0] — boloy + 50105) + 03(0) — 3010%) + 0

=00 — 40’0,

1.4. Tam thidc bac 2 va ap dung
Dinh ly 1.5 (Dinh ly Viete thuan). Xét phuong trinh bac hai
f(z)=az’+br+c=0,(a #0).
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Néu phuong trinh trén cé 2 nghiém x, x4 thi
{ S =X+ Ty = %b

P:.Cﬁll'gzg

Dinh 1y 1.6 (Dinh Iy ddo Viete). Néu 2 s6 x,y théa dieu kién

{ T+y=p
rYy =4q

tht x,y la nghiém cua phuong trinh
t* —pt+q=0.
1.5. B4t dang thic sinh béi da thic dbi xdng 2 bién
Meénh dé 1.1. Cho z,y € R. Dat 0y = x + vy, 0y = xy khi d6
ol > 4o,. (1.3)
Dang ttic xdy ra khi va chi khi z = .
Ménh dé 1.2. Néu oy > 0, thi véi moi n nguyén duong c6 bat dang

thtc

n

%
Sn 2 2n—1

(1.4)
trong d6 S, o tuong tng la tong lity thita va da thite déi xing co s6
bac mot.
Meénh dé 1.3. Véi cac ky hiéu nhu 6 ménh dé 2 ta c6

25m4n = SmiSn- (1.5)

Meénh dé 1.4. Cho da thitc dbi xiing véi he s6 duong f(xy, o). Khi
d6, néu xq, 9, Y1, Yo 1a cac s6 duong thoa dieu kien

( mm<un,
vy + 73 <y, Vin € N

thi f(oy,29) < fys, 1a).



CHUGNG 2

DA THUC DOI XUNG BA BIEN VA CAC BAT
DANG THUC LIEN QUAN

2.1. Dinh nghia co ban

Dinh nghia 2.1. Mot don thic p(x,y, 2) cia cic bién x,y, z dugc
hiéu la ham s6 co dang

QO(Z, Y, Z) — a’klmxkylzma
trong dé k.1, m € N dugc goi la bac ciia cdac bién x,vy, z; $0 Gy, €
R* = R 0 duoc goi la hé so cia don thic, con so k + 1+ m duoc
goi la bac cia don thic p(x,y, z).
Dinh nghia 2.2. Mot ham so P(x,y, 2) cila cdc bién x,y, z dugc
goi la mot da thite néu né cé thé biéu dién ¢ dang tong hiu han cdc
don thic:

P(z,y, z Z Y2

kE+l+m<n

bac lén nhat cia don thic trong da thite dugc goi la bac ciua da thie.

Dinh nghia 2.3. Da thic P(x,y, z) dudc goi la da thic doi zing
néu né khong thay doi vdi moi hodn vi cia x,vy, z nghia la,

P(x,y,z) = P(z,z,y) = Ply,z,2) =
= P(y,z,x) = P(z,z,y) = P(z,y, )

Dinh nghia 2.4. Da thiic f(x,y, z) dugc goi la thuan nhat bac m
néu:

fltx, ty, tz) =t" f(x,y,2),Vt #0



Dinh nghia 2.5. Cac da thic

oL =T+Yy+z

{ = XY +yz+zx

O3 = XYz
duogc goi la cac da thite doi xing co sé ciia cde bién x,vy, 2
Dinh nghia 2.6. Cac da thic

Sp=a"+y" + 25 (k=1,2,3..)

dugc goi la tong lug thia bic k cia cdc bién x, v, 2.

Pinh nghia 2.7. Cdc biéu thic

—(k=1,2,3....)

dugc goi la tong nghich ddo cia cdc bién x,y, 2.

Pinh nghia 2.8. Da thic doi xing vdi cic sé hang toi thiéu, mot
trong cdc s6 hang cta né la don thic x*y'z™ duoc goi la quy dao
ciia don thiic zy'2™ va duge ky hieu la O(x*y'z™).

Mubn tim quy dao ctia mot don thie z*y*2™ can bo sung vao don

thitc tat ca hoan vi cta x,y, 2. Véi k # | # m, ta ¢6
O(x"y'2™) = "y 2"+ ay™ 2 +aly™ 2+ aly 2 a "y Y
Vi du 2.1.

O(2°y°2) = 2°y°2 + 2°y2* + 2°y°2 + 2°y2° + 2y°2* + 2y 2.
2.2. Cac dinh 1y co ban cua da thic dbéi xitng ba bién
Dinh ly 2.1. (Cong thitc Newton). Vi moi k € Z, ta cé hé thic

Sk = O'1Sk_1 - UQSk_Q + UgSk_g. (21)
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Chimg minh. Ta ¢

Sk; = O'1Sk_1 — UgSk_Q + UgSk_g = (CC -+ y + Z)(Q?k_l -+ yk_l + Zk_l)—
—(ry+yz+2n)(@" 2+ "+ ) oy (2P T 4 ) =
="+ + Sy 2 oy e by S e 4 2 -
— (" oy e e 2 e Ry e Ay g
+ w2yt Fyzat ) 4 (2y 4 rzyt T 4 gzt ?)
= +yf =8,

Dinh 1y 2.2. Méi tong lug thia Sy = x* + y* + 2¥ déu cé thé biéu

dién dudi dang mot da thic bac n theo cdc bién oy, 09, 03,

Nhan xét 2.1. Moi quy dao ciia don thic déu c¢6 thé bi¢u dién dudi

dang biéu thic gom cac da thic déi xing co ban

Pinh 1y 2.3. Moi da thic doi xing ba bién x,y, z déu co thé biéu

dién dudi dang da thic theo cdc bién oy = x +y + 2,09 = a2y +

Yz + 2w, 03 = TYZ.

Dinh ly 2.4. (Tinh duy nhat). Néu hai da thiic p(t, u,v) vap(t, u,v)

khi thayt =01 =x+y =2,u =09y = xy+yz+2x,Vv = 03 = TY2

cho ta cung mot da thic déi xing P(x,y, z) thi ching phdi dong
nhat bang nhau.

Meénh dé 2.1. Cho f,,(x,y, 2) 1a mot da thitc ddi xiing thuan nhat

bac m. Khi dé f,,(x,y, z) duge bicu dién qua cic da thitc doi xting co

s6 theo cong thiec.
fm(xayaz) — Z aijk0i05057 (Za.]ak S N) (22}
i+2j+3k=m

Meénh dé trén duge suy ra truc tiép tir cac dinh 1y trén. Ta c6 mot so

vi du rieng cho ménh dé nay fi(x,y, 2) = a0,

fQ(xa Y, Z) — CLlO-% + A909,

f3(x,y, 2) = a107 + as0109 + a303,

fi(z,y, 2) = a107 + ay0°045 + az30,03 + 4403

Trong d6 cac s6 a;, (1 = 1,2, ...) la duge xac dinh duy nhat.



11

Ta c6 the xac dinh a;(i = 1,2, ...) biang phuong phéap 1a cho z,y, 2
nhan cac gia tri cu thé nao do, thiét lap he an la a;, (1 = 1,2, ...) giai
hé ta duoc a;.

2.3. BAat dang thiic sinh bdi da thitc déi xing ba bién

Trong phan nay ta dong nhat ky hieu ciia da thic déi xting co s6 ba
bién nhu sau

Oy =2TY +YZ+ 2%

{ o= +y+=z
05 = TYZ

2.3.1. Mot s6 ménh dé bat dang thic
Ménh dé 2.2. Véi cac s6 thuc x, y, 2 ¢6 cac bat dang thiic:
a)o; > 30y
b)o; > 30,04
dau dang thitc x4y ra khi va chi khi x = y = 2
Meénh dé 2.3. Vdi cac s6 duong x, v, 2 ta co.
a)0102 Z 90'3
b)ot > 2705
c)os > 270,
Meénh dé 2.4. Véi cac s6 duong x, v, z ta cé cac bat dang thic.

a)oioy > 30103 + 205

b)o,05 > 20705 + 30903
c)oioy + a3 > 60,0507,

Meénh dé 2.5. (Schur). Gid sit x, ¥, 2 1a cac s6 thuc khong am. Khi
d6 véi moi r > 0 thi

frlz,y, 2) = 2" (x—y)(x—2)+y (y—2)(y—2)+2"(z—y)(z—2) > 0
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Meénh dé 2.6. Vi cac s6 thuce duong x, v, z ¢6 cac bat dang thic sau

)20} + 903 > 70,09,
b)oy + 305 > 4070,
c)os + 905 > 40,0403,
d)203 + 903 > 7010503
Meénh dé 2.7. Véi cac s6 khong am (x, y, 2) ¢6 bat dang thiic
k

SkZ%a

Trong d6 Sp = 2% + y* 4+ 2*. Dau déng thic xay ra khi va chi khi
rT=1Y=2z

(k=0,1,2..)

Meénh dé 2.8. Véi cac sb khong am x, y, z v S, = 2F + ¢* + 2* véi
k=1,2, ... c6 bat dang thic sau

2.3.2. Van dung ching minh bat dang thic.
Bai toan 2.1. Cho x, ¥, z la cic s6 khong am thoa x +y + z = 1.
Chitng minh rang

T(xy +yz + 2zx) < 2+ 9z2yz

Bai toan 2.2. Cho cac s6 duong z, y, z. Ching minh rang

(++)[1+1+1]>9
YR A (x+y)? (y+2)?2 (z+x)2 4

Bai toan 2.3. Gia st a, b, ¢ 1a cac canh cia 1 tam giac véi dién tich
bang S. Chiing minh rang

o>+ b* 4+ & > 44/38

Bai toan 2.4. Cho cac so duong a, b, ¢ thod man diéu kien abc = 1.
Ching minh rang

1 N 1 n 1 S 3
adb+c¢) bVc+a) Ala+b) — 2
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Bai toan 2.5. Cho x,y, z 1a cac s duong thod man dicu kien x +
Yy + z = 3a chitng minh rang véi moi s6 ty nhién n thi

1 1 1 1
_’I’L _TL _7’L>3 _TL.
R A I CER L (R
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CHUONG 3

UOC LUONG VA TINH TOAN TREN DA THUC
POI XUNG NHIEU BIEN

3.1. Cac khai niém co ban cta da thidc déi xiing nhieu
bién

Dinh nghia 3.1. Gid st x = (71, X3, ..., T,) € R. Da thic

f(x) = f(xy, 29, ..., x,) dugc hiéu la mot ham so c6 dang f(x) =

> My(x), trong dé

k=0

M. (x) = My(x1, 29, ..., xy,) = Z Qo i il i

J1t+jo+...+in=Fk
G ENi=0,1,2....n).
Dinh nghia 3.2. Da thicf(xy, s, ..., T,) dugc goi la doi xing néu
né khong doi khi doi ché gita hai bién bat ky
Dinh nghia 3.3. Da thic doi zing f(xy, %o, ..., z,) dude goi la
thuan nhat bac m, néu

f(txy, txs, ... tx,) =t" f(x1, 29y ..., x,), VE # 0.
Pinh nghla 3 4. ( Don thic troi)Cho hai don thie Axhas?.. ok

Va B£C1 :132 .l Ta néi don thite thit nhat troi hon don thic thit hai
neuk1>l1Uak2>lg,,,,,”hOCLCk'l—ll,kQ l k'_l Va

Fsi1 > lop.
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Dinh nghia 3.5. ( Da thiic doi ziing co bin) Kij hiéu
Sp=ai+ab+ .. +a ke

0'0:1

or)=x1+ 22+ ... + 1, = le
1=1

oo(x) = Z Tix;

1<i<j<n

o3(x) = g LX)
1<i<g<i<n

Ta goi Sy la tong lug thua, con o.(z),(r = 1,2,3,..,n) la cic da
thite dos xing co sd bac r

Vi du 3.1. V6in = 4 ta co

0L =21+ T+ X3+ 24
09 = T1To + T1X3 + 1Ly + ToZ3 + Loy + T3y
O3 — T1X9T3 + T 1Ty + ToX3Ly + T1T3T4

04 — X1XoX3X4.

SO cac s0 hang trong da thiic doi xiing bac k : 0}, bang

n!
Ch= ———
" kl(n—k)
3.2. Cac dinh 1y co ban ctia da thic déi xing nhiéu
bién
Dinh 1y 3.1. (Cong thitc truy hoi Newton).Biéu dién cdc tong lug
thua qua cdc da thiic doi xing cd sd.
Cdc tong lug thia va cic da thic doi xing co sd lien hé vdi nhau
theo cong thic.

Sk = alSk_l—UQSk_2+...+(—1)i_1aiSn_i+...+(—1)k_1kak. (31)
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Dinh 1y 3.2. (Dinh ly ton tai.) Gid si aa?]fl.rg?....xﬁ” la mot da

thitc doi ziing ciia n bién. Khi dé ton tai da thic ¢(oy, 09, ..., 0,),
sao cho néu vao chd oy, 0o, ..., 0, thay cdc biéu thic

p

o(x)=x1+ X0+ ...+, =D T
1=1

o) = > wux;

4 1<i<j<n

o3(x) =Y xwx
1<i<j<i<n

(. on(x) = 1179... 10,

thi ta nhan dugc da thite f(x1, s, ..., 2,) ta goi 01, 09, ..., 0y, la cdc
da thitc doi xing co sd clia cdc s6 X1, Ta, ..., Ty

3.3. Bét dang thitc sinh bdi cac da thiic déi xing

Phan nay ta nghién cttu mot s6 bai toan bat dang thic chita nhicu
bién s6 (c6 the n bién).

3.3.1. Dinh ly Rolle va itng dung

Dinh 1y 3.3. Gid st ham s6 f : |a,b] — R lién tuc trén doan
[a, b] va c6 dao ham f'(x) lien tuc trong khodng (a,b). Khi dé , néu
f(a) = f(b) thi ton tai it nhdt 1 diem c € (a,b) sao cho f'(c) = 0.
Hé qua 3.1. Gid st P(x) = 0 la da thic bic n trén truong so
thuc c6 n nghiém thuc 1 < x9 < ... < x, thi da thic dao ham
P'(x) =0 ¢6 n — 1 nghiém thuc yi, Yo, .., Yn_1 Sa0 cho x1 < y; <
To S Yo < oo S X1 S Y1 S Ty

Nhan xét 3.1. Ky hiéu 0y, = 0y.,(x) 1a da thice doi xiing co s6 ctia
bo 86 thye © = (1, X3, ..., T,) va xét da thic

f(t)=(t —x)(t — xs)...(t — z,,)
hay la
ft) =t" — oy ()" + og ()t —
A (=) o)+ (=)o (x).
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khong mat tinh tong quat, ta gid thiét rang x; < x5 < ... < x,,. Gia
SU Y1, Yo, -, Yn_1 12 cac nghiem cua f'(t) = 0. tu dinh Iy Rolle suy ra

1S ST <1< ..< T <Y1 < Tp.
Ta co
fit)=nt"" — (n— Do (x)t"?+ (n — 2)og,(x)t" > — ...

..... + (=1)"o,_1n(2).
Vi Y1, Yoy ---, Yn_1 la nghiem cta f'(t) = 0, nén theo Viete ta co

(

Olp1(Y) =+ Yo+ ..+ Ypor = n7_101,n(37)7
Uz,n—l(y> = D Yy = nT_zaz,n(SU);

{ 1<i<j<n—1

L Un—l,n—l(y) = Y1Y2...Yp—1 = %O-n—l,n(x>

Nhu vay ta c6 cong thic
n—=k

n

o), (k=0,1,2,...,n—1) vaogy, =1
(3.2)
Y nghia clia cong thite trén 1a tit cac bat ddng thite ¢6 sb bién it hon

Uk,n—l(y) —

ta co thé sinh ra cac bat dang thitc méi véi s6 bién hon 1 bang cach.

Tt bat dang thitc ¢c6 n — 1 bién ban dau ta chuyén vé bat dang thic

c6 n bién

3.3.2. Mot sé ménh dé sit dung dé chitng minh cac bét
ding thiic

Ménh dé 3.1. Véi da thitc ddi xting n > 2 bién thuc x = (x1, Ty, ..., T,,),

ta c6 bat dang thiic

2n

n—1

o’(x) > oo(T). (3.3)
Ménh dé 3.2. Véi moi bo s6 khong am x = (1, @, ..., X,,) ta co bat
dang thiec.

o1(x)on_1(z) > n0,(2) (3.4)
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Meénh dé 3.3. V6i moi bo s6 thuc khong am © = (&1, Ty, T3, T4), V&
cac bat dang thitc do6i xing co 86 oy, (k = 1,2, 3,4)
Ta c6 cac bat dang thiic sau
8
o7 > 302 2)o03 > 1604,  3)o; > 360y,
Ménh dé 3.4. V6i bo s6 khong am x4, s, T3, T4 va cac da thic doi
xting co s6 oy, (k =1,2,3,4)
Ta c6 cac bat dang thiic sau.
2o 9 3o 27 5
Yoy > 10103, bloyoy > 603,  6)oy > 503
7\90i0y > 180105 + 1605,  8)20105 > 30103 + 40y03,
9)2700 03 + 3205 > 14400503, 10)90% + 4803 > 320,0%5.

Meénh dé 3.5. V6i bo s6 khong am x4, s, T3, T4 va cac da thic doi
xing co s6 o, (k =1,2,3,4)
Ta c6 cac bat dang tic sau.

8
11)os > 50204, 12)o903 > 60104, 13)0? > 1603,

14)303 + 30704 > 160504, 15)307 + 30,05 > 80704 + 480.

Két hop hé qua cta dinh 1y Rolle vA nhung ménh dé trén
ta c6 thé sang tao ra nhiéu bat dang thic véi sd bién nhiéu
hon tir nhitng bat dang thidc ctia ménh dé trén.

Vidu 3.2. Cho 50 Y1, Y2, Y3, Ya, Ys) thod y1 +ya+ys+ys+ys = 5.
Chitng minh rang

11 1 1 1\
<—+—+—+—+—) +20——— >4 Y —

Yy Y2 Ys Y+ Y5 Y1Y2Y3Y4Ys 1<i<i<h yzy]
Nhan xét 3.2. Ta hoan toan tuong tu vi du trén c6 the lam bai toan
suy nguge, tit nhitng bat dang thic da c6 véi k bién, c6 thé chuyén ve
bat dang thic clia nhitng da thitc déi xing co sé roi van dung cong
thite (3.4) thay thé da thite doi xing co sé k bién béi nhing da thic
déi xting co s6 k + 1 hoac k — 1 bién. Ta nhan dude bat dang thic méi
v6i s bién nhieu hon (hoac it hon)
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3.3.3. BAat dang thiic chita cac da thic dbi xiing dong
bac
V61 khai niém da thiic doi xing dong bac n bién s6 G trén, ta xét
mot so bai toan sau.

Bai toan 3.1. Véi M&i day s6 2y, 29, .... ta ki hieu
0'1(21, B9y vuny Zk) =21+ 2+ ...+ 2, k € Z+,

_ +
O'Q(Zl, Ry aeny Zk) = 2129+ 2123 + ... + 212k, keZm.
Cho hai day s6 giam va khong am &1, s, ...&, V& a1, Ag, ..., T, Va SO
n € Z" thod man dieu kién

Ching minh rang
To(T1, Ty ooy L) < Oa(ay, Ay, ..., ay).
Bai toan 3.2. V6i mdi day cac s6 21, 2o, ... ta ky hiéu
o1(21, 20, ey 21) =21+ 20+ ... + 21,k € RT.

Cho da thiic f(x) co f"(x) > 0,Vx € R va cho hai day s6 giam khong
am Ty, Lo, ..... va aj, s, .... va so n € RT thoa man diéu kién

01(131) > 01(a1)
U1<$1,$2) > 01(a17@2)

. Chting minh rang

Jl(f(x1)7 f(xQ)v e f(xn)) > Jl(f(al)v f(a2)7 e f(an)>
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Nhan xét 3.3. Ta hoan toan c6 thé ty chon mot ham f(z) = a.z”
voi a > 0,8 > 1thi f"(z) = a.B.(8—1).2°72 > 0 két hop véi mot
bo s6 khong am (xq, 3, ..., T,) va day s6 (a1, as, ..., a,) bat ky thoa
dieu kien gia thiét bai toan 3.2 thi ta da c6 1 bai toan mdi, ma phuong
phap chimg minh hoan toan tucng tu.

Mot sb6 bai toan bat dang thic luong giac, luong giac
trong tam giac ciing c6 thé ap dung bai toan 3.2 dé giai.

Vi du 3.3. Cho tam giac AABC' khong nhon. Chitng minh rang
sinA+sinB+sinC <1++v2
Vi du 3.4. Cho tam gidc AABC' khong nhon. Chitng minh rang

A B C
tana—l—tan?—ktan? 22\[2—1

Nhan xét 3.4. Bai toan 3.2 la mot cong cu dé ta c6 thé tao ra nhiéu
bat dang thic méi véi 2, 3, ..., n bién s6 bang mot gid thiét hop 1y va
chon ham f(x) co f"(x) > 0.

V6i nhiing bai toan bat dang thiic ma c6 gid thiét c¢6 dang giong gia
thiét trén thi ta c6 thé nghi ngay dén phuong phap giai ap dung bai
3.2, dieu quan trong ¢ day la c6 nhiéu bai toan ta khong thé nhan biét
ngay lap tic ham f(x) ma phai thong qua nhiéu bude bién doi tuong
duong ta mdi ¢6 duge ham f(z) dé van dung.

3.3.4. BAt dang thic gitta cac ham déi xing

Bai toan 3.3. Xét bo s6 duong x = (1, %o, ..., Tp), Y = Y1Y2---Yn
chitng minh rang

o +y) oaz)  0a(y) _ =\ A =1 (35)
o(x+y) olz) oy 200(x +y)oi(w)oi(y)

Hé qua 3.2. Gid st x = (1,22, ..., Tpn), Yy = (Y1, Y2, -, Yn) 10 hai
bo s6 duong.
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Khi do tw (3.5) va (?7) ta suy ra

> 2l) | )

oi(z) — o1(y)

oo(x + )
01(37 + y)

os(z +y) = 0a(x) + 0a(y),

Bai toan 3.4. Ching minh rang néu
r = (1,29, s Tn), Y = (Y1, Y2, -, Yn) 12 b 86 n bién s6 duong,
r=2,3,..,n Khido

o(r+y) - o, (x) o,(x)

P ) ey I 37)

Bai toan 3.5. Chiing minh ring néu
T = (T, %2, T0n), Y = (Y1, Y2, -+, Yp) 12 b0 86 m bién s6 duong thi
! 1

oz +y)) > [oy(2)]" + [o(y)]

Bai toan 3.6. Cho a = (ay, as, ..., a,) 1a cac s6 thyc duong. Dat

P = wgk vapy = 1,05 = Ok(a),pk = pk(a). Chitng minh rang

Pk-1Pk+1 S p]2<; (k — 17 27 vy I — 1) (1)
Bai toan 3.7. Cho a = (ay, as, ..., a,) 1a cac s6 thyc duong va khong
dong thoi bang nhau. Dat p, = 20y vapy = 1, 04 = oy(a), pr =
pr(a). Chiing minh rang

(3.8)

Op—10p41 < (0-7")2

Nhan xét 3.5. Tit nhiing bai toan trén ta c6 thé sang tao ra nhicu
bat dang thic méi, bang phuong phap chon mot bo s6 n bién bat ky
a = (ar,as,...,a,) var < n tuy ¥ ta c6 bat dang thiic theo cic
da thitc ddi xing co sd, thay cac da thic d6i xing co s6 bdi bo s6
(ai, as, ..., a,) thi c6 bat dang thiic méi

Dé bai toan them phan phiic tap ta cho vao gia thiét mot dieu kien bat
ky ctia bo s6 (ay, ag, ..., a,)
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KET LUAN

Céc két qua chinh ctia luan van "Mét so van dé vé da thic doi zing
va bat dang thic lien quan” da tap trung nghien ciu, trinh bay mot
s van de:

- Trinh bay céc phuong phap ching minh va cac tinh chat cia da
thitc doi xting 2, 3 hodc n bién thong qua mot s6 tinh chat va meénh de.

- Khao sat van deé biéu dién da thitc déi xing chita n bién theo céc
da thic ddi xting co ban ciia n bién, tit d6 van dung cac tinh chat da
duge ching minh vé da thic doéi xting co ban dé suy ra cac tinh chat
ciia da thic da cho. ting v6i mot da thic doéi xing bat ky thi ta deu
tim dudc thuat toan chuyen né vé mot da thiic chita cac da thic déi
xing co ban

- Trinh bay dinh 1y Rolle d6i véi da thiic thye: Néu da thie P(x) €
R[z] c6 k nghiem thuyc thi da thic P'(x) ¢6 it nhat k — 1 nghiem thuc
va hé qua ctia dinh 1y Rolle. Tt d6, néu phuong phap chiing minh bat
dang thic k bién, bang cach van dung mot bat dang thitc don gian da
duge ching minh dang véi s6 bién (k — 1) hogc (k + 1) roi két hop he
qua dinh 1y Rolle chuyén vé bat dang thitc (k) bién ma ta can chiing
minh.

- Trinh bay mot s6 bai toan vé bat dang thiic tong quat & bién dudc
biéu dién dudi dang cac da thite déi xing co ban. Tt do, néu cach sang
tao nhiéu bat dang thic mdéi véi s6 bién cu the k = (2,3,4,..) tuy
theo do phiic tap ciia bai toan ma ta can trinh bay.

Luan van la mot tai lieu chuyén dé vé da thic doi xing va ting dung
gidi toan bat dang thic .





