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DANH MỤC CÁC KÍ HIỆU 

 

  Tập tất cả các số thực, [ ] = 0,++ ∞ . 

[ )0,+ = +∞  Tập hợp các số thực không âm 

( ],0− = −∞  Tập hợp các số thực không dương 

[ ]( ), ;C a b    Không gian Banach các hàm số liên tục [ ]: ,u a b →  với 

  chuẩn ( ){ }max :
C

u u t a t b= ≤ ≤ . 

[ ]( ), ;C a b +  Tập các hàm [ ]( ) ( ) [ ]{ }, ; : 0, ,u C a b u t t a b∈ ≥ ∈  

[ ]( )
0

, ;tC a b +  Tập các hàm [ ]( ) ( ){ }0, ; : 0u a b u t+∈ = , với [ ]0 ,t a b∈  

[ ]( ), ;C a b D , với D ⊆   Tập các hàm số liên tục tuyệt đối [ ]: ,u a b D→  

[ ]( ), ;L a b    Không gian Banach các hàm khả tích Lebesgue  

  [ ]: ,p a b →   với chuẩn ( )
b

L
a

p p s ds= ∫  

[ ]( ), ;L a b D , với D ⊆   Tập các hàm khả tích Lebesgue [ ]: ,p a b D→ . 

Mab  Tập các hàm đo được [ ] [ ]: , ,a b a bτ →  

abL   Tập các toán tử tuyến tính bị chặn mạnh 

 [ ]( ) [ ]( ): , ; , ;C a b L a b→     

Pab  Tập các toán tử tuyến tính abL∈  ,  

 [ ]( ) [ ]( ): , ; , ;C a b L a b+ +→    

Toán tử t0 – Volterra, với [ ]0 ,t a b∈  

 Tập các toán tử abL∈   sao cho với bất kỳ [ ]1 0, ,a a t∈   

 [ ]1 0 , ,  b t b∈ 1 1a b≠  và [ ]( ), ;v C a b∈   nếu  

 ( ) 0,v t =  [ ]1 1,t a b∀ ∈  thì ( )( ) [ ]1 10, ,v t t a b= ∀ ∈  

[ ]x
+

 [ ] ( ) ( )1 1 sgn 1
2 2

x x x x x
+
= + = +  

[ ]x
−
 [ ] ( ) ( )1 1 sgn 1

2 2
x x x x x

−
= − = −



MỞ ĐẦU 

 

Lý thuyết bài toán biên cho phương trình vi phân thường (PTVPT) và phương trình 

vi phân hàm (PTVPH) ra đời từ thế kỉ 18, song đến nay vẫn được nhiều người quan tâm nhờ 

các ứng dụng của nó trong các lĩnh vực vật lý, cơ học, kinh tế, nông nghiệp, …. 

Từ quan điểm đương thời, có thể nói rằng phương pháp giải tích hàm và phương 

pháp topo là những phương pháp hữu dụng nhất. Qua những ứng dụng có tính hệ thống của 

các phương pháp này, cơ sở lý thuyết về bài toán biên cho một lớp rộng PTVPH đã được 

xây dựng. 

Tuy nhiên cho đến tận bây giờ, thực tế bài toán biên cho PTVPH được nghiên cứu 

với những kết quả chưa có tính hệ thống. Việc nghiên cứu về PTVPH có hệ thống luôn gặp 

nhiều khó khăn ngay cả trong phương trình tuyến tính.Ví dụ, câu hỏi về tính giải được của 

bài toán biên đơn giản nhất (bài toán giá trị đầu): 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )'u t p t u t q t , u a 0,= τ + =  

(với p,q :[a;b] R→ là hàm khả tích Lebesgue và :[a;b] [a;b]τ →  là hàm đo được), không 

bao giờ trở nên tầm thường như với phương trình vi phân thông thường, có nghĩa là trong 

trường hợp ( )t t, t [a;b]τ = ∈ . 

Về phần PTVP thường, một vài kết quả đủ mạnh đã được xây dựng cho bài toán giá 

trị biên, sử dụng  những phương pháp mà cơ sở của nó nằm trong giải tích toán học hiện đại. 

Việc này thể hiện những nỗ lực để điều chỉnh các phương pháp của giải tích toán học trong 

việc nghiên cứu PTVPH. Những năm gần đây nỗ lực này đã thành công trong trường hợp 

một vài bài toán biên của PTVPH. Đặc biệt trong các công trình của I.Kiguradze, P.Buza, 

R.Hakl… những điều kiện phức tạp về sự tồn tại và duy nhất nghiệm của một lớp rộng bài 

toán biên cho PTVPH cả tuyến tính lẫn phi tuyến đã được tìm ra. 

Chính vì những kết quả nhận được trong các nghiên cứu này tôi quyết định sử dụng 

phương pháp giải tích toán học và các nghiên cứu về bài toán biên của PTVP với những 

điều chỉnh phù hợp cho PTVPH. Phần lớn phương pháp được sử dụng là áp dụng các kĩ 

thuật về bất đẳng thức vi phân. 

Trong luận văn này tôi nghiên cứu về vấn đề tồn tại nghiệm không âm của bài toán 

biên cho phương trình vi phân hàm bậc nhất tuyến tính. Bài toán như sau: 

Xét sự tồn tại và duy nhất nghiệm không âm u  của phương trình : 



( ) ( )( ) ( )u t u t q t′ = +  

với điều kiện biên 

( ) u a c=  (hoặc, ( )u b c= ) 

Trong đó [ ]( ), ;q L a b +∈   (hoặc [ ]( ), ;q L a b −∈  ), c +∈  và abL∈  . 

Trường hợp đặc biệt của bài toán là phương trình vi phân với đối số lệch 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )u t p t u t g t u t q tτ µ′ = − +  

với [ ]( ) [ ]( ), , ; , , ; ,  ,  abp g L a b q L a b Mτ µ+∈ ∈ ∈  . 

Luận văn gồm 2 chương: 

Chương I: Nội dung chính của chương 1 là xây dựng các điều kiện cần và đủ để một 

toán tử tuyến tính abL∈   thuộc tập Sab(a) (hoặc Sab(b)). Trong phần cuối của chương ta áp 

dụng các kết quả ở trên cho phương trình vi phân hàm với các đối số lệch. 

Chương II: Nội dung chính của chương 2 là xây dựng các tiêu chuẩn hiệu quả cho 

các điều kiện cần và đủ ở chương 1 để một toán tử abL∈   thuộc tập ( )abS a  (hoặc ( )abS b ). 

 

 



CHƯƠNG 1 

VỀ CÁC TẬP Sab(a) VÀ Sab(b) 

 

1.1 Giới thiệu bài toán 

 

Xét bài toán tồn tại và duy nhất nghiệm không âm u  của phương trình  

                                                ( ) ( )( ) ( )u t u t q t′ = +    (1.1) 

với điều kiện biên 

 ( ) u a c=    (1.2) 

hoặc,  

  ( )u b c=       (1.3) 

Trong đó [ ]( ), ;q L a b +∈   (hoặc, [ ]( ), ;q L a b −∈  ), c +∈  và abL∈  . 

Nghiệm của phương trình (1.1) là hàm [ ]( ), ;u C a b∈ 

  thỏa (1.1) hầu khắp nơi trên [ ],a b .  

Trường hợp riêng của phương trình (1.1) là phương trình vi phân với đối số lệch 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )u t p t u t g t u t q tτ µ′ = − +    (1.4) 

Trong đó [ ]( ) [ ]( ),  , ;  ,  , ;  ,  ,  abp g L a b q L a b Mτ µ+∈ ∈ ∈  . 

 

Cùng với bài toán (1.1), (1.2) (hoặc (1.3)) ta xét bài toán thuần nhất tương ứng 

  ( ) ( )( )'u t u t=    (1.10) 

với điều kiện biên thuần nhất 

 ( ) 0u a =  (1.20) 

hoặc  

 ( ) 0u b =  (1.30) 

1.2 Kết quả chuẩn bị 

1.2.1 Định lí   

Bài toán (1.1), (1.2) ( hoặc (1.1), (1.3)) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi bài toán thuần 

nhất tương ứng (1.10), (1.20) (hoặc (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. 

Chứng minh 



Đặt [ ]( ), ,B C a b= ×   là không gian Banach chứa các phần tử v = (u, c0), trong đó 

[ ]( ), ,u C a b∈  , 0c ∈  và chuẩn 0C
v u c= +  

Với tùy ý ( )0,v u c=  cố định, [ ]0 ,t a b∈  ta đặt 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

0 0 0,
t

t

f v t c u t u s ds c u a
 

= + + −  
 

∫  

và đặt  

( ) ( ) [ ]
0

, ,   ,
t

t

h t q s ds c t a b
 

= ∀ ∈  
 
∫  

Khi đó bài toán (1.1), (1.2) trở thành phương trình các toán tử trong B 

( )v f v h= +  

do ( )0,v u c=  là nghiệm của phương trình trên khi và chi khi 0 0c =  và u là nghiệm của bài 

toán (1.1), (1.2) 

• f  là toán tử compact. Thật vậy : 

Ta chứng minh f(M) là tập compact tương đối nếu M  là một tập bị chặn trong B. 

Đặt { }:M v B v K= ∈ ≤  với K dương. 

Do   là toán tử tuyến tính bị chặn mạnh nên có [ ]: ,a bη →   sao cho ( )( ) ( ) C
u t t uη≤ , 

[ ]( ) [ ], , ,  ,u C a b t a b∀ ∈ ∀ ∈  và với mọi v M∈  ta có 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0

02 2 2 2
t b b

C C
t a a

f v t c u u s ds K u s ds K K s dsη η≤ + + ≤ + ≤ +∫ ∫ ∫  

Suy ra  f(M) bị chặn đều.  

Mặt khác, với [ ],  ,t s a b∈  ta có 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

,0

          

s s

t t

s s

C
t t

f v t f v s u d u d

u d K d

ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ η ξ ξ

 
− = = 

 

≤ ≤

∫ ∫

∫ ∫

 

 

Suy ra f(M) đồng liên tục đều. 

Theo định lí Ascoli-Arzela  f  là toán tử compact. 



• Áp dụng luân phiên Fredholm cho phương trình các toán tử, phương trình 

( )v f v h= +  có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi phương trình ( )v f v=  chỉ có nghiệm tầm 

thường, tương đương với bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. 

 

1.2.2 Định nghĩa  

Ta nói một toán tử abL∈   thuộc về tập  ( )abS a  (hoặc ( )abS b ) nếu   thỏa 2 điều kiện sau: 

(i) Bài toán (1.10), (1.20) (hoặc (1.10), (1.30)) chỉ có nghiệm tầm thường. 

(ii) Với mọi [ ]( ), ,q L a b +∈   ( hoặc [ ]( ), ,q L a b −∈  ) và c +∈ , thì nghiệm của bài 

toán (1.1), (1.2) (hoặc (1.1), (1.3)) là không âm. 

Theo định lí 1.2.1 ta thấy nếu ( )abS a∈  (hoặc ( )abS b∈ ) thì bài toán (1.1), (1.2) (hoặc 

(1.1), (1.3)) có nghiệm duy nhất với mọi c +∈  và [ ]( ), ,q L a b +∈   (hoặc  mọi c −∈  và 

[ ]( ), ,q L a b −∈  ) 

 

1.2.3 Chú ý  

Theo Định lí 1.2.1 nếu ( )abS a∈  ( tương ứng ( )abS b∈ ) thì với mỗi c +∈  và 

[ ]( ), ,q L a b +∈   (hoặc [ ]( ), ,q L a b −∈  ), bài toán (1.1), (1.2) (hoặc (1.1), (1.3)) có 

nghiệm duy nhất, không âm. 

 

1.2.4 Chú ý 

Từ Định lí 1.2.1 ta thấy ( )abS a∈  (hoặc ( )abS b∈ ), nếu và chỉ nếu với mọi  

[ ]( ),  , ,u v C a b∈ 

  thỏa các bất đẳng thức sau: 

(i)  ( ) ( )( ) ( ) [ ]' ,    ,u t u t q t t a b≤ + ∈  

(ii)  ( ) ( )( ) ( ) [ ]' ,    ,v t v t q t t a b≥ + ∈  

(iii)  ( ) ( )u a v a≤ (hoặc ( ) ( )u b v b≥ ) 

thì ( ) ( )u t v t≤ (hoặc ( ) ( )u t v t≥  ) 

Chứng minh 

• Điều kiện cần: Giả sử ( )abS a∈  ta chứng minh rằng với mọi  [ ]( ),  , ,u v C a b∈ 

  thỏa 

ba bất đẳng thức (i), (ii), (iii) thì ( ) ( )u t v t≤ . Thật vậy: 



Đặt ( )( ) ( )w t v t u t= − . Theo (i), (ii), (iii) ta có  

( ) ( )( ) [ ], ,w t w t t a b′ ≥ ∈    và   ( ) 0w a ≥  

Khi đó dễ dàng thấy ( )w t  là nghiệm của bài toán sau: 

( ) ( )( ) ( )w t w t q t′ = +    và  ( )w a c=  

với ( ) ( ) ( )( ) 0q t w t w t′= − ≥  và ( ) 0c w a= ≥  

Do đó theo định nghĩa của ( )abS a∈  bài toán trên có nghiệm duy nhất ( )w t  không âm. Từ 

đó suy ra ( ) ( )u t v t≤ . 

• Điều kiện đủ: Giả sử rằng với mọi  [ ]( ),  , ,u v C a b∈ 

  thỏa ba bất đẳng thức (i), (ii), (iii) 

thì ( ) ( )u t v t≤ , ta chứng minh ( )abS a∈  theo Chú ý 1.2.3. Thật vậy: 

 Bước 1: Chứng minh bài toán (1.1), (1.2) có nghiệm duy nhất 

Giả sử 1 2,  u u  là hai nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) 

Đặt 1 2,  u u v u= = , thì ,  u v  thỏa ba bất đẳng thức (i), (ii), (iii) suy ra ( ) ( )1 2u t u t≤  

Đặt 2 1,  u u v u= = , thì ,  u v  thỏa ba bất đẳng thức (i), (ii), (iii) suy ra ( ) ( )2 1u t u t≤  

Do đó ( ) ( )1 2u t u t= . Vậy bài toán (1.1), (1.2) có nghiệm duy nhất. 

 Bước 2: Giả sử 0u  là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2), ta chứng minh 

( ) [ ]0 0,   ,u t t a b≥ ∈ . 

Chọn ( ) 0u t ≡  và đặt ( ) ( )0v t u t≡  

Ta thấy ,  u v  thỏa ba bất đẳng thức (i), (ii), (iii) suy ra ( ) ( ) [ ],   ,u t v t t a b≤ ∈  hay 

( ) [ ]0 0,   ,u t t a b≥ ∈  

Vậy ( )abS a∈ . 

 

1.2.5 Chú ý  

Nếu abP∈ (hoặc abP− ∈ ) thì ( )abS a∈ (hoặc ( )abS b∈ ) khi và chỉ khi bài toán 

 ( ) ( )( ) ( )' ,            0u t u t u a≤ =   (1.5) 

hoặc  

 ( ) ( )( ) ( )' ,            0u t u t u b≥ =  (1.6) 

không có nghiệm không âm khác tầm thường. 



Chứng minh 

• Điều kiện cần: Giả sử ( )abS a∈ , ta chứng minh bài toán (1.5) không có nghiệm không 

âm khác tầm thường. Thật vậy: 

Gọi u là nghiệm của bài toán (1.5) 

Áp dụng Chú ý 1.2.4 với ( ) ( )0, 0≡ ≡v t q t  ta được ( ) 0≤u t với [ ],∈t a b . 

• Điều kiện đủ: Giả sử bài toán (1.5) không có nghiệm không âm khác tầm thường. Ta 

chứng minh ( )abS a∈  theo định nghĩa 1.2.2. Thật vậy: 

 Bước 1: Gọi 0u là nghiệm của bài toán thuần nhất (1.10), (1.20). Ta chứng minh 

( )0 0u t ≡  

Ta có:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0 0sgn sgn sgn′′   ′= = =  u t u t u t u t u t u t u t  

Mặt khác, do  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0
0 0 0 0

0 0

sgnab

u t u t
P u t u t u t u t

u t u t

 ≥∈ ⇒ ⇒ ≥ ≥
≥ −

 

   

 

 

Nên ta có 

( ) ( )( ) [ ]0 0 , ,u t u t t a b′ ≤ ∈  

( )0 0u a =  

Vì vậy, 0u  là nghiệm của bài toán (1.5). Như vậy, 0 0≡u  nghĩa là bài toán thuần nhất 

(1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. 

 Bước 2: Gọi u là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) với ([ , ]; )+∈ q L a b và c +∈ . 

Ta chứng minh ( ) 0u t ≥  

Đặt  

( ) ( ) [ ],   ,v t u t c t a b= − ∈  

Ta có 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

v t u t u t q t u t

v t u c t u t c t u t

′ ′= = + ≥

= − = − ≤

 

    

 ( ) ( )( )′⇒ ≥ v t v t  

Do ∈ abP  nên ( ) ( )( )′ ≤ v t v t  (chứng minh giống ở bước 1). 

Do đó ta có  



( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) [ ] ( ) [ ]( )( )_ _
2 2

 ′ ≤ ′′ ′⇒ − ≤ − ⇒ ≤
′ ≥



  



v t v t
v t v t v t v t v t v t

v t v t
 

Từ đó suy ra   

 [ ] ( )( ) [ ] ( ), [ , ]v t v t t a b−−
′ ≤ ∈  

Mặt khác từ điều kiện biên ( )u a c=  ta có ( ) 0v a =  hay ( )[ ] 0v a− =  

Như vậy ta thấy [ ]v −  là nghiệm của bài toán (1.5) 

Suy ra [ ] ( ) ( ) [ ]0 ,    ,v v t v t t a b
−
≡ ⇒ = ∈  

Mà ( ) ( ) [ ],   ,u t v t c t a b= + ∈  nên ( ) 0,  [ , ]u t t a b≥ ∈ . 

Theo Định nghĩa 1.2.2 ta có toán tử ( )abS a∈ . 

 

1.3   Các kết quả chính 

1.3.1 Định lí  

Giả sử abP∈ . Khi đó ( )abS a∈  nếu và chỉ nếu tồn tại [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞  thỏa bất 

đẳng thức 

 ( ) ( )( ) [ ]' ,            ,t t t a bγ γ≥ ∈  (1.7) 

Chứng minh 

• Điều kiện đủ 

Giả sử tồn tại hàm số [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞  thỏa bất đẳng thức (1.7) ta chứng minh 

( )abS a∈  theo Định nghĩa 1.2.2 

 Bước 1: Ta chứng minh toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường 

Giả sử u  là  nghiệm  không  tầm  thường  của  bài  toán  (1.10), (1.20). Do abP∈  và  từ  

(1.10), (1.20) ta có  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]' sgn ,  ,u t u t u t u t t a b≤= ∈   (1.8) 

Do ( ) 0tγ ≠  suy ra 
( )
( )

u t
tγ

 là hàm liên tục nên tồn tại ( ]* ,t a b∈  sao cho  
( )
( )

*
*

*

u t
t

λ
γ

=  với 

( )
( ) [ ]* ax : ,

u t
m t a b

t
λ

γ

  = ∈ 
  

 



Đặt ( ) ( ) ( ) [ ]* ,   ,v t t u t t a bλ γ= − ∈ . Rõ ràng: 

 ( ) [ ] ( ) ( ) ( )* *0,   , ,   0,   0v t t a b v a a v tλ γ≥ ∈ = > =  (1.9) 

Từ (1.7), (1.8) và (1.9) ta có ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]* 0,   ,v t t u t v t t a bλ γ′ ≥ − = ≥ ∈    mâu thuẫn 

với (1.9). Vì vậy bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. 

 Bước 2: Giả sử 0u  là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) với c +∈  và 

[ ]( ), ,q L a b +∈  . Ta sẽ chứng minh ( ) [ ]0 0,   ,u t t a b≥ ∈  

Giả sử rằng ( )0 0u t
−

  ≡  . Do abP∈  và (1.1) ta có 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) [ ]( )( )0 0 0 0 0 0
1 1sgn sgn 1
2 2

u t u t u t u t q t u t u t
−−

′  = − + − ≤     , với 

[ ],t a b∈   (1.10) 

Ta có thể chọn ( ]0 ,t a b∈ sao cho 
( )
( )

0 0
0

0

u t
t

λ
γ

−
   =  với 

( )
( ) [ ]0

0 ax : ,
u t

m t a b
t

λ
γ

−
    = ∈ 
  

 

Đặt ( ) ( ) ( ) [ ]0 0 0 ,   ,v t t u t t a bλ γ
−

= −   ∈  . Rõ ràng: 

 ( ) [ ] ( ) ( ) ( )0 0 0 0 00,   , ,   0,   0v t t a b v a a v tλ γ≥ ∈ = > =  (1.11) 

Từ (1.7), (1.10) và (1.11) ta có ( ) ( )( )0 0 0v t v t′ ≥ ≥  hầu khắp nơi trên [a, b], nhưng điều này 

mâu thuẫn với (1.11). Từ mâu thuẫn này ta chứng minh được ( )0 0u t
−

  ≡  .  

Do đó ( ) [ ]0 0,   ,u t t a b≥ ∈ .  

Vậy ( )abS a∈ . � 

• Điều kiện cần: Hiển nhiên 

 

1.3.2 Hệ quả  

Giả sử abP∈  và thỏa ít nhất một trong ba điều kiện sau: 

a)   là một toán tử a – Volterra. 

b) Tồn tại một số nguyên không âm k, một số tự nhiên m > k , một số ( )0,1α ∈  sao cho 

 ( ) ( ) [ ],  ,m kt t t a bρ αρ≤ ∈    (1.12) 

với  



 ( ) ( ) ( )( ) [ ] ( )0 11, ,  ,  0,1,2,...
tdef def

i i
a

t t s ds t a b iρ ρ ρ+= = ∈ =∫   (1.13) 

c) Tồn tại abP∈  sao cho   

 ( )( ) ( )( )
b

1 exp 1 1
b

a s

s d dsξ ξ
 

< 
 

∫ ∫   (1.14) 

và trên tập [ ]( ), ,aC a b +  có bất đẳng thức  

 ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1 ,      t a,bv t t v t v tϑ ϑ− ≤ ∈    (1.15) 

với   

  ( )( ) ( )( ) [ ],        ,
t

a

v t v s ds t a bϑ = ∈∫  

thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh  

a) Đặt  

 ( ) ( )( ) [ ]exp 1 ,     ,
t

a

t s ds t a bγ
 

= ∈ 
 
∫  

Ta có: 

•  [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞  (hiển nhiên) 

•  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]' exp 1 . 1 ,            ,
t

a

t s ds t t t a bγ γ
 

= ≥ ∈ 
 
∫    

Từ định lí 1.3.1 suy ra ( )abS a∈ . � 

b) Đặt  

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0 1

1 ,      ,
k m

j j
j j k

t t t t a bγ α ρ ρ
= = +

= − + ∈∑ ∑  

Ta có: 

• [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞  (hiển nhiên) 

• Vì ( ) ( )( )1

t

i i
a

t s dsρ ρ+ = ∫  nên ( )( ) ( )( )1i it tρ ρ+
′ = , suy ra  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

0
1

k m

j j
j j k

t t tγ α ρ ρ
− −

= =

′ = − +∑ ∑   



Do đó  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

0 1

1 1

0

1

           1 1

           

k m

j j
j j k

k m

j j k k m
j j k

m k

t t t

t t t t t

t t t

γ α ρ ρ

α ρ ρ ρ α ρ ρ

γ ρ α ρ

= = +

− −

= =

= − +

= − + − + − +

′= + −

∑ ∑

∑ ∑

  

    

 

 

              

Vì ( )( ) ( )( ) 0m kt tρ α ρ ≤−   (giả thiết) 

Nên ( ) ( )( ) [ ]' ,            ,t t t a bγ γ≥ ∈  

Từ Định lí 1.3.1 suy ra ( )abS a∈ . � 

c) Theo (1.14) ta có thể lấy 0ε > sao cho 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
b

1 exp 1 1 exp 1
b b

a s a

s d ds dξ ξ ε ξ ξ
   

< −   
   

∫ ∫ ∫    

Đặt   

               ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]exp 1 1 exp 1 ,   ,
t t t

a a s

t d s d ds t a bγ ε ξ ξ ξ ξ
   

= + ∈   
   
∫ ∫ ∫    

Khi đó:  

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

exp 1 1 exp

      exp 1 exp 1 exp

t t

a a

t t

a a

t d s v t v s ds

d v t s v s ds

γ ε ξ ξ

ε ξ ξ

 
= + − 

 
 

= + − 
 

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

với  

 ( ) ( )( )1
t

a

v t dξ ξ= ∫ . 

và 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

= 1 exp 1 exp 1 exp

exp 1 exp

1 exp 1 1 1 exp 1

t t

a a

t t

a a

t t d v t v t s v s ds

v t t v t

t d t s v t v s ds t

γ ε ξ ξ

ε ξ ξ

 
′ ′+ − + 

 
−

 
= + − + 

 

∫ ∫

∫ ∫

  



    

 



 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

1 exp 1 1 1 exp 1 1

1 1

t t t

a a s

t d t s d ds t

t t t

ε ξ ξ ξ ξ

γ

   
= + +   

   
= +

∫ ∫ ∫     

 

 

Hiển nhiên,  

 [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞ , ( ) [ ]1,  ,t t a bγ < ∈  

Và do abP∈  nên ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1 ,   ,t t t t t t t t a bγ γ γ γ′ = + ≥ + ∈     

Theo Định lí 1.3.1 ta có 

 ( )abS a∈ , (1.16) 

với  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1 ,   ,v t t v t v t t a b= + ∈

    (1.17) 

Từ Chú ý 1.2.5 điều này đủ để chỉ ra rằng bài toán ( ) ( )( ) ( )' ,  0u t u t u a≤ =  không có 

nghiệm không tầm thường không âm. Thật vậy: 

Giả sử hàm [ ]( ), ,u C a b +∈ 

  thỏa mãn (1.5) tức là ( ) ( )( ) ( ),  0u t u t u a′ ≤ =  

Đặt  

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ],   ,
t

a

w t u t u s ds t a bϑ= = ∈∫  (1.18) 

Hiển nhiên ( ) ( )( )w t u t′ =   với [ ],t a b∈  và 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )0 ,    0
t

a

u t u s ds w t w a≤ ≤ = =∫    (1.19) 

Mặt khác từ (1.15) ta có:  

 
( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1

u t t u t u t

w t t w t u t

ϑ ϑ− ≤

⇒ − ≤

  

  

 

Điều này kết hợp với (1.18), (1.19), và điều kiện abP∈  ta có: 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
1 1

                       1

w t u t w t t w t w t t w t

t w t u t

′ = ≤ = + −

≤ +

    

 

 

Tuy nhiên, abP∈ , nên từ (1.17), (1.19) suy ra 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1w t t w t w t w t′ ≤ + =     

Từ đây kết hợp với (1.16), (1.19) và Chú ý 1.2.5 ta suy ra 0w ≡ , do đó 0u ≡ . 



Từ Chú ý 1.2.5 suy ra ( )abS a∈ . � 

 

1.3.3 Chú ý 

Từ Hệ quả 1.3.2 ta có : 

• Nếu abP∈  và ( )( )1 1
t

a

s ds <∫  thì ( )abS a∈ . Thật vậy: 

Chọn  k = 0 và m = 1 thì các điều kiện của Hệ quả 1.3.2 b) được thỏa mãn nên ( )abS a∈ . 

• Nếu abP∈ , ( )( )1 1
t

a

s ds =∫  và bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường thì ta 

cũng có ( )abS a∈ . Thật vậy: 

Nếu (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường thì theo tính chất Fredhom, bài toán  

 ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = =  (1.20) 

 có nghiệm duy nhất u . Giả sử u  có giá trị âm. Đặt  

  ( ) [ ]{ }max : ,m u t t a b= − ∈ , 

Và chọn [ ]0 ,t a b∈  sao cho ( )0u t m= − . Lấy tích phân hai vế của (0.10) từ a  đến 0t  ta có: 

( )( ) ( )( )
0

1 1
t b

a a

m u s ds m s ds+ = − ≤∫ ∫  . 

Do giả thiết ( )( )1 1
b

a

s ds =∫ , ta dẫn đến mâu thuẫn m m< . Do đó  ( ) [ ]0,  ,u t t a b≥ ∈ , và từ 

giả thiết abP∈ , (1.20) suy ra ( ) [ ]0,  ,u t t a b≥ ∈ . Vì vậy theo Định lí 1.3.1 ta có ( )abS a∈ . 

• Điều kiện ( )0,1α ∈  trong Hệ quả 1.3.2b) là nghiêm ngặt, ta không thể thay thế bởi điều 

kiện ( ]0,1α ∈ . Thật vậy: 

Ví dụ 1: 

Giả sử 1α =  

Lấy [ ]( ), ,p L a b +∈   thỏa  



 ( ) 1
b

a

p s ds =∫  

Và abP∈  được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( )v t p t v b=  

Với   được định nghĩa như vậy ta có:  

 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0

1 0 0

2 1 1

1
t t t

a a a
t t t

a a a

t

t s ds p s b ds p s ds

t s ds p s b ds p s ds

ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

=

= = =

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫





 

Chứng minh bằng quy nạp ta dễ dàng thấy rằng với mọi số tự nhiên k > 1 thì 

( ) ( )
t

k
a

t p s dsρ = ∫  

Do đó với mọi số tự nhiên k, m ta có ( ) ( )m kt tρ ρ=  nên điều kiện (1.12) được thỏa mãn với 

1α = . 

Tuy nhiên khi đó hàm số ( ) ( ) [ ],     ,
t

a

u t p s ds t a b= ∈∫  là nghiệm không tầm thường của bài 

toán (1.10), (1.20). Vì vậy theo Định nghĩa 1.2.2 ( )abS a∉ . 

• Hơn nữa, nếu 1α ε= +  với 0ε >  nhỏ tùy ý thì Hệ quả 1.3.2b) cũng không đúng. Thật 

vậy: 

Ví dụ 2: 

Giả sử 1α ε= + , với 0ε >  nhỏ tùy ý  

Lấy [ ]( ), ,p L a b +∈   thỏa  

 ( ) 1
b

a

p s ds ε= +∫  

Và abP∈  được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( )v t p t v b=  

Theo ví dụ 1 thì ( ) ( )
t

m
a

t p s dsρ = ∫  với mọi số tự nhiên m > 1 nên lấy m là một số tự nhiên 

bất kỳ và k = m-1 thì điều kiện (1.12) được thỏa mãn. 



Khi đó bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường, thật vậy:  

Ta có  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )u t u t u t p t u b′ ′= ⇔ =  

Lấy tích phân hai vế ( ) ( ) ( )u t p t u b′ =  từ a đến b ta được  

( ) ( ) ( ) ( )1 0u b u b u bε= + ⇔ =  nên ( ) 0u t′ = với [ ],t a b∀ ∈ , kết hợp với ( ) 0u a =  suy ra 

0u ≡  

Tuy nhiên  ( ) ( )11
t

a

u t p s ds
ε

= − ∫  là nghiệm của bài toán  ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = =  với   

được định nghĩa ở trên, và ( ) 1 0u b
ε

= − <  nên ( )abS a∉ . 

• Bất đẳng thức (1.14) trong Hệ quả 1.3.2c) là nghiêm ngặt, ta không thể thay thế bởi đẳng 

thức ( )( ) ( )( )
b

1 exp 1 1
b

a s

s d dsξ ξ
 

= 
 

∫ ∫  . Thật vậy: 

Ví dụ 3: 

Lấy [ ]( ), ,p L a b +∈   thỏa  

 ( ) 1
b

a

p s ds =∫  

Và , abP∈   được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( )v t p t v b= , ( )( ) ( ) ( ) ( )
b

t

v t p t p s v b ds= ∫  

Khi đó  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
b b

t t

t p t p s ds t s ds= =∫ ∫    

Đặt  

 ( ) ( )( )
b

1
s

v s dξ ξ= ∫  

Ta có  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
b b b

1 exp 1 1 . 1 .exp 1
b b

a s a s s

s d ds s d d dsξ ξ ξ ξ ξ ξ
   

= =   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫      



   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ). . . . 1
b b b

v s v s v s v s

aa a

v s v s e ds v s e dv s e v s e′− = − = − =∫ ∫  

Mặt khác   

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 . . 1 .

.
b t b b

a a t t

v t t v t p t v b t v t

p t v s ds p t v s ds p t v s ds p t p s v b ds v t

ϑ ϑ ϑ ϑ− = −

= − = = ≤∫ ∫ ∫ ∫

  

   

 

nên bất đẳng thức (1.15) cũng được thỏa mãn. 

Tuy nhiên ta thấy hàm số ( ) ( ) [ ],  ,
t

a

u t p s ds t a b= ∈∫  là nghiệm không tầm thường của bài 

toán (1.10), (1.20). Vì vậy theo Định nghĩa 1.2.2 ( )abS a∉ . 

• Hơn nữa, bất đẳng thức (1.14) trong Hệ quả 1.3.2c) cũng không thể thay thế bởi đẳng 

thức ( )( ) ( )( )
b

1 exp 1 1
b

a s

s d dsξ ξ ε
 

= + 
 

∫ ∫   với 0ε >  nhỏ tùy ý. Thật vậy: 

Ví dụ 4: 

Lấy [ ]( ), ,p L a b +∈   thỏa  

 ( ) 1
b

a

p s ds ε= +∫ , với 0ε >  nhỏ tùy ý 

Và , abP∈   được định nghĩa ( )( ) ( ) ( )v t p t v b= , ( )( ) ( ) ( ) ( )
b

t

v t p t p s v b ds= ∫  

Khi đó  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
b b

t t

t p t p s ds t s ds= =∫ ∫    

Đặt  

  ( ) ( )( )
b

1
s

v s dξ ξ= ∫  

Ta có  

    ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
b b b

1 exp 1 1 . 1 .exp 1
b b

a s a s s

s d ds s d d dsξ ξ ξ ξ ξ ξ
   

= =   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫           

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1. . . . 1
b b b

v s v s v s v s

aa a

v s v s e ds v s e dv s e v s e e εε +′− = − = − = +∫ ∫  



Theo ví dụ 3 ta có bất đẳng thức (1.15) cũng được thỏa mãn và do đó với toán tử   được 

định nghĩa như vậy thì bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. 

Tuy nhiên  ( ) ( )11
t

a

u t p s ds
ε

= − ∫  là nghiệm của bài toán  ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = =  với   

được định nghĩa ở trên, và ( ) 1 0u b
ε

= − <  nên ( )abS a∉ . 

 

1.3.4 Định lí 

 Giả sử ,  abP− ∈   là một toán tử a – Volterra, và tồn tại một hàm [ ]( ), ,C a bγ +∈ 

  thỏa 

 ( ) [ ]0,              ,t t a bγ > ∈  (1.21) 

 ( ) ( )( ) [ ],       t ,t t a bγ γ′ ≤ ∈  (1.22) 

Thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh 

Ta biết rằng nếu   là một toán tử a – Volterra thì bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm 

thường (xem [4, Định lí 1.2’]). Do đó, theo Định lí 1.2.1, bài toán (1.1), (1.2) có nghiệm duy 

nhất. 

Giả sử u  là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) với [ ]( ), ,q L a b +∈   và c +∈ . Ta cần chứng 

minh  

 ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∈    (1.23) 

+ Nếu 0c =  và 0/q ≡  thì u  không thể không dương trên [ ],a b , thật vậy: 

Giả sử ( ) 0,u t ≤  với [ ],t a b∈  thì do abP− ∈  nên ( )( ) ( )( ) 0u t u t= − − >   suy ra 

( ) ( )( ) ( ) 0u t u t q t′ = + > , và do ( ) 0u a =  ta có ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∈  (mâu thuẫn). 

Vậy bất kỳ trường hợp nào ta cũng có ( ) [ ]{ }max : , 0u t t a b∈ >  

Giả sử (1.23) không đúng. Khi đó tồn tại ( )0 ,t a b∈  sao cho  

 ( )0 0u t <    (1.24) 

Đặt  

 ( ) ( ) ( )v t t u tλγ= − ,    [ ],t a b∈ , 

với  



  ( )
( ) [ ]0max : ,

u t
t a t

t
λ

γ
  = ∈ 
  

 

Tương tự như trên, vì   là toán tử a – Volterra, abP− ∈ , ( ) [ ]{ }0max : , 0u t t a t∈ > , và 

0 λ< < +∞  nên tồn tại [ ]1 0,t a t∈  sao cho ( )1 0v t =    (1.25) 

Điều này rõ ràng là  

 ( ) 0,v t ≥  với [ ]0,t a t∈    (1.26) 

Từ (1.1) và (1.22) ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )v t t u t t u t q t t u t q t v t q tλγ λγ λ γ′ ′ ′ ′= − = − − ≤ − − = −     

với [ ],t a b∈  

Do đó từ (1.26), điều kiện abP− ∈ ,   là một toán tử a – Volterra ta suy ra: 

 ( ) 0v t′ ≤ , với [ ]0,t a t∈ . 

Từ (1.25) ta có:  

 ( ) 0v t ≤ , với [ ]1 0,t t t∈  

Nhưng do (1.21) và (1.24) dẫn đến mâu thuẫn ( )00 0v t< ≤ . 

Vậy ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∈ . Suy ra ( )abS a∈ . � 

 

1.3.5 Định lí  

Giả sử ,  abP− ∈   là một toán tử a – Volterra, và  

 ( )( )1 1
b

a

s ds <∫      (1.27) 

Thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh  

Ta biết rằng nếu   là một toán tử a – Volterra thì bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm 

thường (xem [4, Định lí 1.2’]). Do đó, theo Định lí 1.2.1, bài toán (1.1), (1.2) có nghiệm duy 

nhất. 

Giả sử u  là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) với [ ]( ), ,q L a b +∈   và c +∈ . Ta cần chứng 

minh ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∀ ∈ . Thật vậy: 

Giả sử ngược lại là tồn tại ( ]* ,t a b∈ thỏa  



 ( )* 0.u t <     (1.28) 

Tương tự chứng minh của Định lí 1.3.4 ta có  

 ( ) [ ]{ }*max : , 0u t t a t∈ >    (1.29) 

Chọn [ ]*
*,t a t∈  sao cho: 

 ( ) ( ) [ ]{ }*
*=max : ,u t u t t a t∈    (1.30) 

Lấy tích phân hai vế của (1.1) từ *t  đến *t , kết hợp với (1.27), (1.29), (1.30), giả thiết 

abP− ∈ , [ ]( ), ,q L a b +∈   và   là một toán tử a – Volterra ta suy ra: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

* * *

* * *

*
*

* *          1 .

t t t

t t t
b b

a a

u t u t u s ds q s ds u s ds

u s ds u t s ds u t

− = − − ≤ ≤

≤ ≤

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

Suy ra: ( )* 0u t ≥   

Điều này mâu thuẫn với (1.28) nên ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∈ . Vậy ( )abS a∈ . � 

 

1.3.6 Hệ quả 

Giả sử ,  abP− ∈   là một toán tử a – Volterra, và 

 ( )( ) ( )( )1 exp 1 1
b s

a a

s d dsξ ξ
 

< 
 

∫ ∫

      (1.31) 

với   

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1 ,      ,v t v t t v t t a bθ θ= − ∈  

    

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]
t t

a

= v , exp 1 ,      ,
a

v t s ds v t v t s ds t a bθ
 

= ∈ 
 

∫ ∫

 
   

Thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh  

Ta biết rằng nếu   là một toán tử a – Volterra thì bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm 

thường (xem [4, Định lí 1.2’]). Do đó, theo Định lí 1.2.1, bài toán (1.1), (1.2) có nghiệm duy 

nhất. 



Giả sử u  là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) với [ ]( ), ,q L a b +∈   và c +∈ . Ta cần chứng 

minh ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∀ ∈ . Thật vậy: 

Từ (1.1) ta có: ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1u t t u t u t t u t q t′ = + − +   , với [ ],t a b∈    (1.32) 

Mặt khác lấy tích phân hai vế của (1.1) từ a  đến t  và do (1.2) ta có:  

 ( ) ( )( ) ( )
t t

a a

u t c u s ds q s ds= + +∫ ∫ , với [ ],t a b∈    (1.33) 

Từ (1.32) ta có: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )*
t t

a a

u t c u s ds q s ds q t u tθ= + + = +∫ ∫  

với   

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]*,      ,    ,
t t

a a

v t v s ds q t c q s ds t a bθ = = + ∈∫ ∫  

Nên  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )* *u t q t u t u t u t q tθ θ= + ⇔ = −        (1.34) 

Từ (1.32), (1.33), (1.34) suy ra 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

*

* * *

*
0

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

t t

a a

t t

a a

u t t u t u t t c u s ds q s ds q t

t u t t c q s ds t u s ds u t q t

t u t t q t t u t u t q t

t u t t u t q t t q t q t q t u t

t u t t u t q t u t q t

θ

θ

θ

 
′ = + − + + + 

 
 

= − + − + + 
 

= − − + +

 = − + − + − + 
 = − + + − 

∫ ∫

∫ ∫

   

    

   

     

   

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]01 1 ,  ,t u t u t t u t q t t a bθ θ= + − + ∈    (1.35) 

với  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]* *
0 1 ,     ,q t q t t q t q t t a b= − + ∈  ,    (1.36) 

Từ điều kiện abP− ∈  và   là một toán tử a – Volterra ta có : 

 ( )( ) ( )( ) ( )* *1 0q t t q t− ≥   với [ ],t a b∈ . 

Do đó với [ ]( ), ,q L a b +∈   ta có: 

 ( ) [ ]0 0,     ,q t t a b≥ ∈     (1.37) 



Đặt  

 ( ) ( ) ( )( )exp 1
t

a

w t u t s ds
 

= − 
 
∫ ,   [ ],t a b∈    (1.38) 

Thì ( )w a c= , và từ (1.35) ta suy ra 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )0

exp 1 1 exp 1

        exp 1 1

         exp 1 1

t t

a a

t

a

t

a

w t u t s ds u t t s ds

s ds u t u t t

s ds u t t u t q tθ θ

   
′ ′= − − −   

   
 

′= −  −    
 
 

 = − − +   
 

∫ ∫

∫

∫

  

 

  

             

                          ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]exp 1 ,   ,
t

a

s ds w t q t t a b
 

= − + ∈ 
 
∫ 


     (1.39) 

với 

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )1v t v t t v tθ θ= −  

      [ ],t a b∈ , 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ),    exp 1
t

a

v t v t v t v t s dsθ θ
 

= =  
 
∫

 
 ,   [ ],t a b∈ , 

 ( ) ( ) ( )( )0 exp 1
t

a

q t q t s ds
 

= − 
 
∫
 ,   [ ],t a b∈ .   (1.40) 

Dễ dàng thấy rằng abP− ∈ ,   là một toán tử a – Volterra. Thật vậy: 

+ Do abP− ∈ ,   là toán tử a - Volterra nên lấy [ ]( ), ,v C a b +∈   thì  

 ( ) [ ] ( )( ) [ ]0,  , 0,  ,v t t a b v t t a bθ> ∀ ∈ ⇒ < ∀ ∈

  

Suy ra  

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1 0, ,v t v t t v t t a bθ θ= − ≤ ∀ ∈  

    

+  Do   là toán tử a - Volterra nên   là một toán tử a – Volterra. 

Suy ra abP∈−



 ,   là toán tử a-Vollterra 

với  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )exp 1
t

a

v t s ds v t
 

=  
 
∫

 

   . 

Từ điều này cùng với (1.37), (1.39), (1.40) ta có  



 ( ) ( )( ) ( ) ( ),  w t w t q t w a c′ = + =




   

với abP∈−



 ,   là toán tử a-Vollterra, ( ) [ ]( ), ,q t L a b +∈
  

Mặt khác từ (1.31) ta có  

 ( )( )1 1
b

a

s ds <∫   

 Nên theo Định lí 1.3.5 ta có ( ) 0w t ≥ , [ ],t a b∈ . Do đó theo (1.38) ta có ( ) 0u t ≥ , với 

[ ],t a b∈ . Vậy ( )abS a∈ .� 

 

1.3.7 Chú ý 

• Điều kiện (1.21) trong Định lí 1.3.4 không thể thay thế được bởi điều kiện 

( ) [ )10,  ,t t a bγ > ∈  với ( )1 ,b a b∈ . Thật vậy: 

Ví dụ 1:  

Giả sử ( )1 ,b a b∈  và ( )0,2ε ∈ . Lấy [ ]( ), ,g L a b +∈   thỏa 

 ( ) ( )
1

1

,      1 .
2 2

b b

a b

g s ds g s dsε ε
= = +∫ ∫  

Đặt 

 ( )
[ )
[ ]

( )
( ) [ )

[ ]

1 1

1 1
1

,   , ,    ,
2,      

,  ,
0,    ,

t

a

a t a b g s ds t a b
t t

b t b b
t b b

ε
µ γ


 ∈ − ∈= = 

∈  ∈

∫ . 

Và toán tử   được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( )( )v t g t v tµ= −  

Hiển nhiên, toán tử   được định nghĩa như trên thỏa mãn tất cả các giả thiết của Định lí 

1.3.4 ngoại trừ điều kiện (1.21) được thay bằng điều kiện ( ) [ )10,  ,t t a bγ > ∀ ∈  với 

( )1 ,b a b∈  

Mặt khác, vì   là toán tử a – Volterra, nên hàm 



 ( )
( ) [ )

( ) [ ]
1

1

1

1 ,    ,

1 1 ,    ,
2

t

a

t

b

g s ds t a b

u t
g s ds t b bε


− ∈


=     − − ∈      

∫

∫
 

là nghiệm duy nhất của bài toán  ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = =  và ( ) 1 0
2 2

u b ε ε = − − < 
 

. Do 

đó, ( )abS a∉ . 

• Điều kiện (1.27) trong Định lí 1.3.5 không thể thay thế được bởi điều kiện 

( )( )1 1
b

a

s ds ε≤ +∫   với 0ε >  tùy ý. Thật vậy: 

Ví dụ 2: 

Giả sử 0ε >  

Lấy [ ]( ), ,g L a b +∈   thỏa  

 ( ) 1
b

a

g s ds ε= +∫  

Và toán tử   được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( )v t g t v a= −  

Dễ dàng thấy rằng toán tử   được định nghĩa ở trên thõa mãn 

 ( )( )1 1
b

a

s ds ε≤ +∫   

Hiển nhiên, vì   là toán tử a – Volterra, nên hàm 

 ( ) ( ) [ ]1 ,    ,
t

a

u t g s ds t a b= − ∈∫  



là nghiệm duy nhất của bài toán  ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = = . Mặt khác, ( ) 0u b ε= − < . Vì 

vậy, ( )abS a∉ . 

• Ví dụ 2 cũng cho ta thấy điều kiện (1.31) trong Hệ quả 1.3.6 cũng không thể thay thế bởi 

điều kiện ( )( ) ( )( )1 exp 1 1
b s

a a

s d dsξ ξ ε
 

< + 
 

∫ ∫

  với 0ε >  tùy ý. 

 

1.3.8 Định lí 

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈  , ( ) ( )0 1,ab abS a S a∈ − ∈   thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh  

Để chứng minh ( )abS a∈  ta cần chứng minh  nghiệm của  bài  toán (1.1), (1.2)  không  

âm và bài toán thuần nhất (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. 

• Bước 1: Chứng minh nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) không âm 

Giả sử u  là nghiệm của bài toán (1.1), (1.2) với [ ]( ), ,q L a b +∈  , c +∈  và v  là nghiệm 

của bài toán  

 ( ) ( )( ) [ ]( )( ) ( )1 0 ,       0v t v t u t v a
−

′ = − − =   (1.41) 

Vì ( )1 abS a− ∈  và 0 abP∈  nên 

 ( ) [ ]0,      ,v t t a b≤ ∈     (1.42) 

Hơn nữa, từ các giả thiết [ ]( ), ,q L a b +∈  , 0 abP∈  và (1.41) suy ra 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]1 0 ,       ,v t v t u t q t t a b′ ≤ − + + ∈  . 

Vì vậy theo Chú ý 1.2.4 và giả thiết ( )1 abS a− ∈  ta có:  

 ( ) ( ) [ ],      ,v t u t t a b≤ ∈     (1.43) 

Do (1.42) và (1.43) dẫn đến 

 ( ) ( ) [ ],      ,v t u t t a b
−

≤ −   ∈      (1.44) 

Mặt khác, do (1.41), (1.44), và điều kiện 0 abP∈  ta có 

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]0 1 ,       ,v t v t v t t a b′ ≥ − ∈  . 

Vì vậy, do 1 abP∈ , (1.42), Chú ý 1.1.4 và ( )0 abS a∈  ta thấy  

 ( ) [ ]0,      ,v t t a b≥ ∈ , 



Từ (1.43) suy ra ( ) 0,u t ≥  với [ ],t a b∀ ∈ . 

• Bước 2: Chứng minh bài toán thuần nhất (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. Thật 

vậy, giả sử u  là nghiệm của bài toán (1.10), (1.20). Vì u−  cũng là nghiệm của (1.10), (1.20) 

nên cùng với kết quả trên ta có: 

 ( ) ( ) [ ]0,      - 0     ,u t u t t a b≥ ≥ ∈  

Vì vậy 0u ≡ . 

Vậy theo định nghĩa thì ( )abS a∈ . � 

 

1.3.9 Các chú ý 

1.3.9.1   Chú ý 

• Giả thiết  ( ) ( )0 1,ab abS a S a∈ − ∈   trong Định lí 1.3.8 không thể thay thế bởi giả thiết  

( ) ( ) ( )0 11 ,ab abS a S aε− ∈ − ∈   với  0ε >  tùy ý. Thật vậy: 

Ví dụ 1: 

Giả sử 0ε >  

Lấy [ ]( ), , ,p g L a b +∈   thỏa  

 ( ) ( )1 , 1
b b

a a

p s ds g s dsε= + <∫ ∫  

Và  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
ef def

0 1 0 1,  ,  
d

v t p t v b v t g t v a= = = −      

Hiển nhiên  

 ( ) ( )01 abS aε− ∈  và ( )1 abS a− ∈ . 

Với 0 1,     được định nghĩa như trên bài toán (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường. Thật 

vậy, lấy tích phân hai vế (1.10) từ a tới b ta có: 



( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 1

b b

a a
b

b

a
a

b

a

u t dt u t dt

u t u t u t dt

u b p s u b g s u a dt

′ =

⇔ = −

⇔ = −

∫ ∫

∫

∫



   

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

0 0

b

a

u b p s u b dt

u b u b

u b u b

ε

ε

⇔ =

⇔ = +

⇒ = ⇒ =

∫
 

 Do đó,  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0u t u t u t u t p t u b g t u a′ = = − = − =    

cùng với ( ) 0u a =  ta có 0u ≡ .  

Suy ra bài toán  ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = =  với 0 1= −    có nghiệm duy nhất là u . 

Mặt khác, tích phân hai vế ( ) ( )( )u t u t′ =  từ a tới b ta có : 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

0 1

  

1

b b

a a
b

b

a
a

b

a
b

a

u t dt u t

u t u t u t dt

u b u a p s u b g s u a dt

u b p s u b g s dt

′ =

⇔ = −

⇔ − = −

⇔ − = −

∫ ∫

∫

∫

∫



 

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 0,

b

a
b

a

u b u b g s ds

u b g s ds

ε

ε

⇔ − = + −

⇔ = − <

∫

∫
 



Suy ra ( ) 0u b < . Vậy ( )abS a∉ . 

• Hơn nữa, giả thiết  ( ) ( )0 1,ab abS a S a∈ − ∈   trong Định lí 1.3.8 cũng không thể thay thế 

bởi giả thiết  ( ) ( ) ( )0 1, 1ab abS a S aε∈ − − ∈   với  0ε >  tùy ý. Thật vậy: 

Ví dụ 2 : 

Giả sử 0ε >  

Lấy [ ]( ), , ,p g L a b +∈   thỏa  

 ( ) ( )1 ,     1
b b

a a

g s ds p s dsε= + <∫ ∫  

Và  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
ef def

0 1 0 1,  ,  
d

v t p t v b v t g t v a= = = −      

Hiển nhiên,  

 ( )0 abS a∈  và ( ) ( )11 abS aε− − ∈ . 

Theo Ví dụ 1.3.9.2 với 0 1,     được định nghĩa như trên bài toán (1.10), (1.20) chỉ có  

nghiệm tầm thường. Nên bài toán ( ) ( )( ) ( ),  1u t u t u a′ = =  có nghiệm duy nhất là u . 

Mặt khác, tích phân hai vế ( ) ( )( )u t u t′ =   từ a tới b ta có: 



 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1

1

1 1

1

b b

a a
b

b

a
a

b

a
b

a
b

a

b

a

u t dt u t

u t u t u t dt

u b u a p s u b g s u a dt

u b p s u b g s dt

u b u b p s ds

u b p s ds

ε

ε

′ =

⇔ = −

⇔ − = −

⇔ − = −

⇔ − = − +

 
⇔ = − 

 

∫ ∫

∫

∫

∫

∫

∫



 

 

Vì ( ) 1
b

a

p s ds <∫  nên ( ) 0u b < . Vậy, ( )abS a∉ . 

 

1.3.9.2   Chú ý   

Giả sử abL∈  . Đặt 

 ( )( ) ( )( )( )( )
efˆ ,

d
v t v tψ ϕ= −   

với [ ]( ) [ ]( ): , , , ,L a b L a bψ →   là toán tử được định nghĩa ( )( ) ( )
efd

v t v a b tψ = + −  

và ϕ  là một thu hẹp của toán tử ψ  trong không gian [ ]( ), ,C a b  . 

Nghĩa là, nếu [ ]( ), ;u C a b∈ 

  thỏa bất đẳng thức 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) [ ]         ,     ,u t u t u t u t t a b′ ′≤ ≥ ∈      (1.45) 

thì hàm số  

 ( ) ( )( ) [ ],  ,v t u t t a bϕ= ∈   

thỏa bất đẳng thức  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) [ ]ˆ ˆ     ,         ,v t v t v t v t t a b′ ′≥ ≤ ∈      (1.46) 

Với cách định nghĩa hàm ϕ  như trên ta dễ dàng thấy nếu ( ) ( )( ) [ ],  ,v t u t t a bϕ= ∈  thì                       

( ) ( )( ) [ ],  ,u t v t t a bϕ= ∈ . 



Hơn nữa, nếu [ ]( ), ,v C a b∈ 

  thỏa bất đẳng thức (1.46) thì hàm ( ) ( )( ) [ ],  ,u t v t t a bϕ= ∈  

thỏa bất đẳng thức (1.45) và ( ) 0u a =  thì ( ) 0v b =  nên theo Chú ý 1.2.5 ta có 

( ) ( )( ) ab abS a S b∈ ∈   khi và chỉ khi ( ) ( )( )ˆ ˆ .ab abS b S a∈ ∈   

 

1.3.10  Định lí   

Giả sử abP− ∈ . Thì ( )abS b∈  nếu và chỉ nếu tồn tại [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞ thỏa bất đẳng 

thức  

 ( ) ( )( )  t tγ γ′ ≤  với [ ],t a b∈  

Chứng minh  

• Điều kiện đủ 

Theo Chú ý 1.3.9.2 ta có: 

 ( ) ( )( ) ( ) [ ],  ,v t u t u a b t t a bϕ= = + − ∈   

nên 

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )ˆ v t v t v a b t u a b t v tψ ϕ ϕ=− = − + − = − + − = −      với [ ],t a b∈   

(1.47) 

Mà abP− ∈  nên ˆ
abP∈ . 

Đặt  

 ( ) ( )( )t tα ϕ γ=   

thì  

 [ ] ( )( ), , 0,C a bα ∈ +∞  

Theo (1.45), (1.46) thì ( ) ( )( )ˆt tα α′ ≥   

Từ Định lí 1.3.1 suy ra ( )ˆ
abS a∈ . Theo Chú ý 1.3.9.2 suy ra ( )abS b∈ . � 

• Điều kiện cần: hiển nhiên 

 

1.3.11 Hệ quả 

Giả sử abP− ∈  và thỏa ít nhất một trong ba điều sau: 

a)   là toán tử b – Volterra 



b) Tồn tại một số nguyên không âm k, một số tự nhiên m>k, và một số thực ( )0,1α ∈  sao 

cho 

 ( ) ( ) [ ],      ,m kt t t a bρ αρ≤ ∈  

với  

 ( ) ( ) ( )( ) [ ] ( )
ef ef

0 11, ,       t ,  0,1,...
bd d

i i
t

s ds a b iρ ι ρ ι ρ+= = − ∈ =∫  

c) Tồn tại   sao cho  

 ( )( ) ( )( )
a

1 exp 1 s<1
b s

a

s d dξ ξ
 
 
 

∫ ∫      (1.48) 

và trên tập [ ]( ), ,bC a b +  có bất đẳng thức  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) [ ]1 ,     t a,bt v t v t v tϑ ϑ− ≤ ∈       (1.49) 

với 

 ( )( ) ( )( ) [ ],         ,
b

t

v t v s ds t a bϑ = − ∈∫  

Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh  

Trước hết ta chứng minh nếu   là một toán tử a – Volterra thì 


  là toán tử b – Volterra. 

Lấy bất kỳ [ )1 ,a a b∈ , ta cần chứng minh với bất kỳ hàm [ ]( ), ,v C a b +∈   thỏa 

( ) [ ]10,  ,v t t a b= ∀ ∈  thì ( )( ) [ ]1
ˆ 0,  ,v t t a b= ∀ ∈ . Thật vậy: 

Do   là một toán tử a – Volterra nên ( )( ) [ ]10,  ,v t t a b= ∀ ∈  

Nên theo (1.47) 

 ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )ˆ 0v t v t v tψ ϕ=− = − =    

Vậy 


  là toán tử b – Volterra. 

Tương tự ta cũng có nếu   là toán tử b – Volterra thì 


  là toán tử a – Volterra. 

a) Vì   là toán tử b – Volterra nên theo chứng minh trên 


  là toán tử a – Volterra. 

Mặt khác từ (1.47) ta có abP− ∈  thì abP∈


  

Do đó từ Hệ quả 1.3.2 suy ra ( )abS a∈


  

Vậy theo Chú ý 1.3.9.2 ( )abS b∈ . 



b) Đặt  

  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0 1

1 ,      ,
k m

j j
j j k

t t t t a bγ α ρ ρ
= = +

= − + ∈∑ ∑  

Ta có: 

•  [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞  (hiển nhiên) 

• Vì ( ) ( )( )1

b

i i
t

t s dsρ ρ+ =− ∫  nên ( )( ) ( )( )1i it tρ ρ+
′ = , suy ra  

                     ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

0
1

k m

j j
j j k

t t tγ α ρ ρ
− −

= =

′ = − +∑ ∑   

Do đó  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0 1

1
k m

j j
j j k

t t tγ α ρ ρ
= = +

= − +∑ ∑    

             
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 1

0
1 1

k m

j j k k m
j j k

m k

t t t t t

t t t

α ρ ρ ρ α ρ ρ

γ ρ α ρ

− −

= =

= − + − + − +

′= + −

∑ ∑    

 

 

Vì abP− ∈  và ( ) ( ) [ ],  ,m kt t t a bρ αρ≤ ∈ nên ( )( ) ( )( ) 0m kt tρ α ρ− ≥   

Suy ra  

 ( ) ( )( ) [ ]' ,  ,t t t a bγ γ≤ ∀ ∈  

Từ Định lí 1.3.10 suy ra ( )abS b∈ . � 

c) Theo (1.48) ta có thể lấy 0ε > sao cho 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 exp 1 1 exp 1
b s b

a a a

s d ds dξ ξ ε ξ ξ
   

< −   
   

∫ ∫ ∫    

Đặt   

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]exp 1 1 exp 1 ,   ,
b b s

t t t

t d s d ds t a bγ ε ξ ξ ξ ξ
   

= + ∈   
   
∫ ∫ ∫    

Khi đó:  

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

exp 1 1 exp

      exp 1 exp 1 exp

b b

t t

b t

t a

t d s v t v s ds

d v t s v s ds

γ ε ξ ξ

ε ξ ξ

 
= − + − 

 
 

= − + − 
 

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

với  



 ( ) ( )( )1
t

a

v t dξ ξ= ∫ . 

Suy ra 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

= 1 exp 1 exp 1 exp

exp 1 exp 1 exp 1

1 1 exp 1

1 exp 1 1 1 exp 1 1

1 1
     

b b

t t

b

t

b

t

b b s

t t t

t t d v t v t s v s ds

v t t v t t d

t s v t v s ds t

t d t s d ds t

t t t

γ ε ξ ξ

ε ξ ξ

ε ξ ξ ξ ξ

γ

 
′ ′− + − + 

 
 

 − − = − +  
 

− −

   
= + −   

   
= −

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫ ∫

  

  

  

     

 

 

Hiển nhiên, [ ] ( )( ), , 0,C a bγ ∈ +∞ , ( ) [ ]1,  ,t t a bγ < ∈  

Và do abP∈  nên ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 1 ,   ,t t t t t t t t a bγ γ γ γ′ = − ≤ − ∈     

Đặt  

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]1 ,   ,v t t v t v t t a b= − ∈

       (1.50) 

thì do ,  ab abP P− ∈ ∈   nên abP∈−

  

Theo Định lí 1.3.10  

 ( )abS b∈ ,    (1.51) 

Từ Chú ý 1.2.5 điều này đủ để chỉ ra rằng bài toán ( ) ( )( ) ( )' ,  0u t u t u b≥ =  không có 

nghiệm không tầm thường không âm. Thật vậy: 

Giả sử hàm [ ]( ), ,u C a b +∈ 

  thỏa mãn (1.6) tức là ( ) ( )( ) ( )' ,  0u t u t u b≥ =  

Đặt  

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ],   ,
b

t

w t u t u s ds t a bϑ= = − ∈∫     (1.52) 

Hiển nhiên ( ) ( )( )w t u t′ =   với [ ],t a b∈  và 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 ,    0
b b

t t

u t u s ds u s ds w t w b′≤ = − ≤ − = =∫ ∫    (1.53) 

Mặt khác từ (1.49) ta có:  



 
( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1

t u t u t u t

t w t w t u t

ϑ ϑ− ≤

⇒ − ≤

  

  

 

Điều này kết hợp với (1.52), (1.53), và điều kiện abP− ∈  ta có: 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
1 1

                       1

w t u t w t t w t w t t w t

t w t u t

′ = ≥ = + −

≥ −

    

 

 

Tuy nhiên, abP∈ , nên từ (1.50), (1.53) suy ra 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1w t t w t w t w t′ ≥ − =     

Từ đây kết hợp với (1.51), (1.53) và Chú ý 1.2.5 ta suy ra 0w ≡ , do đó 0u ≡ . 

Từ Chú ý 1.2.5 suy ra ( )abS b∈ . � 

 

1.3.12 Định lí 

Giả sử  abP∈ ,   là toán tử  b – Volterra, và tồn tại một hàm [ ]( ), ,C a bγ +∈ 

 sao cho 

 
( ) [ ]
( ) ( )( ) [ ]

0,      ,

,    ,

t t a b

t t t a b

γ

γ γ

> ∈

′− ≥ ∈

 

Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh  

Vì abP∈ ,   là toán tử b – Volterra nên ˆ
abP− ∈  và ̂  là toán tử a – Volterra. 

Mặt khác, theo giả thiết ta có : 

 
( ) [ ]
( ) ( )( ) ( )( ) [ ]

0,      ,
ˆ= ,    ,

t t a b

t t t t a b

γ

γ γ γ

> ∈

′ ≤ − ∈ 

 

Nên theo Định lí 1.3.4 thì ( )ˆ
abS a∈ . Do đó theo Chú ý 1.3.9.2 ( )abS b∈ . � 

1.3.13 Định lí 

Giả sử  abP∈ ,   là toán tử  b – Volterra, và 

 ( )( )1 1
b

a

s ds ≤∫  

Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh  

Vì abP∈ ,   là toán tử  b – Volterra và ( )( )1 1
b

a

s ds ≤∫  



Nên ˆ
abP− ∈ , ̂  là toán tử  a – Volterra và                        

 ( )( ) ( )( ) ( )( )ˆ 1 1 1 1
b b b

a a a

s ds s ds s ds= − = ≤∫ ∫ ∫    

Do đó theo Định lí 1.3.5 thì ( )ˆ
abS a∈ . 

Vì vậy theo Chú ý 1.3.9.2 ( )abS b∈ . � 

 

1.3.14 Hệ quả 

Giả sử  abP∈ ,   là toán tử  b – Volterra, và 

 ( )( ) ( )( )
a

1 exp 1 s 1
b b

s

s d dξ ξ
 

≤ 
 

∫ ∫

   

với 

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1 ,        ,v t v t t v t t a bθ θ= − ∈  

    

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]s, exp 1 ,      ,
b b

t t

v t v s d v t v t s ds t a bθ
 

= − = − ∈ 
 

∫ ∫

 
   

 Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh 

Định nghĩa toán tử ̂  như Chú ý 1.3.9.2 thì bài toán (1.1), (1.3) tương đương với bài toán 

( ) ( )( ) ( ) ( )ˆ ,  0v t v t q t v a′ = + =  với ( ) ( )( ) ( ) [ ],  ,v t u t u a b t t a bϕ= = + − ∀ ∈  

 và abP∈ ,   là toán tử  b – Volterra thì ˆ
abP− ∈ , ̂  là toán tử  a – Volterra. 

Mặt khác khi đó giả thiết ( )( ) ( )( )
a

1 exp 1 s 1
b b

s

s d dξ ξ
 

≤ 
 

∫ ∫

   tương đương với  

 ( )( ) ( )( )
a

ˆ ˆ1 exp 1 s 1
b s

a

s d dξ ξ
 

≤ 
 

∫ ∫


   

với  

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]ˆ ˆ ˆ 1 ,        ,v t v t t v t t a bθ θ= − ∈

 

    

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]ˆ s, exp 1 ,      ,
t t

a a

v t v s d v t v t s ds t a bθ
 

= = ∈ 
 

∫ ∫

 
   

Do đó theo Hệ quả 1.3.6 thì ( )ˆ
abS a∈ . Suy ra theo Chú ý 1.3.9.2 ( )abS b∈ .� 



 

1.3.15 Định lí  

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈  ,  ( ) ( )0 1,ab abS b S b∈ − ∈   thì ( )abS b∈ . Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh  

Định nghĩa 0 1
ˆ ˆ,   tương tự ̂  ở Chú ý 1.3.9.2 

Từ giả thiết và (1.47) ta có  ( )0 1− = − − −    hay 0 1
ˆ ˆ ˆ= −   . 

Vì ( ) ( )0 1,ab abS b S b∈ − ∈   nên ( ) ( )0 1
ˆ ˆ,ab abS a S a∈ − ∈   

Theo Định lí 1.3.10 thì ( )ˆ
abS a∈ . 

Vì vậy theo Chú ý 1.3.9.2 ( )abS b∈ . � 

 

1.3.16 Chú ý  

Ta cũng có chú ý cho các điều kiện trong các Định lí 1.3.12, 1.3.13, 13..15 và Hệ quả 

1.3.11, 1.3.14 tương tự các Chú ý 1.3.3.1, 1.3.7.1, 1.3.9.1, 1.3.9.2 cho các điều kiện trong 

các Định lí 1.3.4, 1.3.5, 1..3.8 và Hệ quả 1.3.2, 1.3.6. 

 

1.3.17 Phương trình vi phân hàm với các đối số lệch. 

Áp dụng các Định lí  1.3.1 - 1.3.15 cho phương trình vi phân với các đối số lệch ta có kết 

quả sau. 

 

1.3.17.1  Định lí 

Giả sử [ ]( ), , , abp L a b Mτ+∈ ∈  và thỏa ít nhất một trong ba điều kiện sau: 

a)  

 ( ) ( ) ( ) [ ]
( )

, ,
st t

a a a

p s p d ds p s ds t a b
τ

ξ ξ α≤ ∈∫ ∫ ∫     (1.54) 

với ( ) 0,1α ∈  

b)  

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
b

exp p 1,
st

a s a

p s s p d ds d
τ

σ ξ ξ η η
   

<       
∫ ∫ ∫     (1.55) 

với  



 ( ) ( )( )( ) [ ]1 1 sgn ,   ,
2

t t t t a bσ τ= + − ∈  

c) ( )
*

0
a

p s ds
τ

≠∫  và  

 ( )
( )

[ ] *ess sup : , ,
t

t

p s ds t a b
τ

λ
  ∈ < 
  
∫     (1.56) 

với 

 
( )

( ) [ ]{ }

*

*

*

1=sup ln : 0 ,
x

exp x 1

ess sup : , .

a

xx x

p s ds

t t a b

τ
λ

τ τ

  
  
   + >     −    

    
= ∈

∫
 

Thì toán tử   được định nghĩa  

  ( )( ) ( ) ( )( )
efd

v t p t v tτ=     (1.57) 

thuộc tập ( )abS a . 

Chứng minh  

a) Theo (1.54) và (1.57) ta có 

 ( ) ( ) [ ]2 1 ,       , .t t t a bρ αρ≤ ∈  

với  

 ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 ,       ,
t t

a a

t p s ds s ds t a bρ = = ∈∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) [ ]2 1 ,       ,
st t

a a a

t p s p d ds s ds t a b
τ

ρ ξ ξ ρ= = ∈∫ ∫ ∫ . 

Như vậy với 2,  1m k= =  điều kiện (1.12) trong Hệ quả 1.3.2 b) được thỏa mãn. 

Do đó ( )abS a∈ . � 

b) Giả sử   là toán tử được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )ef

.
td

t

v t p t t p s v s ds
τ

σ τ= ∫     (1.58) 

Hiển nhiên, abP∈ , và với bất kỳ [ ]( ), ,av C a b +∈  , 



 

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) [ ]

1 1

1

1

,     ,

t t

a a

tt t

a t a

tt t

a t a

t t

t t

v t t v t p t v t t v t

p t v s ds t v s ds

p t v s ds v s ds t v s ds

p t v s ds v s ds p t v s ds

p t v s ds p t p s v s ds v t t a b

τ

τ

τ

τ τ

ϑ ϑ ϑ τ ϑ

τ

− = −

= −

 
= + − 

 
 
 

= + − 
 
 

= = ≤ ∈

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

  

  

   

  

 

 

với  

 ( )( ) ( )( ) [ ],      ,
t

a

v t v s ds t a bϑ = ∈∫  

Mặt khác, từ (1.55) suy ra bất đẳng thức (1.14) là đúng. Do đó các giả thiết của Hệ quả  

1.3.2 c) được thỏa mãn. Vì vậy ( )abS a∈ . � 

c) Theo (1.56), tồn tại 0ε >  sao cho 

 ( )
( )

*
t

t

p s ds
τ

λ ε< −∫ [ ],     , .t a b∈     (1.59) 

Chọn x0 > 0 và ( )0,1δ ∈  sao cho 

 ( )

( ) ( )
*

*0
0

0
0

11 ln ,
x

exp x 1
a

x
x

p s ds
τ

δ
λ ε

δ

 
 
 −

+ > −   − −   
  
∫

    (1.60) 

Và đặt  

 ( ) ( ) [ ]0exp 1 ,     , .
t

a

t x p s ds t a bγ δ
 

= − + ∈ 
 
∫  

Khi đó  

 ( ) ( ) ( )0 0exp
t

a

t x p t x p s dsγ
 

′ =  
 
∫  

Kiểm tra từ (1.59) và (1.60) ta thấy bất đẳng thức (1.7) đúng. Do đó theo Định lý 1.2 thì 

( )abS a∈ . � 



 

1.3.17.2  Chú ý  

• Điều kiện ( )0,1α ∈  trong Định lí 1.3.17.1a) là nghiêm ngặt, định lí sẽ không còn đúng 

khi 1α =  hay 1α ε= +  với 0ε >  nhỏ tùy ý. Để thấy được điều này ta có thể xem các ví dụ 

1 và ví dụ 2 ở Chú ý 1.3.3 với   là toán tử được định nghĩa ( )( ) ( ) ( )( )v t p t v tτ= . 

• Bất đẳng thức (1.55) trong Định lí 1.3.17.1b) không thể thay thế bởi đẳng thức 

( ) ( ) ( )
( )

( )
b

exp p 1
st

a s a

p s s p d ds d
τ

σ ξ ξ η η
   

=       
∫ ∫ ∫  hay đẳng thức 

( ) ( ) ( )
( )

( )
b

exp p 1
st

a s a

p s s p d ds d
τ

σ ξ ξ η η ε
   

= +       
∫ ∫ ∫  với 0ε >  nhỏ tùy ý. Để thấy được điều 

này ta có thể xem các ví dụ 3 và ví dụ 4 ở Chú ý 1.3.3 với ,     là toán tử được định nghĩa 

( )( ) ( ) ( )( )v t p t v tτ= , ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )t

t

v t p t t p s v t ds
τ

σ τ= ∫ , với 

( ) ( )( )( )1 1 sgn
2

t t tσ τ= + −  

  

1.3.17.3  Định lí  

Giả sử [ ]( ) ( ) [ ], , ,  ,  ,   ,abg L a b M t t t a bµ µ+∈ ∈ ≤ ∈  và thỏa 

 ( ) 1
b

a

g s ds ≤∫     (1.61) 

hoặc 

 ( ) ( ) ( )
( )( )

s

a

exp g 1,
b s

s

g s g d d ds
µ µ ξ

ξ η η ξ
  
  ≤ 
    

∫ ∫ ∫     (1.62) 

hoặc 0 /g ≡ và 

 ( )
( )

[ ] *ess sup : , ,
t

t

g s ds t a b
µ

η
  ∈ < 
  
∫     (1.63) 

với 



 

( )
*

* 1=sup ln : 0 .
x

exp x 1
a

xx x

g s ds
τ

η

  
  
   + >     −    

    
∫

 

Thì toán tử   được định nghĩa  

 ( )( ) ( ) ( )( )
efd

v t g t v tµ= −     (1.64) 

thuộc tập ( )abS a . 

Chứng minh  

• Rõ ràng  nếu (1.61) đúng thì toán tử   được định nghĩa ở (1.64) thỏa mãn điều kiện 

(1.27) . Do đó theo Định lí 1.3.5 thì ( )abS a∈ . 

• Rõ ràng nếu (1.62) đúng thì toán tử   được định nghĩa ở (1.64) thỏa mãn điều kiện 

(1.31), với   được định nghĩa ở Hệ quả 1.3.6. Do đó theo Hệ quả 1.3.6 thì ( )abS a∈ . 

• Giả sử ta có bất đẳng thức (1.63), khi đó tồn tại 0ε >  sao cho 

 ( )
( )

[ ]* ,      ,
t

t

g s ds t a b
µ

η ε< − ∈∫     (1.65) 

Chọn 0 0x >  và ( )0,1δ ∈  sao cho 

 ( )

( ) ( )

*0
0

0
0

11 ln ,
x

exp x 1
b

a

x
x

g s ds

δ
η ε

δ

 
 

− + > −  
 − −    

∫
    (1.66) 

Và đặt  

 ( ) ( ) [ ]0exp 1 ,     , .
b

t

t x g s ds t a bγ δ
 

= − + ∈ 
 
∫  

Từ (1.65) và (1.66) ta thấy các bất đẳng thức (1.21) và (1.22) được thỏa mãn. Do đó theo 

Định lý 1.3.4 thì ( )abS a∈ . � 

 

1.3.17.4  Chú ý  

• Điều kiện (1.61) trong Định lí 1.3.17.3 không thể thay thế bởi điều kiện     



                                                     ( ) 1
b

a

g s ds ε≤ +∫  

• Điều kiện (1.62) trong Định lí 1.3.17.3 không thể thay thế bởi điều kiện     

 ( ) ( ) ( )
( )( )

s

exp 1 ,
b s

a s

g s g g d d ds
µ µ ξ

ξ η η ξ ε
  
  ≤ + 
    

∫ ∫ ∫  

với 0ε >  tùy ý. 

Để thấy được điều này ta có thể xem ví dụ 2  ở Chú ý 1.3.7 với   là toán tử được định nghĩa 

( )( ) ( ) ( )( )v t g t v tµ= − .  

 

1.3.17.5  Định lí  

Giả  sử [ ]( ) ( ) [ ], , , ,  ,  ,  ,  ,abp g L a b M t t t a bτ µ µ+∈ ∈ ≤ ∈  và hàm ,  p τ thỏa ít nhất một  

trong  các điều  kiện a), b), c) trong  Định lý  1.3.17.1, còn  hàm ,  g µ  thỏa  (1.61)  

hoặc (1.62) hoặc (1.63) trong Định lí 1.3.17.3. Thì toán tử   được định nghĩa 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
efd

v t p t v t g t v tτ µ= −     (1.67) 

thuộc tập ( )abS a . 

Chứng minh  

Ta định nghĩa hai toán tử 0 1,   như sau: 

 ( )( ) ( ) ( )( )
ef

0

d
v t p t v tτ= ; ( )( ) ( ) ( )( )

ef

1

d
v t g t v tµ=  

Khi đó 0 1= −   . 

Từ giả thiết và theo Định lí 1.3.17.1 ta có ( )0 abS a∈ . 

Từ giả thiết và theo Định lí 1.3.17.3 ta có ( )1 abS a− ∈ . 

Do đó theo Định lí 1.3.8 ( )abS a∈ . � 

 

1.3.17.6  Định lí 

Giả sử [ ]( ), , ,  abg L a b Mµ+∈ ∈  và thỏa  ít nhất một trong ba  điều sau: 

a)  

 ( ) ( )
( )

( ) [ ],   , ,
b b b

t s t

g s g d ds g s ds t a b
µ

ξ ξ α≤ ∈∫ ∫ ∫  với ( )0,1α ∈ ; 



b)  

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
s

exp 1,
b s

a s a

g s s g d g d ds
µ

σ ξ ξ η η
   
  <     

∫ ∫ ∫  

với                        

 ( ) ( )( )( ) [ ]1 1 sgn ,  ,
2

t t t t a bσ µ= + − ∈ ; 

c) ( ) 0
b

t

g s ds ≠∫  và  

 ( )
( )

[ ] *ess sup : , ,
t

t

g s ds t a b
µ

ϑ
  ∈ < 
  
∫  

với  

 
( )

( ) [ ]{ }
*

*

*

1=sup ln : 0 ,
x

exp x 1

ess inf : , .

b

xx x

g s ds

t t a b

µ

ϑ

µ µ

  
  
   + >     −    

    
= ∈

∫
 

Thì toán tử   được định nghĩa ở (1.64) thuộc tập ( )abS b . 

Chứng minh  

Định lí này được suy ra từ Định lí 1.3.17.1 và Chú ý 1.3.9.2. 

 

1.3.17.7  Định lí   

Giả sử [ ]( ) ( ) [ ], , , , ,  ,abp L a b M t t t a bτ τ+∈ ∈ ≤ ∈  và thỏa  

 ( ) 1
b

a

p s ds ≤∫     (1.68) 

hoặc 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

exp 1,
sb

a s s

p s p p d d ds
τ τ ξ

ξ η η ξ
  
  ≤ 
    

∫ ∫ ∫     (1.69) 

hoặc 0/g ≡ và  



 ( )
( )

[ ] *ess sup : , ,
t

t

p s ds t a b
τ

κ
  ∈ < 
  
∫     (1.70) 

với 

 
( )

* 1=sup ln : 0 .
x

exp x 1
b

a

xx x
p s ds

κ

  
  
  + >     −      

∫
 

Thì toán tử   được định nghĩa ở (1.57) thuộc tập ( )abS b . 

Chứng minh  

Định lí này được suy ra từ Định lí 1.3.17.3 và Chú ý 1.3.9.2. 

 

1.3.17.8  Định lí  

Giả sử [ ]( ) ( ) [ ], , , , , , ,  , ,abp g L a b M t t t a bτ µ τ+∈ ∈ ≥ ∈  và các hàm ,g µ  thỏa mãn ít nhất 

một trong các điều kiện a), b), c) trong Định lí 1.3.17.6, trong đó các hàm ,p τ thỏa (1.68) 

hoặc (1.69), hoặc (1.70) trong Định lí 1.3.17.7. Thì toán tử   được định nghĩa ở (1.67) 

thuộc tập ( )abS b . 

Chứng minh  

Định lí này được suy ra từ Định lí 1.3.17.5 và Chú ý 1.3.9.2. 



CHƯƠNG II 

CÁC TIÊU CHUẨN HIỆU QUẢ 

 

Trong chương 2 này chúng ta sẽ xét các tiêu chuẩn hiệu quả cho các điều kiện cần và đủ ở 

chương 1 để một toán tử abL∈   thuộc tập ( )abS a  (hoặc ( )abS b ). 

 

2.1    Kết quả chuẩn bị  

2.1.1 Định nghĩa  

Ta nói rằng một toán tử abL∈   thuộc tập abS , nếu phương trình thuần nhất (1.10) có ít nhất 

một nghiệm dương. 

 

2.1.2 Chú ý 

Giả sử abL∈   là một toán tử 0t - Volterra, với [ ]0 ,t a b∈  và abS∈  . Hiển nhiên, với bất kỳ 

[ ]1 0,a a t∈  và [ ]1 0 1 1, ,b t b a b∈ ≠  thì kết luận 
1 1a bS∈  cũng đúng. 

Chứng minh 

Vì Sab∈   nên abL∈   và phương trình thuần nhất ( ) ( )( )u t u t′ =   tồn tại nghiệm 

( ) [ ]0,   ,u t t a b≥ ∀ ∈ . Từ đó suy ra 
1 1a bL∈   và ( )u t  là nghiệm phương trình ( ) ( )( )u t u t′ =   

thỏa ( ) [ ]1 10,   ,u t t a b≥ ∀ ∈ . Vậy 
1 1a bS∈  . 

 

2.2     Các kết quả chính 

2.2.1  Các mệnh đề 

2.2.1.1   Mệnh đề 

( )ab ab ab abP S P S a=

  . 

Chứng minh.  

• Giả sử ( )ab abP S a∈  và u  là nghiệm  của  

 ( ) ( )( ) ( ),         1u t u t u a′ = =       (2.1) 

Vì ( )abS a∈  nên ta có ( ) [ ]0,  ,u t t a b≥ ∈ . Mặt khác abP∈ , nên từ (2.1) ta có 

( ) [ ]0,  ,u t t a b′ ≥ ∈ , do đó ( ) [ ]0,  ,u t t a b> ∈ . Vì vậy, ( )ab ab ab abP S a P S⊆ 

  .  



• Giả sử ab abP S∈ 

   theo Định nghĩa 2.1.1 phương trình (0.10) có một nghiệm dương γ . 

Khi đó theo Định lí 1.3.1 suy ra ( )abS a∈ . Vì vậy ( )ab ab ab abP S P S a⊆

  . 

Vậy ( )ab ab ab abP S P S a=

   

 

2.2.1.2  Mệnh đề  

Giả sử   là toán tử b – Volterra, ab abP S∈ 

  . Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh.  

Vì   là toán tử b – Volterra, nên bài toán (1.10), (1.30) chỉ có nghiệm tầm thường nên bài 

toán (1.1), (1.3) có nghiệm duy nhất. Giả sử u  là nghiệm của (1.1), (1.3) với 

[ ]( ), , ,c q L a b+ −∈ ∈  . Đặt: 

 ( ) [ ],     , ,v u t t a bε ε= + ∈       (2.2) 

với 0ε > , ta thấy: 

 ( ) [ ]0,     ,v t t a bε > ∈       (2.3) 

Thật vậy, nếu (2.3) không đúng, vì ( ) 0v bε > , tồn tại [ ),t a bε ∈ sao cho: 

 ( ) [ ] ( )0,     , ,     0v t t a b v tε ε ε> ∈ =       (2.4) 

Hiển nhiên, 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 ,   v t u t u t q t v t q t v t q t tε ε εε ε′ ′= = + = − + + = + −    với 

[ ],t a b∈  

và từ giả thiết [ ]( ), , ,  , 0abq a b P ε−∈ ∈ >    suy ra 

 ( ) ( )( ) [ ],     ,v t v t t a bε ε′ ≤ ∈       (2.5) 

Từ (2.4), (2.5) ta có 
( ) ( )( )
( ) 0

v t v t

v t
ε ε

ε

′ ≤


=



 nên vε  là nghiệm bài toán 
( ) ( )( )
( ) 0

u t u t

u t

′ ≤


=



 

Mà theo Chú ý 1.2.5 ta có ( )t bS a
ε

∈  khi và chỉ khi bài toán 
( ) ( )( )
( ) 0

u t u t

u t

′ ≤


=



 không có 

nghiệm không âm khác tầm thường. Mà ( ) [ ]0,  ,v t t a bε > ∈  nên ( )t bS a
ε

∉ . Do đó theo 

Mệnh đề 2.3.1 suy ra t bS
ε

∉  . Từ đó theo Chú ý 2.1.2 điều này mâu thuẫn với giả thiết 

abS∈  . 



Vì vậy, với 0ε >  tùy ý, từ (2.2) và (2.3) suy ra 

 ( ) [ ]0,     ,u t t a b≥ ∈  

Vậy ( )abS b∈ . � 

 

2.2.1.3  Mệnh đề 

( ) ( ) ( )ab ab ab abP S P S b− = −

  , với { }:ab ab abP L P− = ∈ − ∈

  . 

Chứng minh.  

Mệnh đề này được suy ra từ Mệnh đề 2.2.1.1 và Chú ý 1.3.9.2. 

 

2.2.1.4  Mệnh đề 

Giả sử   là toán tử a – Volterra, ( )ab abP S∈ − 

  . Thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh.  

Mệnh đề này được suy ra từ Mệnh đề 2.2.1.2 và Chú ý 1.3.9.2 

 

2.2.1.5  Mệnh đề 

Giả sử   là toán tử a b – Volterra, ( )ab abP S a∈  . Thì ( )abS b∈ . 

Chứng minh.  

Mệnh đề này được suy ra từ Mệnh đề 2.2.1.1 và Mệnh đề 2.2.1.2. 

 

2.2.1.6   Mệnh đề  

Giả sử   là toán tử a – Volterra, ( ) ( )ab abP S b∈ −  . Thì ( )abS a∈ . 

Chứng minh.  

Mệnh đề này được suy ra từ Mệnh đề 2.2.1.3 và Mệnh đề 2.2.1.4. 

 

2.2.2 Bổ đề 

Giả sử 0 1= −   , với 0 1, abP∈  , và  tồn tại [ ]( ), , ,C a bα β +∈ 

  thỏa mãn bất đẳng thức 

( ) ( )t tα β≤  với [ ],t a b∈   và  

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]

0 1

0 1

,     ,

,     ,

t t t q t t a b

t t t q t t a b

β β α

α α β

′ ≥ − + ∈

′ ≤ − + ∈

 

 

      (2.6) 

tương ứng. 



 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]

1 0

1 0

,     ,

,     ,

t t t q t t a b

t t t q t t a b

β β α

α α β

′ ≤ − + + ∈

′ ≥ − + + ∈

 

 

      (2.7) 

Thì với mỗi ( ) ( ),c a aα β∈   , tương ứng ( ) ( ),c b bα β∈   , bài toán (1.1) có ít nhất một 

nghiệm u  thỏa mãn điều kiện đầu (1.2), tương ứng (1.3), và 

 ( ) ( ) ( ) [ ],        ,t u t t t a bα β≤ ≤ ∈       (2.8) 

Chứng minh.  

Định nghĩa toán tử [ ]( ) [ ]( ): , , , ,C a b C a bχ →   

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
2

def
v t v t t v t t t tχ α β α β= − − − + +       (2.9) 

Ta có, 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) [ ] [ ]( )

1
2
1
2

,      , ,    , ,

v t t v t t t t v t

v t t v t t t t

t v t t t a b v C a b

α β α β χ

α β α β

α χ β

− − − − + + ≤

≤ − − − + +

⇔ ≤ ≤ ∈ ∈ 

    (2.10) 

Đặt [ ]( ) [ ]( ): , , , ,T C a b C a b→   là toán tử được định nghĩa như sau 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
ef

0 1

t td

a a

T v t c v s v s ds q s ds= + − +∫ ∫ 

   (2.11) 

Tương ứng, 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
ef

0 1

b bd

t t

T v t c v s v s ds q s ds= − − −∫ ∫ 

      (2.12) 

với 

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
ef ef

0 10 1,    .
d d

v t v t v t v tχ χ= = 

     

Do (2.10), và các giả thiết 0 1, abP∈  , ta có mỗi [ ]( ), ,v C a b∈  , hàm ( )T v  thuộc tập 

[ ]( ), ,C a b

  và  

 ( )( ) [ ],   ,T v t M t a b≤ ∈ ,     (2.13) 

 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) [ ]
0 1

0 1 ,   ,

dt t t q t T v t
dt

t t q t t a b

α β

β α

− + ≤

≤ − + ∈

 

 

 (2.14) 

với 



 ( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 .
b

a

M c s s q s dsα β α β= + + + + +∫    

Theo (2.13), (2.14), và bổ đề Arzela Ascoli, rõ ràng toán tử T  đi từ không gian [ ]( ), ,C a b   

vào tập con compact tương đối của nó. Vì vậy, theo định lý điểm bất động Schauder, tồn tại 

[ ]( ), ,u C a b∈   sao cho 

 ( ) ( )( ) [ ],     ,u t T u t t a b= ∈ .     (2.15) 

Hiển nhiên, [ ]( ), ,u C a b∈ 

  và ( )u a c=  tương ứng ( )u b c=  nên theo 2.8 ta có 

 ( ) ( ) 0u a aβ− ≤  tương ứng ( ) ( ) 0u b bβ− ≤     (2.16) 

Từ (2.14), (2.15) và (2.16) ta có 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 0,du t t T u t t t t q t t
dt

β β β α β′ ′ ′− = − ≤ − + − ≤   với [ ],t a b∈  

tương ứng, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 0,du t t T u t t t t q t t
dt

β β α β β′ ′ ′− = − ≥ − + − ≥   với [ ],t a b∈  

Vì vậy từ (2.16) ta có ( ) ( ) [ ],  ,u t t t a bβ≤ ∈ . Tương tự ta có thể chứng minh 

( ) ( ) [ ],  ,u t t t a bα≥ ∈ , vì vậy (2.8) được thỏa 

Theo (2.8), (2.9) và (2.11), tương ứng (2.12), từ (2.15) suy ra 

 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0 1 ,
t t

a a

u t c u s u s ds q s ds= + − +∫ ∫   với [ ],t a b∈  

tương ứng, 

 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0 1 ,
b b

t t

u t c u s u s ds q s ds= − − −∫ ∫   với [ ],t a b∈  

Tức là, u  là nghiệm của (1.1) thỏa (1.3), tương ứng (1.4). � 

 



2.2.3 Định lý  

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈  , với ( ) ( )0 1,ab abS a S b∈ − ∈  và 1  là toán tử a – Volterra  

thì abS∈  . 

Chứng minh.  

Theo giả thiết ta có ( )1 abS b− ∈ , 1 abP− ∈−  nên ( )1 ab abS b P− ∈ −  . Mặt khác 1  là toán 

tử a – Volterra nên theo Mệnh đề 2.2.1.6 ( )1 abS a− ∈  và theo Định lý 1.3.8 thì ( )abS a∈ . 

Do Định nghĩa 1.2.2, bài toán thuần nhất (1.10), (1.20) chỉ có nghiệm tầm thường, do đó bài 

toán (2.1) có nghiệm duy nhất. 

Giả sử u  là nghiệm của (2.1). Vì điều kiện ( )abS a∈  ta có 

 ( ) 0u t ≥ , với [ ],t a b∈     (2.17) 

Vì vậy, từ giả thiết 0 abP∈ , ta có 

 ( ) ( )( ) [ ]1 ,  ,u t u t t a b′ ≥ − ∈     (2.18) 

Giả sử tồn tại ( ]1 ,b a b∈ sao cho 

 ( )1 0u b = . 

Vì 1  là toán tử a – Volterra, từ (2.17), (2.18), Chú ý 1.2.5 và Mệnh đề 2.2.1.3 suy ra 

11 abS− ∉  . Nhưng theo Chú ý 2.1.2 điều này mâu thuẫn với giả thiết 1 abS− ∈  . Do đó u  là 

một nghiệm dương của (1.10), tức là abS∈  . � 

Chú ý 

Trong định lí 2.2.3 giả thiết  

 ( ) ( )0 1,        ab abS a S b∈ − ∈    

không thể thay thế bởi giả thiết 

 ( ) ( ) ( )0 11 ,        ab abS a S bε− ∈ − ∈   

hoặc giả thiết  

 ( ) ( ) ( )0 1,  1ab abS a S bε∈ − − ∈   



với mọi 0ε > .  

Để thấy rõ điều này ta có thể xem các ví dụ 1 và ví dụ 2 ở Chú ý 1.3.9.1. 

 

2.2.4 Định lý 

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈   và tồn tại các hàm [ ]( ), , ;C a bα β +∈ 

  thỏa các bất đẳng 

thức 

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1 0 ,    , ,t t t t a bβ β α′ ≤ − + ∈      (2.19) 

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1 0' ,    , ,t t t t a bα α β≥ − + ∈   (2.20) 

 ( ) ( ) [ ],    , .t t t a bα β≤ ∈  (2.21) 

Hơn nữa, nếu một trong các điều kiện sau đúng: 

 ( ) [ ]0,    , ;t t a bα > ∈  (2.22) 

 ( ) ( ] ( ) ( )0 ab0,    , ,   0,   t t a b a S aα α> ∈ = ∈  (2.23) 

 ( ) [ ) ( ) ( )1 ab0,    , ,   0,   t t a b b S bα α> ∈ = − ∈  (2.24) 

Thì abS∈  . 

Chứng minh.  

Từ  (2.19),  (2.21),  Bổ  đề  2.2.2  suy  ra  (1.10)  có  nghiệm  u  thỏa  mãn điều kiện đầu 

 ( ) ( )u b bβ=  và  

                      ( ) ( )u t tα≥ , với [ ],t a b∈  (2.25) 

• Giả sử (2.22) là đúng thì từ (2.25) suy ra u  là một nghiệm dương của (1.10), do đó 

( )abS a∈  . 

• Giả sử (2.23), tương ứng (2.24) là đúng thì từ (2.25) suy ra  

 ( ) 0u t > , với ( ],t a b∈ , tương ứng [ ),t a b∈  (2.26) 

Do (2.26), điều kiện 1 abP∈ , tương ứng điều kiện 0 abP∈ , từ (1.10) ta có 

 ( ) ( )( )0u t u t′ ≤  , tương ứng ( ) ( )( )1u t u t′ ≥   với [ ],t a b∈ . 



Do ( )0 abS a∈ , tương ứng ( )1 abS b− ∈ , và Chú ý 1.2.5, ta có ( ) 0u a ≠ , tương ứng 

( ) 0u b ≠ . Vì vậy từ (2.26) ta có u  là một nghiệm dương của (1.10), do đó abS∈  . � 

 

2.2.5 Hệ quả 

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈   và tồn tại một hàm [ ] ( )( ), ; 0,C a bβ ∈ +∞  thỏa các bất 

đẳng thức 

 ( ) ( )( ) [ ]1 ,    , ,t t t a bβ β′ ≤ − ∈  (2.27) 

 ( ) ( )( ) ( )0 1 .
b

a

a s ds bβ β<∫  (2.28) 

thì abS∈  . 

Chứng minh.  

Theo 2.28 tồn tại 0ε >  sao cho  

 ( ) ( )( ) ( )0 1 .
b

a

a s ds bε β β+ ≤∫  (2.29) 

Đặt 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]0 1 ,    ,
t

a

t a s ds b t a bα ε β β= + ≤ ∈∫  

Từ (2.27) suy ra β  không tăng, tức là, 

 ( ) ( ) ( ) [ ],    ,b t a t a bβ β β≤ ≤ ∈ . (2.30) 

Do đó, hiển nhiên các bất đẳng thức (2.19), (2.20) và (2.22) đúng. 

Mặt khác, (2.29) và (2.30) ta có 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]0 1 ,    ,
b

a

t a s ds b t t a bα ε β β β≤ + ≤ ≤ ∈∫  

nên (2.21) được thỏa. 

Vì vậy các giả thiết của Định lí 2.2.4 được thỏa mãn, nên abS∈  . � 

 



2.2.6 Định lý 

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈  , với ( ) ( )0 1,ab abS a S b∈ − ∈   và 0  là một toán tử b-

Volterra thì abS∈  . 

Chứng minh.  

Định lý này được suy ra từ Định lý 2.2.3 và Chú ý 1.3.9.2. 

 

 

2.2.7 Định lý 

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈   và tồn tại các hàm [ ]( ), , ;C a bα β +∈ 

  thỏa các bất đẳng 

thức (2.21) và 

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]0 1 ,    , ,t t t t a bβ β α′ ≥ − ∈    

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]0 1' ,    , .t t t t a bα α β≤ − ∈    

Hơn nữa, nếu có ít nhất một trong các điều kiện (2.22), (2.23), (2.24) được thỏa thì abS∈  . 

Chứng minh .  

Định lý này được suy ra từ Định lý 2.2.4 và Chú ý 1.3.9.2. 

 

2.2.8 Hệ quả 

Giả sử 0 1= −    với 0 1, abP∈   và tồn tại một hàm [ ] ( )( ), ; 0,C a bβ ∈ +∞  thỏa các bất 

đẳng thức 

 ( ) ( )( ) [ ]0 ,    , ,t t t a bβ β′ ≥ ∈  ( ) ( )( ) ( )1 1 .
b

a

b s ds aβ β<∫  

Thì abS∈  . 

Chứng minh .  

Hệ quả  này được suy ra từ Hệ quả  2.2.5 và Chú ý 1.3.9.2. 

 

2.2.9 Phương trình vi phân với các đối số lệch  

Áp dụng các định lý trên cho phương trình vi phân với đối số lệch ta có kết quả sau. 

 

2.2.9.1   Định lý 



Giả sử [ ]( ) ( ) [ ], , , , , , ,  ,abp g L a b M t t t a bτ µ µ+∈ ∈ ≤ ∈  và các hàm ,p τ  thỏa một trong 

các điều kiện a), b), c) trong Định lý 1.3.17.1 và các hàm ,g µ  thỏa một trong các điều kiện 

a), b), c) trong Định lý 1.3.17.6 thì toán tử   được định nghĩa ở (1.67) thuộc tập abS . 

Chứng minh .  

Định lý này được suy ra từ Định lý 1.3.17.1; 1.3.17.6 và 2.2.3. 

 

2.2.9.2   Định lý 

Giả sử [ ]( ), , , , , abp g L a b Mτ µ+∈ ∈ các hàm ,g µ thỏa a) (tương ứng c)) trong Định lý 

1.3.17.6, và 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )1 1 1 ,
b b b b

a a s a

g s ds g s g d ds p s ds
µ

α ξ ξ α
  
 − + + < −    

∫ ∫ ∫ ∫  

tương ứng 

 ( ) ( )0 1 ,
b b

a a

x g s ds p s dsδ δ
  

− + <     
∫ ∫  

với 0 0x >  và ( )0,1δ ∈  sao cho 

 ( )
( )

( )

( ) ( )
[ ]

*

0
0

0
0

11 , , .

exp x 1

t

b
t

x
g s ds x t a b

x
g s dsµ

µ

δ

δ

 
 
 −

< + ∈ 
  − −   
  

∫
∫

 

Thì toán tử   được định nghĩa ở (1.67) thuộc tập abS . 

Chứng minh.  Đặt 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
b b b

t t s

t g s ds g s g d ds
µ

β α ξ ξ
 

= − + + 
 

∫ ∫ ∫  

tương ứng. 

 ( ) ( )0=exp 1
b

t

t x g s dsβ δ
 

− + 
 
∫  



Dễ dàng thấy rằng hàm β  thỏa mãn các giả thiết của Hệ quả 2.2.5. 

 

2.2.9.3   Định lý 

Giả sử [ ]( ) ( ) [ ], , , , , , ,  ,abp g L a b M t t t a bτ µ τ+∈ ∈ ≥ ∈  và các hàm ,p τ  thỏa một trong 

các điều kiện a), b), c) trong Định lý 1.3.17.1, và các hàm ,g µ  thỏa một trong các điều kiện 

a), b), c) trong Định lý 1.3.17.6 thì toán tử   được định nghĩa ở (1.67) thuộc tập abS . 

Chứng minh .  

Định lý này được suy ra từ Định lý 1.3.17.1; 1.3.17.6 và 2.2.6. 

 

2.2.9.4   Định lý 

Giả sử [ ]( ),  , , ,  ,  abp g L a b Mτ µ+∈ ∈ các hàm ,  p τ thỏa a) (tương ứng c)) trong Định lý 

1.3.17.1, và 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )1 1 1 ,
sb b b

a a a a

p s ds p s p d ds g s ds
τ

α ξ ξ α
  

− + + < −     
∫ ∫ ∫ ∫  

tương ứng 

 ( ) ( )0 1 ,
b b

a a

x p s ds g s dsδ δ
  

− + <     
∫ ∫  

với 0 0x >  và ( )0,1δ ∈  sao cho 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
[ ]

*

0
0

0
0

11 , , .

exp x 1

t

b
t

x
p s ds x t a b

x
p s ds

τ

µ

δ

δ

 
 
 −

< + ∈ 
  − −   
  

∫
∫

 

Thì toán tử   được định nghĩa ở (1.67) thuộc tập abS . 

Chứng minh .  

Định lý này được suy ra từ Định lý 2.2.9.2 và Chú ý 1.3.9.2. 



KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

 

Mục đích của luận văn là nghiên cứu các điều kiện cần và đủ để bài toán biên cho 

phương trình vi phân hàm bậc nhất tuyến tính (1.1), (1.2) có duy nhất một nghiệm không âm 

và phương trình vi phân thuần nhất (1.10) tồn tại nghiệm dương. Nội dung chính của luận 

văn gồm 2 chương: 

Chương 1. Chúng ta xây dựng điều kiện cần và đủ để một toán tử abL∈   trong bài 

toán (1.1), (1.2) (hoặc (1.1), (1.3)) thuộc về tập ( )abS a (hoặc ( )abS b ). Kết quả chính là các 

Chú ý 1.2.3 – 1.2.5, các Định lí 1.3.1; 1.3.4; 1.3.5; 1.3.8, và các Hệ quả 1.3.2, 1.3.6. 

Chương 2. Chúng ta đưa ra các tiêu chuẩn hiệu quả để một toán tử abL∈   thuộc về 

tập ( )abS a (hoặc ( )abS b ). Cụ thể ta xét mối quan hệ của các tập ( )abS a , ( )abS b  với tập abS . 

Kết quả chính là các Mệnh đề 2.2.1.1 – 2.2.1.6 và các Định lý 2.2.3; 2.2.4. 

Từ những vấn đề đưa ra trong luận văn, một câu hỏi đặt ra là các kết quả trên còn 

đúng hay không cho phương trình vi phân hàm bậc cao hay bài toán biên nhiều điểm cho 

phương trình vi phân hàm. Hơn nữa đối với các bài toán trên chúng tôi còn chưa nghiên cứu 

tính xấp xỉ nghiệm của nó do thời gian có hạn. 

Chính vì vậy thông qua các kết quả đã đạt được trong luận văn này, tác giả mong 

muốn được mở rộng và tiếp tục nghiên cứu các vấn đề nêu trên. Tuy nhiên, với sự hiểu biết 

hạn chế của bản thân, tác giả rất mong học hỏi từ sự góp ý và chỉ bảo của Quý Thầy, Cô 

trong và ngoài Hội đồng. 
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