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LOI CAM ON

Tran trong cdm on Lanh dao va cac phong hiru quan, Lanh dao va céac giang vién
ctia cac khoa hitu quan, cac thay co giang day chuyén nganh didactic Toan, cic gido
vién nguoi Phap trong HoO1 déng Bao vé Dé cuong Luédn van, Lanh dao va cac chuyén
vién cta Phong KHCN&SPH truong Pai hoc Su pham thanh phé Ho Chi Minh,
Lanh dao va cac phong chitc ning, cic trudng Trung hoc phd thong hiru quan So
Gido Duc&DPao Tao tinh Pong Nai.

Dac biét, tran trong cam on TS. L& Van Phic, thﬁy huéng dan khoa hoc luan van.

T6i ciing ludn nhé cac ban bé va cac dong nghiép than thiét./.

Vo Dirc Hién



MO DAU

1.Ghi nhin ban dau va cau héi xuat phat

Bai téan t6i vu lién quan dén cuc tri, gia tri 16n nhat, gia tri nho nhéat ctia ham sé.
Bai téan tdi uu xuit hién trong cac dé thi tuyén sinh: hoc sinh gioi, dai hoc, lién quan
dén yéu cau cua thuc té.

Bai toan ti wu hinh thanh nhu thé nao? Cac quan ni¢ém, cac chién luoc gidi lién
quan dén tri thirc trong sach gido khoa phd thong nhu thé nao? Cach trinh bay cua
sach gido khoa c6 gitip hoc sinh tiép can duoc véi dic trung cua bai toan tbi wu hay
khong? Co thé c6 mdt ticu do an didactic khong?
2.Muc dich nghién ciru va Iy thuyét tham chiéu

Muc dich nghién ctru ctia luan van la tim cau tra 161 cho cau hoi da dat ra.

Pé dat dugc muc tiéu trén chung toi van dung cac yéu té cong cu cua 1y thuyét
didactic téan. Cu thé d6 1a cac khai niém cua ly thuyét nhan ching hoc: chuyén doi
didactic, quan h¢ thé ché, quan h¢ c4 nhan ddi véi tri thire, to chirc toan hoc; cua ly
thuyét tinh hudng: hop dong didactic.

Viéc nghién ctru bai tdéan tdi wu & cép do tri thire khoa hoc duogc dat trén co sé cua
mot phan tich gido trinh dai hoc.

Pé tai luan van yéu cau nghién ciru trong chi dé Giai tich. Tuy nhién, thuc té o
truong pho thong, cac bai toan tdi uu con dugc hoc sinh nghién ctru bang nhiing cong
cu khac: Pai sb, Hinh hoc, Toa do.

Vi vy chung t6i xin dugc phép mé rong chu dé Giai tich sang ca cac linh vuc: Dai

s0, Hinh hoc, Toa d9.

Trong pham vi 1y thuyét di néu, chung t6i trinh bay lai cau héi nghién ctru nhu sau:
Q1.Bai toan tdi wu dugc hinh thanh nhu thé nao? Bai toan tdi wu xuét hién trong
nhimng kiéu tinh hudng nao? Nhimg ddi tuong toan hoc, cach giai nao gop phan lam

ndy sinh bai todn to1 uu?



Q2.Vét tham chiéu ctia bai téan toi vu & dai hoc thé hién trong sach gido khoa Toan
phod thong nhu thé nao? Viéc nghién ctru bai téan t6i wu & phd thong giup viée giai
quyét bai toan tdi vu & dai hoc nhu thé nao?

Q3.Bai toan tdi wu duoc trinh bay nhu thé nao trong sach gido khoa phd thong?
Bang nhirng cach giai nao?

Q4.Nhitng qui tic nao cua hop dong didactic duoc hinh thanh giita gido vién va hoc
sinh trong qua trinh day hoc bai toan t6i uu?

Q5.Nhing dang bai toan tdi vu ndo dugc nghién ctru & phd thong?

Q6.Cach trinh bay cta sach gido khoa c6 anh huong gi dén viéc hoc tap bai toan toi
ru cua hoc sinh & trudng pho théng? Co6 gitip hoc sinh tiép can duoc véi dic trung
ctia bai toan toi vu hay khong? C6 thé c6 mét tiéu do an didactic hay khong?
3.Phwong phap nghién ctru

Pé dat dugc muyc dich nghién ctru chung toi xac dinh phuong phap nghién ctru theo

trinh tu so do sau:

NGHIEN CUU LICH SU, TOAN GIAI TiCH BAI HOC

|

NGHIEN CUU SACH GIAO KHOA TOAN PHO THONG
(Toan Tiéu hoc, S hoc va Pai sd Trung hoc co s¢, Pai s6 va Giai tich 11,

Giai tich 12, Hinh hoc 12, 11, 10, Pai s6 10, Hinh hoc Trung hoc co s6)

|

NGHIEN CUU THUC NGHIEM

(Quan hé cé nhan cua hoc sinh)

|

NGHIEN CUU THUC NGHIEM TIEU PO AN DAY HOC



So d6 ¢6 thé duge dién dat nhu sau:
-Nghién ctru lich str ciia bai todn va bai todn trong gido trinh dai hoc nham tim hiéu

dac trung cua bai toan: tim hiéu lich st tir nguén tai liéu http://chronomath.com/ va

Toan hoc cao cap tap ba Phép tinh giai tich nhiéu bién sé cia Nguyén Dinh Tri ( Chu
bién ).

-Nghién ctru sach gido khoa Toan pho thong nham tim hiéu quan hé thé ché ddi véi
bai toan t6i wu. Chiing t6i ciing tim hiéu hiéu qua cta céng cu giai tich ddi véi bai
toan da duoc giai bang cac cong cu khac.

-Nghién ciru thuc nghiém: qua két qua nghién ctru sach gido khoa chung t6i s& dat
cac gia thuyét lién quan va tir d6 viéc thyc nghiém duoc tién hanh trong pham vi phu
hop, dugc lua chon cu thé.

Tir két qua kiém chung gia thuyét chiing t6i c¢6 thé tién hanh thuc nghiém thir hai,
tiéu do an day hoc.
4.Cau triic luin vin

Luan van gdm c6 phan md dau, phan két luan va ba chuong.

Phan m& dau trinh bay ghi nhén ban dau, cAu hoi xuét phat, muc dich nghién ctru,
1y thuyét tham chiéu, phuong phap nghién ctru, cau tric luan van.

Chuong 1: Bai toan t6i wu & cap do tri thitrc khoa hoc

Chuong 2: Bai toan tdi wu & cip do tri thirc can giang day

Chuong 3: Thyc nghi¢m

Phan két luan 13 nhitng két qua dat duoc qua cac chuong 1, 2, 3 va hudng nghién

curu khac mé ra tir luan van.



Chwong 1: BAI TOAN TOI UU O CAP PQ TRI THUC KHOA HQC

Muc tiéu chwong

Chuong 1 nham vao cau hoi Q1: nghién ctru lich sir hinh thanh bai toéan téi wu, kiéu
tinh hudng, cach giai bai téan dé 1am co s tham chiéu.
1.1.Vai nét lich sir vé bai toan

Phén trinh bay dya vao tham khao ngudn tai liéu: http://www.chronomath.com/

Jacques Bernoulli, ciing v&i nguoi than 1a Jean, da phat biéu va giai quyét nhiing
bai téan vé& co hoc bang phuong trinh vi phan voi rang budc t6i wu nhu viéc nghién
ctru cyc tri trén dudng cong hay mit va din dén nhitng van dé vé tric dia: dudng
cong ngan nhat.
1.1.1.Bai toan s¢i day xich (1691)

Xét mot soi day xich déng chét, linh dong, dugc treo ¢6 dinh & hai dau A va B cua
n6. O vi tri can bang, soi ddy xich thudc mot mit phang thang dimg. Céan tim dudng
cong biéu dién soi day xich .

Xuét phat ciia bai toan:

Tir trude nganh Pién luc, Galilée 13 ngudi dau tién quan tam dén soi day xich, ong
dung né nhu mdt cung parabole.

Tir “ Soi day xich” xuat phat tir Huygens, 6ng da nghién ctru nd trong co hoc. Do
cong canh budm chiu stc gidé duge nghién ctru boi Bernoulli, né ciing twong tng voi
s¢1 day xich.

Bang su tra 10i cho thach d6 cua Jacques Bernoulli, Jean Bernoulli, Huygens va
Leibniz di tim duoc ban chat cia soi diy xich vao 1691: dudng cong Cosinus
hyperbolique ( Gidng Parabol):

Y = k(e  +e ")/ 2 =kcosh(X / k)

Cach giai: phuong trinh vi phan

Ung dung:

Soi day xich treo ¢ hai dau cho phép tinh khoang cach tir cung dén day cung nham
1am cho strc cing ¢ nhitng diém treo tt nhat.

Két qua nay dugc tng dung trong duong day cap tai dién, xe lira dién, cap cau treo.



1.1.2.Bai toan thoi gian bé nhat va cung cycloide (1696)

Cho hai diém A va B véi cac d6 cao khac nhau, khong cing nim trén mét phuong
thang dtmg. Can tim duong cong cho phép sy lin xudng dbc nhanh nhit tir A dén B
ctia mot chat diém M, c6 khéi luong m, chi chiu tdc dung cua trong luc.

Xuit phat ciia bai toan:

Nua thé ky trudc Galilée trong nghién ctru vé chuyén dong trén mit phang
nghiéng da tim hiéu bai toan nay va di nghi rang nghiém 13 mot cung tron.

Bai toan ciing d3 duoc giai quyét boi Leibniz, Newton, L’ Hopital bang sy tra 101
cho thach d6 cua Jean; Jacques di gdy su tranh cai bang phép tinh bién phan; Euler
va dac bi¢t Lagrange nhd vao co hoc phan tich da c¢6 sy chon loc vé bai toan nay.

Cach gidi: Str dung phuong trinh Euler, nguyén 1y bao tdoan nang luong ching ta
duogc nghiém la mdt cung cycloide.

Ung dung: xiy dung cau thoat hiém ( Toa nha, mdy bay), van truot, trd choi nhao
1on.
1.1.3.T6i wu héa dién tich véi mot chu vi da cho (1698)

Trong tat ca cac duong cong déng c6 chu vi dd cho, duong cong nao tao dién tich
16n nhat.

Xuit phat ciia bai toan:

Vao thé ky thtr 9 truée chia gidng sinh, Hoang hau Elissa ctia Tyr ( Liban, Israel,
Syrie) dd dén Byrsa ( X da bo) ¢ bac Phi ( Gan Tunis) ti nan. Ba dd dé nghi xin noi
tri 4n ( Thanh phé Carthage sau ndy); nguoi ta chi cho ba ving dat ma da bo c6 thé
bao quanh. Ba cit nho da bo va ndi lai, duge soi day dai gﬁn 4 km.

Cach giai: Jacques Bernoulli di chimg minh dugc bang phép tinh bién phan (
Phuong trinh Euler-Lagrange) rang dudng cong chita dién tich 16n nhat 1a duong
tron.

Nhan xét:

-Bai téan t6i uu 1a bai toan thuc té, tim diéu kién cho mot déi twong dé mot dai
luong cuc tri.

Bai toan xuit phat tur viéc giai quyét bai toéan co hoc, tric dia, hinh hoc trong viéc

tim dang ctia duong cong dé dat duoc toi vu ve stic cang, thoi gian, dién tich.



-Cach gidi bai toan: phuong trinh vi phan.
-Ung dung ctia bai toan: duong day cap tai dién, xe ltra dién, cap cau treo-cau thoat
hiém, van truot, trd choi nhao 10n-tdi wu hoa dién tich véi mot chu vi da cho.
1.2.Bai toan trong giao trinh toan dai hoc
Chiting toi tim hiéu tir gido trinh Téan hoc cao cp tip ba Phép tinh giai tich nhiéu
bién s6, nha xuét ban gido duc ciia Nguyén Dinh Tri (Chu bién).
1.2.1.Cwec tri ciia ham s6 nhiéu bién so:
+Dinh nghia: tai liéu dinh nghia cuc tri cia ham sb tai mot diém M, , trén mién D
bang dau caa f(M)-f(M,).
Céc ki hi¢u st dung:
p=fl(M),q=f/(M),r=fI1(M),s=f(M),t=f.
+Pinh 1y 1.7: diéu kién can cua cuc tri tai diém M, ctia ham s6 d6i voi p va q.
+Piéu kién can cho phép thu hep viéc tim cuc tri tai nhitng diém & d6 ca pvagq
déu triét tiéu hodc nhitng diém & d6 p hodc q khong ton tai. ( Nhimng diém téi han)
+Pinh ly 1.8: d4u hiéu nhan biét cuc trj tai mot diém M , cia ham ) bﬁng diu cua
st —rt.
Tai li€u ciling cht thich pham vi xem xét va c6 mot vi du tim cyec tri.
1.2.2.Gia tri 16n nhat va nhé nht ciia ham s6 nhiéu bién s6 trong mot
mién dong, bi chin
Tai liéu néu diéu kién du dé ham sé dat gia tri 16n nhat, nho nhit trong mot mién,
cach tim ching va vi du.
1.2.3.Cuec tri c6 diéu kién
+Pinh nghia: cic bién s6 ctia ham sd bi rang budc bang mot hé thiec.
+Pinh ly vé diéu kién it ¢é ciia cwe tri cé diéu kién: ddi voi cac dao ham riéng
cép mot theo cac bién s6 ctia ham sb va cua hé thire diéu kién.
+Cha thich 1:
Tai liéu néu khai niém vé nhan tir Lagrange va phuong phap nhan tir Lagrange dé
tim diém cuec tri ¢6 diéu kién ctia ham s6.

+Chu thich 2:



Pinh 1y hodc phuong phap nhan tir Lagrange gitp thu hep viéc tim cyc tri ¢é diéu
kién ctia ham sb tai nhirng diém t&i han; viéc xem xét nhirng diém éy co thuc su la
diém cuc tri khong, vi du, mé rong cho ham s6 n bién sb (n=3).
1.2.4.Cac kiéu nhiém vu ( Tham khao sach bai tip ctia clng tic gia)

+Kiéu nhiém vu T1: Tim cuc tri cia ham sd: 10 bai.

Vi du: bai 231, trang 14: “ Tim cuc tri ciia ham s6 y=x*+y' =2(x-y)* .

*K§ thuat:

.Tim céac diém t&i han

Xét dau s> —r¢ hodc phai xét thém dau cta z(M)-z(M,) ( Truong hop s> —rt=0)

K&t luan.

+Kiéu nhiém vu T2: Tinh gi tri 16n nhat va nho nhat cia ham sb: 7 bai trang 14.

Vi du: bai 24c: “ Tinh gia tr1 16n nhét va nho nhat cua ham sb z= ¥ y(4—-x—y) trong
mién dong D gi6i han boi cac dudng thang x=0, y=0, x+y=6 .

*K¥ thuat:

.Tim céac diém t&i han

.So sanh gia tri cua ham tai cac diém t6i han véi cac cuc tri ctia ham trén bién cua
mién D

Két luan.

+Kiéu nhiém vu T3: Tim cuc tri c¢6 diéu kién: 4 bai, trang 14, 15.

14 N\ \ . 2 \ /’\ 1 1 r.* bl /‘\ A
Vi du: bai 25b: “ Tim cuc tri cia ham s6 z= —+— vdi diéu kién
X oy

1 1 1 .,
(R
*K§ thuat:

Dung phuong phép nhan tr Lagrange bién bai téan c6 diéu kién vé bai téan tim
cuc tri binh thuong( T1) va tim diém t&i han hodc giai hé phuong trinh 1.24 va g(
X,y)=0 va xét dau cua F(M)-f (M,)

K&t luan.



+Kiéu nhiém vu T4: Tim diéu kién dé mot dai luong dat gia tri 16n nhat, nho nhat:
1 bai, trang 15.

“ Cho hinh ciu ban kinh R. Hinh hop chit nhat nao ndi tiép trong hinh ciu 4y co
thé tich 16n nhat ”.

*K§ thuat:

Xét hinh hop chir nhat cé cac canh song song vdi cac truc toa do noi tiép trong mat
cau

Goi ( x,y,z) la toa do cua dinh nam trong géc phﬁn tam thir nhat. Chung ta phai tim
cuc trj cua ham sd f( x,y,2)= Xyz v6i diéu kién
g(X,y,2)= x*+y*+z2°-R* =0

.Dung T3

Két lun.

Nhan xét:

-Bai téan ciia T4 1a kiéu cua bai téan tdi uu trong lich sir voi tinh hudng thé tich
hinh hoc, duoc giai bﬁng cong cu giai tich: 1ap ham s6, tinh dao ham.

-Céc kiéu nhiém vu T1, T2, T3 1a cong cu dé giai bai toan T4

-Viéc 1ap ham sb hodc xir Iy diém t6i han c6 thé s& 1a nhitng khé khan d6i véi sinh

vién.

Két luan chwong 1
-Kiéu cta bai téan t6i uu:
Do 14 bai toan thuce té, tim diéu kién cho mot ddi tuong dé mot dai lugng dat t8i wu
( T4).
Céch trinh bay ndi dung cua gido trinh dai hoc di tu tri thic cuc tri dén bai toan toi
uu nhu lich su.
-Pham vi tac dong, bai téan c6 li€n quan:
Bai toan T4 xuét hién trong cac pham vi: co hoc, tric dia, hinh hoc.
Bai toéan thudc cac tinh huéng: suc cang, thoi gian, chiéu dai, dién tich, thé tich.
-Cac d6i tuong co lién quan dén bai toan: cuc tri cia ham so, lap ham sb va tinh dao

ham, phuong trinh vi phan, Co hoc, Hinh hoc.



-Cach giai bai toan:

Bai toan duoc giai bang céng cu giai tich: 1ap ham s, tinh dao ham. ( C6 su chuyén
d6i su pham tir cach giai bang phuong trinh vi phan trong lich st vé cach giai bang
lap ham s6 va tinh dao ham trong chuong trinh toan Giai tich ctia bac dai hoc)

-Du doén ban dau:

Sinh vién c6 thé gap kho khan trong viéc xtr 1y diém t6i han dé tim cyc tri ciia ham
sO.

Chung t61 nghi cau héi Q1 da dugc trinh bay.



Chuwong 2: BAI TOAN O CAP PQ TRI THUC CAN GIANG DAY

Muc tiéu chwong
Nghién ctru bai téan t6i wu trong sach gido khoa Toan phd thong dé tiép tuc tim
hiéu céc cau hoi da dit ra.
Trude hét, ching t6i s& nghién ciru bai téan trong sach giao khoa téan Pai s6 va
Giai tich 11, Giai tich 12 hién hanh, ban co ban.
Két qua cua chuong 1 s& 13 tham chiéu cho sy phén tich ctia chuong nay.
2.1.Vai nét vé bai toan t6i wu & Tiéu hoc va Trung hoc co s&
2.1.1.Bac tidu hoc ( Sach gido khoa Toan 1, 2, 3 va Sach bai tap Toéan 4, 5 hién
hanh)
Cé yéu cau tim sb 16n nhét, s6 bé nhat khi hoc sinh hoc céac tap $6.
2.1.2.Cap Trung hoc co sé ( Sach bai tap SO hoc, Pai s6; hién hanh)
*Lép 6: phan udc sé chung 16n nhat, bdi s6 chung nho nhét c6 nhiéu bai
todn tim gia tri l1on nhat, bé nhit.
*Tu lop 7 dén 16p 9 bai toan cuc tri xuét hién nhu sau:
+Lép 7: Dung bat dang thirc gia tri tuyét dbi dé giai: 3 bai [32, tap 1, tr8, 23, bai
32,33, 141]
+Lop 8: Dung tong binh phuong: 2 bai [33, tip 1, tr30, bai 67a,b], nghiém nguyén
ctia bat phuong trinh: 2 bai [33, tap 2, tr47, bai 59,60]
+Lop 9: Bit ding thirc Co-si: 2 bai [34, tap 1, trl13, 18, bai 67, 95], tong binh
phuong: 3 bai [34, tap 1, trl5, 19, bai 82, 103; tap 2, tr148, bai 7]
Tong cong: 12 bai; trong d6 dung bat dang thirc dé giai: 5 bai
2.2.Bai toan toi wu trong Pai sé va Giai tich 11
2.2.1.Pai s6 va Giai tich 11( DPS&GT11)
+Ly thuyét:
Bai Ham s6 luong giac.
+Bai tap:
Kiéu nhiém vu T2: Tim gia tri 16n nhat ctia ham s6: 4 bai ( Ky thudt heong gidc):

2 bai 8a,b trang 18, 2 bai 3a,b trang 41.



Vi du: bai 8b: “ Tim gia tri 1én nhét ctia ham s6 y= 3- 2Sinx ”.
Ky thuat:
Str dung mién gié tri cta Sinx
2.2.2.Bai tap Pai s6 va Giai tich 11 ( BT PS&GT11)
Kiéu nhiém vu T2
GOm 7 bai ( Ky thudt lvong giac): bai 1.3a,b,c,d trang 12; bai 4a,b trang 36, bai 5
trang 221
Vi du: Bai 5 trang 221:
“ Tim gi4 tri 16n nhat va gi4 tri nhoé nhat cia ham s6
y=sin’ x+4sinxcosx—3cos’ x+1 7
*K§ thuat:
Bién d6i dé duoc y=2+/2sin(2x —%)

Két luan

Bang 2.1.Thong K& Pai s6 va Giai Tich 11

Tai li¢u Kiéu K¥ thuat Tong
nhiém vu | Luong gidc | SO bai

bS&GTI11 T2 4 4

BT bS&GT11 | T2 7 7

Cong T2 11 11

2.3.Bai toan trong Giai tich 12
2.3.1.Giadi tich 12 ( GT12)
2.3.1.1.Cuec tri ciia ham s6 ( Trang 13)
*Ly thuyét
+Pinh nghia: tai liéu dinh nghia cuc tri tai diémx, ciia ham s6 mot bién s trén mot
khoang theo kiéu cua gido trinh dai hoc: theo diu cua f(x)- f( x,).
Piéu kién can cua cuc tri.

+Hai qui tic tim cuec tri.



Qui tic I
1.Tim tap xac dinh
2.Tinh f'(x). Tim cac diém tai 46 f'(x)=0 hodc f'(x) khong xac dinh.
3.Lap bang bién thién
4. T bang bién thién suy ra cac diém cuc tri.
Qui tic IT
1. Tim tap xéc dinh.
2. Tinh f/(x). Giai phuong trinh f'(x)=0 va ki hiéu x,(i=1,2,...) 1a cac nghiém
cua no.
3. Tinh f(x) va f"(x).
4. Dya vao dau cua £’ (x,) suy ra cyc tri cua diém X, .
Vi du.
Nhan xét:
Cach trinh bay tri thic cuc tri & pho théng gidng nhu gido trinh Pai hoc: tir dinh
nghia dén diéu kién can, dén dau hiéu nhan biét cuc tri va vi du.
Qui tac I: van dung dinh nghia.
Qui tic II: c6 thé giai thich tir gido trinh Pai hoc.
Xét s* —rt.
O pho théng: s=t=0
Vay s’ —rt =0 ( Truong hop nghi ngo)
Chuing ta phai xét diu ctia A= f(M)-f(M,).
Theo cong thirc Taylor: Acung dau véi g(h,k)= 4> + 2shk + k> .[35, tr26]
£ (x,)>0; tuc 1a r)0.
Vay g(h,k)=rn* >0.
Vay f(M))f(M,): x, 1a diém cuc tiéu.
Tuong tu, f"(x,)<0:1<0
FIMYf(M,): x, 1a diém cyc dai.

Pay la vét tham chiéu cua bai tdan trong gido trinh Pai hoc



*Bai tap: ( Tham khdo tai liéu Giai bai tap Giai tich, chuong trinh co ban cua Duong
Ptrc Kim, D6 Duy Pong )

Kiéu nhiém vu T1: Tim cac diém cuc tri ctia ham sd: 9 bai ( Ky thudt gidi tich ):
bai la,b,c,d,e trang 18, bai 2a,b,c,d trang 18.

Vi du: bai 2b: y= sin2x- x.

Ky thuat:

.Tim tap xac dinh

.Tinh dao ham cap 1, im cac diém x sao cho f/(x)=0

.Tinh dao ham cép 2 tai x, hoac xét dau f'(x)

K&t luan.

Kiéu nhiém vu T4’: Tim diéu kién dé dat cuc tri: 2 bai ( Ky thudt gidi tich): 5 trang
18 va 6 trang 18.

Vi du: bai 6: “ Xac dinh gié tri cia tham s6 m dé ham sb

2
X +mx+1 ..
=———— — dat cuc dai tai x=2 .
xX+m

Ky thuat:

.Tim tap xac dinh

.Tinh dao ham cép 1

Lap bang bién thién

Str dung diéu kién ham sb dat cuc dai tai x=2 dé tim m.

Kiéu nhiém vu TS: Ching minh ham ) khong c6 dao ham tai mot diém nhung
van dat cyc tri tai diém do: 1 bai ( Ky thudt gidi tich): 3 trang 18.

Kiéu nhiém vu T6: Ching minh véi moi tham sé m, ham s6
y= x'—mx’—2x+1 ludn c6 mdt diém cuc dai va mot diém cuc tiéu: 1 bai ( Ky thudt
gidi tich): bai 4 trang 18.

Nhan xét:

Chung t61 nghi hoc sinh c6 thé c6 kho khan tim cuc tri.

Budc tht hai cia qui tic 1 1a“ Tinh £/(x). Tim cac diém tai d6 f'(x)=0 hodc f'(x)

khong xac dinh”;



Bai toan cuc tri ¢6 thé 13 kiéu nhiém vy T5: “ Chirmg minh ham sé khong c6 dao
ham tai mot diém nhung van dat cyec tri tai diém do. ( Bai 3 trang 18).
2.3.1.2Gi4 trj 16n nhét va gia tri nhé nhét ciia ham s6 (Trang 19)

*Ly thuyét

.Pinh nghia
.Vi du tim gid tri nho nhét va gia tri 1on nhét cia ham sb trén mot khdang.
.Cach tinh gia tri 16n nhat va nhé nhit ctia ham sb trén mot doan.

Dinh ly: diéu kién da dé ham sb co gia tri lon nhat, nho nhat trén mot doan.

Vi du, qui tic tim gi tri 1on nhat va nho nhat.

Nhan xét:

.Céach trinh bay cta sach gido khoa, qui tc tim gia tri 16n nhat, nhoé nhét ctia ham sb
lién tuc trén doan giéng gido trinh dai hoc- bai téan cuc tri & phé thong 1a bai téan tim
cuc tri trén bién ctia mién D.

.C6 su hién dién cua bai téan T4 gidi béng cach lap ham sb va tinh dao ham
( Vidu 3 trang 22 ).

Pay la vét tham chiéu cua bai téan trong gido trinh dai hoc.

*Bai tap

kiéu nhiém vu T2: Tinh gia tri 16n nhat, nho nhat: 12 bai ( Ky thudt gidi tich ): bai
la,b,c,d trang 23, bai 4a,b trang 24, bai 5a,b trang 24, bai 8a,b,c,d trang 147.

Vi du: 4a trang 24: “ Tinh gia tri 16n nhat, nho nhét ciia ham sb y= " 4 =7
+x

Ky thuat:
.Tinh dao ham cép 1
Lap bang bién thién
Két luan.
Kiéu nhiém vu T4: 4 bai ( 3 bai Ky thudt gidi tich, 1 bai kj thudt dai s6 ): 2, 3
trang 24, 11c trang 46 ( Ky thudt dai sé ), 5 trang 121.
Vi du: 5 trang 121:
Cho tam giac vuong OPM c6 canh OP nam trén truc Ox. Dat goc POM=

a, OM=R(O§aS%,R>O).



Goi v 1a khéi tron xoay thu dugc khi quay tam gidc d6 xung quanh truc
Ox.
1)Tinh thé tich cua v theo o vaR.
2)Tim « sao cho thé tich ctia v 16n nhat.

Ky thuat:

Lap ham sd

Xét dau dao ham.

Kiéu nhiém vu T4’

6 bai ( 6 bai ky thudt giai tich ): bai 8a trang44, bai 5b,ii trang 45, bai 7c, 8b, 10c
trang 46, bai 5a trang 146.

Nhan xét:

-C6 bai toan T4 giai bang cach 1ap ham sd va tinh dao ham
( Bai 5 trang 121).

-Hoc sinh c6 thé gap kho khan trong viéc 1ap ham s6 hodc tim cuc tri; yéu cau 1ap
ham s6 kha phong phu; hoc sinh khong ¢6 khuén mau thyc hién.
2.3.2.Bai tap Giai tich 12 ( BT GT12)

Kiéu nhiém vu T1

16 bai ( Ky thuadt giai tich ): bai 1.8a,b,c,d,e; bai 1.9a,b,c,d; bai 1.10a,b,c,d; bai
I.11a,b,c trang 11.

Kiéu nhiém vu T4

4 bai ( Ky thuat giai tich ): bai 1.17, 1.18, 1.19, 1.20 trang 15.

Kiéu nhiém vu T4’

2 bai ( Ky thuat giai tich ): bai 1.12 trang 12, 1.33a trang 23.

Kiéu nhiém vu T5

1 bai ( Ky thuqt giai tich ): bai 1.13 trang 12

Kiéu nhiém vu T7: Xac dinh m dé ham sé khong ¢6 cyc tri

1 bai ( Ky thuqt giai tich ): bai 1.14 trang 12

Kiéu nhiém vu T2



16 bai: bai 1.15a,b,c,d,e,g; bai 1.16a,b,c,d trang 15; bai 2.22 trang 92 (Ky thudt giai
tich ); bai 2.41 trang 108 ( Ky thudt bat dang thire ); bai 2.52a.b,c,d trang 110 ( Ky
thudt dai s6 ).

Bing 2.2.Thong K¢ Giai Tich 12

Tai liéu | Kiéu K¥ thuat K§ thuat K§ thuat Tong
nhiém vu | Bat dang thic | Dai s6 Giai tich S6 bai
GT12 |TI 9 9
T2 12 12
T4 1 3 4
T4’ 8 8
T5 1 1
T6 1 1
BT T1 16 16
GTI12 |T2 1 4 11 16
T4 4 4
T4’ 2 2
T5 1 1
T7 1 1
Cong | TI 25 25
T2 1 4 23 28
T4 1 7 8
T4’ 10 10
T5 2 2
T6 1 1
T7 1 1

Nhén xét vé ky thuat giai tich:

Trong sb cac bai toan dugc giai bang k¥ thuat giai tich trén chi co 7 bai dugc giai

bang cach: 1ap ham s6 va xét dau dao ham.

D6 chinh 1a nhitng bai toan tdi uu T4. Cu thé:




GT 12: Bai 2, 3 trang 24 ( Pham vi hinh hoc )
Bai 5 trang 121 ( Ung dung tich phan trong Hinh hoc )
BTGT 12: Bai 1.17, 1.18 trang 15 ( S6 hoc )
Bai 1.19, 1.20 trang 15 ( Vat ly, Hinh hoc )

Bang 2.3.Thong ké cic dang toan

Lop | Tailigu Ky thuat Ky thuat K¥ thuat Giai tich
Bét dang thirc | Pai sb
11 DS&GT11 / / /
12 GTI12 / T4: 1 bai; T1: da thac, hitu ti, vo
tong lity ti, lugng gidc
thira chan | T2: da thic, hiru ti, v
ti, tuyét doi, Inx, e * |
luong giac
T4, T4’: da thirc, hitu
ti, luong gidc
T5: N/x/
o T6: da thuc
BT.GT12 Bat dang thuc | T2: 4 bai; ) .
) ] T1, T2: da thuc, hitu
Co-si 2 s0 giai bat o .
ti, vo ti, lugng giac
(T2: 1 bai) phuong .
T4, T4’: da thirc, vo ti
trinh
T5: da thac, lugng
giac
T7: hitu ti
Cong 1 bai 5 bai 70 bai ( T4: 7 bai )




Bang 2.4.Thong ké bai toan t6i wu T4 dwoc giai biang k§ thuat giai tich

Tai | SO bai | Tén bai Noi dung
lidu
GT12 |2 Bai 2, 3 trang 24 Tim hinh chit nhat dé dién tich 16n
nhat hodc chu vi nho nhat
1 5 trang 121 Tim o« dé thé tich 16n nhat
BT |2 1.17, 1.18 trang 15 | Tim cac sd: tich chung cuc tri
GT 12 |2 1.19, 1.20 trang 15 | Tinh thoi diém véan toc 16n nhét, tim

tam giac vuong c6 dién tich 16n nhat

( Bai téan T4: 7 bai; voi cac tinh huong: dién tich, chu vi, thé tich,
Nhan xét ; i i
tich t61 uu trong S6 hoc va van toc )

Cong ngh¢ dugc sir dung trong ky thuat giai tich

Lap ham sb, dao ham, ung dung tich phan, lugng giac, tim cuc tri, bang bién thién.

Ngoai pham vi Giai tich con ¢ cc bai toan tdi uu trong pham vi khac: Hinh hoc
12, Hinh hoc 11, Pai s va Hinh hoc 10; nhu vay, k¥ thuat giai tich c6 y nghia gi doi
v6i cac bai toan nay? Chung ta tiép tuc xem xét nhitng bai todn nay.
2.4.Bai toan ngoai pham vi Giai tich
2.4.1.Hinh hoc 12
2.4.1.1.Hinh hoc 12 (HH12)

+Ly thuyét

Tai li€u trinh bay ba chuong: chuong I Khéi da dién, chuong II Mat non, mat try,
mit cau, chuong ITI Phuong phép toa do trong khong gian.

+Bai tap ( Tham khdo Giai bai tap 12 chuong trinh co ban ciia Duong Ptrc Kim,
P4 Duy Pong )

Kiéu nhiém vu T4

On tap cudi nam chung toi tim thay 2 bai: 3 trang 99 ( Ky thudt Bdt dang thirc ), 4
trang 99 ( Ky thudt toa do )

Bai 3:



Cho mit cau (S) tdm O ban kinh R. Hinh nén c6 duong tron day (C) va
dinh I déu thudc (S) dugc goi 1a hinh nén ndi tiép mit cau (S). Goi h 1a
chiéu cao ctia hinh nén do.

a) Tinh thé tich cua hinh nén theo r va h

b) Xac dinh h dé thé tich ctia hinh nén 14 16n nhat

Ky thuat ( Hinh 2.1)

D¢ tim duge V. = —xh*(2r-h)

W | —

v = éﬂ(4r _2h)hh cuc dai khi (4r-2h).h.h cyc dai

.Toéng cua 3 thanh phan 4r-2h+ h+ h= 4r

Nén tich c6 gi4 tri 16n nhét khi 4r-2h=h = hz%

2.4.1.2.Bai tap Hinh hoc 12 (BT HH12)
+Kiéu nhiém vu T4:
4 bai: 2.17 trang 53 ( Ky thudt hinh hoc ), 2.32 trang 56 ( Ky thudt hinh hoc), 3.46
trang 115 ( Ky thudt toa dé ), bai 3 6n tap cudi nam, trang 143 ( Ky thudt gidi tich )

Bai 2.32:
Cho duong tron tam O ban kinh r’. Xét hinh chop S.ABCD c6 SA vudng
gbc v6i mit phang day, S va A ¢ dinh, SA= h cho trudc va c¢6 ddy ABCD
13 mot tir gidc thy ¥ ndi tiép dudng tron di cho, trong d6 cac dudng chéo

AC va BD lu6n luén vuéng goc voi nhau.



a) Tinh ban kinh r ctia mét cau di qua nam dinh cta hinh choép.

b) Hoi day ABCD 1a hinh gi dé thé tich hinh chop dat gia tri 1on nhat ?

Hinh 2.2
Ky thuat: (Caub ) ( Hinh 2.2)
Thé tich hinh chép 16n nhat khi va chi khi dién tich day 16n nhat.

Dién tich day = %AC.BD; AC va BD 14 hai ddy cung vudng goc nhau.

AC.BD 16n nhét khi va chi khi AC = BD = 2r’.

Bang 2.5.Thong ké Hinh hoc 16p 12

Tailiéu |Kiéu |Ky thuatbat | Ky thuat | Ky thuat | Ky thuat | Tong
nhiém | dang thirc | hinh hoc | toa do giaitich | sb bai
vu

HH12 |T4 1 1 2

BTHHI12 | T4 2 1 1 4

Cong T4 1 2 2 1 6

2.4.2.Hinh hoc 11
2.4.2.1.Hinh hoc 11 (HH11)
+Ly thuyét




Sach trinh by ba chwong: chuong I Phép doi hinh va phép dong dang trong mat
phang, chuong II Pudng thang va mit phang trong khong gian. Quan hé song song,
chuong III Vecto trong khong gian. Quan hé vuéng goc trong khong gian.

+Bai tap

Cudi chuong 1, Bai doc thém Ap dung phép bién hinh dé giai tdan trang 37, tai
lidu giGi thiéu 7 bai téan; trong d6 c6 hai bai lién quan dén téi wu.

*Bai téan 1 ( Phép tinh tién ): Hai diém M, N cia hai thanh phd nam &
hai phia ctia mot con song rong c6 hai bo a, b song song véi nhau. M nam
phia bd a, N nam phia by b. Hay tim vi tri A nam trén bo a, B ndm trén bd
b dé xay mot chiéc cau AB ndi hai bo séng d6 sao cho AB vudng goc véi
hai bo song va tong cac khoang cich MA+BN ngin nhét.

M

Hinh 2.3
Bai giai: (Hinh 2.3)
Lay cac diém C,D tuwong tng thudc a, b sao cho CD vudng goc voi a.
Phép tinh tién theo CD bién A thanh B, M thanh 7.
Khi d6, MA+BN ngan nhat< M'B+BN ngan nhite M, B,N thang hang
*Bai téan 2 ( Phép doi xirng truc ): Trén modt ving déng bang co hai
khu d6 thi A va B nam cung vé mot phia ddi véi con duong sat d (Gia st
con duong d6 thang ). Hay tim mot vi tri C trén d dé xdy dung mot nha ga

sao cho tong cac khoang cach tir C dén trung tAm hai d6 thi d6 13 ngan nhat.



C

Hinh 2.4
Bai giai: (Hinh 2.4 )
Goi 4 1 anh ctia A qua phép ddi xtng tryc d.
Khi d6, AC+CB ngan nhat< 4'C+CB ngan nhat< B,C, 4 thang hang
2.4.2.2.Bai tap Hinh hoc 11 ( BT HH11)
+Kiéu nhiém vu T4
2 bai: 1.10 trang 16 ( Giéng bai téan 2 trang 37, Bai doc thém, Sach gido khoa,
phép doi xieng truc ), 2.28 trang 74 ( Ky thudt dai s6 )
Bai 2.28:
Cho hinh chép S.ABCD c¢é day 1a hinh binh hanh ABCD, O la giao diém
hai duong chéo, AC=a, BD=b, tam gidc SBD déu. Goi I 1a diém di dong
trén doan AC v6i AI=x (0<x<a). LAy (o) 12 mit phang di qua I va song
song v6i mat phang (SBD).
a)Xac dinh thiét dién ciia mit phing (« ) véi hinh chép S.ABCD
b)Tim dién tich S cta thiét dién ¢ cau a) theo a, b, x. Tim x dé S 16n

nhét.




Hinh 2.5

Ky thuat ( Hinh 2.5)
a)Truong hop 1: I thudc doan AO. Khi @6 1 7,. Thiét dién 1 tam giac déu S,M,N,.

Trudng hop 2: I thudc doan OC. 1 & 7,. Thiét dién 1a tam giac déu S,M,N,
Truong hop 3: 7=0. Thiét dién 1a tam giac déu SBD

b).Trudng hop 1: I thude doan AO (0<x < %)

S51M1N1 — (MINI )2 — (2_)6)2
D a

Sssp B
b*x? \/§
SSIMINI = e

Truong hop 2: 1 thudc doan OC (% <x<a)

B bz\/g(a—x)2

SZMZNZ - a

Truong hop 3: 1=0

g b3
SBD 4
p2[3x2 a
O<x<—
a’ O<x 2)
R 3 a
Vay S = =—
Yy 1 (x 2)
2 2
G E Gl 8 \/E(z X) E<x<a)
a 2

V& db thi cua S: S 16n nhat khi va chi khi x :%
+Kiéu nhiém vu T2
1 bai: 6 trang 182, phan Bai tap 6n cudi nam( Ky thudt hinh hoc)
Cu thé:
Hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh vudng ABCD canh a, canh SA=a va
vudng goc voi mit phang (ABCD).

a) Ching minh cac mat bén cta hinh chép la nhitng tam gidc vuong



b) Mit phang («) qua A va vudng goc voi SC 1an luot cit SB, SC, SD
tai B,C’,D . Ching minh B°D song song v&i BD va 4 B vudng gbéc véi
SB.

c) M 1a mot diém di dong trén doan BC, goi K 1a hinh chiéu cua S trén
DM. Tim tap hop cac diém K khi Mdi dong.

d) bat BM= x. Tinh d0 dai doan SK theo a va x. Tinh gia tri nho nhat

cua doan SK.

Hinh 2.6

K§¥ thuat ( Do cau d ddc lap, nén chi trinh bay cau d) ( Hinh 2.6 )
.Tinh DM

.Tinh AK ttr di¢n tich tam gidc AMD

2 2
SK? =S4 + AK? 1 SK = a |- 2t
x"—=2ax+2a

.SK nhé nhit< AK nho nhit < K tring v6i O hay x=0
Bang 2.6.Thong ké Hinh hoc 16p 11

Tai li¢u Kiéu K¥ thuat K¥ thuat Tong s6
nhiém vu dai sb hinh hoc bai
HHI11 T4 2 2
BT HHI1 | T4 1 1 2
T2 1 1
Cong T2 1 1
T4 1 3 4




2.4.3.Pai s6 10
2.4.3.1.Pai s6 10 (DS10)

+Ly thuyét:

*Bai Bat dang thic

Chtrng minh bat dang thirc Co-si cho hai sb khong am, ¥ nghia hinh hoc: noi dung
nay da xuat hién tir 10p 9 ( Sach bai tap).

Tinh chét cua bat dang thire chira ddu gia tri tuyét doi.

*Bat phwong trinh bic nhat hai an, bai téan kinh té:

Vi du trang 97 theo kiéu nhiém vu T4:

Mot phan xudng c6 hai may dic ching M,,M, san xuét hai loai san pham
ki hiéu 13 T va IT. Mot tan san phém loai I 1a1 2 tri€u déng, mét tAn san phé\m
loai II 131 1,6 tri€u déng. Mudn san xuit mot tan san phém loai I phai dung
may M, trong 3 gio va may M,trong 1 gio. Mudn san xuat mot tdn san
pham loai II phai dung may M, trong 1 gid va may M, trong 1 gio. Mot
may khong thé dung dé san xuét dong thoi hai loai san pham. May M, 1am
viéc khong qué 6 gio trong mot ngay, may M, mdt ngay chi lam viéc khong
qua 4 gid. Hay dit ké hoach san xuét sao cho tong sd tién 14i cao nhit.

Ky thuat: ( K¥ thuat Pai s )

.Goi x, y theo tht ty 1a sb tAn san phém loai I, loai II san xuét trong mot ngay (
x>0,y>0 ). Nhu vay tién 13i mdi ngay 1a L= 2x + 1,6y ( triéu dong ) va sb gid lam
viéc modi ngay cia may M, 1a3x +yvamay M, lax +y.

Vi mdi ngdy may M, chi 1am viéc khong qua 6 gid, may M, khong qua 4 gid nén
X, y phai thoa hé bat phuong trinh:

3x+y<6
x+y<4
x=>0
y=>0

Bai toéan tr& thanh: trong cic nghiém ctua hé bat phuong trinh, tim nghiém
(x=x,,y=y,) sao cho L=2x + 1,6y 10n nht.

Mién nghiém ctia hé bt phuong trinh 1a mét tir giac



L=2x +1,6y dat gia tri 16n nhét tai mot trong cac dinh ctia ttr giac mién nghiém

+Bai tap:

Kiéu nhiém vu T4: tim diéu kién d¢é dat gia tri 16n nhét, nho nhét: 2 bai: 6 trang
79( Ky thudt bt dang thirc ), 3 trang 99 ( Bai téan kinh té, ky thudt dai s ).

Bai 6 trang 79: “ Trong mit phang toa dd Oxy, trén céc tia Ox, Oy lan luot 1iy céc
diém A va B thay d6i sao cho duong thang AB ludn tiép xtic véi dudng tron tim O,
ban kinh 1. X4c dinh toa do clia A va B d¢ doan AB c6 d6 dai nho nhét ™.

*Ky thuat:

.Lap biéu thic hinh hoc cua doan théng AB

Dung bat dang thirc Co-si cho hai s6 khong Am

K&t luan.

Kiéu nhiém vu T4’

1 bai: 6¢ trang 160 ( Ky thudt dai s6 )

Tinh cac hé sb a, b, ¢ dé ham sb y=ax’ +bx+c ¢ gia tri 16n nhat bﬁng 8 va do thi
cia nd qua A va B. ( A va B 1a giao diém ciia cac d6 thi ctia cac ham s6: y = 2x(x+2),
y = (x+2)(x+1))
2.4.3.2.Bai tap Pai s6 10 (BT DS10)

+Kiéu nhiém vu T2

5 bai: 3 trang 105, bai 11 trang 106, 12 trang 106, 13 trang 106 ( Ky thudt bat
dang thire ), 5 trang 180 ( Ky thudt lrong gidc)

Vidu: (3 trang 105)

\ cr g ) A, \ 4 1 1 .y
“Tim gia tri nho nhat cia ham s6 y =—+7 vo1 0<x<17”
X —X

*K§ thuat:
.Ap dung bét dang thirc C6-si hai lan cho cac s6 duong:

l>O,L>O,Vxe(0;1)
X 1-x

.Ta dugc y >4, vVxe(0;1)
+Kiéu nhiém vu T4’
1 bai ( Ky thuat dai s6 ): bai 2 trang 116.

a) Biéu dién hinh hoc tip nghiém ctia hé bat phuong trinh



x+y+2<0
(H) <x-y-1<0
2x-y+120
b) Tim x, y théa man ( H ) sao cho F = 2x + 3y dat gia tri 16n nhat, gia
tri nho nhat.
+Kiéu nhiém vu T4
1 bai ( Ky thudt dai 56 ): 49 trang 117
“ Mot ho nong dan dinh tréng d4u va ca trén dién tich 8a. Néu tréng dau thi can 20
cong va thu 3.000.000 ddng trén mdi a, néu trong ca thi can 30 cong va thu 4.000.000
ddng trén mdi a. Hoi can trong mdi loai ciy trén dién tich 1a bao nhiéu dé thu duoc
nhiéu tién nhét khi tong sé cong khong qua 180”.
*K§ thuat:
.Go1 x 1a dién tich tré)ng dau, y 1a dién tich tré)ng ca:
x20,y>0,x+y<8
S6 cong can dung 1a: 20x+30y <180hay2x+3y <18
S tién thu dugc 1a: F=3.000.000x+4.000.000y (d6ng )
hay F= 3x+4y ( triéu dong )
Ta can tim X,y thoa hé bat phuong trinh

x+y<8
2x+3y <18
x=0

y>0

sao cho F=3x+4y dat gia tri 16n nhat

Bang 2.7.Thong Ké Pai S6 Lop 10

Tailiéu |[Kiéu | Ky thuat Ky Ky thuat Tong
nhiém | Bit dang thuat | Luong gidc | S6
vu thirc Pai s6 bai

PS10 | T4 1 1 / 2
T4’ / 1 / 1

BT T2 4 / 1 5




bS10 T4 / 1 / 1
T4 / 1 / 1
Cong T2 4 / | 5
T4 | 2 / 3
T4 / 2 / 2

2.4.4.Hinh hoc 10
2.4.4.1.Hinh hoc 10 (HHI10)

+Ly thuyét

Tai li€u trinh bay ba chuong: chuong I Vecto, chuong II Tich vd6 hudng cua hai
vecto va tmg dung, chuong ITI Phuong phap toa d trong mit phang.

+Bai tiap ( Tham khao sach gido vién Hinh hoc 10, nha xuét ban gido duc )

Kiéu nhiém vu T4

3 bai: 11 trang 62 ( K¥ thuat hinh hoc ), 4 trang 93 ( K¥ thuét toa dd ), 3 trang 100
( K¥ thuat hinh hoc).

Bai 4, trang 93: “ Cho dudng thang A: x-y+2=0 va hai diém 0(0;0), A(2:0).

a) Tim diém dbi xing ctua O qua A

b) Tim diém M trén A sao cho d6 dai duong gip khic OMA ngan nhat ”.

Ky thuat

.Goi 0'1a diém dbi xing cua O qua A

.OM+MA ngin nhit< O'M + M4 ngan nhit< O',M, 4 thang hang
2.4.4.2.Bai tap Hinh hoc 10 ( BT HH10 )

Kiéu nhiém vu T2

1 bai: 2.27 trang 86 ( Ky thuat toa do ):

“ Trong mat phang Oxy cho hai diém A(5:4) va B(3;-2).Mot diém M di dong trén
tryc hoanh Ox. Tim gia tri nho nhat cua /MA+MB/

Ky thuat

.Goi I 13 trung diém ctia AB: MA+MB =2Mi

. /MA+MB/ nhé nhét khi IM nhé nhat

M(x;0) nén IM=,/(x-4)* +1>1



Kiéu nhiém vu T4

3 bai: 3.2 trang 131 ( Ky thuat toa d6 ), 3.38 trang 148 ( K¥ thuat toa dd ), 3.40
trang 149 ( K¥ thuat toa do ).

Bai 3.2 trang 131:

x=2+2t
y=3+t

Cho duong thang A c¢6 phuong trinh tham sb {

a) Tim diém M nam trén A va cach A(0;1) mot khoang bang 5
b) Tim toa d6 giao diém ctia duong thang A voi dudng thang x+y+1=0
¢) Tim diém M trén A sao cho AM ngin nhat.

Ky thuat ( Chi trinh bay cho cau c)

Lap AM ,u, : vecto chi phuong ciia dudong thang A

AM ngan nhat < AM Lu,

.Tim toa d§ cia M

Bing 2.8.Thong ké Hinh hoc 16p 10

Tai liéu Kiéu K§ thuat K§ thuat Tong s6 bai
nhiém vu hinh hoc toa do
HH 10 T4 2 1 3
BT HH10 T2 1 1
T4 3 3
Cong T2 1 1
T4 2 4 6
2.5.Tong hop thong ké va hiéu qua ciia k¥ thuit giai tich
2.5.1.Tong hop bai toian T4 theo cac khéi 16p
Bang 2.9.Bai toan T4 ciia khéi Lép 10
Tai liéu | Kiéu Bat déng Pai | Luong Hinh Toa Téng
nhi€ém vu | thirc ) giac hoc do sb bai
Paisb | T2 4 1 5
T4 1 2 3




T4 2
Hinh T2 1
hoc T4 4
Bing 2.10. Bai toan T4 ciia khoi Lép 11
Tai ligu Kiéu Paisé6 | Luong Hinh hoc | Téng  s6
nhiém vu giac bai
DS&GT | T2 11 11
Hinh hoc | T2 1 1
T4 1 3 4

Bang 2.11.Bai toan T4 ciia khoi Lép 12
Tai Kiéu Bit |Pai |Hinh |Toado |Giai | Tong
liéu nhi€ém déng sb hoc tich sb bai

vu thirc
Giai T1 25 25
tich T2 1 4 23 28

T4 1 7 8

T4 10 10

T5 2 2

T6 1 1

T7 1 1
Hinh | T4 1 2 2 1 6
hoc

2.5.2.Tong hop cap Trung hoc phd thong T4 theo cac ky thuit




Bang 2.12.Bai toan T4 giai theo ky thuit bat ding thirc

Tai liéu Sobai | Tén bai Noi dung

PS 10 1 Bai 6 trang 79 | Xéc dinh toa do cua A, B dé
AB nhé nhat

HH 12 1 Bai 3 trang 99 | Xac dinh chiéu cao h dé thé
tich hinh non 1én nhat

Cong 2

Bang 2.13.Bai toan T4 giai theo ky thuit dai s6

Tai liéu S6 bai | Tén bai No6i dung

PS 10 1 Bai 3 trang 99 -Bai toan kinh té

BTPS10 |1 Bai 49 trang 117 | -Bai toan kinh té

BTHH 11 |1 Bai 2.28 trang 74 | Tim x: dién tich thiét dién 16n
nhat

GT 12 1 Bai l1c trang 46 | Tim m: MN nho nhét

Cong 4




Bang 2.14.Bai toan T4 giii theo ky thuat hinh hoc

Tailieu |S6bai | Tén bai Noi dung
2 Bai 11 trang | -Trong cac tam gidc co diéu kién, tim
HHI10 62, bai 3 tam giac ¢ dién tich 16n nhat
trang 100 -Tim N trén d: N4> + NB> + NC* nho nhat
2 Baitéan 1,2 |-Tim A,B trén 2 bo song: AB vudng
HHI11 (Bai doc | trang 37 goc bo song, MA+BN ngan nhat
thém) -Tim C thudc d: AC+CB ngan nhat
BTHHI1 |1 Bai 1.10 tr 16 | Tim C thudc d: AC+CB ngan nhat
BTHH 12 |2 Bai 2.17 -Tim gia tri cua CD: dién tich tam gidc
trang 53, bai | BCD 16n nhat
2.32 trang 56 | -ABCD la hinh gi: thé tich hinh chop
S.ABCD 16n nhat
Cong 7

Bang 2.15.Bai toan T4 giai theo ky thuat toa do

Tailieu |S6bai | Tén bai Noi dung

1 Bai 4 trang 93 Tim M: dudng gap khic
HH 10 OMA ngin nhat
BTHH 10 |2 Bai 3.2 trang 131, Tim M: AM ngan nhat

bai 3.38 trang 148
1 Bai 3.40 trang 149 Tim M: duong gip khic
OMA ngan nhat

HH 12 1 Bai 4 trang 99 Tim I: AI+BI nho nhét
BTHH 12 | 1 Bai 3.46 trang 115 Tim H: MH nho nhat
Cong 6

Bang 2.16.Bai toan T4 giii theo ky thuat giai tich

Tai liéu

SO bai

Tén bai

No6i dung




2 Bai 2, 3 trang 24 Tim hinh chit nhat dé dién tich
GT 12 16m nhat hodc chu vi nho nhét
1 5 trang 121 Tim o dé thé tich 16n nhat
BT 2 1.17, 1.18 trang 15 | Tim cac sb: tich chiing cuc tri
GT 12 2 1.19, 1.20 trang 15 | Tinh thoi diém véan toc 16n
nhat, tim tam giac vudng co
dién tich 16n nhét
BT 1 Bai 3 trang 143 Tim r: hinh try tron xoay cé
HH 12 thé tich 16n nhat
_ ( Bai toan T4: 8 bai; v6i tinh hudng: dién tich, chu vi, thé tich,

tich t61 vu trong S6 hoc va van toc)

Bang 2.17.Bai toan T4 giai theo k¥ thuat lwgng giac
( Khong c6 bai téan T4 )

2.5.3.Cong nghé cac ky thuat gidi bai toan T4

Bing 2.18.Cong nghé cac ky thuat

Bat déng Pai s Hinh hoc Toa do Giai tich

thirc

Co-si cho | -Hg bat | ¢_ % AbSinC -Phép ddi xtmg | -Mo hinh

2 s0; 3 s0 | phuong truc hoa ham so6-
trinh -Vecto ) -Vec to Pao ham-
-V¢E -Phép tir,l.h tén -Phuong trinh Ung dung
Parabol -Phep doi ximg trye duong thang, tich phan-
-Téng =S, = % day.cao mit phang Luong giac-
cac liy L -Khoéang cach Tim cuc tri-
thira . A -Giai hé phuong | Bang bién
chan 2 cdc chéo trinh thién.

Nhan xét cong nghé cac ky thuat:

-Phép quay chua duoc sir dung dé giai bai toan T4.




-Bit dang thirc tham gia giai bai toan t6i uu con chua phong phu. Piéu nay din
ching t6i dén tim hiéu thém bat dang thic hinh hoc va bat dang thirc khac da duoc
dua vao sach gido khoa pho thong.

Sach gido khoa hinh hoc Trung hoc co sd, bat déng thirc hinh hoc chi xuét hién &
16p 7, Hinh hoc 7 tap 2, chuong III Quan hé gifta cac yéu t6 trong tam giac.

Ly thuyét, thuc hanh hoc sinh 7 nghién ctru cic ndi dung: quan hé gitra goc va canh
dbi dién trong mot tam giac; quan hé giita dudong vudng goc va duong xién, dudng
xién va hinh chiéu; quan hé giira ba canh ctia mot tam giac, bat dang thirc tam giac.

Ngoai nhiing kiéu nhiém vu: so sanh, chting minh, con c6 nhiing kiéu nhiém vu lién
quan dén bai toan tbi uu trong sach gido khoa va sach bai tap:

-Kiéu nhiém vu T2: Tim canh 16m nhit ciia tam giac: 2 bai: 3 trang 56, 6 trang
92, sach giao khoa; Poi dién véi canh nhé nhat 1a géc gi ? : 1 bai: 4 trang 56, sach
gido khoa; Ai di xa nhat, gan nhat: 1bai: 5 trang 56, sach gido khoa.

-Kiéu nhiém vu T4: Tim diéu kién dé mot dai lwong nhé nhit: 7 bai: 21 trang
64, 49 trang 77, 66 trang 87, sach gido khoa; 24 trang 26, 62 trang 31, 63 trang 31, 85
trang 33, sach bai tap.

Sach gido khoa Trung hoc phé thong, hoc sinh tiép tuc van dung bat déng thirc tam
gidc dé giai cac bai toan t6i uu T4.

Pai s6 10 nang cao, bai doc thém trang 111 gidi thiéu ching minh bat dang thirc
Bu-nhi-a-cop-xki d6i véi 4 va 6 sb thuc va mot vi dy; bat dang thirc nay ciing duoc
str dung giai bai tap: 4.23 trang 105, Bai tdp Pai s6 10 nng cao.

Nhu vdy c6 thé nhan xét thém ngoai bat dang thirc Co-si, viéc tham gia giai bai
toan t6i uu trong sach gido khoa pho thong con cé bat dang thirc tam giéc.
2.5.4.Hié¢u qua cia ky thuat giai tich

Bang 2.19.Sir dung Giai tich gidi cac T4 da dwoc giai bang cic ky thuit khac

TT |K§ thuat S6bai | Giai duoc bang Giai tich
1 Bit dang thirc | 2 2 bai
2 Pai s6 4 2 bai

( 2 bai toan kinh t€: ham s6 nhi€u bién s0)

3 Hinh hoc 7 5 bai




( 2.17 trang 53, 2.32 trang 56, SBT HH

12: ham s6 nhi€u bién s )

4 Toa do 6 6 bai

Két luin chwong 2

-Bai toan T4 dugc nghién ciru trong sach giao khoa Toan phd thong cua céac 16p 7,
10, 11, 12.

-Pham vi tac dong, bai tdan c6 lién quan

Pham vi tac dong: Pai sb, Hinh hoc, Hinh hoc giai tich, Giai tich.

Céc tinh hudng cta bai toan: tién 13i, tong binh phuong cac doan thang, chiéu dai,
dién tich, thé tich, tich s6 hoc, vén tdc.

-Cac d6i twong c6 lién quan dén bai toan:

Lap ham s6, dao ham, tng dung tich phan, luong giac, cuc tri, bang bién thién, bat
dang thue Co-si, bat dang thirc tam giac, phép dbi xung truc, véc to, phuong trinh
duong thang, mit phang, khoang cach, giai hé phwong trinh va hé bat phuong trinh,
phép tinh tién, vé& parabol, tong cac liiy thira chan.

-Céch giai bai toan T4:

Bai toan duoc giai bang cac ki thuat: bat dang thirc, dai sb, hinh hoc, toa do, giai
tich.

-Hiéu qua cua k¥ thuat giai tich ddi vi cac bai toan T4 di duogc giai bang cac ky
thuat khac:

Trong pham vi chuong trinh Trung hoc pho thong, k¥ thuat giai tich kha hiéu qua;
k¥ thuat nay c6 thé giai duoc mot sb cac bai toan T4 di duogc giai bang ky thuat khac.

Tuy nhién ciing c6 nhitng bai toan trong chuong trinh ma k¥ thuét giai tich c6 thé
c6 kho khan hon céc k¥ thuat khac hay khong thé can thiép; ban than nhiing bai toan
nay 1a nhirg ham sb nhiéu bién sé.

-Céc gia thuyét nghién ciru:

H1: Ky thuat giai tich chua du hiéu qua dé giai duoc tat ca cac bai téan tdi wu O
phd thong.

H2: Hoc sinh c6 khuynh hudng st dung phép dbi xtmg truc hoic phép tinh tién dé

giai bai toan tdi vu & phd thong.



H3: Phép quay chua dugc hoc sinh st dung dé giai bai téan t6i uvu ¢ pho thong.
H4: Hoc sinh c¢6 kho khin trong viée 1ap ham s6 hay xt 1y diém tdi han trong viéc

tim cyc tri dé giai bai toan t6i wu bang k¥ thuat giai tich.

Can phai trd vé thyc té day hoc dé kiém chung tinh hop thtc cia cac gia thuyét
nay. Viéc nay la mot trong nhiing muc dich nghién ctu chung t61 s€ thyc hién &
chuong sau.

Nghién ctru trén cho chiing ta thdy bai toan toi wu giai bang phép quay khong dugc
xudt hién trong chuong trinh 16p 11 ban co ban.

Vay 1am cach nao dé hoc sinh nhan ra dugc trong tinh hudng nao viée str dung phép
dbi xtng truc hodc phép tinh tién dé giai bai toan toi wu 1a c6 kho khin va viée dung
phép quay 1a thuan loi hon ca. Piéu nay dian chung toi nghi dén viéc tim cach bo
sung mot vai hoat ddng nham giup hoc sinh ¢6 thém co hoi tiép xtic voi phép quay
trong viéc giai bai téan tdi uu.

Bit dang thirc tham gia giai bai toan tdi wu trong pham vi sach gido khoa pho thong
1a bat ding thic Co-si, bat ding thic tam giac.

K¥ thuat luong giac khong cé bai toan T4 nhung phép tinh luong gidc ¢ tham gia
vao bai toan T4.

Chung ta cling thdy sach giao khoa con st dung cong cu véc to dé tim vi tri mot
diém cho biéu thtrc hinh hoc nho nhét.

Ung dung tich phan ciing hién dién trong bai toan t6i wu.

Pay 1a co s ching ta c6 thé bo sung thém mot cach hop 1y cac bai toan tbi uu
Trung hoc phd thong; ching ta ciing c¢6 thé nghién ciru: ¢6 tinh hudng nao ma viée
giai bai toan t6i uvu bang bat dang thirc hinh hoc hay bat ding thirc Bu-nhi-a-cdp-xki
la thuan loi hon ¢4 ?

Chuing t6i sé tiép tuc diéu nay & chuong sau.

Phén tich GT 12, chung toi ¢6 trinh bay qui tic II vé tim cyc tri ciia ham sb: qui tic
nay c6 thé giai thich tir gido trinh dai hoc: xét ddu biéu thic s> - (O phd thong: s=

t=0); bai téan tim cuc tri & pho thong 1a bai toan tim cyc tri trén bién ciia mién D.



Bai toan t6i wu & pho théng dugc tim thdy & cac khéi 16p cia cip Trung hoc phd
thong, ca & 16p 7 cap Trung hoc co sd; cac bai toan thuc té nay déu c6 dang: tim diéu
kién dé mét dai luong tdi wu.

O phé thong c6 cac pham vi tac dong: Pai s6, Hinh hoc, Hinh hoc giai tich, Giai
tich.

Céc tinh hudng ciia bai toan & phd thong: tién 13i, tong binh phuwong cac doan thang,
chicu dai, dién tich, thé tich, tich s6 hoc, van toc.

Chung ta nhan thiy trong lich sir yéu ciu cta cac bai toan tdi wu 13 tim duong cong
dé mot dai lwong cuc tri; ¢6 18 yéu ciu nay chua phi hop v6i chuong trinh phd thong
( C6 sy chuyén ddi su pham); vi vy hoc sinh chi tiép xtic vdi nhitng yéu cau don
gian nhu tim hinh chir nhat dé dién tich 16n nhét hodc chu vi nho nhat, tim goc «,
hinh tru dé thé tich 1én nhat, tim cac sb dé tich cta chuing cuc tri, tinh thoi diém van
tdc 16n nhat, xac dinh toa do cia A, B dé AB nho nhét, tim vi tri cia mot diém dé
duong gap khuc ngan nhét.

Cach giai bai toan: gido trinh Giai tich dai hoc giai bai toan bang: 1ap ham sé va
tinh dao ham; bai toan phd thong giai bang k¥ thuat giai tich ciing giébng nhu cach
giai nay.

Pé xét bai toan pho thong giup gi cho bai toan tdi wu ¢ Pai hoc, ching ta trd vé cu
thé ting kiéu nhiém vu cia gido trinh dai hoc da xét trong chuong 1.

T1: Tim cuc tri cia ham sb nhiéu bién s6, kién thirc pho thong tiép tuc phuc vu k§
thuat gidi cua T1 la: dao ham, giai h¢ phuong trinh, hinh thuc xét dau.

T2: Tinh gia tri nhé nhat va 16n nhat cia ham so: dao ham, giai hé phuong trinh,
viéc tinh gia tri cia ham sb hai bién sb trén bién ctia mién D chinh 14 tim cuc tri cta
ham s6 mét bién sd, so sanh cac gia tri cia ham sb dé tim gia tri lon nhat, nho nhéat.

T3: Tim cuc tri ¢6 diéu kién: dao ham, giai hé phuong trinh.

T4: Tim diéu kién dé mot dai luong cuc tri: hé truc toa do, phuong trinh mat cau
tam O, ban kinh R, 1dp ham sb cua dai lugng can tim véi diéu kién gia thiét da cho,
dao ham, giai hé phuong trinh.

Chung t61 nghi cau héi Q2 da dugc co ban.



Nghién ctru trén cho ching ta thay:

-O 16p 7, bai toan t6i wu T4 duoc trinh bay trong sach gido khoa va sach bai tap
Hinh hoc, tap 2, gdbm 7 bai; trong d6 c6 bai gidng nhau vé noi dung; dang co ban la:
cho hai diém A va B ndm cung mot phia dbi v6i duong thang d. Tim trén d mot diém
M sao cho MA + MB nho nhét. Cong nghé giai bai toan 16p 7 13 bat dang thirc tam
giac.

-Cép Trung hoc pho thong ( Pi c6 tong hop); cu thé:

Ky thuat giai tich ( GT&BT GT12, BT HH12): bai toan T4 gdm 8 bai; cac tinh
huéng vé: dién tich, chu vi, thé tich, tich s6 hoc, van tdc.

K¥ thut bat dang thie ( PS10, HH12): 2 bai voi tinh hudng: chiéu dai doan thang,
thé tich.

K¥ thuat toa ¢6 ( HH&BT HH10, HH&BT HH12): 6 bai lién quan dén tinh hubng:
chiéu dai duong gap khic, chiéu dai doan thang.

K§ thuét hinh hoc ( HH10, HH&BT HH11, BT HH12): 7 bai, tinh hudng vé: dién
tich, tong binh phuong do dai cac doan thang, chiéu dai dudng gap khic, thé tich.

K¥ thuat dai s6 (DS&BT BS10, BT HH11, GT12): 6 bai, tinh hudng: bai toan kinh
té, dién tich, chiéu dai doan thang.

K§ thuat giai tich 1a tham chiéu, n6 c6 sb bai toan T4 nhiéu hon ca; hon nira k¥
thuat giai tich nhu da tong hop c6 thé giai duoc co ban cac bai toan T4 di duoc giai
bang céac k¥ thuat khac; do vay co 18 k¥ thuat giai tich 1a chiém uu thé so véi cac ki
thuat giai khac trong sach gido khoa pho thong.

Nhu thé, cau hoi Q3 di dugc trinh bay.

V& nhitng qui tic ctia hop ddng didactic dugc hinh thanh giita gido vién va hoc sinh
trong qua trinh day hoc bai toan t6i wu, chiing toi chwa tim théy.

Su trd 161 cau hoi Q4 da duoc trinh bay.

O pho thong ngoai chuong trinh duoc qui dinh béi sach gido khoa dung chung, Bo
Gido Duc& DPao Tao con huéng dan chuong trinh cho céc truong chuyén tinh, dé

cuong cho céc ky thi chon hoc sinh gioi, tuyén sinh dai hoc.



Vi vdy, ngoai cac bai toan trong sach gido khoa, hoc sinh phd thong con phai tiép
can v6i cac bai toan ngoai sach gido khoa pho thong theo hudéng din cua Bo.

Qua nghién ctru trén chung ta thdy bai toan nang cao co thé 1a:

-Bai toan phai dung: phép quay, bat dang thirc hinh hoc, bat dang thic Bu-nhi-a-
cop-xki va cling ¢ thé ndi dung khac theo Bo.

-Bai toan vin co thé sir dung cac cong nghé giai nhu trong sach gido khoa nhung
muc do kho cao hon.

Chung t61 da trinh bay cau hoi QS.

Ciing qua nghién ctru chiing ta thiy cach trinh bay bai toan t6i vu cta sach gido
khoa phu hgp véi lich su, tir bai todn cuc tri dén bai toan tdi wu.

Sach gido khoa trinh bay bai toan c6 su phong pha vé pham vi tac dong, tinh hudng
bai todn va cach giai.

Nhu vay, sach gido khoa c6 cb gang trinh bay bai toan t6i uu cho phu hop véi trinh
do hoc sinh.

Hon nita, hoc sinh ¢6 thé hiéu duoc kiéu tinh huéng va cach giai bai toan bang k¥
thuat giai tich.

Ta cling nhan théiy 6 thé c6 mot tiéu dd an day hoc, tao diéu kién cho hoc sinh tiép
can véi phép quay trong viéc giai bai toan t6i wu. Piéu nay s& 1a myc tiéu nghién ctru
ctia chuong tiép theo.

Nhu vay theo chung t61, cau hoi Q6 da dugc trinh bay.



Chwong 3: THUC NGHIEM

Muc tiéu ciia chwong

Chuong nay nham muc dich tim ciu tra 16i cho cau hoi dit ra & cudi chuong 2 va
kiém chtng tinh thich dang cua cac gia thuyét nghién cuu.

Chung t6i nhéc lai nhitng cau hoi va gia thuyét d6 nhu sau:

-C6 thé xay dung mot tinh hudng cho phép hoc sinh 16p 11 tiép can viéc giai bai
téan t6i wu bang phép quay ?

-C6 tinh hudng nao ma viéc giai bai toan tdi wu bang bat dang thirc hinh hoc hay
bét dang thitc Bu-nhi-a-cop-xki 1a thuan loi hon ca ?

Gia thuyét nghién ciru:

H1: K§ thuat giai tich chua di hiéu qua dé giai duoc tat ca cac bai téan ti uu & phd
thong.

H2: Hoc sinh ¢6 khuynh huéng st dung phép ddi xtimg truc hodc phép tinh tién dé
giai bai téan tdi vu & phd thong.

H3: Phép quay chua duogc hoc sinh st dung dé giai bai téan t6i wu ¢ phd thong.

H4: Hoc sinh c¢6 kho khin trong viéc 1ap ham sb hay xtr 1y diém t6i han trong viéc

tim cuc tri dé giai bai toan t6i wu bang k¥ thuat giai tich.

Tuy nhién trong pham vi ludn van nay, ching t61 xin dugc phép khong phai nghién
ctru va kiém chimg cdu hoi va gia thuyét sau:

- C6 tinh hudng ndo ma viéc giai bai toan tdi uu bang bat dang thic hinh hoc hay
bét dang thitc Bu-nhi-a-c6p-xki 1a thuan loi hon ca ?

-Gia thuyét: H1, H4.

Nhu vdy dé dat duoc cong viéc con lai chung toi thdy can thiét phai tién hanh lan
luot hai thyc nghiém sau:

Thyc nghi¢m A: kiém chirng H2, H3.

Thuc nghiém B: xay dung, trién khai mot tiéu dd an didactic cho phép hoc sinh st
dung phép quay dé giai bai toan tdi wu.

Nhu vay thuc nghiém A 1a co s¢ dé tién hanh thuc nghiém B



Tinh hudng co s& dwoc chon: chiéu dai hinh hoc.

Mot vai diém twa

Chung t6i can tim hiéu thém phép quay. Cu thé, hoc sinh hoc gi vé phép quay ? St
dung phép quay trong nhiing kiéu bai téan nao ? Chuong trinh nang cao s dung
phép bién hinh dé giai bai tdan tdi wu nhu thé nao ?

-Trung hoc co s6:

Hoc sinh chua hoc phép quay. Tuy nhién hoc sinh c6 thé thyc hién “ V& thém” dé
giai bai toan c6 thé dung “ Phép quay .

Cu thé: Thi du 6: “ Cho goc xOy va diém A nam trong goc d6. Xac dinh diém B
thudc tia Ox, diém C thudc tia Oy sao cho OB=0C va téng AB+AC 13 nhé nhét ”. [1,
tr13]

-Lép 11:

+HH11:

.Dinh nghia phép quay ( Trang 16 )

Hai tinh chét cua phép quay

.Céc kiéu nhiém vuy:

T1: Xac dinh anh cia diém, dudng thang, tam gidc qua phép quay trong hinh hoc
phang.

T2: Xac dinh anh cta diém, dudng thang qua phép quay trong mit phang Oxy.

+BT HH11:

Trang 22, 23, 24, 25 trinh bay cac dang téan co ban, bai tap theo cac kiéu nhiém vu
sau:

T1: Xac dinh anh ctia tam giac qua phép quay.

T2: Xac dinh anh ctia diém qua phép quay trong mit phang Oxy.

T3: Ching minh tinh chat hinh hoc.

T4: Dung hinh.

+Hinh hgc 11 ning cao

Bai téan xac dinh vi tri xdy dung chiéc cau ndi hai khu dan cu ¢ hai bén song dé
khoang cach téi vu, dung phép tinh tién giai, trang 7. ( Bai téan nay chi hién dién ¢

bai doc thém SGK HH11).



Bai toan xac dinh vi tri mot diém trén duong thang dé tong khoang cach tir d6 dén
hai diém nam cung phia véi dudng thang nho nhat, dung phép ddi ximg truc giai,
trang 12, 13.( Bai nay ¢ bai doc thém SGK HH11 va SBT HHI11 )

Phan bai tap c6 bai dung phép d6i xig truc dé giai:

“ Cho goc nhon xOy va mot diém A nam trong goc d6. Hiy xac dinh diém B trén
Ox va diém C trén Oy sao cho tam giac ABC c¢6 chu vi nho nhat ”. (Bai tip 9 trang
13, bai ndy khong c6 ¢ ban co ban )

Bai tip 6n chuong I: c6 bai dung phép tinh tién ( Bai 3 trang 34, ban co ban khong
co bai nay):

“ Cho duong thang d di qua hai diém phén biét P, Q va hai diém A, B nam vé mot
phia d6i v6i d. Hay xé4c dinh trén d hai diém M, N sao cho MN =P0 va AM+BN bé
nhat ”.

+Bai tap Hinh hoc 11 nang cao:

Chi c6 mot bai: bai 18 trang 224, 6n tap cudi nim: Xac dinh « dé dién tich tam
giac dat gia tri 16n nhat ( Hinh hoc khong gian ).

Nhan xét:

O chuong trinh Hinh hoc 11 ban co ban hoc sinh biét sir dung phép quay cho trudc
dé tim anh cua diém, duong thang, tam giac hodc biét tim phép quay thich hop va sir
dung tinh chat ctia phép quay dé chimg minh tinh chét hinh hoc, dung hinh.

Chuong trinh Hinh hoc 11 nang cao hoc sinh chi dugc hoc chinh thirc cac bai toan
t6i wu giai bang phép d6i xtmg truc hodc phép tinh tién; dang bai tap co6 phong phu
hon chuong trinh co ban: goc nhon xOy, phép tinh tién.

THUC NGHIEM A

3.1.Muc dich:

Muc dich thyc nghiém A nham kiém chimg H2 va H3.
3.2.Bai toan co s6:
-Bai téan 1: [ 2, tr 13, bai 9]
“ Cho goc nhon xOy va mot diém A nam trong goc d6. Hiy xac dinh diém B trén
Ox va diém C trén Oy sao cho tam giac ABC c6 chu vi nho nhat ”.

-Bai téan 2: [ 2, tr34, bai 3]



“ Cho duong thang d di qua hai diém phan biét P, Q va hai diém A, B ndm vé mot
phia d6i v6i d. Hay xé4c dinh trén d hai diém M, N sao cho MN =P0 va AM+BN bé
nhét ”.

3.3.Bai téan thuc nghiém:

-Cau héi 1: ( Tham khao [1, tr13, 37], [26, trd44] )

a) Cho goc nhon xOy va A, B trong goc nhon. Tim X, Y trén Ox, Oy sao cho AX
+ XY + YB nhé nhét.

b) Cho trudc diém A, mot duong thang d khong qua A. Trén d ta dit mot doan
thang BC = a (a la d6 dai cho trudc ). Tim vi tri ctia doan BC dé AB+AC nho nht.
¢) Cho diém cac hudng din giai cta bai toan sau ( Toi da 13 10 diém d6i véi mot
huéng dan) va cho biét Iy do hudng dan dat diém d6; co thé dé nghi mot hudng din
hoan chinh khac.
Cho goc xOy va diém M nim trong goc ndy. Tim trén Ox, Oy hai diém A, B
sao cho OA=OB vd MA+MB nhé nhat.
Hudéng dén giai 1 (Hinh 3.1)

Hinh 3.1

MA-+MB nho nhat < M, 4+ M,B nho nhat < M, A+ AB+ BM, nho nhét

Viy A, B 1 giao diém ctua M, M, voi Ox, Oy.

Hudéng dén giai 2 (Hinh 3.2)



Hinh 3.2
Phép tinh tién BM : 4—> 4’
Vay MB= 44
MA+MB nho nhét < MA+ 44’ nho nhat
A 13 giao diém ctia Ox va MA'
B thugc Oy va OB=0A
Hudéng dén giai 3 (Hinh 3.3)

Hinh 3.3

Goi s do hinh hoc cua gocdachola a.
Phép quay tam O, goc -a: 4—> B
M—>M
Vay AM =BM’
MA+MB nho nhat < MB+ BM' nhé nhat

Vay B 1a giao diém cta MM’ va Oy



-Cau héi 2 ( Bai tap vé nha)
Cho tam gidc ABC vdi cac goc nhon va diém M tiy .
a) Co thé viét MA+MB+MC thanh mot tong méi bang tong cii, ¢ dang mot dudng
gap khuc lién nét v6i hai dau ¢ dinh bang cach st dung phép ddi xtimg truc ?
b) C6 thé viét MA+MB+MC thanh mot tong méi bang tong cii, c6 dang mot dudng

gap khiic lién nét v6i hai dau c¢b dinh bang cach sir dung phép tinh tién ?

3.4.Hinh thirc thuwe nghiém:

Thyc nghiém dugc tién hanh véi hoc sinh lop 11, khdi A sau khi dd hoc xong
chuong I: phép doi hinh va phép dong dang trong mit phang; co su hién dién cia
gido vién thuc nghi€ém va gido vién cua 16p.

Pbi tugng ndy nghién ctru ca nhitng bai téan tdi wu cua chuong trinh nang cao.
Gido vién thuc nghiém s€ thong bdo cho hoc sinh biét noi dung kién thirc can chuan
bi dé 1am bai thuc nghi¢m: bai toan thuc té, tim diéu kién dé mot dai lugng ti wu,
giai bang phép bién hinh trong mit phang.

Thoi gian: 45 phut vaoi hai hoat dong.

Hoat dong 1 (38 phut):

-Hoc sinh tra 161 ca nhan cau hoi 1.

-Gido vién thyuc nghi€ém s€ phat dé da duoc chuan bj sén, huéng dan hoc sinh 1am
bai ngay tai nhitng chd danh sin trén dé.

-Hoc sinh dugc yéu cau khong trao d6i nhau trong thoi gian 1am bai dé két qua thuc
nghiém dugc trung thuc.

G140 vién thuc nghiém s€ c6 xem xét bai lam ctia hoc sinh sau do.

Hoat dong 2 (7 phat):

Giao vién huéng dan hoc sinh thuc hién cau héi 2 ¢ nha.

Gi4o vién thuc nghiém ciling phat dé cau hoi 2 cho hoc sinh; hoc sinh s& lam bai &
nha tai nhitng chd danh riéng trén de.

Hoat dong 1: nham kiém ching cac gia thiét RE 2, H2.
Hoat dong 2: nham chuan bi cho thuc nghiém B duogc tién hanh vao mét budi khac,

cling v&i nhitng hoc sinh nay.



3.5.Phan tich tién nghiém:
3.5.1.Bai toéan a):
-Bién tinh hudng
V1:d6 16n ctaa goc xOy
V2: sb diém cho trong goc xOy
V3: phuong thirc 1am viéc cua hoc sinh
-Bién didactic
V4: yéu cau cdu hoi
-Chién lwge

Phép d6i xirng truc ( Hinh 3.4 )

T N jf
B’
Hinh 3.4
Vi tri cia diém can tim 13 giao diém ctia A’B’ véi Ox, Oy.
Hoc sinh ciing c6 thé str dung phép ddi xtng truc nhung 16 giai sai.
Phép tinh tién ( Chién luoc sai ): hoc sinh c6 thé dung phép tinh tién nhung hinh
vE, 101 giai khong dung.

KY¥ thuat toa do ( Hinh 3.5)



Hinh 3.5

Chon h¢ tryc toa do Ox’y’

Tim toa do cua B,

Lap phuong trinh cua Ox

Lap phuong trinh dudng thang qua A, vudng goc véi Ox

Tim giao diém ctia Ox va A4,

Tim toa do cua 4

Lap phuong trinh cua 4B,

Tim giao diém cua 4B, véi Ox, Ox’.

-Su lwa chon bién, giai thich, Anh hwéng cua bién

+V1: gbc nhon: X, Y phan biét

Néu goc cho trude 1a goc tu: X, Y phan biét hay X, Y trung nhau tai O hay vo
nghiém.

Néu goc cho trude 13 goc vudng: X, Y phan biét hay X, Y trung nhau tai O.

+V2: 2 diém.

Bai téan mot diém 13 bai téan co so. Chung t61 chon hai diém dé hoc sinh c6 van
dung céc tinh hudng di hoc.

+V3: hoc sinh 1am bai ca nhan nham tim hiéu Ung xr cia ting em, phuc vu cho

muc dich thuc nghiém.



+V4: khi yéu cau cau hoi thay doi hoc sinh c6 thé thay dbi chién lugc giai. O day
voi yéu cau cau hoi da néu, hoc sinh c6 thé tuy ¥ chon chién luoc. Tuy nhién hoc sinh
giai duoc bang k¥ thuat toa d6 néu nhu hoc sinh c6 thé giai duoc bang phép d6i ximg
tryc. Nhu vay gitta hai chién luge nay hoc sinh s& d& chon giai bang phép dbi xing
truc: 101 giai gon gang hon.

-Piéu cin quan sat: hinh v& dung phép d6i xtng truc, 10i giai c6 trinh bay su cd
dinh cua hai dau dudng gip khiic méi, lién nét.

-Dy déan ciu tra 10i ciia hoc sinh: phép dbi xtmg truc hodc phép tinh tién.
3.5.2.Bai téan b):

-Bién tinh huong:

V1: cho mét diém hay hai diém cing phia voi duong thang

V2: phuong thure 1am viéc cta hoc sinh

-Bién didactic:

V3: khdi 16p

V4: yéu cau cau hoi

-Chién lwge:

+ Bat dang thirc Co-si

+ Phép bién hinh: st dung phép tinh tién hoic phép d6i xtng truc ( Hinh 3.6); bai

lam cua hoc sinh c6 thé con khuyét diém.

Hinh 3.6
+ K¥ thuat toa do ( Hinh 3.7 )



Hinh 3.7

Chon h¢ truc toa d§ Oxy

A(a,,a,)

Tim A”’, diém d6i xtmg ctia A qua Ox
Tim A’ (a4, +a,a,)

Lap phuong trinh cia A’A”’

Tim giao diém cta A’A”’ véi Ox
+ Gidi tich ( Hinh 3.8)

¥

Hinh 3.8

Chon h¢ truc toa do Oxy
B(x,0)
C(x+a,0)
A(a,,a,)

AB+AC= \/(x—al Y +a,’ +\/(x+a —a,)’ +a,> ( Ham s6 mot bién sd)




-Sw Ira chon bién, gidi thich, anh hwéng ciia bién dén chién lwoc

+V1: mot diém; bai téan co sé hai diém

+V2: c4d nhan

+V3: hoc sinh thuc nghiém 1a 16p 11 khdi A; nhu vay hoc sinh khong thé dung
chién luoc giai tich dé giai bai toan.

+V4: cau hoéi dat ra. Tuy nhién, nhu ching t61 da phan tich & cau hoi a), co 1€ hoc
sinh s& str dung chién luoc phép bién hinh.

-Dw doéan cau tra 1oi cia hoc sinh

Hoc sinh s& van dung phép ddi xtng truc hoic phép tinh tién.

-Cai ¢6 thé quan sat

Trén hinh v& hoc sinh s& dung phép tinh tién dé dua bai toan vé bai téan dbi xtng
truc co ban.
3.5.3.Bai toan c):

-Bién tinh hudng
V1: phuong thirc lam viéc ctia hoc sinh

-Bién didactic
V2: khoi 16p
V3: yéu cau cua cau hoi

-Chién luge

+Phép d6i xtng truc ( Huéng dan giai 1)

+Phép tinh tién ( Huéng dan giai 2)

+Phép quay ( Huéng dan gidi 3 )

+Vé& thém dwong phu ( Hinh 3.9)



Hinh 3.9

+K§ thuit toa @9 ( Hinh 3.10)

VAN

Hinh 3.10
Chon hé tryc toa do Ox’y’
M(a,b)
Lap phuong trinh ctua dudng thang qua O, M’ vi BOM’ khong d6i
Lap phuong trinh duong tron tdm O, ban kinh OM
Tim toa d6 giao diém M’ cuia dudng tron va cua dudng thang qua O, M’
Lap phuong trinh cuia MM’
Tim giao diém B cia MM’ va Ox’

+Giai tich (Hinh 3.11)



Hinh 3.11
Chon hé truc toa d6 Ox’y’

A(x3,55)
M (a,b)
B(x;,0)

a la goc xOy

MA+MB= /(x, —a)* +(y, —b)* ++/(x; —a)* +b> (1)
| =tga.x,
L, e
Thay (2) vao (1), MA+MB s& 1a ham s6 mdt bién sb.
-Gia tri bién dwoc chon, giai thich, anh hwéng ciia bién dén chién lwoc
+V1: cd nhan
+V2: hoc sinh chon 1a 16p 11 khdi A: hoc sinh khong thé sir dung chién lugc giai
tich.
+V3: bai téan c6 ba hudng din giai dung cac chién lugc phép dbi ximg truc, phép
tinh tién, phép quay; hoc sinh chon mdt trong ba huéng dan giai d6 va co thé dé nghi
thém hudéng dan giai khac: chién lugc con lai.
-Phén tich ba hwéng din giai:
Huéng dan giai 1, 2: sai, duoc dua ra nham cho hoc sinh thay trong tinh hudng nay

khong thé str dung phép dbi xtimg truc va phép tinh tién dé giai vi dudong gip khic



moi khong twong duong dudng gip khic cii hodc viée str dung phép tinh tién chua
dung. Piéu d6 budc hoc sinh phai nghi dén chién luoc khac.
Huéng dan giai 3: dung, giai bang phép quay.
Do yéu cau diém ghi c6 su gidi thich kém theo, nén hoc sinh ¢6 su can nhéc lya chon;
diém ghi ciing phan anh su lua chon mot trong ba huéng din giai nay. Trong ca ba
huéng dan giai chung t6i khong trinh bay chi tiét vé su ¢ dinh ciia hai ddu duong
gap khiic méi. Piéu nay co thé sé& tao vi thé can bang hinh thic cho cac huéng dan
giai.
Huéng dan giai 3 tao su ngat quang hop dong d6i véi phép dbi ximg truc va phép
tinh tién.

-Cai cin quan sat
Huéng dan giai 1: duong gap khuc mdi khong twong duong duong gap khic cii vi
AB thay di, hudéng dan giai 2 sir dung phép tinh tién chua dung, hudng dan giai 3 co
hai dau dudng gap khiic méi déu cb dinh.

-Dy déan ciu tra 10i c6 thé

+Hudng dan giai 1 hodc 2: phan 16n hoc sinh s& chon vi huéng dan giai 1 ¢6 hai dau
ctiia duong gap khiic méi cb dinh, huéng dan giai 2 c6 chiéu dai cia duong gap khic
cli va mdi bang nhau hoidc hoc sinh thdy quen thudc véi phép ddi ximg truc va phép
tinh tién.
+Hudng dan giai 3: chi mot sb it hoc sinh chon vi trong sach gido khoa va sach bai
tap khong c6 bai téan tbi wu giai bang phép quay.
Viéc ddu di chién luge vé thém s& lam cho ti 1& chon cau ding va cau sai c6 mot
khoéang cach.
3.6.Phan tich hau nghiém

Thue nghiém A dugce tién hanh vao thoi diém dau thang 4, tai ba truong Trung hoc
phd thong thudc thanh phd Bién Hoa, Pong Nai: Ngo Quyén, Tran Bién, Nguyén
Trai v6i 133 hoc sinh, vang 1.

San phém thu duoc: 133 bai lam cac bai toan a, b, ¢ cia hoc sinh.

3.6.1.Bai toan a

Bang 3.1.Thong ké két qua thuc nghiém



S6 hoc sinh Péi ximg truc K¥ thuat Bo trong
bung Sai khéc: Sai
133 110 15 5 3

Qua bang thong ké, ti 18 hoc sinh st dung phép ddi xtng truc 1a 125/ 133 (93,98%);

cac bai lam cu thé nhu sau:

HTI10:




HT25

C6 5 bai giai theo k¥ thuat khac nhung khong dat; chang han:
HT?28:

Nhitng bai bé trong c6 thé do cac em quén kién thirc da hoc tir dau ndm hoc.
So v6i phan tich tién nghiém két qua nay phu hop.

3.6.2.Bai toan b

Bang 3.2.Thong ké két qua thwc nghiém

S6hoc |Tinhtién & |Poi  xtGng | Tinh tién | K§ thuat khac | Bo
sinh d6i xtmg truc sai tréng
truc: dung Pung | Sai bung | Sai

133 4 2 64 |4 11 27 21

Qua bang thong ké, ti 1 hoc sinh dung phép d6i xtmg truc hodc tinh tién 1a 74/(133-
21) (66,07%); nhitng bai lam thuc té cta hoc sinh nhu sau:
HT19:



HQ33:



Cac em con dung k¥ thuat khac; trong nhitng bai sai cac em di sir dung cac kién
thirc: phép quay, luong giac, vec to, dinh 1y Pythagore, di xtmg tam, bat dang thirc
hinh hoc va trinh by chua dung. Bai lam cu thé:

HN12:




C6 21 bai bo trdng; c6 thé do bai toan b nay kho voi cac em.

So v&i phan tich tién nghiém chién lugc tong binh phuong thuc chét 1a dang khac

ctia bat dang thirc Co-si.

3.6.3.Bai toan ¢

Bang 3.3.Théong ké két qua thwc nghiém

S6
hoc

sinh

Co anh
huong cua

phép dodi

Co anh
huong cua

phép dodi

Khong anh
huong cua

phép ddi

Khong anh
huong cua

phép ddi

Bo

tréng




xung truc

hodc tinh tién

xung truc xung truc

hoac tinh

xung truc

tién | hoac tinh ti€n | hodac tinh tién

+ Hiéu phép |+ Khong hiéu | + Hiéu phép |+ Khong hiéu
quay phép quay quay phép quay
133 | 68 26 17 16 6

( Trong 68 bai, s6 bai co diém ctia huéng dan giai 1 hodc 2 16n hon hay bang diém

ciia hudng dan gidi 3 1a 45)

Qua bang thong ké, ti 1& hoc sinh c6 anh huong cua phép ddi xtng truc hay tinh tién

14 94/133 (70,67%); bai lam thuc té cia hoc sinh nhu sau:

Bang 3.4.Bai lam c6 dnh huéng ciia phép ddi xing truc hay tinh tién

Mi s6 Huéng dan giai | Piém Giai thich
HQI1 1 10
2 2
3 9
HQI2 1 9
2 10
3 10
HQI5 1 6
2 9
3 10

Ti 1& hoc sinh c6 thé chua hiéu phép quay 1a: 26+ 16+ 45+ 6/133 (69,92%); chiang

han:

Bang 3.5.Bai 1am khong hiéu phép quay

Mi s6 Huéng dan giai | Diém Giai thich
HQ23 1 6
2 7




3 7 A chua c6 dinh
HQ40 1 5 Tai sao + AB
2 4
3 8 MB +MB tai sao nho nhét

Chung t6i tinh ca 45 vi sd ndy gém cac bai c¢6 diém cua hudng dan giai 1 hodc 2 16n
hon hoic bang diém cua hudng din giai 3. Néu phai chon mét trong ba hudng din
giai hoc sinh c6 thé chon hudng dan giai 1 hoic 2.

17 14 s6 cac em co kha nang thyc hién dugc thuc nghiém B; cac em khong chiu anh
huong ciia phép d6i ximg truc hay phép tinh tién nhung c6 thé hiéu phép quay. Chang
han bai lam sau:

Bang 3.6.Bai 1am hiéu phép quay

Mi s6 Huéng dan giai | Piém Giai thich
HQ32 1 4,5

2 0

3 9,5

Con 6 bai bo trong; ¢ thé cac em khong quen thudc v6i phép quay trong loai todn
nay, c6 su can nhic kho khin giira ba hudng dan giai.

So vé6i phan tich tién nghiém két qua nay phu hop.
3.7.Két luan

Thuc nghiém A da ching té su hop thire cua H2 va H3.

Vi vay thuc nghiém A 1a co s¢ dé tién hanh thuc nghiém B.

THUC NGHIEM B
3.8.Muc dich

Thuc nghiém A ching té sy hop thie caa H2 va H3. Vi vay chang toi tién hanh
thue nghiém B nham thiét 14p mot tinh hudng cho phép hoc sinh tiép cin phép quay
trong viéc giai bai téan toi wu.

3.9.Bai téan co s6: [13, tr100, bai 3]



Cho tam giac déu ABC canh a.
a) Cho M 1a mot diém trén duong ngoai tiép tam giac ABC. Tinh
MA* + MB* + MC? theo a;
b) Cho duong thiang d tuy ¥, tim diém N trén duong thing d sao cho
NA? + NB* + NC* nho nhat.

N
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Hinh 3.12

Ky thuat: [ 15, tr127, bai 3] (Hinh 3.12)

a) Goi G la trong tam cua tam giac ABC:

MA* =MA' = (MG + GA): = MG* + GA* + 2MG.GA

Ta c6 biéu thirc trong tw cia MB>, MC>.

MA® + MB? + MC? =3MG? + GA* + GB* + GC? + 2MG.(GA + GB + GC)

=3MG’ +GA*> + GB* +GC* =24°

b) NA> + NB> + NC* =3NG* + GA* + GB* + GC®

NA? + NB* + NC*nho nhat < NG*nho nhat

< N 13 hinh chiéu vuong goc ciia G 1én d.

Muc dich ciia bai todn co sé: tir bai toan nay chung ta c6 thé phat trién n6 dé duoc
bai toan thuc nghiém: N khong trén d, N4> + NB* + NC* thanh NA+NB+NC.
3.10.Bai téan thuc nghiém ( Tham khdo: [6, tr33,66], [1, tr38], [24, tr206], [26,
tr66] )

Thong bao bai toan:

Cho tam giac ABC c6 cac goc nhon. Bang phép bién hinh trong mat phang, hiy tim
diém M sao cho MA + MB + MC nhé nhét, béng cach thuc hién 1an lugt cac nhiém

vu duoc ghi trén ba phiéu, cac em s€ dugc phat.
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Hinh 3.13

Phiéu 1: Chiing ta sir dung phép bién hinh nao dé giai bai toan? Vi sao?

Phiéu 2: Ching ta dung phép quay nio dé co6 tong mai bang tong cii, 13 mot dudong
gap khuc 1ién nét v6i hai dau ¢ dinh ? ( C6 thé chon phép bién hinh khéc).

Phiéu 3: M thudc hai dudng lién nét nao ? Vi sao ?
3.11.Dan dung kich ban

Thyc nghi¢m duoc tién hanh cling voi nhiing hoc sinh 16p 11 da tham dy trong thuc
nghiém A; van c6 sy tham gia cua gido vién thuc nghiém va gido vién cta 16p.

Thot gian thye nghiém: 90 phut dugc chia lam 5 pha sau:

Pha 1: lam viéc tap thé ( 10 phut ). Gido vién thuc nghiém phat Thong bao bai toan
va Phiéu 1, diéu khién ca 16p tra 101, hop thirc Phiéu 1.

Pha 2: 1am viéc theo nhom ( 40 phat ). Cac nhom duoc phat Phiéu 2, cac to gidy
16n, but, thude, compa dé lam bai.

Pha 3: thdo luan 16p ( 10 phit ). Gido vién thyc nghiém huéng dan cac nhom treo
san pham 1én bang va hoc sinh s& cho y kién danh gia cac san pham cua pha 2. So két
diém thi dua cua cac nhom.

Pha 4: 1am viéc nhom ( 20 phut ). Gido vién thyc nghiém phat Phiéu 3. Cac nhom
thao luan va tiép tuc ghi 10i giai chung vao to gidy 16n da dugc sir dung & pha 2.

Pha 5: Tong két ( 10 phat ). Gido vién diéu khién ca 16p danh gia két qua cta pha
4, téng két bai toan, tinh diém va chon nhom théng cuoc.
3.12.Phan tich tién nghiém

+Bién tinh hudng

V1: tam gidc ¢ ba goc nho hon 120°, tam gidc c6 mot goc 16n hon hay bang 120°.



V2: phuong thirc lam viéc cua hoc sinh.
+Bién didactic
V3: Khdi 16p
V4: Yéu cau cta cau hoi
+Chién lwoc
.V&é thém cac duong phu:
*Bat ding thirc vé canh tam gidc lién quan dén mot bat diang thirc khac ( Hinh

3.14) [ 6, tr33, 103, bai 3.1.10]
D ‘ E
C

Hinh 3.14
Can ching minh voi mot diém M’ tuy y & trong tam gidc ABC khac M thi
M’A+M’B+M’C > MA+MB+MC bang cach st dung bat dang thitc M’B+M’°C >
M’D [ 6, tr33, 103,bai 3.1.9]
* Bat dang thirc vé canh tam gidc lién quan dén dién tich ( Hinh 3.15)

[ 6, tr 66, 165, bai 6.7.8]
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Hinh 3.15
Bén trong tam gidc ABC ton tai mot diém M nhin cac canh dudi mot goc 120°. Vé
tam giac déu 4,B,C,.
M’ 1a diém bat ky ndm trong tam giac ABC, khac M
Ta ching minh M’A+M’B+M’C > MA+MB+MC bang st dung dién tich.
* v cac tam giac déu (Hinh 3.16 ) [ 1, tr 38, 84, bai 10]

Cﬂ'

Hinh 3.16
.Vec to ( Hinh 3.17 ) [ 24, tr 206, bai 18, tr 198, bai 9]



Hinh 3.17
Ton tai mot diém O trong tam giac ABC nhin cac canh dudi mot goc 120°
Trén 3 tia OA, OB, OC v& 3 véc to don vi 04',0B",0C"
Suy ra tam giac A’B’C’ déu va

OA'+0B'+0C'=0

04 OB OC -
-y 2—=0
04 OB OC
MA+ MB + MC
_MAOA MBOB MCOC
04 OB oC
MAOA MB.OB MC.OC
> + +
04 OB oC
(MO +04)04 s (MO + OB)OB .\ (MO +0C)0OC
04 OB oC
=0A+0B+0C
.Phép bién hinh

*Poi xirng truc: hop thanh cta hai phép d6i ximg truc co truc cat nhau 1a mot phép
quay. Mbi phép quay déu c6 thé xem 1a hop thanh cta hai phép ddi xtimg truc c6 truc
cit nhau. [3, tr10, bai tap 32 a, b]

*Phép tinh tién: cho phép dbi xung truc D, qua dudng thang a va phép tinh tién T
theo vec to v vudng goc voi a. Hop thanh cia D, va T hay T va D, déu la phép ddi
xung truc. [3, tr8, bai tap 20 e]

*Phép quay ( Hinh 3.18 ) [ 26, tr 66, vi du 12]



Hinh 3.18

+Sw lwa chon bién, anh hwéng cia bién dén chién lwoc

.V1: tam giac véi cac goc nhon. Néu tam gidc c6 mot goc bang hay 16n hon 120°: M
la mdt dinh cua tam giac.

.V2: nhom, tap thé.

.V3: Ching t61 chon hoc sinh thyc nghiém 1a 16p 11, khdi A da tham gia thuc
nghiém A; trong truong hop nay chiing t6i cho rang cac chién lugc déu c6 thé xay ra.

.V4: yéu cau cta bai téan thuc nghiém 1a sir dung phép bién hinh dé giai; vi vay,
hoc sinh chi ¢6 thé dung phép ddi xung truc, phép tinh tién hoic phép quay; cac chién
luge vé thém, vec to déu khong thé thuc hién.
+Cai c6 thé quan sat dwoc

.Viéc thyc hién phép quay c6 nhitng van dé dit ra: tim, goc quay nao? D6 1a chudng
ngai thr nhat ctia hoc sinh.

Hoc sinh ciing can khang dinh c6 hai duong lién nét chita M dé két luan vi tri cta
diém M. Pay 1a chudng ngai thir hai.

.Viéc str dung phép doi xung truc: hai truc cit nhau tai mot trong cac dinh cua tam
giac va tao mot goc 30°.

Phép tinh tién: vin c6 hai truc cat nhau tai mot trong cac dinh cua tam giac, tao goc
30° va mot truc thir ba song song v&i mot truc cua cap truc 30°.
3.13.Phan tich kich ban

+Pha 1:



Muc dich pha 1 13 tao tinh hudng cho hoc sinh nhan thirc ring trong trudng hop nay
ca ba phép bién hinh: phép doi xtmg truc, phép tinh tién, phép quay déu co thé sir
dung dugc. Tuy nhién c6 phai phép quay la thuan lgi hon c4 hay khong. Ching t61
nghi diéu d6 sé& dat dugc. Qua bai toan ¢ cua thuc nghiém A hay bai tap vé nha mot it
hoc sinh c6 thé nhén ra hiéu qua cta phép quay.

+Pha 2:
Cac nhom hoc sinh chon mot phép bién hinh va tién hanh giai bai téan trén céac to
gidy 16n dugc phat.

Céc nhom bao dam phép bién hinh dugc chon thoa cac yéu cau ciia bai toan. Trong
lac nay gido vién co thé gitp cac nhom hiéu k¥ yéu cau bai toan.

+Pha 3:

Cac nhom danh gia két qua ciia pha 2 va hop thirc hoéa. Nhom co bai giai tot duoc
tinh t6i da 10 diém.

+Pha 4:

Cac nhom tim tim vi tri cia M béng cach thyc hién Phiéu 3.

O pha nay chudng ngai cua pha thir hai da dugc giai quyét; vi viy cic nhom cé
thuan loi dé tiép tuc vuot qua chudng ngai sau cing nay.

Hai duong lién nét cung chirta M co6 thé 1a hai doan théng ¢6 dinh hodc mét doan
thang c¢6 dinh va mot cung tron hodc hai cung tron.

+Pha §:

Hoc sinh danh gia két qua ctia pha 4 va hop thirc héa.

Gido vién thuyc nghiém téng két bai toan va chon nhom théng cudc. Budi thuc
nghiém két thc.
3.14.Phan tich hau nghiém

Thuc nghiém B duogc thuc hién sau thuc nghiém A mot tudn véi 44 hoc sinh cla
16p 11A2 trudng Trung hoc phd thong Ngo Quyén, nhitng hoc sinh nay da tham gia
thuc nghiém A.

San pham thu dugc: 6 to gidy 16n bai lam ciia 6 nhom hoc sinh 16p 11A2.
3.14.1.Ghi nhan tong quat

Bang 3.7.Tong hop két qua chung



Két qua/ Nhom 1 2 3 4 5 6

Tim duoc phép bién hinh X X X

Tim duoc diém M X X X X X

Pha 1: (Lam viéc tap thé 16p 10 phit)

Hoc sinh tra 10i phiéu 1 véi ba y kién khac nhau: c6 thé giai bai toan bang: phép dbi
xtng truc hodc tinh tién hodc phép quay véi cac 1y do vin tat, chua cu thé. Gido vién
thuc nghiém thé hién vai trd trong tai ciia minh.

Tuy nhién véi bai tap vé nha, hoc sinh s& nhén ra sy van dung kién thtrc sau: ( Bai
tap Hinh hoc 11 nang cao, trang 8, 10, bai tap 20e, 32 a,b)

+Hop cta hai phép d6i xtmg truc voi cac truc cat nhau 1a phép quay; mdi phép quay
déu co thé xem 13 hop thanh cua hai phép ddi xtng truc ¢ truc cat nhau.

+Hop thanh ctia phép ddi xtng truc véi phép tinh tién theo véc to vudng goc voi
truc ( Hay theo thtr tu nguoc lai) 1a phép di xtmg tryc.

Nhu véy ca ba y kién tra 10i ciia hoc sinh déu c6 thé van dung dé giai bai toan.

Pha 2: (Lam vi¢c nhom 40 phut)

Céc nhom lam viée kha tét: co thanh vién dam duong chung, cung nhau trao ddi y
kién giai quyét trong khong khi hop tac.

C6 3/6 nhém da tim duoc mot phép bién hinh bao dam duoc yéu ciu cua bai toan:
mot ddi xung truc, hai phép quay.

Pha 3: (Lam viéc tap thé 16p 10 phit)

Céac nhom tim duoc két qua trinh bay san phdm cta minh trén bang den 19p, trao
d6i y kién chung. Két qua cua pha 2 da duoc hop thirc.
Pha 4: (Lam vi¢c theo nhom 20 phut)

Cac nhom dat duoc két qua tiép tuc tim vi tri caa diém M.

Cac nhom khac sira bai va cung thuc hién yéu cau cua pha nay. Cac nhom di co
ban hoan thanh sau 20 phut.

Pha 5: (Tong két tap thé 16p 10 phut)

Cac nhom trinh bay két qua va hop thire dap sb tim dugc.

3.14.2.Phin tich chi tiét



Sw xuat hién phép quay

+Véi bai tap vé nha hoc sinh nhan thirc duoc dé tao thanh mot duodng gép khuc chi
can doi mot doan théng trong ba doan théng MA, MB, MC.

+Trong viéc thyc hién pha 2, nhom 4 tap trung sir dung phép dbi xtng truc, nhom
5, 6 quan tam dén phép tinh tién, ba nhém con lai déu tim cach van dung phép quay.

+Cac thanh vién giai nhap, cing trao d6i cach giai, kho khan gap phai.

Nhom 2 d3 phat hién dau tién: phép quay, goc 60° thoa yéu cau bai toan.

Nhom 4 giai bang phép d6i ximg truc; trong qua trinh giai c¢6 tryc tric nho: lac dau
cac em cho hai truc vudng goc nhau; nhom da d6i miat to gidy dé lam bai va cac em
cling thanh cong bang phép ddi xtimg truc. Nhom nay c6 tinh than doan két, hing hai
lam bai.

Nhom 3 ciing tim duge két qua; bai giai c6 mot 16i nho: dau gia tri cia goc quay.
Tuy nhién cac em da co ban van dung dugc phép quay vao bai lam.

Céac nhom con lai khong tim duoc dap sb trong thoi gian cho phép. Nhom 1 loay
hoay vé6i phép quay trong gidy nhap, nhom 5 va 6 tim cach ap dung phép tinh tién.

+Bai giai cia cac nhom trong pha 2 nhu sau:

Nhoém 2:

oo AAWM S

Nhom 3:



Nhoém 4:

Nhoém 5:



Nhoém 6:

+So v&i phan tich tién nghiém, nhimg chién lugc giai ctia cac nhom nhu da du doan.

Trong céc chién luoc c6 thé, diéu chiing t6i mong doi 1a c6 nhom gidi bai toan bang
phép quay dé dat muc dich thuc nghiém: trién khai tiéu dd an day hoc giai bai toan tbi
wu bang phép quay.

Qua thuc nghiém chung ta nhan thiy trong ba nhom thanh cong c¢6 hai nhom st
dung phép quay va mot nhém véan dung phép dbi xung truc. Diéu nay da dugc chung
t6i dy kién trong phan tich tién nghiém: phép quay la thuan lgi hon.

+Chung t6i nghi nhom 4 dung phép d6i xtimg truc hay nhém 5, 6 dung phép tinh

tién 1a do ¢ sy anh huong manh cta gia thuyét H2.



Vitricua M

+Nhom 2 da phat hién dau tién: M 1 giao diém cua doan thang ¢ dinh ndi hai dau
duong gap khuc va tia hop véi tia vudng goc voi doan thang cd dinh mot goc +30°.

Ké dén nhém 4: M 1a giao diém cta hai doan thang cb dinh; doan thang tha hai
dugc ve€ tuong tu doan théng tht nhéat.

Nhoém 1 twong ty nhom 4.

Nhom 5: M 1 giao diém ciia doan thang va mot cung.

Nhém 3 sai do 10i giai dd doi hai 1an cing mot doan thang voi cling mot tim quay
c6 goc quay hai 1an d6i nhau; vi vy hai doan thang ¢ dinh cung xuét phat tir mot
dinh ctia tam giac va khong cét nhau.

Nhém 6 tim duoc két qua nhu nhoém 4 nhung cac em ndp bai tré.

+Cac nhom trinh bay két qua va hop thirc vi tri cta diém M.

+Bai lam cta cic nhom cu thé nhu sau:

Nhom 1:




Nhom 3:




Nhom 4:

Nhoém 5:




Nhom 6:

+So véi phén tich tién nghiém chung toi bd sung chién luoc tim diém M ciia nhom
2.
3.15.Két luin

D3 ¢6 2/6 nhém van dung thanh cong phép quay dé giai bai toan cta thuc nghiém
B. biéu nay di tao mot co hoi du dé hoc sinh dugce tiép can voi phép quay trong viée
giai bai toan tdi wu.

Thuc nghiém ciing tiép tuc khang dinh H2 vi dd c¢6 3/6 nhém s dung phép d6i

xung truc hodc phép tinh tién dé giai bai toan.



KET LUAN

Vi két qua cua ba chuong 1, 2, 3 chung t61 da tra 161 dugc nhitng cau héi da dat ra;
khang dinh cac gia thuyét va c6 mot tiéu d6 an day hoc di duoc xdy dung va trién
khai. Chiing t6i s& néu lai nhiing két qua co ban da dat duoc trong ting chuong cu
thé.

Chuong 1, qua tim hiéu vai nét lich sir, phan tich gido trinh Toan dai hoc chung t6i
da lam rd dac trung ctia quan hé thé ché ¢ Pai hoc véi bai toan:

-Kiéu cua bai toan tdi wu 1 bai toan thuc té tim diéu kién cho mot dbi tuong dé mot
dai luong cuc tri.

-Bai toan thudc cac pham vi: Co hoc, Trac dia, Hinh hoc.

-Céc tinh hudng ctia bai toan: strc cing, thoi gian, chiéu dai, dién tich, thé tich.

-Céach giai bai toan: 1ap ham s va tinh dao ham.

-Du doéan: sinh vién c6 thé gap khoé khan trong viée xur 1y diém t&i han dé tim cuc
tri cua ham sé.

Két qua cua chuwong 1 s& 1a tham chiéu cho viéc nghién ctru chuong 2.

Chuong 2, ching t6i di 1am rd dic trung va rang budc cua thé ché day hoc & truong
pho thong véi bai toan:

-Bai toan t6i wu dugc nghién ciru trong chuong trinh, sach gido khoa Toan phd
thong cua cac lop 7, 10, 11, 12.

-Pham vi tac dong cua bai toan: Dai s6, Hinh hoc, Hinh hoc giai tich, Giai tich.

-Céc tinh hudng ciia bai toan: tién i, tong binh phuong hinh hoc, chiéu dai, dién
tich, thé tich, tich sd hoc, van tdc.

-K¥ thuat giai bai toan: bat déng thire, dai sd, hinh hoc, toa do, giai tich.

-Hiéu qua cta k¥ thuat giai tich d6i v6i bai toan T4 di duoc giai bang cac ky thuét
khéc:

Trong pham vi chuong trinh Trung hoc phd thong, k¥ thuat giai tich co thé giai
dugc mot sb cac bai toan T4 di duogc giai bﬁng ky thuat khac.

Tuy nhién ciing c6 nhitng bai toan trong chuong trinh ma k¥ thuét giai tich c6 thé
c¢6 kho khan hon so voi cac ki thuat khac hay khong thé can thiép; ban than nhiing

bai toan nay la nhitng ham so6 nhiéu bién so.



Két qua cta viéc phan tich mdi quan hé thé ché dan dén viéc du doan céc gia thuyét
nghién curu:

H1: K§ thuat giai tich chua di hiéu qua dé giai duoc tit ca cac bai téan tbi wu & phd
thong.

H2: Hoc sinh c6 khuynh hudng st dung phép dbi xtmg truc hoic phép tinh tién dé
giai bai toan tdi vu & pho thong.

H3: Phép quay chua duoc hoc sinh st dung dé giai bai tdan tdi wu & phd théng.

H4: Hoc sinh c6 kho khan trong viéc 1ap ham sb hay xtr 1y diém t6i han trong viéc
tim cyc tri dé giai bai toan t6i wu bang k¥ thuat giai tich.

Chuong 3 danh cho hai nghién ctru thuc nghi¢m:

-Thyc nghiém A trén hoc sinh 16p 11 da lam rd quan hé ca nhan cta hoc sinh voi
bai toan toi uu. Két qua da chimg té su ton tai cia H2 va H3. H3 1a co s& cho thuc
nghi¢m B.

-Thyc nghiém B: xay dung va trién khai mot tiéu dd an day hoc cho phép hoc sinh
tiép can voi phép quay dé giai bai toan tdi wu. Két qua thu dugc tiép tuc khang dinh
H2 va trong tinh hudng nay phép quay 1a thuan loi hon ca so v&i phép d6i ximg truc
hozc phép tinh tién.

C6 nhitng ndi dung lién quan dén ludn vin nhung chung t6i chua c6 diéu kién
nghién ctlru:

-Bai toan tdi wu vai tinh huéng co soO la dién tich hinh hoc.

-Cau hoi: c6 tinh hubéng nao ma viéc giai bai toan tdi uu bang bt dang thirc hinh
hoc hay bat dang thirc Bu-nhi-a-c6p-xki 13 thuan loi hon ca?

-Viéc kiém chung:

H1: K§ thuat giai tich chua di hiéu qua dé giai duoc tit ca cac bai téan tbi wu & phd
thong.

H4: Hoc sinh c¢6 kho khin trong viée 1ap ham s6 hay xt 1y diém tdi han trong viéc
tim cyc tri dé giai bai toan t6i wu bang k¥ thuat giai tich.

Ton tai nay c6 thé s€ 1a mot nghién ctru tiép theo, dugec mo ra tir luan van nay./.
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PHU LUC

Phu luc A: Ba bai toan thuc nghiém A, bai tap vé nha.

Phu luc B: Bai toan thuc nghi¢m B, bai lam ctia cac nhém trong pha 2, pha 4.



PHU LUC A

Ho va tén: PHIEU THU'C NGHIEM (Hinh hoc phing)
Lop: Bién Hoa, ngay thang 4 nam 2009
Truong THPT ............

( Thoi gian 1am bai: 35 phut )
a) Cho géc nhon xOy va A, B ¢ trong géc nhon. Tim X, Y trén Ox, Oy sao
cho AX + XY + YB nho nhit.

Bai lam

b) Cho trudc diém A, mot dudng thang d khong qua A. Trén d ta dit mot
doan th:fmg BC = a ( a la d6 dai cho truéc). Tim vi tri cua doan BC dé
AB+AC nh6 nhit.

Bai [am



¢) Cho diém ba hudng dan giai ctia bai téan sau ( Téi da 1a 10 diém cho mot
huéng din giai ) va cho biét 1y do hudng dan giai dat diém do; co thé dé nghi

mot hudng dan giai khac.

Cho gbc xOy va diém M nam trong goc nay. Tim trén Ox, Oy hai diém

A, B sao cho OA=0B va MA+MB nho nht.

Huéng dén giai 1 (Hinh 3.1)

Hinh 3.1

MA-+MB nhé nhat < M, A+M,B nhé nhat < M, A+ AB+BM, nho nhat

Vay A, B 1a giao diém cta MM, véi Ox, Oy.

Hudng dan giai Piém Giai thich

1

Huéng din giai 2 (Hinh 3.2)




Hinh 3.2

Phép tinh tién BM : A—> A

Viy MB=AA
MA+MB nho nhat < MA+ AA' nho nhat
A 14 giao diém ctia Ox va MA

B thuoc Oy va OB=0OA

Huéng dan giai | Piém Giai thich

2

Huwéng din giai 3 (Hinh 3.3)




Hinh 3.3

Goi s do hinh hoc cua gocdachola a.
Phép quay tam O, goc -a: A—>B
MM
Viay AM =BM’
MA+MB nho nhit < MB+BM’ nho nhat

Vay B 1a giao diém cia MM’ va Oy

Huéng dan giai | Piém Giai thich

3

Hwéng din giai dé nghi ( Néu co)




Ho va tén: BAI TAP VE NHA (Hinh hoc phang)
Lop: Bién Hoa, ngay thang 4 nam 2009
Truong THPT ...................
( Thot gian lam bai: 20 phut )
Cho tam giac ABC vdi cac goc nhon va mot diém M tuy .
a) Co thé viét MA+MB-+MC thanh mot tong méi bang tong cii, c6 dang
mot duong gap khuc lién nét voi hai dau ¢b dinh bang cach st dung
phép d6i xtmg truc ?

Bai lam

b) Co thé viét MA+MB+MC thanh mét tong mdi bang téng cii, c6 dang
mot duong gap khuc lién nét véi hai dau cb dinh bang cach sir dung
phép tinh tién ?

Bai lam

Céc em mang theo két qua nay dé hoc budi thir hai




PHU LUC B

Hoc sinh: BAI THU'C NGHIEM
Lop: Bién Hoa, ngay thang 4 nam 2009
Truong THPT..................
THONG BAO BAI TOAN
(Hinh hoc phing)

Cho tam giac ABC c6 cac goc nhon. Bang phép bién hinh, hay tim diém M
sao cho: MA + MB + MC nho nhit, béng cach thuc hién lan luot cac nhiém
vu duoc ghi trén ba phiéu, cac em s& dugc phat.

A

=

Hinh 3.13



Ho va tén: BAI THUC NGHIEM
Lop: Bién Hoa, ngay thang 4 nam 2009
Truong THPT..................

PHIEU 1
( Thoi gian lam bai: 10 phut )

Chung ta sir dung phép bién hinh nao dé giai bai toan ? Vi sao ?

( Bai 1am: tap thé 16p, gido vién thuc nghiém diéu khién)



Nhém: BAI THUC NGHIEM
Lop: Bién Hoa, ngay thang 4 nam 2009
Truong THPT..................

PHIEU 2
( Thot gian lam bai: 40 phut )

Chung ta chon phép quay nao dé co tong moi bang tong cil, 1a mot duong
gap khic lién nét véi hai dau ¢6 dinh ? ( C6 thé chon mot phép bién hinh khac

thuan lgi hon)

( Bai giai cia nhom: viét trén gidy kho 16m)



Nhém: BAI THUC NGHIEM
Lop: Bién Hoa, ngay thang 4 nam 2009
Truong THPT..................

PHIEU 3
( Thot gian 1am bai: 20 phut )

Diém M cung thudc hai duong lién nét nao ? Vi sao ?

( Bai giai ciia nhom: viét tiép trén gidy kho 16n )



BAI LAM CUA CAC NHOM PHA 2
Nhoém 2:

Nhoém 3:




Nhom 4:

Nhom 5:




Nhom 6:




BAI LAM CUA CAC NHOM PHA 4

Nhom 1:

Nhom 2:







Nhom 5:

Nhom 6:
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