THU BO GIA0 DUC VA PAOTAO
= VIEN TRUONG PAIHQC SUPHAM THANH PHO HO CHI MINH

Nguyén Thi Cam Trinh

NGHIEN CUU DIDACTIC VE Ax
TRONG TOAN HQC VA TRONG VAT LY

Chuyén nganh : Ly luan va phwong phap day hoc mon Toan
Mi sb 16014 10
LUAN VAN THAC ST GIAO DUC HQC

NGUOI HUONG DAN KHOA HOC:
TS. TRAN LUONG CONG KHANH

Thanh phd H6 Chi Minh — 2010
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Loi dau tién, toi xin bay to 1ong biét on sau sic dén TS. Tran Luong Cong Khanh, mic du bon
bé véi cong viéc nhung thay ludn tan tinh hudng dan va dong vién toi trong sudt qua trinh hoan
thanh luan van.

To61 xin tran trong cdm on: PGS.TS. Lé Thi Hoai Chau, PGS.TS. Lé Van Tién, TS. Poan Hitu
Hai, TS. Tran Luong Cong Khanh, TS. Nguyén Ai Quéc, TS. Lé Thai Bao Thién Trung, TS. Vil
Nhu Thur Huong, TS. Nguyén Chi Thanh, PGS.TS. Claude Comiti, PGS.TS. Annie Bessot, TS.
Alain Birebent da truyén cho ching t6i nhitng kién thirc Didactic quy bau.

To1 cling xin chan thanh cam on:

- Ban lanh dao va chuyén vién Phong KHCN — SPH truong PHSP TP.HCM di tao diéu kién
thuan loi cho chung t6i khi dugc hoc tap tai truong.

- Ban Giam hi¢u twong THPT Long Truong noi toi cong tac da tao moi thuén lgi cho tdi trong
lac hoc tap tai truong DPH SPTP.HCM.

- Ban Giam hiéu va cac gido vién ctia THPT Giong Ong T4, THPT Nguyén Hiru Huan da nhiét
tinh gitip d& va sip xép cho t6i thuc nghiém tai Quy truong.

Xin gdi nhitng 10i cam on chan thanh dén cac ban trong 16p Didactic khéa 18 di cung t6i hoc
tap, trai qua nhitng ngay vui budn va nhitng kho khan trong khoa hoc.

Sau cung, toi xin bay to long biét on sau sic dén cac thanh vién trong gia dinh t6i, luon dong
vién va giup d& toi vé moi mat.
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MO DAU
1. Ly do chon dé tai va cAu hoi xuét phat

Khai ni€ém vi phan 1a mdt khai niém co ban cua giai tich. Su ra do1 ctia phép tinh vi
phan d3 dua toan hoc sang mot giai doan méi, chuyén tir nghién ctru pham vi bat bién, hitu
han sang linh vuc van dong, v6 han, lién tuc va c6 nhiéu tmg dung quan trong trong vat 1y.
Vi phan duoc dinh nghia trong chuong trinh toan phd théng thong qua khai niém sb gia va
duoc ki hi€u Ax, ki hi€u nay ciling dugc sir dung trong vat ly. Nhu vy trong vat 1y va trong
toan hoc, Ax xuat hién nhu thé nao, co ¥ nghia va chic ning gidng hay khac nhau? Mic du
vi phan ¢6 y nghia quan trong trong toan hoc va trong vat Iy nhung trong chuong trinh trung
hoc phé thong, khai niém nay da thuc sy dugc chu trong? Hon nita & Viét Nam chung t61
cling chua biét mot cong trinh didactic nao nghién ctru vé sb gia Ax. D6 1a nhirg cau hoi ma
chung t6i dit ra va ciing 1a 1y do ma chung t6i chon dé tai “Nghién ciru didactic vé Ax trong
toan hoc va trong vat Iy” dé tra 1oi cac cau hoi trén.

2. Muc dich nghién ctru ciia luan vian

Qua mdt sd ghi nhan dugce trinh bay nhu trén, chung t6i dan dén cac cau hoi dudi day
ma viée tim kiém cau tra 1o 12 muc dich cta luin van.

- Ax xuét hién nhu thé nao trong todn hoc va trong vat 1y, Ax dugc dua vao nham muc
dich gi?

- Trong chuong trinh phd thong, Ax dugc trinh bay trong linh vuc nao trude, toan hoc
hay vat 1y? C6 su khac biét nao khong? Diéu dé tao thuan loi hay giy khé khin gi cho hoc
sinh khi tiép thu cing mot khai niém trong hai mén hoc khac nhau?

- Nhitng hop dong didactic lién quan dén Ax trong vat Iy va trong toan hoc?

- Khai niém v6 cung bé xuat hién nhu thé nao, tién trién ra sao? Hoc sinh ¢ déng nhét
Ax va khai niém vo6 cung bé vé1 nhau khong?

- Nghia ctia v6 cling bé trong toan hoc va trong vat Iy khac nhau nhu thé nao?

3. Khung ly thuyét tham chiéu

Pé tim kiém cau tra 101 cho cac cau hoi trén, dat trong khuon khd didactic toan, luan
van nay chil yéu dya vao ly thuyét chuyén dbi didactic, khai niém hop dong didactic va mot
s6 khai niém cua 1y thuyét nhan chung nhu mdi quan hé thé ché, mbi quan hé ca nhan. Su

lwa chon nay xuét phat tir nhitng 1y do sau:



Duya vao 1y thuyét chuyén d6i didactic s& giup ching t6i hiéu lich st xuat hién cia Ax
va d6i chiéu véi sy xuét hién cta nd trong chwong trinh phd thong dé 1am rd vai trd va yéu
cu vé murc do su dung cua tri thtrc.

Khai niém hop ddng didactic cho phép ta gidi ma cac Ung xU cua gido vién va hoc
sinh, tim ra y nghia nhimg hoat dong ma ho tién hanh, tir 46 c6 thé giai thich rd rang va
chinh x4c nhitng su kién quan sat dugc trong 16p hoc. Viée so sanh hop dong didactic lién
quan dén Ax trong toan hoc va trong vat 1y gitp ta hiéu duoc yéu cau va dic trung ciia mon
hoc ddi véi cung mot tri thire, tor do co6 cach giang day, truyén dat dé cac mon hoc cb su
twong quan cé thé hd tro 13n nhau, giap hoc sinh dat duoc két qua hoc tap tdt hon.

Duya vao 1y thuyét nhan ching hoc cho phép ching t6i 1am rd mébi quan hé thé ché véi
tr1 thirc va gitra tri thirc vo1 cé nhan nao d6. Tu d6 cho ching toi biét tri thirc xudt hién ¢ dau,
c6 vai tro muc dich gi trong thé ché va viéc hoc tip cua ca nhan vé tri thire bi anh hudng boi
nhiing rang budc nao trong mdi quan hé véi thé ché.

3.1 Chuyén doi didactic

Trong nha truong phé thong, ddi voi mot mon hoc, nguoi ta khong thé day cho hoc
sinh toan bo tri thirc c6 lién quan ma nhan loai di tich lily trong sudt thoi gian ton tai trén dia
cau. Hon nita, dé tri thitc bd mon tré nén co thé day duoc, can phai lya chon, sép xép va tai
cau trac lai nd theo mot kiéu lién két logic, phuc vu cho muc tiéu day hoc xac dinh. Tir tri
thirc bac hoc dén tri thitc toan hoc ma hoc sinh dugce hoc that su c6 su chuyén doi didactic.
Su chuyén doi nay khong chi bao gdm budc chuyén d6i tir tri thirc bac hoc thanh tri thirc can
giang day ma con lién quan dén budc chuyén tir gido an cua gido vién (tri thirc soan giang)

dén tri thirc thuc day (hay tri thirc duoc day).

TRI THUC BAC HOC

A 4

TRI THUC CAN GIANG DAY

A 4

TRI THUC SOAN GIANG

A 4

TRI THUC PUGC DAY




3.2 Hop dong didactic

Hop ddng didactic 13 mot sy mé hinh hoa cac quyén loi va nghia vu ngdm an cta gido
vién va hoc sinh ddi vé6i cac di tuong tri thirc toan hoc dem giang day. N6 1a tap hop nhiing
quy tic phan chia va han ché trach nhiém cta mdi bén, hoc sinh va gido vién, ddi véi mot tri
thire toan dugc giang day. Hop dong chi phdi quan hé giira thiy va trd vé cac ké hoach, cac
muc ti€u, cac quyét dinh, cac hoat dong va danh gia su pham. Chinh hop déng chi ra ¢ tirng
lac vi tri twong hd ciia cac dbi tac ddi voi nhiém vu phai hoan thanh va chi rd y nghia sau sdc
ctia hoat dong dang duoc tién hanh, cia cic phat biéu hodc nhimng 10i giai thich. N6 1a quy
tac gidi ma cho hoat dong su pham ma moi sy hoc tap trong nha truong phai trai qua. Ta chi
c¢6 thé naim duoc y nghia cua nhimg 16i chi dao cach ting xir ctia gido vién va hoc sinh, rat
can cho phan tich didactic, néu biét gan nhirng su kién dugc quan sat vao trong khuon kho
hop dong didactic dé giai thich.

Pé thay duoc hiéu lyc ciia hop dong ta c6 thé theo mot trong nhiing cach tién hanh
nhu sau :

DI1: tao mot su bién loan trong hé théng giang day, sao cho co thé dat nhiing thanh
vién chu chdt (gido vién, hoc sinh) trong mot tinh hudng khac la (ta s& goi tinh huéng d6 1a
tinh hudng pha v& hop dong) bang cach:

- Thay d6i nhimng diéu kién sir dung tri thtrc.

- Loi dung khi hoc sinh chua biét cach van dung mot sb tri thirc nao do.

- Ty d3t minh ra ngoai linh vyc tri thirc dang xét hodc sir dung nhitng tinh hudng ma
cac tri thirc dang xét khong giai quyét duoc.

- Lam cho gido vién d6i mat véi nhitng tng xir khong phu hop véi diéu kién ma ho
mong doi ¢ hoc sinh.

D2: phan tich cac thanh phan cta hé thdng giang day trong thuc té.

— Nghién ctru cau tra 101 cia hoc sinh trong khi hoc.

— Phan tich céc danh gia toan hoc cua hoc sinh trong viéc sur dung tri thurc.

— Phan tich nhitng bai tap dugc giai hodc dugce vu tién hon trong sach gido khoa.

Dac biét, ta cling co thé nhan ra mot sb yéu td cla hop déng didactic dac thu cho tri
thirc bang cach nghién ctru nhitng tiéu chi hop thirc hoa viée sir dung tri thirc vi viée str dung
tri thirc d6 khong chi dugc quy dinh bdi cac van ban hay béi dinh nghia cta tri thirc ma con
phu thudc vao tinh hudng van dung tri thire, vao nhitng uwéc dinh duoc hinh thanh (trén co so

muc ti€u didactic) trong qua trinh giang day. Nhiing ti€u chi x4c dinh tinh hop thuc cua tri



thirc trong tinh huéng nay khong con phu thudc vao ban than tri thirc nita ma phy thudc vao
cac rang budc cta hé théng didactic.

Bit ky viéc day mot dbi twong tri thirc mdi nao ciing tao ra nhitng pha v& hop dong so
v6i ddi tuong tri thirc cii va doi hoi thuong lugng lai nhimg hop déng méi: hoc tap 1a qua
trinh hoc sinh lam quen véi gia tri ciia nhitng sy pha vd nay thong qua thuong lugng voi giao
vién. Theo Brousseau, su thuong luong nay tao ra mét loai tro choi c6 luét choi 6n dinh tam
thoi, cho phép céac thanh vién chinh, nhét 14 hoc sinh, dua ra cac quyét dinh trong mot chimng
muc an toan nao do, can thiét dé bao dam cho ho sy doc 1ap ddc trung cia qua trinh linh hoi.

Viéc nghién ciru quy tic cua hop dong didactic 1a can thiét vi dé chuan bi cho tuwong
lai, giao vién phai xem xét dén qua khir ma hop dong hién hanh 1a dang thé hién thyc té cia
n6. Hop dong ma gido vién tic dong tién trién khong lién tuc, ma duoc tao thanh tir mot
chudi bién ¢ rat nho nbi tiép nhau, twong Gng voi nhimg sy pha v hop dong. Pha v hop
dong 14 nguyén tac cha dao dé co su tién trién mong doi.

3.3 Quan hé thé ché

Khai ni¢m quan hé thé ché dugc Chevallard dua vao tir viée thira nhan réng: “Mot tri
thirc khong ton tai trong mot xa hoi rSng, moi tri thire déu xuét hién & mot thdi diém xac
dinh, trong mot x4 hoi nhat dinh va duoc cim sau vao mot hodc nhiéu thé ché. Cu thé hon,
moi tri thire déu 13 tri thirc ctia mot thé ché va mot tri thirc ¢6 thé sdng trong nhiéu thé ché
khéc nhau.”

Mot dbi twong O duoc coi 1a t6n tai ddi vi mot thé ché I néu c6 mot mbi quan hé R(1,
0) ctia I d6i voi O. Quan hé nay cho biét O xuat hién nhu thé niao va ¢ dau trong I, O giit vai
tro gi trong I va méi quan hé giita O véi cac ddi tugng khéc cia I ra sao.

Ciing tuong tu nhu vay, mot déi tuong tri thirc O tdn tai ddi v&i mot ca nhan X néu co
mdi quan hé R(X, O) ctia X ddi véi O. Quan hé ndy bao gdm tat ca cac tac dong qua lai cia
X d6i véi O nhu X ¢6 thé sir dung O nhu thé nao, hiéu vé O ra sao...

4. Trinh bay lai cau héi nghién ctru

Vi khung 1y thuyét tham chiéu, chung t6i trinh bay lai dudi ddy nhimng cau hoi ma
viéc tim hiéu cau tra 101 chinh 12 muc dich nghién clru cda luan van.

- PBac trung khoa hoc luan cia Ax?

- Mbi quan hé thé ché véi doi tuong tri thirc Ax trong thé ché day hoc Toan hoc va
trong thé ché day hoc Vit 1y?

- Méi quan hé gitta Ax va khai niém vo6 cung bé.



- Khai niém vo6 cung bé trong toan hoc va trong vat ly. Su khac nhau gitta ching.

- Cac quy tic cta hop ddng didactic dugc hinh thanh giita gido vién va hoc sinh khi
tiép can khai niém Ax trong toan hoc va trong vat 1y? Su giéng va khac nhau giita chiing?
Nhitng kho khin va thuan loi ctia hoc sinh khi tiép thu khai niém nay trong hai mén hoc khac
nhau.

S. Phwong phap nghién ciru

Trong pham vi Iy thuyét da trinh bay, dé tim cach tra 10i cac cau hoi trén, chiing t6i s&
thuc hién nghién ctru sau day:

e So lugc qua trinh hinh thanh va phat trién ciia Ax cling cac khai niém lién quan.

e Phén tich Ax va nhitng khai niém c6 lién quan trong mét s6 gido trinh giang day &
dai hoc va mot 6 tai liéu vé lich st toan.

e Nghién ctru tai liéu hudng dan gido vién, bo sach gido khoa giai tich 11, 12 (co ban
va nang cao), by sach vat Iy 10, 11, 12 (co ban va nang cao) dé 1am 5 mbi quan hé thé ché
v6i d6i twong Ax tir d6 dé ra gia thuyét nghién ctru.

e Xay dung cic tinh hudng thuc nghiém dé kiém tra gia thuyét da dit ra.

6. Cau tric cia ludn vin

o M¢ diu

e Chwong 1: Nghién ciru vé Ax trong vat ly
1. Diéu tra khoa hoc ludn vé Ax
2. Phén tich mdi quan hé thé ché véi dbi twong tri thirc Ax
3. Két luan chwong 1

e Chuong 2: Nghién ciru vé Ax trong toan hoc
1. Phén tich mdi quan hé thé ché véi ddi twong tri thire Ax
2. Két luin chwong 2

e Chuwong 3. Thuc nghiém
1. Tém tit két qua 2 chwong dau
2. Phat biéu gia thuyét nghién ciru
3. Thuc nghiém

e Két luin chung



CHUONG L.
NGHIEN CUU VE Ax TRONG VAT LY
1. Diéu tra khoa hoc luiin vé Ax

Mam méng ciia phép tinh vi tich phan da phét sinh tir thoi thuong co trong cac phép
tinh dién tich, thé tich, tim trong tam cua cac hinh. Mot trong nhiing nha toan hoc kiét xuét
ctia Hi Lap, Archimedes (287-212 TCN) d4 c6 nhitng khai niém ban dau vé phép tinh vi tich
phan. Ong d4 1ap cac hinh phang tir nhitng dudng va 1ap cac vat thé tir nhitng mit phang, tinh
dién tich (hodc thé tich) ctia mot hinh (vat thé) bang cach phan chia thanh vo sb hinh (phan
tir) nhé hon. Dén thé ky thtr 17 chil nghia tu ban bit dau hung thinh, nhu cau thuc té cua
cudc séng da thuc day cac khoa hoc chinh xéac phét trién nhanh chong, trong dé ¢6 cac nganh
thién van hoc, quang hoc, co hoc. Su phat trién d6 doi hoi su cai tién co tinh chat quyét dinh
ctia toan hoc. Cac dai luong bién thién, luong vo cung bé ( phan chia v6 han) bit dau xuat
hién, can ¢ nhitng phuong phap chung dé giai cic bai toan cung loai, thiét 1ap mbi quan hé
giita nhirng bai toan thudc loai khac nhau. Tir nhiing y tuéng ban dau cua Archimedes, mot
s6 nha khoa hoc cua thé ky thtt 17 nhu Fermat, Roberval, Descartes, Cavalieri, ... tiép tuc
phat trién, nghién ctru va da dat dugec mot s6 két qua lién quan dén tinh dién tich, tinh thé
tich, d§ dai cung, x4c dinh trong tdm, tinh dugc mot s6 tich phan don gian nhét, tim dugc
nhitng hé thtrc khac nhau dé bién d6i tich phan nay thanh tich phan khac. Tuy nhién, cic két
qua nay chi giai quyét cho nhitng bai toan riéng 18, chua thiét 1ap dudi dang tong quat cac
khai niém co ban ctia phép tinh toan méi va sy twong quan cua ching. Va van dé di duogc
giai quyét khi phép tinh vi tich phan duoc hai nha khoa hoc Newton va Leibniz tim ra.

Sy ra doi cuia phép tinh vi tich phan ciing da giai quyét duoc bdn bai toan 16n cua khoa
hoc thé ky 17 dit ra:

1. Tim tiép tuyén ciia mot dudng cong. Bai toan nay thudc vé hinh hoc, nhung né ¢
nhimg Gng dung quan trong trong khoa hoc. Nghé hang hai phat trién ¢ thé ky thir 17 khién
nhiéu nha khoa hoc quan tdm dén quang hoc, thiét ké cac thau kinh. Dé nghién ctru dudng di
ctia 4nh sang qua thau kinh, ngudi ta phai biét goc ma & d6 tia sang dap vao thau kinh dé ap
dung dinh luat khac xa. Goc can chd ¥ 1a goc gitra tia sang va phap tuyén cia duong cong,
phap tuyén thi vudng goc véi tiép tuyén. Dé xac dinh phap tuyén, nguoi ta phai xac dinh tiép
tuyén. Mot van dé c6 tinh khoa hoc khac nira lién quan dén tiép tuyén ciia mot dudng cong 1a
nghién ctru chuyén dong. Hudng chuyén dong ciia vat thé chuyén dong & bat ky diém nao

ctia quy dao chinh 13 huéng cia tiép tuyén quy dao.



2. Tim d6 dai cia mot duong cong. Chang han nhu khoang cach di dugc cia mot hanh
tinh trong mot thoi gian ndo d6; dién tich cua hinh gidi han bdi cac dudng cong; thé tich cua
nhimg khéi gidi han boi nhitng mat. Cac nha toan hoc ¢6 Hy Lap da dung phuong phap vét
can mot cach rat khéo 1éo, cac nha toan hoc thé ky XVII d3 cai tién dan, va ho nhanh chong
phat minh ra phép tinh vi tich phan.

3. Tim gia tri 16n nhat, nho nhit cia mot dai luong. Nghién ctru duong di cua vién
dan dé phuc vu cho nhu cau quan sy. Khi dan bén tir sung than cong, khoang céch di dugc s€
phu thudc vao goc cua sung tao voi mat dat. Van dé dat ra 13 tim gbc sao cho vién dan di xa
nhat. Nghién ctru sy chuyén dong ctia hanh tinh lién quan dén cac bai toan cuc tri, vi du tim
khoang cach ngan nhat va dai nhat cia mot hanh tinh va mat troi.

4. Tim van téc va gia toc ctia mot vat thé tai mot thoi diém bat ky khi biét vat thé
chuyén dong c6 phurong trinh 1a mot ham sé theo thoi gian. Va nguoc lai, cho gia téc cia vat
thé 12 mot ham sb theo thoi gian, tim van tc va quing duong di dugc.

Sy ra doi cuia phép tinh vi tich phan danh ddu mot bude ngodt quan trong trong toan
hoc, thuc day khoa hoc phat trién nhanh chong, cac ki hiéu va khai niém Ax, dx, “vo cing
bé” da xuat hién nhu thé nao trong qué trinh xay dung phép tinh vi tich phan? Chung toi tim
cau tra 101 nay thong qua viéc nghién ctru cac cong trinh cua Isaac Newton (1642-1727) va
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716).

Nim 1669, Newton giai bai toan tinh dién tich S ctia hinh phang gidi han boi do thi
ham s6 khong am y = f{x), cac truc toa do va dudng thing x = x, (x, > 0). Ong goi cac sb gia
v6 cing bé 1a mémang. Ong xét momang dién tich oS khi x, ting thém mot luong vo cing bé
ky hiéu o. Ong tinh ty s bién thién tic thoi cia dién tich 0S/o tai diém c6 hoanh d6 x, va
nhén thiy ty sd nay bang f{x,). Két qua nay dugc phat biéu bang ky hiéu hién dai 1a S’(x,) =
Sxo).

Leibniz tim ra phép tinh vi tich phan nam 1685, phat trién né6 mot cach doc lap véi
Newton. Ong d3 dung tich phan dé tinh dién tich cta hinh phing giéi han bai dd thi ham sd
f(x) va cac dudong khac bang cach chia dién tich d6 ra thanh nhimg hinh chit nhat vo cing bé
c6 chiéu rong dx va co chiéu dai f(x), sau do cong tat ca cac dién tich hinh chit nhat nho d6

lai v&i nhau ta dugc dién tich cta hinh can tinh.



Nhu vay du khong dugce dinh nghia twong minh nhung trong qua trinh xay dung phép
tinh vi tich phan, cac khai niém momang, sd gia vo cing bé cling da xuét hién . Ki hiéu dx
chi lwong vo clng bé cua x ciing duoc Leibniz sir dung trong qua trinh xdy dung phép cau
phuong. Pbi v6i Leibniz dx 13 thira s6 chi mot kich thudc cua hinh chit nhat vo cung bé,
trong phép bién d6i hinh dx chi su twong duong gitta cac hinh twong tu véi viée chi bién sd
liy tich phan ngay nay, n6 khong phai 14 thira s6 vi phan. Con ki hiéu Ax chi s gia cua
nhiing dai luong bién thién do nha toan hoc Leonhard Euler (1707-1783) sang tao ra vao

nam 1775.

Trong chuong trinh trung hoc phd thong phép tinh vi tich phan dugc trinh bay c6 thé
hién dugc vai tro to 16n ctua nd trong toan hoc va trong vat ly khong? Cac ki hiéu Ax, dx co y
nghia giéng va khac nhu thé nao so véi lich sir cia n6? Chung t6i s& tién hanh phan tich mdi

quan h¢ thé ché véi doi tugng Ax d€ 1am ro cac van dé néu trén.

2. Phéan tich moi quan hé thé ché véi doi twong tri thire Ax

Céac mon hoc khong phat trién mot cach doc lap ma thuong cé mdi quan hé tac dong
qua lai hd trg 13n nhau. Trong d6 c6 thé noi toan hoc va vat 1y 1a hai mén hoc c6 nhiéu anh
huong dén nhau. Nhiéu khai niém trong toan hoc dugc dinh nghia, nghién ctru va phat trién
tor nhitng quan sat hay hién tuong xay ra trong vat ly. Nguoc lai, trong vat 1y cling st dung
nhiéu khai niém, céng thtrc, ki hiéu trong toan hoc vi nd da duoc dinh nghia sin, dé hiéu va
ngén gon. Ax, dx cung céac khai niém dao ham, vi phan xuét hién trong ca todn hoc 1an vat ly.
Trong chuong trinh phé thong, mic du cac ki hiéu va khai niém trén dugc xay dung va dinh
nghia chinh thic trong toan hoc nhung ching lai xuét hién trong vat 1y sém hon. Vay trong
chuong ndy chung t6i nghién ctru mdi quan hé thé ché cua Ax trong chwong trinh vat 1y phd
thong xem trong vat 1y Ax cung cac khai niém lién quan dugc xay dung va dinh nghia nhu
thé nao? Bo sach ma chung t6i chon dé nghién ctru trong chwong nay 13 bd sach gido khoa
vat 1y hién hanh ban co ban va ban nang cao. Sau d6 trong chuong sau ching t6i s& tién hanh
nghién ctru mbi quan hé thé ché cia Ax trong chuong trinh toan hoc va so sanh chung voi
nhau. Viéc tim hiéu va so sanh Ax trong toan va trong vét Iy noi riéng hay cac khai niém ki
hiéu duoc str dung trong nhiéu bd mén néi chung giup cho gido vién bd mon toan trong khi

giang day céc kién thirc d6 c¢6 thé luu ¥, nhan manh, mo rong kién thirc, khong chi dap tmg



nhu cau cia bd mén ma con hd tro cho cac mon hoc khac, ting cudng tinh lién mon giira cac
mon hoc.
2.1. Ax trong bd sach gido khoa vat Iy THPT chuin [C]

Trong chuong trinh vat 1y 16p 10 ban co ban, nhitng dai luong c6 dang Ax nhu As, At,
Av, ... dugc dua vao khi hoc bai Chuyén déng théing bién doi déu cu thé khi xét van tdc tirc
thoi.

Dé c6 thé dinh nghia chinh xac cac dai lugng tirc thoi nhu van tde tic thoi, gia tde tic
thoi, ...ta phai dung kién thic gidi han trong toan hoc. Nhung van dé dit ra 1a gioi han dugc
hoc trong toan hoc & chuong trinh 16p 11 trong khi d6 van tde tire thoi, gia tde tire thoi, ...lai
duogc hoc trong vat Iy ngay tir dau 16p 10. Nhu vy ta xem [C] 1am sao c6 thé dua vao cac dai
lwong nay ma khong st dung dén kién thirc gidi han.

Trong bai Chuyén déng thing déu, sach giao khoa quan tdm dén thoi gian chuyén
dong t = t, — #; va quing dudng di duoc s = x, — x| trong khoang thoi gian ¢ d6. Pén bai
Chuyén djng thang bién doi déu, sach gido khoa viét: “/...] Ta phdi tim xem trong khodng
thoi gian rdt ngan At, xe doi dieoe mét doan dwong rdt ngdn As bang bao nhiéu”. Nhu vay,
sach gido khoa ciing xem xét thoi gian chuyén dong va quing duong di duoc nhung khi gia
tri ctia chiing rat bé thi ki hiéu duoc sach gido khoa thay ddi tir s, ¢ thanh As= s - 5, At = ¢ -

t,. Pén khi noi vé gia toc thi sach gido khoa chi xét gia toc cuia chuyén dong thang bién doi

déu 1a dai luong khong thay dbi va a :i—:, lac nay khong noi 1 gia tri Av, At nhu thé nao.

Chung t6i gia dinh rang trong trudng hop nay, sich gido khoa van ngdm xem Av, At 14 nhiing
dai luong c6 gia tri rat bé mic du Av, Af c6 thé nhan gia tri tuy y vé mit toan hoc.

Gia dinh cua chung t6i duoc khang dinh trong bai Chuyén déng tron déu. Khi dé cap
dén tdc do dai va tdc do gbc, gia tbe huong tam As, Av va At dugc xem xét cling mang gia tri
rat bé:

“Goi As la do dai cua cung tron ma vat di dwoc tie diém M dén diém M’ trong khoang

thoi gian rat ngdan At. Khodng thoi gian nay ngdn dén mire c6 thé coi cung tron nhu

mot doan z‘hcfng”.

Nhu véy trong sach vat Iy 10 ban co ban , khai niém s6 gia thong qua cac ky hiéu hinh

thire As, At, Av véi gia tri rat bé, cho phép dinh nghia tam thoi cac khai niém vdn toc tire



thoi, gia toc ma khong can dén khai niém gidi han nhung van dam bao, trong mot ching
muc nhat dinh, d6 phu hop voi thuc té.

Bay gid ta xem xét quan diém Ax co gia trj rat bé ndy c6 duoc thdng nhat trong toan
bd sach cua [C] hay khong. Trong bai Sudt dién dong cam ikng sich gido khoa Vat Iy 11
trong phan trinh bay vé dinh luit Fa-ra-day

“Gid sir trong mach kin (C) dat trong mét tir truong, tir thong qua mach bién thién
mot lwong AD trong mot khoang thoi gian At. Gid sir sy bién thién tir théng nay dwoc thie
hién qua mot dich chuyén nao do cua mach. Trong dich chuyén nay, luc tw tac dung lén
mach (C) da sinh ra mét cong AA. Nguoi ta chirng minh dwoc rang

AA =iAD
voi i la cwong do dong dién cam ung. Theo dinh ludt Len-xo, luc tw tac dung lén mach (C)
luén can tré chuyén dong tao ra bién thién tir théng. Do dé AA la mét cong can. Viy dé thuc
hién su dich chuyén cua (C) (nhdm tao ra sy bién thién cia @) phai co ngogi luc tac dung
lén (C) va trong chuyén doi néi trén, ngoai e

AA'=—-AA4 =—-iAD

[...] AL = eiAt

So sanh hai cong thirc cua AA’ ta suy ra cong thure cua sudat dién dong cam ung

AD s
¢.= -5 (24.3)

c

A4, A® luc nay tuy khong dugc dinh nghia cu thé nhung n6 dung dé chi luong cong
va tir thong sinh ra trong khoang thoi gian At nén ta cling ngam hiéu né 1a hiéu cta hai dai
luong AAd = A;- A,, A@ = @ ;- @,. RS rang trong phan nay cac dai luong chi sd gia A4, AD,
At khong ham v 13 rat bé nita ma c6 gia trj tuy y. Nhu vay quan diém Ax c6 gia tri rat bé
khong dugc thdng nhit trong toan bd sach [C]. Luc dau Ax duge dwa vao nhu mot giai phap
dé giai quyét cac van dé tirc thoi khi ma gidi han chua duoc gidi thiéu do d6 nd cé gia tri rat
bé. Sau d6 khi khong gip cac van dé tic thoi nita va cong cu gidi han da duoc gidi thiéu thi
Ax lai co gia tri tuy y.

Trong bai Phdng xa sich gido khoa vat 1y 16p 12 cu thé trong phan dinh luat phong xa
trang 190

“ Ta xét mét mau phong xa co N hat nhan tai thoi diém t. Tai thoi diém t + dt, s6 hat

nhan do giam di va tro thanh N + dN voi dN < 0.



S6 hat nhdn di phan hiy trong khodng thoi gian dt la - dN; so ndy ti 1é véi khodng
thoi gian dt va ciing ti 1é véi s6 hat nhdan N ¢6 trong mau phéng xa:

dN = A Ndt
.. Vay ta co'd—Nz —Adt
N

Goi N, la s6 hat nhén ciia mau phong xa t6n tai vao lic t = 0, muén tim sé hat nhan N
vdo lic t > 0 ta phdi tich phdan phwong trinh trén ( tich phdn theo t tir 0 dén 1):

[ = j Adt”

N, 0

Thong thuong sach gido khoa dung At dé chi khoang thoi gian va AN dé chi s6 hat
nhén phan ri trong khoang thoi gian A¢ nhung trong phan trinh bay trén sach gido khoa dung
ki hiéu dt dé chi khoang thoi gian va - dN dé chi sé hat nhan phan ri trong khoang thoi gian
d6. Bai Phdong xa xuit hién trong chuong trinh 16p 12 lic nay ki hiéu dx da dugc gidi thiéu
trong toan hoc & bai Vi phdn 16p 11. Trong toan hoc thi Ax = dx con trong vat ly ta xem thu
Ax va dx c6 mbi quan hé nhu thé nao? Khoang thoi gian trong phan trinh bay trén khong yéu
cau rat bé ma co thé nhan gia tri tuy y. Tai sao sach gido khoa khong str dung cac ki hiéu Az,
AN phai ching & ddy da c6 sy dong nhat dr véi At, AN v6i AN. Mt khac viée sir dung ki hiéu
dt, dN thay cho Az, AN va dung tich phan dé tinh s6 hat nhéan ciing 3 chuyén pham vi nghién
ctru tr hitu han ro1 rac sang lién tuc.

Ta cling bat gap ki hiéu dx trong chuong III : Dong di¢n xoay chiéu sach giio khoa
vat 1y 16p 12 cu thé ki hiéu dx xuit hién trong bai Pai cuong vé dong dién xoay chiéu trang
63 “Liic t > 0, tir théng qua cudn ddy cho boi @ = NBScosa = NBScoswt vdi N ld s6 vong
day va S la dién tich méi vong Vi tir thong @ qua cudn ddy bién thién theo t nén trong cudn
day xudt hién sudt dién dong cam ung duoc tinh theo dinh ludt Fa-ra-day

e = _a;l_(f: NBSwsinwt (12-2)”

@ 1a tir thong qua cudn day tai thoi diém t, twong Gng e 13 suat dién dong cam ung tai

thoi diém t. Dng ra suét dién dong cam tng trong cong thirc 12.2 phai duoc trinh bay rd ra

\ . AD . A 1 r1:a. dD A , | X 1.3

la e= im%)(— E) =-®'(t)= NBSsinwt. Nhu vay ki hi¢u o trong cong thirc 12. 2 dung dé chi
t—

dao ham ctia @ theo bién t. Vi cach trinh bay dé, so sanh cong thirc (24.3) va (12.2) cung 1a



dinh luat Fa-ra-day vé suat dién dong cam tng suy ra —AA—q; = _a;_dt) (khi khoang thoi gian At

rat bé )ta thdy & day sach gido khoa da dong nhat AD véi dd, Az véi dr khi Af rat bé.

V& gia trj duong am cta cac dai lugng c6 dang Ax thi c6 nhitng dai lugng ludn mang
gia tri dvong nhu khoang thoi gian A¢, quing duong di duoc As, con Av > 0 néu vat chuyén
dong nhanh dan déu va Av <0 néu vat chuyén dong chdm dan déu hay trong dinh luat phong
xa néu trén AN = dN < (. Nhu vay Ax c6 gia tri duong am tuy y.

2.2. Ax trong b sach giao khoa vat ly THPT nang cao [N]

Trong chuong trinh vat 1y 16p 10 ban nang cao, Ax dugc dua vao ngay khi hoc bai Vin
toc trong chuyén dong thing, chuyén dpng thing déu va duoc “dinh nghia” 13 Ax = x, —x;:
gia tri dai s6 cuia vecto do doi, At = £, — ¢; 1a thoi gian thuc hién d doi. Mac du Ax = x, —x;:
gia tri dai sb cua vecto d6 doi nén c6 thé mang gia tri duwong hodc 4m nhung vi du minh hoa
Ax = x, — x; = 6cm mang gia tri dwong va bai tip 4 trang 17 sau bai hoc yéu cau tinh van tdc

tinh véan tdc trung binh cho timg doan duong 10m di cho bang gia tri nhu sau:

Ax(m) | 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

At(s) |8 8 10 10 12 12 12 14 14 14

Ax, At cho trong bang 13 cac s dwong va khong phai 1a gia tri bé (theo nghia thong

thuong). Tuong tu, khi dinh nghia van toc trung binh v, =nTh

P— :% thi Ax, At cling mang
gia tri tuy y.

Trong thuc té, phu thudc vao nhiéu diéu kién khac nhau, chit diém khong bao gid
chuyén dong th:fmg déu va ta lai mudn biét 46 nhanh cham cua chuyén dong tai mot thoi
diém cu thé. Khi d6 ta xét van tdc trung binh ciia chat diém chuyén dong thang trong khoang
thoi gian tir ¢ dén ¢ + At véi At rat nho, “nhd dén mirc gan bang 0”. Luc nay van tdc trung

binh dé dac trung cho do nhanh cham va chiéu cua chuyén dong va duoc goi tén la van tde
tie thoi tai thoi diém £ v= % (khi At rat nho, “nho dén mutrc gan bang 07). “Van tdc tirc thoi

v tai thoi diém ¢ dic trung cho chiu va d6 nhanh cham cua chuyén dong tai thot diém do”.

Pén bai “Chuyén dong thang bién ddi déu” khi xét gia téc cuia chuyén dong thi gia téc trung



binh a, = % = i—‘; , Av, At ciing khong yéu cau phai rat bé. Néu Af trong cong thirc trén rat
274

nho thi ta dugc gia tdc tirc thoi.

Ta ciing nhén thiy rang thuc ra vén tdc tirc thoi ciia mot chuyén dong tai mot diém

trén quy dao phai 1a giéi han cia ti s6 i—j khi Az tién dén khong, tirc 1a dao ham cua s theo ¢

tai thoi diém ma ta dang xét. Tuy nhién, khai niém gidi han va dao ham chua dugc hoc trong
chuong trinh toan & 16p 10. Do d6 sach gido khoa chon cach trinh bay xem van tdc tirc thoi
1a thuong sb cua quang dudng rat ngan di qua diém ma ta xét va khoang thoi gian rat ngin dé
di quang duong do.

Néu trong toan hoc thuong yéu cau tinh toan va cho ra két qua dung thi trong vat ly
thudng chip nhan cac cac tinh toan véi két qua gan dang. Do d6 véi cach trinh bay nay hoc
sinh ¢ thé nidm dugc ¥ nghia clia cac dai luong ma van tranh duoc cac khai niém gidi han,
dao ham chua duogc gidi thiéu. Pén chuong trinh 16p 12, ta lai bat gap ki hiéu Ax trong bai
Chuyén dpng quay ciia vit rin quanh mét truc cé dinh. Lic ndy, Ax khong duoc dinh
nghia 1a x, — x; nhu trén ma dugc gidi thi¢u nhu mot dai lugng tuy y, khong phu thudc vao
bién sd.

“O thoi diém t, toa dé goc cua vt la ¢. O thoi diém t + At toa dé goc cua vt la ¢ +
A@. Nhwe vdy, trong khodng thoi gian At, goc quay cua vdt la A

Téc dg géc trung binh ciia vét ran trong khodng thoi gian At : o, = i—f

£ A , N e 3.4 , . N . . A A .
Toc do goc tue thoi o mot thoi diem t dwoc xac dinh bang gioi han cua ti so A—¢ khi
t

At tién dan dén 0. Nhw vdy:
= Tlim 22 :cfl—(tp hay o =¢@’(t) ”

O thoi diém nay cac khai niém gi6i han, dao ham hoc sinh d3 duoc hoc trong toan, do
d6 n6 ciing dugc tng dung trong vat Iy dé co cac khai niém chinh xac hon vé mit khoa hoc.

Toan hoc chuong trinh trung hoc phd théng 11 dao ham cua ham sé ¢(z) ki hiéu 1a

@’(t), ki hi¢u dao he‘lmc;—(f chi dao ham cua ham sé ¢ theo bién t khong dugc dua vao. Do do

voi cach trinh bay o= lim % :‘2—‘;’ hay @ =¢’(1)” ta ngdm hiéu dp = Ag, dt = At khi ma Az



c6 gia tri rat bé. Khi do % khong hoan toan 13 ki hiéu ma con c6 thé hiéu 1a mot thuong sb.

Piéu nay dugc thé hién trong bai Momen déng lwong - Pinh ludt bio toan momen dong

luong

DYy
dt

Trong trieong hop momen qudan tinh I khéng doi, ta cé thé viét

_ d(w) ,
dt

M

Hay “F =ma =m %:% = %

Trong bai Phong xa trang 271:

S6 hat nhan tai thoi diém t: N(t) = N,e™

Do phong xa dac trung cho t6c do phong xa, duoc xac dinh bcing s6 hat nhén phdn ra
trong mot gidy.

Do phong xa cua mot lvong chat phong xa: H = -% =A Noe'/uu
)\ \ hY ~ ~ \ 4 14 7 . ~ \ r A AN
At trong phén trinh bay trén khong ham y c6 gia tr1 vé cung bé. Tuy nhién N trong
biéu thirc trén lai 1a dao ham cta N() . Nhu vy sach giao khoa da viét % thay cho cach
.z, dN , . ~ 2X A ‘o
viét o suy ra sach gido khoa da dong nhat AN, At v6oi dN, de
3. Két luan chwong 1

Trong vat 1y, Ax dugc dua vao khi hoc co hoc nghién clru céac chuyén dong cua chat
diém, Ax duoc dung dé chi s gia cua mot dai lugng nao do va co thé dugc dinh nghia Ax =
X>-Xx;, Ax =x—x,

Trong vat Iy Ax 1a mdt dai luong c6 don vi.

Cac mén hoc ¢6 mdi twong quan hé trg 14n nhau, trong chwong trinh trung hoc phd
thong, mot s6 dai luong vat 1y nhu van tde tire thoi, gia tde tire thoi, ...dé duge dinh nghia
chinh xac can st dung cac khai niém vé gi61 han, dao ham trong toan hoc. Cac khai niém vé
gi61 han, dao ham cac em hoc sinh dugc hoc trong chuong trinh 16p 11, trong khi d6 céc dai
luong van tdc tirc thoi va gia tdc tirc thoi cac em duge hoc dau nam 16p 10. Pé giai quyét

A aXA s S 1 1A s ./ ) re 1 A As Av SN e e, A S
van dé nay, ca hai bd sach giao khoa déu xét céc ti so R khi ma gia tri cua Af vd cung
t t



2% ¢¢

bé. Nhu vay ¢ ddy ta thdy xuat hién khai niém “vo cing bé”, “vo cling bé” trong vat 1y dugc
hiéu theo nghia thong thudng tirc 1a gia tri d6 rit bé, bé khong dang ké, bé dén mirc gan bang
0, cach hiéu nay khac véi “vo cing bé” dugc dinh nghia chinh xac trong toan hoc ma ching
t61 da ting dé cap.

Mic du ca hai bo sach déu xem xét céc ti sé%,% khi ma gia tri cua Az vd cung bé

nhung ta nhan thay c6 su khac nhau giita hai bo sach: trong [C] cac ki hiéu As, Av, At duoc
dua vao dé phuc vu cho cac van dé tic thdi nhu van toc tie thoi, gia tde tire thoi... do d6
ngay tir ddu cac dai luong da duoc hiéu 1a ¢ gia tri vo cing bé. Tuy nhién, vé sau thi cac dai
luong nay lai mang gia trj tiy . Trong khi d6 trong [N] cac dai luong As, Av, At tir dau da co
gia tri tuy y va né chi c6 gia tri vo cung bé khi duogc chi rdo ma thoi.

dx dv ds

Trong vat 1y thuong dung cac ki — I dé chi dao ham thay vi sir dung céc ki hiéu

x’(1), v'(t), s’(t). Theo chung t6i 13 do cac dai lwong vat Iy c6 don vi , cach biéu dién nay giup

ta thay duoc don vi ctia chiing, hon nita v6i cach ghi ax ﬂ Z— chung ciing ¢ thé duge xir Iy

dt’ dt

nhu thuong sd.
Chua co6 su thong nhat trong mdi quan hé gilta dx va Ax : d6i khi dugc xem 1a Ax

nhung ciing c6 lac dx chi ddng nhat voi Ax khi Ax c6 gia tri rat bé.



CHUONG II.
NGHIEN CUU VE Ax TRONG TOAN HQC
1. Phén tich mdi quan hé thé ché véi ddi twong tri thirc Ax

Trong chuong niy chung toi s& xem xét trong toan hoc Ax dugc dua vao nhu thé nao,
phuc vu cho nhiing tri thirc nao va mot s6 khai niém c6 lién quan dén Ax. Bo sich ma ching
t6i chon nghién ctru trong chuong nay 1a Pai s6 va Giai tich 11 ban co ban va ban nang cao,
Giai tich 12 ban co ban va ban nang cao cua chuong trinh hién hanh.

1.1. Ax trong chwong trinh trung hoc pho théng

1.1.1. Phéan Iy thuyét

Trude hét chung t6i xem xét trong chuong trinh toan ¢ truong trung hoc va nhan thiy
Ax bat dau xuét hién khi hoc sinh duge hoc khai niém dao ham cta ham sé tai mot diem.

Pé dua vao dinh nghia dao ham ctia ham s6 tai mot diém, ca hai bo sach gido khoa Pai
s0 va Giai tich 11 co ban va nang cao déu gidi thiéu bai toan vat 1y lién quan dén chuyén
dong ctia mot vat, trong d6 quan tAm dén vén tdc trung binh cua vat: “ Hoat dong 1: Mot
doan tau chuyén déng thang khoi hanh tir mét nha ga. Quéng dwong s (m) di dwoc ciia dodn
tau la mot ham s6 ciia thoi gian t (phit). O nhitng phit dau tién, ham sé d6 la s = . Hay
tinh van téc trung binh cua chuyén dong trong khoang [t;t,] voit,= 3, t=2;t=25,t=29;
t = 2,99. Néu nhitng nhdn xét vé két qua thu dwoc khi t cang gan t, = 3” (SGK 11 CB). Vian
dé dat ra vat chi chuyén dong thang déu trong nhiing diéu kién 1y tudng cta thi nghiém,
trong thuc té vat thuong khong chuyén dong thang déu, ma ta lai quan tim dén van toc cua
vat tai mot thoi diém ¢, nao do, vay lam sao dé tinh duoc van tdc cua vt tai thoi diém 7, cn
khéo sat. Qua hoat dong 1 dugc néu ra dau bai, hoc sinh s€ nhan théy van tdc trung binh cua

s(1)—s(,)

doan tau ————== cang gan vdi van toc cua doan tau ¢ thot diém ¢, néu khoang thoi gian
1—1,

xem xét cang nho. Nhu vay, din dén nhu ciu tinh limw. Trong nhiéu bai toan vat Iy

-, t_to

va hoa hoc khac ciing din dén viée phai tim gi6i han 1im 2=/ %) 4 46 dua ra khai niém
X*)XU x — xo
dao ham.
Dinh nghia dao ham:

“Cho ham s6 y =f{x) xac dinh trén khoang (a;b) va diém x, € khoang (a;b).



ACIRPACH)
—

o

Néu t6n tai giéi han (hiru han) lim thi gi61 han d6 duoc goi 1a dao ham cua

X*)XO

ham s y =f{x) tai diém x,, ki hidu 13 £(x,) (hodc y'(x,)), tirc 13: £'(x,) = tim L 0=/ () (1) »
XX, X—X

Pai luong Ax = x - x, duoc goi 12 s6 gia cta d6i s6 tai diém x,

Dai luong Ay = flx,+Ax)- fix,) duge goi 1a sb gia ctia ham sé tng véi sb gia Ax tai
diém x,. Nhu vay :

flx,)= hm (2)

Néu quy tic tinh dao ham bang dinh nghia theo cong thic (2)

Piém khac biét giita hai bo sach CB va NC trong phan nay 1a bd sach ning cao co
thém phan chi y vé Ax :

“S6 Ax khong nhat thiét chi mang dau duong

Ax va Ay 1a nhiing ki hiéu khong nén nham 14n rang : Ax 1a tich ctia A vdi x, Ay 1a tich
cua A voiy”

Trong dinh nghia ham s6 y= f (x) xac dinh trén khoang (a,b), x, € (a;b) nhu viy x la
mot dai lwong bat ki nim trong khoang (a;b). Tir d6 khi dit Ax = x - x, thi Ax phai 1a mot dai
lugng c6 gia tri tly ¥ mién sao cho x, + Ax thudc vao khoang (a;b) dang xét. Theo dinh
nghia duoc dua ra nhu trén, dé tinh dao ham ta c6 thé sir dung mot trong hai cong thirc (1)
hodc (2).

Vi du: Tinh dao ham cta ham sb y = x tai x,=2.

f(2)=4 Dt f{x)= «*
2

lim =S @)y, ¥ =4 Ay=f(x,+Ax)-f(Xo)

x—2 X — 2 x—2 X — 2

—limx+2=4 =(2+Ax)* -2* =Ax(4+Ax)

x—2

Vay f(2)=4. tim 2 — lim (4+ Ax) = 4
Ax—0 Ax Ax—0
Vay f(2)=4.

viéc tinh dao ham dugc dua veé viéc tinh gidi han

Véi cong thuce f'(x,) = lim SO - fx,)
XX, X—Xx

lmM, day 1a bai toan gi6i han quen thudc da dugc hoc sinh tiép xtic va tinh toan
X=X, X=X,

thudng xuyén trong bai Gidi han ham sé di duoc hoc trude d6. Con viée tinh dao ham bang



cach st dung cong thuc f'(x,) = lim % 12 mot cong viée khong don gian d6i v6i hoc sinh. Vi

cac ki hiéu Ax , Ay 1a cac ki hiéu twong déi la ddi v6i hoc sinh, sir dung cong thirc nay dé tinh
dao ham hoc sinh kho hinh dung ra su di chuyén cta x dén x, khi Ax — 0. Hon ntra, tinh dao
ham bang dinh nghia chi duoc ap dung trong bai dau tién ctia chuong Pao ham, sau do cac
em chu yéu van dung cac cong thirc va qui tic dé tinh dao ham. Do d6 trong chuong trinh

pho thong khi day cach tinh dao ham bang dinh nghia nhiéu gido vién hudng dan hoc sinh

tinh theo cong thirc f'(x,)= limM bo qua viéc gidi thiéu cac ki hi¢u Ax, Ay. Nhu
X—)X” x-x

vay thi tai sao ca hai bo sach co ban va nang cao déu néu qui tic tinh dao ham bang dinh
nghia thong qua cong thitc ¢6 chira Ax, Ay? Theo ching t6i mot phan 1a do khai niém dao
ham dugc x4y dung trong chuong trinh pho théng xuét phét tir bai toan vat 1y 1a tim van tdc
tire thoi cia chuyén dong hay tim cuong do dong dién tic thoi. Bai toan nay hoc sinh di gip
trong chuong trinh vat 1y nam 16p 10 nhu ta da phan tich trong chuong 1. Khi dé ki hi¢u Ax
cling da duoc gidi thiéu nhu mot giai phap thay thé cho kién thirc gidi han hoc sinh chua
dugc hoc. Cac mon hoc cé su tuong tac qua lai, do d6 khi gap lai van dé nay trong toan hoc,
sach gido khoa stir dung lai ki hiéu Ax da duogc gidi thi¢u trudec do trong vat 1y. Céac ki hi¢u
Ax, Ay, cac khai ni¢ém $6 gia cua bién s, sb gia cia ham s6 dén thoi diém nay mdi dugc dinh
nghia chinh thic. Nhu vady viéc dua vao cac ki hi€u Ax, Ay giup thu gon cach viét, cac ki
hiéu nay duogc goi tén 1a s6 gia cua bién s tai diém x,, s6 gia ciia ham sb (mg véi sb gia Ax
tai diém x, va duoc “dinh nghia” bang cach qui udc:

Ax = x —xo; Ay = flxo + Ax) — f(x0)

Cach dinh nghia Ax nay ciing thong nhat véi Ax da duogc gidi thiéu trude d6 trong vt
ly.

Nhu da phan tich ¢ trén, viéc dua vao cac ki hiéu Ax, Ay it nhiéu gay khoé khan cho
hoc sinh va hoan toan co thé tinh dao ham bang dinh nghia ma khong phai sir dung céc ki
hi€u nay. Vay ngoai viéc thu gon cach viét, Ax duoc dua vao con nham vao muc dich nao
khac nira khong? Sau khi hoc xong dao ham, hoc sinh dugc hoc khai ni¢m vi phan 1la mdt
khai niém quan trong trong toan hoc. Dinh nghia vi phan c6 sir dung ki hiéu s gia Ax, do d6
viéc gi6i thidu Ax trude d6 1a can thiét. Hon nita, vi du m& dau duge gidi thiéu trude khi hoc

khai niém dao ham cho thay ta quan tam dén van toc cia vat tai mdt thoi diém x, cu thé. Bai



Pinh nghia va y nghia ciia dao ham ciing dit ra va yéu cau tinh toan tai mot diém x, cu thé.
Do d6, khi dit Ax = x — x, suy ra x = x, + Ax hay Ay = f{x, + Ax) - f{x,) ta d& dang biéu dién
cac dai luong khac qua dai luong x, can quan tAm. Tir @6 khi chuyén d6i twong can quan tim
1a mot dai lwong x, cu thé sang mot x tiy y thi x — x,, f{x)- f{x,) tuong ng s& chuyén thanh (x
+ Ax) — x va f{x + Ax) — f{x) ma khong can dat thém dai lugng méi hoc sinh van c6 thé tiép
nhén dugc mot cach dé dang. Hon nira, tir nhitng bai toan thuc té va vat 1y dan dén khai niém
dao ham cta ham s6 tai mot diém x, ta thuong quan tim dén nhimg gia tri x ma lx—x,| rat nho
nén viée st dung ki hiéu Ax véi |Ax|tat bé cho phép ta biéu dién x, + Ax 1a dai lugng rat gn
v6i x,, nam trong 1an cén cta diém x, hay mé rong ra x + Ax 13 dai luong rat gan véi x. Vi
cach dinh nghia Ax = x — x, nhu sach gido khoa dua vao cung voi y nghia cua bai toan dat ra
nham gi6i thiéu khai niém dao ham, hoc sinh c6 thé tiép nhan khai niém mot cach tu nhién,
dé hiéu. Nhung cach dinh nghia d6 dé lam cho hoc sinh nham 1an Ax 13 mot dai luong phu
thudc 1€ thudc vao vao x va x,,.

O trang 189 (SGK 11 NC), khi tinh dao ham ctia ham s y = x° trén khoang (-c0; +o0),
sach gido khoa da sir dung mot cach viét Ay hoan toan khac voi “dinh nghia qui wéc” da néu.
Thay vi viét Ay = (xo + Ax)’ — x,° (VSi xo 1a mét sb thyuc tiy ¥), sau d6 ap dung qui tic tinh
dao ham bé‘mg dinh nghia dé tinh dao ham cua ham s6 tai diém x, tuy y tir d6 suy ra dao ham
ciia ham s6 y = x°, sach gido khoa viét Ay = (x + Ax)’ — x’. Va ta ciing nhan thay, tir lic nay
tr¢ di, sach gido khoa ludn theo cach viét nay dé xay dung coéng thirc tinh dao ham ctia mot
s6 ham s6 thuong gip. V& mit ban chit, Ay trong cach viét sau chinh 13 sb gia ctia ham sb tai
diém x tmg véi s6 gia Ax; x da thay thé vai tro cua xo va do d6 Ax khong con 14 x — xo nira. O
day da c6 mot budc chuyén trong yéu cau nhan thirc, tir Ax 13 s6 gia ctia bién sd tai mot diém
x, cu thé sang Ax 1a sb gia ciia bién s6 tai mot diém x tiy y. Khi d6 Ax dugc hiéu 1a x” —x va
tuong (mg Ay s& 1a f{x’) —f{x), ttrc 1a khi bién sd x bién thién mot lugng x’ — x thi ta s& xem
xét ham sb y = f{x) s& bién thién mot luong f{x’) —f{x) nhu thé ndo so véi luong bién thién
cta x. Nhu vy viée st dung ki hiéu Ax gitip cho viéc chuyén tir tinh dao ham ctia ham sb tai
diém x, da biét gia tri sang xay dung cong thirc tinh dao ham cia ham s6 tai mot diém x tuy
v d& hiéu va gon gang. That vay, sau bai khai niém dao ham, hoc sinh hoc cac qui tic tinh

dao ham, cong thirc tinh dao ham ctia mot s6 ham s6. Chung t61 nhan thay tat ca cac cong



thirc va quy tic tinh dao ham duoc xay dung va chimg minh trong sach gido khoa déu sir

dung cong thirc f'(x) = lim % chtr khong str dyng cong thue f'(x,) = lim SO/
Ax— X—x

Trong chuong 1 ngoai ki hiéu Ax dung dé chi s gia cua mot dai lugng bién thién nao
d6, d6i khi dx ciing dugc sir dung thay thé cho Ax. Khong nhu Ax dugc st dung trude trong
vat 1y rdi moi dugc gidi thiéu chinh thirc trong trong toan hoc, dx st dung trong vat 1y trén
co so da dugc gidi thi¢u trong toan hoc & bai Vi phan. Do dé bay gio ta xem xét khai niém vi
phan dugc xay dung trong todn hoc nhu thé nao, mbi lién hé gitta Ax va dx dugc thiét 1ap
chinh thurc ra sao?

Sach gido khoa 11 co ban néu hoat dong 1 “ Cho ham sb f (x) = \/;c , X, =4 vaAx =
0,01. Tinh f” (x,)Ax . Sau hoat dong 1 sach gido khoa néu dinh nghia vi phan cua ham s
Cho ham sb y = f (x) xac dinh trén khoang (a;b) va c6 dao ham tai x € (a;b). Gia sir Ax 1a b
gia ctia x. Ta goi tich f” (x) Ax 1a vi phan ctia ham s y = f'(x) tai x ng véi s6 gia Ax, ki hiéu
1a df (x) hodc dy

dy=df (x) =f" (x) Ax

Ap dung dinh nghia trén vao ham s6 y =, ta c¢6

dx = (X")Ax = Ax

Dodody=df(x) =f (x) dx”

Sau d6 1a tng dung vi phan vao phép tinh gan dang

oy e AY

V6i [Ax|di nho thi % ~ f'(x,) hay Ay~ f'(x,)Ax

T dosuyra f(x, +Ax)— f(x,)~ f'(x,)Ax hay f(x, +Ax)~ f(x,)+ f'(x,)Ax

Sach gido khoa 11 nang cao dua vao khai ni€ém vi phan theo trinh tu nhu sau:
Néu bai toan din dat: Vi |Ax|dii nho thi % ~ f(x,) hay Ay~ f'(x,)Ax

Dinh nghia vi phan cta ham sb tai mot diém: dfx,) = f'(x,)Ax

Ung dung vi phan vao phép tinh gan dung

Dinh nghia vi phan ctia ham s6

Qua cach trinh bay cua hai bd sach ching t61 rat ra mét s6 nhan xét nhu sau:



e Séch gido khoa 11 chuan dua vao khai niém vi phan twong d6i nhe nhang. Hoc
sinh chua thdy dugc méi lién hé gita phép tinh gan dung va vi phan.

e Séch gido khoa 11 nang cao ¢ ging giup cac em thdy dugc co s cua viée dua
vao khai niém vi phan. Phép tinh gan dung 13 dya vao vi phan ctia ham sé tai mot diém x,, do
d6 sach giao khoa dinh nghia vi phan ctia ham sé tai mot diém sau d6 méi dinh nghia vi phan
ctia ham so.

e Vi phan cta ham s6 tai mot diém 13 dai lugng phu thudc tuyén tinh vao Ax, vi
phan ctia ham s f1a dai luong phu thudc vao ca x 1an Ax, nhung ki hiéu dffx,), df(x) khong
thé hién dugc dic diém nay.

e Ki hiéu dao ham ctia ham sé y = f{x) trudc d6 duoc ki hiéu 14 £°(x). Trong vat Iy

thuong hay st dung ki hi¢u Z—f dé chi dao ham cua ham f theo bién x nhung sau khi hoc bai
X

vi phan, ca hai quyén sach co ban va nang cao déu khong gidi thi€u ki hiéu nay. Nhu vay

viéc sach giao khoa vat ly st dung ki hi¢u Z— dé chi dao ham cang khang dinh rang sach gido
X

khoa da xem Zl nhu mot thuong sb dugc suy ra tir cong thire vi phan dy = df (x) =1 (x) dx
X

Sau dinh nghia vi phan sach gido khoa quan tim dén viéc tng dung vi phan vao phép
tinh gan duong. Truéc ddy, nguoi ta dung coéng thic tinh gin dung
f(x, +Ax) ~ f(x,)+ £(x,)Ax (*) nhu mot cong cu dé 1ap cac bang tinh gan dung. Ngay nay, v6i
cong cu may tinh bo tui dd phd bién dbi véi hoc sinh, viéc sir dung may tinh dé tinh gan
dung s& hiéu qua hon rat nhiéu.Vi du : Tim gia tri gdn dung cta /0,996 . V4i cong cu may
tinh bo i, hoc sinh dé dang c6 dugc két qua /0,996 ~0,998. Néu sir dung cong thirc tinh gan

dang (*) hoc sinh s& lam nhu sau:

) == f1(x) = ﬁ dit x,=1 va Ax = -0,004

0,996 ~+/1 +ﬁ.(—0, 004) ~1- 0’204 =0,998 Céc budc tinh toan dai hon, trong qua trinh

N

trén hoc sinh van dung may tinh dé thuc hién cac phép cong, trir, nhén, chia ( trén nguyén tic

van tinh dugc néu khong sir dung may tinh). Hon nira, sau khi dua vao dinh nghia vi phan va
tmg dung cta vi phan vao phép tinh gan ding, vi du 2: Tinh gi4 tri gAn dung cta sin30°
30’dugc dua ra ap dung két qua cua phép tinh gan dung nho vi phan cing v6i nhan xét “ Néu

dung may tinh bo tdi, ta tinh duoc sin30°30'~ 0,5075. So sanh véi két qua trén, ta thdy viéc ap



dung cong thirc (*) cho két qua kha chinh x4c”. Nhan xét dugc dwa ra nham dé khang dinh
do tin cdy ctia cong thirc (¥), tuy nhién hoc sinh ciing nhan thay dé tinh gia tri gin dung cac
em c6 thé st dung may tinh bo tai, két qua vira chinh xac vira nhanh chéng hon. Do d6 céc
em chi dung cong thirc trén dé tinh gan dung khi c6 yéu cau cta dé bai chir khong phai do
yéu ciu ctia ndi tai bai toan. Viéc gidi thiéu céng thire (*) nham cho hoc sinh thay, trude khi
c6 cong cu may tinh, nguoi ta van tinh dugc cach gia tri gén ding cia mdt ham s6 tai mot
diém, cho hoc sinh hiéu thém vé lich sir toan ciing nhu qua trinh tim toi, sang tao ra cac cong
thirc, cong cu hién dai dé ngay nay cac em su dung mdt cach thuan tién 1a mét quaé trinh lau
dai va day gian kho. Vi vy, ung dung vi phan vao phép tinh gan dung chi dugc gidi thiéu
qua va giao vién cho hoc sinh 4p dung vao mot dén hai vi du dé hoc sinh hiéu cong thic chir
n6 khong duoc chu trong. That vay, khai niém vi phan dinh nghia dua vao khai niém dao
ham :df (x) = f'(x)dxhay dy = y'dx nén sau khi hoc sinh duoc hoc vé dinh nghia dao ham va
cach tinh dao ham ctia mot sb ham so cap thi viéc dua vao khai niém vi phan 1a hop 1y. Tuy
nhién, vi phan chi duoc gidi thiéu qua dé hoc sinh nim dugc khai niém va ki hiéu cht chua
ung dung nhiéu vao trong bai tap. Sang dén hoc ki hai nim 16p 12, hoc sinh mé1 gép lai khai
niém nay khi hoc chuong NGUYEN HAM — TiCH PHAN VA UNG DUNG. Lac nay, vi
phan chi xuat hién nhu mot ki hiéu va hoc sinh chu yéu 1am viéc voi cac phuong phap tinh
tich phan. Do d6 c6 thé néi, vi phan duoc dua vao “chi yéu dé co ki hiéu sir dung sau nay”
(sach hudng dan gido vién), cht hoc sinh chwa thiy dugc vai tro, ¥ nghia thuc su cua vi
phan. Bbn bai toan din dén su ra doi cua phép tinh vi tich phan ciing dugc khai thac nhu tim
van tdc tic thoi, gia tc tirc thoi cua chuyén dong trong vat 1y 16p 10, tiép tuyén cia dudng
cong, 6 dai dudng cong, dién tich hinh phang, ... hay tim gid tri 16n nhat, nho nhat ctia mot
ham sb duoc trinh bay trong phan Ung dung dao ham trong chuong trinh toan 16p 12. Tuy
nhién nhitng phan nay hoc sinh thién vé van dung cac cong thic, qui tic da duoc néu thanh
phuong phap chtr khong quan tim dén ¥ nghia cia n6, do d6 Ax ciing khong xuét hién.

1.1.2. Phan bai tap

Céc to chirc toan hoc lién quan dén Ax trong SGKC11, SGKNC11

e Kiéu nhiém vu T;: “Tim s gia ciia ham s khi biét s6 gia ciia ddi s6”

Ki thuat 1, :

- Cho x, va Ax 14 s gia cua ddi sé tai x,, tinh f{x, +Ax), {x,)

- Tinh Ay = f{x, +Ax)- f(x,)



Cong nghé 0;: cong thuc tinh s6 gia ciia ham sé ung vai s6 gia Ax tai diém x, : Ay =

Jxo TAx)- fx,)
Ly thuyét ®,: giéi han ham s6

Bai tap 1[SGKC11 trang 156]

Tim sb gia ctia ham s £ (x) = x° , biét rang:

a) x,=1;Ax=1

b) x,=1; Ax=-0,1

Bai tap 1[SGKNC11 trang 192]

Tim s6 gia cta ham s y = x” - ] tai diém x, = I Gng véi s6 gia Ax, biét
a) Ax=1

b) Ax=-0,1

Nhén xét:

Véi ham sé f(x) da biét, x, va Ax da dwoc cho trieée viée tim sé gia ciia ham sé 1a bai

. . ., . .. ) . CgNe A A A, A \
toan kha don gian. Sdach gido khoa 11 co ban con co bai tdp yéu cau tinh Ay, Ey theo x va Ax
biét phiong trinh ciia ham sé f{x). Pay la cdc bai todn dan dat dé hoc sinh c6 thé tinh dao

\ , \ O N . ~ 73 . , o oL A
ham cua ham so tai diém x, bang dinh nghia bang cdch su dung cong thirc hrr{)Ey.
Ax—>

Kiéu nhiém vu con cia T :
» Kiéu nhiém vu con Ty, : “Tim van toc trung binh cua chuyén dong c6 phuong

trinh s = s (?) trong khoang thoi gian tir £ dén ¢+ At ”

Bai tap 7 [SGK C11 trang 157]

Mot vat roi tu do theo phuong trinh s = é gt’, trong d6 g ~ 9,8 m/s” 1a gia tdc trong

truong
Tim vén tdc trung binh ciia chuyén dong trong khoang thoi gian tir # (£ = 5s) dén ¢ +

At, trong cac truong hop Ar=0,1s; At=0,05s ; ;A= 0,001s

e Kiéu nhiém vu T, : “Tinh dao ham cta ham sb y = f{x) tai diém x, bang dinh
nghia”
Ki thuat 1, :
- Cho x,, gia st Ax 1 s6 gia ctia d6i sb tai x,, tinh Ay = f{x, +Ax)- f{x,)




- Lap ti sd Ly
Ax

\ . Ay s 2 _ o Ay
- Tim ETOE Khi dé y’(x,) lim e
Ki thuat v°, :

Tinh fim )=/ (%)

X=X, X — xo

Néu limM la mot héng s6 thi héng s6 d6 1a dao ham cta ham sd tai diém x,.
X—)Xn x —_— xo

Néu gidi han trén khong ton tai thi ham s6 khong c6 dao ham tai diém x, .
Cong nghé 0,: dinh nghia dao ham
“Cho ham s6 y =f{x) xac dinh trén khoang (a;b) va diém x, € khoang (a;b).
Néu ton tai gidi han (hiru han)

o S f(x)

X—)Xn x_x()
thi gigi han d6 duoc goi 1a dao ham ctia ham s y =f(x) tai diém x,, ki hiéu 1a /"(x,)
(hoac y’(x,)), tuc la:
S = f(,)
o) (]
T (D

o

f'(x,)=1lim
Pai luong Ax = x - x, duoc goi 12 s6 gia cta d6i so tai diém x,
Dai luong Ay = flx,+Ax)- fix,) duge goi 1a sb gia ctia ham sé tng véi sb gia Ax tai
diém x,. Nhu vay :

[} _1: ﬂ
S'0,) = lim ==.(2)

Ly thuyét ®,: giéi han ham sb

Vidu 1[SGKC11, trang 149]

Tinh dao ham ctia ham s f{x) = i tai diém x, =2
Loi giai cua SGK:

Gia str Ax 1a s6 gia ctia d6i sb tai x, = 2. Ta c6:

1 1 Ax

A= A )= T T Ay

Ay _ 1

Ax 2(2+Ax)




lim & = lim —1 —l

po0 Ay a0 22+ Ax) 4

Viyf(2) =3

Nhén xét:

Vi du trén dwoc dwa ra ngay sau khi néu qui tdc tinh dao ham bang dinh nghia. Trong

, \ ~ L7 \ , \ A g~ \ . A . \ 7.2
vi du nay SGK da tinh dao ham cua ham so da cho dwa vao gioi han lim 2, Mac du kiéeu

Ax—0 A_x
nhiém vu T c6 thé gidi quyét bang ki thudt ©°, nhung cdc vi du va bai tdp tinh dao ham ciia
ham s6 y = f(x) tai x, trong cd hai bg sdch co ban va nang cao déu sir dung ki thudt t,.

Tuy nhién theo chiing t6i hoc sinh cé thé khéng sir dung cong thirc lim % ma su dung

cong thirc lim RACUNACH) dé tinh dao ham ciia ham s6 bang dinh nghia néu gido vién khong
X—)XO x—xo

dp dat ma huong dan cac em sw dung ca hai cong thuc trén vi su dung cong thic

o SO~ f(x)

XA)XO X — 'xo

viéc tinh dao ham sé quen thugc hon voi cac em.

Cac kiéu nhiém vu con cia T, :

> Kiéu nhiém vu con T, : “Chimg minh ham s y = f{x) c¢6 dao ham tai diém x, ”

Bai tap 4 [SGKC11trang 156] :

— 2. o

Ching minh rang ham s6 f(x)= {(x , D ’);2 Océ dao ham tai diém x = 2.

—x"x<
Loi giai SGV trang 160:
Ta co:

2 2

fim LEFAO=S @) QA =1 0 A =2
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Vay ham sb y=f{x) c6 dao ham tai x=2 va f'(2) = 2

» Kiéu nhiém vu con T,,: “Tim van toc tuc thoi, gia toc tirc thoi cia chuyén dong

c6 phuong trinh s = s (7) tai thoi diém ¢ = 1,”

Bai 8. [SGKC11, tr.177]
Cho chuyén ddng thang xdc dinh boi phwong trinh s = - 3t -9t




(t duoc tinh bang gidy, s dugc tinh bang mét).
a) Tinh van tdc ctia chuyén dong tai t = 2s

b) Tinh gia toc ciia chuyén dong tai t = 3s

> Kiéu nhiém vu Ts, : “ Viét phuong trinh tiép tuyén cua dudng cong co phuong
trinh y = f{x) tai diém c6 hoanh db x,”
Ki thuat 13,:
- Tinh f” (x,).
- Tinh f(x,).
- Phuong trinh tiép tuyén: y =" (x,)(x - x,) +f (x,)
> Kiéu nhiém vu Ty, : “ Viét phuong trinh tiép tuyén ctua dudng cong co phuong
trinh y = f{x) biét hé sd goc k cua tiép tuyén”
Ki thuat 13,:
- Tinh f* (x,) theo x,.
- Giaif” (x,)=k tim x,,
- Tinh f(x,).
- Phuong trinh tiép tuyén: y =k (x - x,) +f (x,)
> Kiéu nhiém vu T : “ Viét phuong trinh tiép tuyén ctua dudng cong c6 phuong
trinh y = f{x) biét tung do y, cua tiép diém”
Ki thuat 13,:
- Giaif(x,)=y, tim x,,
- Tinhf" (x,) .
- Phuong trinh tiép tuyén: y = £ (x,) (X - X,) +V,
Cong nghé 05 : dinh 1y 2, 3 vé y nghia hinh hoc cta dao ham
Ly thuyét ®;: giéi han ham s6

Bai tap 5 [SGKNC11 trang 192]

Viét phuong trinh tiép tuyén cta do6 thi ham sé y = x’ biét:
a) Tiép diém c6 hoanh d6 bang -1.

b)  Tiép diém c6 tung do bang 8.

c) Hé s goc cua tiép tuyén bang 3

Nhan xét:




Tiép tuyén cua do thi ham s6 dwoc giGi thiéu trong phan ¥ nghia hinh hoc cia dao
ham. Luc nay hoc sinh chwa dwoc hoc cac cong thirc va qui tdc tinh dao ham, do dé dé tinh

dao ham ciia ham s6 tai mét diém hoc sinh phdi ding céng thirc dinh nghia.

e Kiéu nhiém vu Ty, : “Tinh vi phan caa ham sé y = 1 (x) tai diém x, tmg v&i Ax
da biét”
Ki thuat t4,:
- Dung céc cong thirc tinh dao ham dé tinh dao ham y’ = f’(x)
- St dung cong thuce df (x,)=f"(x,)Ax
Cong nghé 0, : dinh nghia vi phan ctia ham s6 tai mot diém

Ly thuyét ©,,: gidi han ham sd

H1 [SGKNCI11 trang 214]
Tinh vi phan ctia ham ) f(x) =£1 tai diém x, = 2 ung voi Ax lan luot béng 0,2 va
X+

0,02 ( lam tron két qua dén hang 10)
Hudng dan giai trong SGV:

Ax
df(2)=——>_
Q)=
Néu ldy Ax = 0,2 thi df(2)=- 9‘1% ~~0,00786 (chinh x4c dén 10”)

0,01

Néu 14y Ax = 0,02 thi dr(2)=—
u lay If(2) o2

~—-0,00079 (chinh xac dén 10™)

Nhén xét:
Kiéu nhiém vu nay nham luu y hoc sinh rang vi phdan cua ham so tai mot diém la dai

lwong phu thudc vao Ax

e Kiéu nhiém vu Ty, : “Tim vi phan ciia ham s6 y = £ (x)”
Ki thuat 14,:
- Dung céc cong thirc tinh dao ham dé tinh dao ham y’ = f"(x)
- St dung cong thuce df (x)=f"(x) dx
Cong nghé 0,4, : dinh nghia vi phan
Ly thuyét O4,: gi¢i han ham s6

Vidu 1: [SGKC11 trang 170]




Tim vi phan cta ham sd

a) y=x - 5x +1

b) y = sin’x

Loi giai cua SGK:

a)y=x-5x+1,y =3x-5

Vaydy =d(x’ - 5x +1) =y’ dx = (3x° - 5) dx
b)y =sin’x,y’ = 3sin’xcosx

Vay dy = d(sin’x) =y’ dx = 3sin’xcosx dx

e Kiéu nhiém vu Ts: “Tinh gan dung mot gia tri”
Ki thuit ts:
- Chon f(x), x,, Ax phu hop.
- Sur dung cong thirc tinh gan dung ' (x +Ax ) ~f{x,) + '(x,)Ax (*)
Cong nghé 05 : dinh nghia vi phan
Ly thuyét ®s: giéi han ham sb

Vidu 2: [SGKCI11 trang 171]
Tinh gié tri gAn dang cta /3,99
Loi giai cua SGK:

1

bat f(x)=+/x = /0=

Theo cong thirc tinh gan dung, véi C = 4, Ax =-0,01 ta c6
13.99) =f(4-0,01) =f(4) + f'(4)(-0,01)

Tirc 1a /3,99 =/4-0,01 = \/Z+ﬁ.(—o,01) =1,9975

N/

Nhén xét:

- Trong sdch gido khoa chudn chi ¢c6 mét vi du minh hoa cho céng thirc tinh gan diing
nho vi phdn, khong co bai tap nao thuoc kiéu nhiém vu nay. Tiec la viéc chon xo va Ax nhw
thé nao cho phit hop chwa dwoe SGK dé cdp dén.

- Vin @é sai s6 mdc phdi trong céng thire nay ciing khéng dwoc d@é cdp. Do dé SGK
ndng cao sau khi dp dung cong thire (*) dé tinh gan ding dd yéu cau so sanh két qua tim
duoc véi két qua cho béi may tinh bé tii. Ciing tir @6 hoc sinh ciing nhdn thdy dé tinh gid tri

gan dung cdc em co thé su dung may tinh bo tui, két qua viea chinh xac viea nhanh chong




hon. Do do cac em chi dung cong thuee trén dé tinh gan dung khi co yéu cau cua dé bai chu

khong phai do yéu cau cua noi tai bai toan.

Bang thong ké cac kiéu nhiém vu lién quan dén Ax trong hai bd sach gido khoa 16p 11
chuan SGKC11 v nang cao SGKNC11

B sach gido khoa chuan 11:

Kiéu Vi du va|Bai  tip|Bai  tap | Tong so
nhiém vu | hoat dong | SGK SBT bai tap
T1 1 2 0 3
T2 3 2 5 10
T3 1 2 1 4
T4a 1 0 1 2
T4b 1 2 6 9
TS 1 0 1 2
Tong 8 8 14 30
B0 sach gido khoa nang cao 11:
Kiéu Vi du va|Bai tip|Bai  tap | Tong sb
nhiém vu | hoat dong | SGK SBT bai tap
T1 1 3 0 4
T2 1 4 1 6
T3 1 1 0 2
T4a 2 1 2 5
T4b 2 2 1 5
TS 1 2 1 4
Tong 8 13 5 26

Nhan xét vé cac kiéu nhiém vu:

Nhin chung thi trong cé hai bd sach co ban va nang cao céac vi du, hoat dong va bai tap
c6 su dung ki hi¢u Ax, dx co ) luong tuong ddi it. Khi hoc vé dao ham hoc sinh chu yéu su
dung céc cong thirc va qui tic dé tinh dao ham trong khi d6 Ax chi xuat hién trong dang bai
tap lién quan dén viéc tinh dao ham bang dinh nghia.

Kiéu nhiém vu T(Tim sb gia ctia ham s khi biét s6 gia cua d6i s6) va kiéu nhiém vu

con ( tinh vén tdc trung binh cta chuyén dong trong khoang thoi gian tir # dén 1+ Ar):déy 1a



kiéu nhiém vu din dit nhim gitp hoc sinh 1am quen véi céc ki hiéu Ay, Ax va sir dung cong

thurc lim &y dé tinh dao ham cta ham sb tai mot diém.

A0 Ay

Kiéu nhiém vy T, (Tinh dao ham ctia ham sé y = f{x) tai diém x, bang dinh nghia) va
cac kiéu nhiém vu con: mic du ¢6 hai ki thuat 1, va 1°, dé giai quyét kiéu nhiém vu nay va
viéc su dung ki thuat 1’; thi bai toan tinh dao ham s€ duoc dua vé bai toan tinh gi61 han quen
thudc ma hoc sinh da dugc hoc trudec dd6 nhung ca hai bo sach déu néu qui tac tinh dao ham
theo ki thuat t, va cac bai tap thudc kiéu nhiém vu nay déu dugc SGK va SBT giai theo ki
thuat 1, . Tuy nhién theo két qua thuc nghiém trong luin vin thac si “Mot nghién ctu
didactic vé khai niém dao ham trong 16p 11 pho théng” ciia Lé Anh Tuan (2009) thi “ khi
tinh dao ham ciia ham s6 f{x) tai diém x, bang dinh nghia viéc tinh y’(x,) bang céng thirc

i SO0 /(1)

X=X, X — xo

LA £ v en s , N A . Ay,
chiém uwu thé so voi viéc tinh y’(x,) bang cong thirc lim Ey .

Kiéu nhiém vu T, va céc kiéu nhiém vu con c6 sb luong bai tap rét it so v6i kiéu bai
tap tinh dao ham béng cong thirc. Do d6 ddi vé&i hoc sinh viée tinh dao ham béng dinh nghia
rat it khi dugc sir dung ma khi tinh dao ham thi cac em chii yéu sir dung cac cong thirc va qui
tic tinh dao ham. Mdi quan hé giita giéi han va dao ham ciing khong dugc cic em quan tAm
nén cac em sir dung céc ki hidu Ax, Ay mot cach may moc chir khong quan tdm dén ban chat,
¥ nghia cta ching.

Kiéu nhiém vu T duoc gid1 thiu trong ph?m v nghia hinh hoc ctia dao ham. Ax xuét
hién trong kiéu nhiém vu nay dé tinh f(x,) vi lac nay cac qui tic va cong thirc tinh dao ham
chua dugc gioi thi¢u.

Kiéu nhiém vu Ty, (Tinh vi phan cta ham s6 y = f (x) tai diém x, (mg véi Ax da biét):

Séach giao khoa co ban khong dinh nghia vi phan ctia ham s6 tai mot diém do d6 khong
c6 bai tap thudc kiéu nhiém vy ndy ma chi c6 hoat dong 1 yéu cau tinh f(x,)Ax vé6i f{x) cho
trude, x, va Ax da biét truée khi hoc dinh nghia vi phan ctia ham sd. Hoat dong nay nham
gitip hoc sinh hiéu vi phén 13 dai lwong phu thudc vao ca x va Ax ma ki hiéu vi phan df{x,)
chua thé hién duoc.

Sach gido khoa ning cao c6 5 bai tap thudc kiéu nhiém vu nay vira ¢6 muc dich nhu
trén vira giap cho hoc sinh so sdnh va nhan ra y nghia cua viéc ung dung vi phan vao phép
tinh gan dung.

Kiéu nhiém vu Ts ( Tinh gan ding mot gia tri)



Trong sach gido khoa co ban chi c6 hai bai thudc kiéu nhiém vu nay : mot vi du va
mot trong sach bai tap. Hoc sinh chua théy duoc mdi lién hé gitra vi phan va vi¢c tinh gén
ding mot gid tri, cdch chon x, va Ax khong dugc néu rd rang. Con sach gido khoa nang cao
¢ gang xay dung dé cac em thdy duoc mdi lién hé giira vi phan va viéc tinh gan ding. Cac
bai tdp dugc cho c6 bai hudng dan cach dit Ax, x, ¢ bai khong hudng din ma dé cac em ty
xay dung f{x) va chon Ax, x, phu hop.

Nhin chung, lwong bai tap vé tinh gan ding khong nhiéu. Viéc tinh gan ding nho vi
phan phai str dung cong thirc phirc tap ma lai khong biét sai s6 mac phai 1a bao nhiéu trong
khi d6 chi can sir dung mdy tinh la c6 ngay két qua. Do do, viéc tinh gan dung nhd vi phan t6
ra khong thiét thuc d6i voi hoc sinh va ciing chua duoc thé ché quan tAm. Viéc dua vao khai
niém vi phan chi nham muc dich giéi thiéu cac ki hiéu dx, dy phuc vu cho chuong Nguyén
ham va Tich phan ma cac em s€ dugc hoc & chuong trinh 16p 12.

Nhan xét vé céc gia tri Ax :

Trong kiéu nhiém vu T;, Ax c6 thé nhan gia tri tiy . Gia tri ctia Ax trong cac vi du va
bai tap dugc cho 1a 1; -0,1; 0,1; 0,001 ; 0,05 c6 ca gia tri duong lan gia tri am, gia tri lon (sé
1) 14n tri bé tuy nhién gia tri dwong va bé van chiém uu thé.

Mic du Ax trong dinh nghia vi phan c6 gid tri tuy y nhung trong kiéu nhiém vu T, gia
tri Ax duoc cho 1a 0,01; 0,001; 0,2; 0,02; % c6 gié tri bé va duong.

Kiéu nhiém vu Ts: dé ap dung cong thirc tinh gan dung nho vi phin Ax trong cong
thire f (x +Ax ) ~f(x,) + f’(x,)Ax phai co gia tri rat bé. Cu thé Ax duoc cho trong hai bo sach
& kiéu nhiém vu nay 1a -0, 01,-%,- -0,0005; -0,004: c6 gia tri rat bé, c6 ca gia tri duong lan
gia tri am.

Nhu vay qua phan tich sach gido khoa ta nhan théy mac du ki hiéu Ax, Ay dugc gioi
thiéu va stir dung nhiéu trong ching minh 1y thuyét ciing nhu ¢ ging dua vao trong bai tap
nhung ddi vai hoe sinh d6 1a mét ki hiéu kho, hoc sinh st dung ki hi€éu mot cdch may moc va
khong quan tdm dén ban chit cia ki hiéu nay. Céc gia tri Ax dugc cho trong sach gido khoa
thudng cé gia tri rat bé.

Trong cong thirc tinh vi phan cta ham sb dy = f°(x) dx thi dx 1a mot thira s6 vi phan va

sau nay dugc st dung trong chuong Nguyén ham va Tich phan & chuong trinh 16p nhung



qua cach trinh bay ctia sach gido khoa thi dx chinh 1a Ax khi ma Ax — 0, vai trd thira s6 vi
phan cua dx bi lu mo.
1.2. Ax trong chwong trinh dai hoc, cao dang
Nghién ctru khoa hoc luén vé Ax ta nhan théy vi phan 1a mgt khai ni€ém quan trong, co
nhiéu mg dung trong vat 1y va toan hoc nhung khi phan tich mdi quan hé thé ché cua Ax
trong cic sach giao khoa vat 1y va toan hoc phd thong tam quan trong d6 chua dugc thé
hién. Khai niém v6 cung bé da xuit hién nhung chi dugc hiéu theo nghia thong thuong chu
chua dugc dinh nghia chinh thirc. Do d6 ching toi xem xét thém trong mot sb gido trinh
toan hoc cao cép xem Ax va cac khai niém lién quan dugc gio1 thiéu nhu thé nao, tir do ¢6
thé soi sang cach trinh bay cua sach gido khoa pho thong.
Xem xét mot s6 gido trinh toan cao cap ki hiéu Ax ciing bat dau xuat hién khi hoc qua
khai niém dao ham ctia ham s:
“Gia st U la tdp mo trong R, f:U— R 1a ham s6 xac dinh trén U, x, € U la mot diém
tuy y
Véi Ax # 0 da bé, x, +Ax e U ta xét ti s6

S, +A0) - f(x,) _ M(x,,Ax) (*)
Ax Ax

Ax duogc goi la $6 gia cua ddi sb, M(Xo, Ax) duoc goi la sb gia cua ham sb tai x, ung
v6i s6 gia Ax ctia d6i sb

Néu ti s6 (*) c6 gi6i han khi Ax— 0 thi gi6i han d6 goi 13 dao ham cua ftai x, va ki
hiéu

S, +A0) - f(3,) _ A (x,,A0)
Ax Ax

J'(x,) = lim

Khi dé ta n6i f'c6 dao ham hay kha vi tai x,, ”

Ta thay c6 mot diém khac biét so v6i cach dinh nghia Ax trong cac gido trinh toan cao
cap voi sach gido khoa phé thong 1a Ax khong duge dinh nghia cu thé 1a Ax = x — x, ma chi
dugc gidi thiéu nhu maot s6 thuc tuy y théa man diéu kién x, + Ax thudc vao khoang U dang
xét, cach dinh nghia nay dé thiy Ax khong phu thudc vao bién sb x, tuy nhién ki hiéu Ax van
c6 thé gdy nham 14n Ax 14 tich ctia A.x . Do d6 trong mot s6 gido trinh toan cao cip dé nhiing

nham 14n khong dang c6 nhu trén, trong dinh nghia dao ham Ax c6 thé dugc thay thé boi cac



ki hiéu nhu % hay k . Chang han trong gi4o trinh giai tich ctia khoa Toan dai hoc Su Pham Ha
Noi, dao ham ctia ham s tai mot diém x, duoc dinh nghia nhu sau:

“Gia sir U 1a tap mo trong R, f-U— R 1a ham s6 xac dinh trén U, x, € U la mot diém
tay y

Vi h#0 dibé, x, + h € Utaxéttisd

S, +h) = f(x,) _ Af(x,,h) (*)
h h

h duoc goi 1a so gia cua doi so, Af(x,, &) dugc goi la sO gia cua ham so tai X, ung vdi
sO gia h cuia doi so
Neéu ti s6 (*) c6 gidgi han khi 72— 0 thi gidi han d6 goi 1a dao ham cua f'tai x, va ki hiéu

S5t 05) g /s

h—0 h

J'(x,)=1im

Khi dé ta néi f'c6 dao ham hay kha vi tai x,, ”

Sau d6 van dé duoc dit ra 13 gia sir ta c6 ham y=f{x) xac dinh trén mot khoang U nao
d6 va lién tuc tai diém x, dang xét. Khi d6 sb gia Ax ctia ddi sb s& tmg v6i sb gia ham sb
AYV=Af(x,)=f{xo+Ax)-f(x,) 14 mdt vO cling bé vdi Ax, nhu vay dbi voi Ay ¢6 ching mot vo
cling bé A.Ax (A 1a hiang s ) ciling tuyén tinh ddi véi Ax sao cho hiéu ctia chung 1a mot vo
cing bé cip cao so voi Ax tic 1a Ay =A.Ax +o(Ax). Tir d6 din dén dinh nghia vi phan cua
ham sb y=f{x) tai diém x,:

“ Vi phan ctua ham sb y=f(x) tai diém x,, ki hiéu 13 dy hay df{x,) 12 mot biéu thirc c6
hai tinh chat sau:

1. Tuyén tinh dbi v&i Ax, tirc 1a dy=A.Ax(A khong phy thudc vao Ax )

2. Sai khic Ay mot v6 cung bé bac cao so v6i Ax, tirc la dy =Ay+[a(Ax)].Ax v6i

Br_{})a(Ax) =0.

Vay vi phan ctia ham s6 y=f{x): dy=y . Ax =y’,. dx.

Trong dinh nghia vi phan, hoan toan khong bét budc phai gia thiét Ax 1a vo cing bé
nhung néu Ax — 0 thi vi phan dy ciing 13 mot vo cing bé va 1a phan chinh cia s gia vo cung
bé Ay ctia ham. That vay, ta thiy vi phan dy ~ Ay v6i sai s 1a |a(Ax).Ax|, khi d6 néu |Ax| cang
nhé thi |e(Av)|cling cang nhé nén sai s6 [a(Ax).Ax| lai cang nho khong déng ké, nhung vi phan

lai 12 mot biéu thirc don gian hon nhiéu so v6i Ay. Vi du ta xét ham sd y= f{x) =cos x thi



Ay = cos(x, + Ax)—cos x, =—2sin(x, +%) sin% 13 biéu thirc luong giac phire tap so v6i Ax con vi

phan dy = (-sinx, )Ax 13 biéu thirc tuyén tinh don gian ddi véi Ax. Cach trinh bay nhu trén cho
ta thay duoc co s,va ¥ nghia cia viéc tng dung vi phan vao phép tinh gin dung. Khi ta img
dung vi phan vao phép tinh gan dung thi gid tri ctia Ax 13 vo ciing bé. Trong toan hoc, v6 cling
bé 12 mot dai luong bién thién ma trong qua trinh bién d6i, gi trj tuyét ddi cua nod co thé trd
nén bé hon mot sé & >0 nho tuy ¥ cho trude. “Mot dai lugng bién thién a(x) duoc goi 1a dai

lugng vo cung bé khi x — x, (k€ cd + o0) néu lim a(x)=0.”
X=X,

f(x)

Gia st f{x), g(x) 1a cac vo cung bé khi x — x, néu lim prey =0 thi ta n6i f{x) 1a vo cung
)C—))Co g x

bé bac cao hon so voi g(x) va ki hi€u f(x) =o(g(x)).

Mic du vo cung bé da duoc dinh nghia chinh xac trong toan hoc nhung trong chuong
trinh pho thong n6 khong dugc dinh nghia, khéng dwoc phat biéu mot cach tudng minh. Tuy
nhién d6i lac cym tir “vo cliing bé” van xuét hién va hoc sinh cling xem d6 nhu 1a mdt khai
niém hién nhién, ty nhién cac em da hiéu. Vay cach hiéu ctia cac em nhu thé nao, c6 chinh
xac vé mat khoa hoc? D6 1a cau hoi ma ching toi dat ra va s& tim kiém cau tra 1i trong phan
thuc nghiém.

Céch dinh nghia vi phan nhu trén cling cho phép mo rong ra cho dinh nghia vi phan
ctia ham hai bién sé hodc ham nhiéu bién s6. Vi du vi phan ciia ham hai bién s6 “ Vi phan
ctia ham sd z=f{x,y) tai diém (x,, y,), ki hiéu 1a dz hay df{x,, y,) 14 mot biéu thtic ¢6 hai tinh
chat sau:

1. Tuyén tinh ddi véi Ax, Ay tic 13 df{x,, v,) =A.Ax+B.Ay (A, B 1a cac hang s6 khong
phu thude vao Ax,Ay).

2.Sai khac Adf(x,, y,) mdt vdO cung bé bac cao so voi Ax, Ay thc la

df(x,,7,) =D (5,0 3,)+[@(A0)] Ax+ [ B(A)] Ay Vi lim a(Ax) =0, lim B(Ay)=0.”

3. Két luin chwong 2

Trong todn hoc, Ax dugc dua vao khi hoc khéi ni€ém dao ham. Cach “dinh nghia” Ax
trong sach giao khoa trung hoc phd thong va trong cic gido trinh cao dang, dai hoc c6 su
khac nhau. Néu trong sach gido khoa Ax = x — x, d& lam cho hoc sinh hiéu 13 gia tri Ax phu
thudc vao x thi cach dua vao Ax ¢ cac gido trinh toan cao cap tranh duoc sy nham 13n nay. Ki

hiéu Ax cing qui u6c toan hoc doi khi ciing gdy ngd nhan Ax = A.x va dé tranh diéu nay sach



gi4o khoa phai nhian manh trong phan chii y. Trong céc gi4o trinh toan cao cap doi khi nguoi
ta str dung h, k thay cho ki hiéu Ax. Véi cach str dung nay khong chi tranh duoc nham 1an Ax
13 mot tich ma cach viét cling gon hon nhiéu. Mat khac khi dé cap dén khai niém vi phén ta
lai c6 Ax = dx ma dx 1a ki hiéu viét tat xuat phat tir tiéng Latinh differentia c6 nghia 1a “hiéu”
dung dé chi hiéu hai gia tri ctia bién s6 x. Do d6, mic du viéc dung ki hiéu Ax trong chuong
trinh trung hoc phd thong gdy ra mot s6 nham 14n nhung né van duogc sir dung vi 1y do lich
str va phu hop véi kién thirc da biét vé Ax trong vat 1y. Hon nita, ki hiéu ndy nhan manh s6
gia dang xét tai diém x, pht hop v6i ¥ nghia cua viéc dua vao dinh nghia dao ham va trinh d6
ctia hoc sinh pho thong trung hoc.

Trong chuong trinh toan phd théng, Ax khong can thiép vao trong bai tip, né chi xuit
hién trong 1y thuyét, chu yéu trong bai vi phan (dinh nghia vi phan va ing dung vi phan vao
phép tinh gan ding). Sy xuat hién khiém ton d6 khong phai do thudc tinh ctia Ax ma do su
Iwra chon dinh nghia cua cac tac gia sach gido khoa. Con trong cac gido trinh toan cao cap, da
c6 nhiéu tng dung lién quan dén Ax va vi phan nhu tng dung vi phan vao phép tinh gan
dung, img dung vi phan vao hinh hoc, cach xay dung vi phan ciing cho phép ngudi hoc hiéu
dugc ¥ nghia cta n6 cling nhu c6 thé mé rong phép tinh vi phan cho ham mot bién sb sang vi
phan cho ham nhiéu bién s6.

Chuong trinh phd théng chi nghién ctru ham mot bién sb, chua dua vao ham nhiéu
bién sb nén vi phan dugc dinh nghia nhu trén dé hoc sinh d& hiéu ma van chinh xac voi ham
s6 mot bién. Tuy nhién, véi cach trinh bay d6 sy chuyén d6i didactic khai niém vi phan tir
chuong trinh phd thong sang bic cao dang, dai hoc khong duogc thuc hién.

Khai ni¢m “v6 cung bé” chi dugc dinh nghia chinh thirc trong cac gido trinh toan cao
cap nhung ¢ hoc sinh trung hoc pho thong khai niém nay da xuat hién khi hoc vé dao ham,
mg dung ctia dao ham. Cach hiéu nay c¢6 chinh xac vé mit khoa hoc, né gy kho khin hay

tao thuan lgi gi khi nhitng hoc sinh nay dugc hoc khai niém chinh xac?



CHUONG II1.
THUC NGHIEM
1. Tém tit két qua 2 chwong dau

Thong qua viéc nghién ciru Ax trong toan hoc va trong vat 1y ¢ hai chuong dau, ching
t61 rat ra mot sé nhan xét nhu sau:

Ax dugc dua vao trong toan hoc va vat ly nham muc dich thu gon, don gian hoa cach
viét va déu khong duoc dinh nghia tuong minh, ma chil yéu giéi thiéu thong qua ky hiéu.

“Vo6 cung bé” 1a mdt khai niém dugc dinh nghia chinh x4c trong toan hoc: “Mot dai
luong bién thién o(x) duoc goi 1a dai luong vo cung bé khi x— x, (k& ca £ o) néu

lima(x)=0". Mdc khéc, “vd cung be” lai dugc hiéu theo nghia thong thuong, tic 1a dai

luong c6 gia tri rat bé, bé dén mirc gan bang 0, x4p xi bang 0. Trong chuong trinh trung hoc
phé thong, cdc em chua dugc hoc khéai ni€ém “vd cung bé” chinh xac trong toan hoc, tuy
nhién ta van bat gap cum tur nay van duoc st dung trong toan hoc va vat 1y, khi Ax dugc xem
1a c6 gia tri vo cung bé thi vo ciing bé d6 mang nghia théng thudng, tirc 13 ¢6 gid tri rat nho.

Vé mit toan hoc, Ax ¢6 gia tri tity y, khi cin n6i Ax mang gia tri vo cliing bé ta s& dung
cong cu giéi han .Tuy nhién trong chuong trinh trung hoc phd thong Ax chi dugc gidi thiéu
trong 1y thuyét, khong tng dung nhiéu trong bai tip, hoc sinh gip Ax trong bai tip chi yéu
trong bai tmg dung vi phan vao phép tinh gan dung, khi 6 Ax mang gia tri vo cung bé nén
hoc sinh ciing ngdm hiéu Ax mang gia tri vo cting bé trong toan hoc.Trong vat 1y, sach gido
khoa ban co ban ban dau Ax duoc gidi thiéu 1a dai luong co gia tri vo cung bé tuy nhién vé
sau khi cong cu gi61 han da dugc gidi thi€u trong toan hoc thi Ax mang gia tri ty ¥, con sach
gido khoa ban nang cao v&i trinh @6 hoc sinh kha hon va yéu cau tinh chinh xac cao hon thi
Ax dugc dua vao ding nhu ban chét toan hoc cua nd tire gia tri cia Ax 13 tiy ¥, nd chi c6 gia
trj vo cung bé khi dugc dé cap dén. Céach trinh bay nay gidng nhu cach trinh bay trong cic
gido trinh cao déng, dai hoc.

Trong toan hoc, Ax = dx. Trong khi do, trong vat 1y chua co6 su nhét quan trong viéc su
dung hai ki hiéu Ax va dx, thong thudng Ax dugc xem 1a khac dx nhung ddi luc lai ngam gia
dinh dx 1a Ax.

Vé mit gid tri ta nhan thay trong ca toan hoc va vat 1y, Ax c¢6 gia tri duong am tiy .

Tuy nhién trong véat ly, c6 nhitng Ax ma gia tri ciia n6 luén luén duong, vi du nhu khoang



thoi gian At, quing duong di dugc As,...Nhu vay c6 hay khong mot hop dong didactic lién
quan dén Ax 13 Ax ludn c6 gia tri duong?

Ax chi 1a mot ki hiéu, khong phai 1a tich A . x va khong phu thudc vao x, do do ta co
thé thay thé Ax boi cac ki hiéu h, k dé tranh nham 14n. Tuy nhién trong vat 1y va trong toan
hoc ( chwong trinh trung hoc) déu st dung ki hiéu nay vi 1y do lich st (hiéu cta hai dai
lugng) va phu hop véi trinh d hoc sinh.

2. Phit biéu gia thuyét nghién ciru

Tir cac két ludn rat ra tir sy phéan tich chuong trinh va cc bo sach gido khoa toan hoc
va vat 1y chung t6i dua ra cac gia thuyét nghién ctru sau day:

H1: Trong céc bai tdp c6 mat Ax, hoc sinh thao tdc Ax nhu 1a mdt dai lugng phu thude
vao x bang cach dua vao 2 dang thuc

Ax=AXx

Ax—x—xo

H2:Ton tai cac quy tic
R1: Ax c6 gia tr1 vO cung bé
R2: Néu nam trong mé hinh vat 1y, ddu cta Ax 1a ddu cua dai luong vt 1y lién quan.
Néu nam ngoai mé hinh vat 1y, du cua Ax 1a ddu duong.
3. Thuc nghiém
Danh cho hoc sinh:
Cau 1: Trong chuong trinh toan hoc khi hoc dinh nghia dao ham, cac em da duoc gioi
thiéu ki hiéu Ax. Ta cling gap ki hiéu nay trong vét Iy. Em hiy néu tit ca nhimg hiéu biét cua

em vé dai lugng Ax: dinh nghia, tinh chét, dau, ...

Trong toan hoc Trong vat ly

Dinh nghia
Dau
Tinh chat




Cau 2: Xét dau cua cac biéu thue sau :

Duong | Am | Y kién khéc Giai thich

Gia toc trung

binh :a, = Av
At

—Ax+3

3x* +3Ax + (Ax)’

Cau 3: Cho ham sb y = f{x) xac dinh trén khoang (-1000; 1) va x, = 0,99999. Bé tinh
dao ham cua ham s y= f(x) tai x, bang dinh nghia, ta gia sir Ax 1a s6 gia ctia ddi sd tai x, =

0,99999. Ax c6 thé nhan gia tri nao sau day (giai thich vé su lya chon ctia minh)

a) Ax=0.00001

b) Ax=-1000

c) Ax=1

d) Ax=1000

Cau 4: Tinh dao ham cua cac ham sb sau
a) y=»Ax

b) y= 2x+5

3.1. Phan tich a priori
Cau 1 c6 myc dich kiém tra xem hoc sinh hiéu thé nao vé Ax dong thoi kiém tra gia
thuyét H1. Ngoai dinh nghia Ax hoc sinh c6 biét thém gi vé ban chat cua dai luong nay & ca

hai mén hoc toan va vat 1y hay khéng. Ching t6i du kién cac cau tra 16i cia hoc sinh nhu

sau:
Trong toan hoc Trong vat ly
Dbinh nghia Ax =x-x, Ax =Xx - X,
Ax =Xx;-X
Ax =x"-x
Dau Cé dau tiry y c6 dau tiy ¥
Lu6n mang diu duong




Tinh chat Co gié tri 16n bé tuy Co gia trj rat bé
Khong phu thudc vao x Ax # dx
Phu thu¢c vao x Ax = dx khi gié tri cia Ax rat
Khong la tich cua A.x bé
Ax = dx

Cau 2 cting nham muc dich ki€ém tra mc d0 hiéu biét cua hoc sinh vé dai lugng Ax,
dac bi¢t 1a dau cta dai lugng nay.

Vv, =V,

Trong sach vat ly op 10 dai lugng a,=-2—'= % dung dé chi gia tri dai s cua vecto

t2 tl
van toc trung binh. Gia tri dai s0 xac dinh do 16n va chi€u cta vecto gia toc trung binh. Diéu

v,—v, Av

do c6 nghia la dai luong a, = ; tl = c6 thé mang gia tri duong hay am. Néu vat chuyén
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dong nhanh dan thi ag, > 0, nguoc lai vat chuyén dong cham dan déu thi a4 < 0. Tuy nhién

chung t6i dy kién da sb hoc sinh sé& cho két qua a, :% = i—: >0 vi 2 i do: thtr nhét 1a vi
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trong vat 1y A¢, As luén mang dau duong nén hoc sinh cho rang Av ciing 16n hon 0, thr hai 1a
vi thong thudng hoc sinh khong thay dau trir thi nghi d6 1a sé duong.

Du kién céac két qua co thé co6 khi xét dau biéu thirc—Ax+3:

~Ax+3 co dautiy y vi- Ax<0va3>0.

~Ax+3> 0 vi Ax 6 gia trj rat bé, xap xi 0.

V& mit toan hoc 3x” +3Ax+(Ax)> cling ¢ gia tri dwong 4m tiy ¥ tuy nhién du kién céac
cau tra 101 cua hoc sinh nhu sau:

3x% +3Ax+(Ax)> >0 Vi 3x> >0, Ax>0.

3x% +3Ax+(Ax)> >0 Vi 3x* >0, Ax~0.

Cau 3 1a cu thé hoa cac khai niém cua cdu 1 bang cac gia tri twong tmg. Véi khoang
xac dinh va x, da cho Ax la mdt dai luong cé gia tri tuy y sao cho x, + Ax thude vé khoang
xac dinh dang xét.

Pép an a Ax = 0,00001 1a mot dai luong cb gid tri rat bé va duong hoc sinh thuong hay
gap khi lam cac bai tap vé Ax, tuy nhién lai khong thoa man diéu kién x, + Ax thudc vé
khoang x4c dinh dang xét. Néu dap an a dugc chon chiém da sd thi hoc sinh chua hiéu vé

ban chat cta Ax dong thoi qui tac hop dong R1 dugc ton trong.



Pap 4an b Ax = -1000 théa man diéu kién x, + Ax thudc vé khoang xac dinh dang xét, 1a
dap an dung, dai luong nay c6 gia tri Am, co gia tri tuyét ddi 16n khong thudng gip & Ax
trong toan va vat 1y phd théng. Néu hoc sinh chon dap 4n nay tirc 1a hoc sinh c6 su hiéu biét
vé Ax.

Vi dap an dung b c6 gia tri 1a mot dau mat cua khoang xac dinh nén dap an ¢ cho Ax =
1 1a dau mat con lai va dap an d Ax c6 gia tri tuyét ddi bang véi gia tri tuyét d6i cua dap an b
nhung c6 gia tri duong. Péap an ¢ va d dugc dua ra nham kiém tra mic d6 hiéu biét cua hoc
sinh vé Ax.

Céu 4 véi yéu cau tinh dao ham cia ham sé ¢6 chira Ax ma khong giai thich gi thém
nham muc dich kiém tra gia thuyét H1 xem hoc sinh ¢6 thao tdc Ax nhu la 1a mét dai lugng
phu thudc vao x hay khong ?

Du kién céc chién lugc c6 thé quan sat duge doi véi bai tap 3a:

Chién lugce S1: Pao ham cua tich

Sla: Xem Ax [aAx : y'=A’x + A

S1b: Xem Ax 1a A.x trong d6 A vi khong chua bién nén dugc xem nhu hing sd: y* = A.

Slciy’ =A’x" =/~

Chién lugc S2: Pao ham cua hiéu:

ViAx=x-x,nény’ = 1.

Chién luge S3: Pao ham cua hing sb (chién luoc toi uu)

Vi Ax 1a dai lugng khong phu thugc x nény’ = 0.

Du kién cac chién lugc co thé quan sat dugc ddi v6i bai tap 3b: twong tng véi cac
chién lugc cua bai tap 3a

Chién luge S1: Ax 1a mot tich
_ 2Ax—(2x+5)(Ax +A)

Sla:y'
Y (Ax)’
Sib:y'= 2.Ax—(2x2+5)A
(Ax)
Slc: y' 2.Ax—A(22;c2+5)A'

Chién luoc S2: Ax 1a mét hiéu



_2.Av—(2x+5)
(Ax)®

'

Chién luoc S3: Ax 13 hang s (chién luoc t6i uu)

y:E

3.2. Phan tich a posteriori

Chung t6i tién hanh thuc nghiém trén 150 hoc sinh 16p 12 ¢ 3 truong THPT : trudng
THPT Gidng Ong T6 (quén 2), THPT Long Trudng (quan 9) va trudng THPT Nguyén Hiru
Huén (quan Thu Pac). Tong s phiéu phat ra 13 200 phiéu, tong s6 phiéu thu vé 13 150 phiéu
(d3 loai bo cac phiéu tring). Y kién cua tit ca cic em tham gia thuc nghiém la day 1a nhiing
bai tap kho, la va cac em chua bao gio gip khi lam bai tap trong 16p, mot sd em con cho rang
cac kién thirc ndy cac em chua dugc hoc. Piéu d6 c6 thé 1y giai nhu sau trong toan hoc cac
em chu yéu gap Ax khi hoc dinh nghia dao ham, tim dao ham cua cic ham $6 béng dinh
nghia hay dang bai tap tinh gi4 tri gan dung. Trén thyc té, tinh dao ham chi str dung cc cong
thirc va quy tac dé tinh toan, bai tap tinh dao ham bang dinh nghia khong xuat hién hoic xuat
hién hodc xuat hién rat it, bai tap tinh gia tri gan dung khong duoc quan tAm va ciing khong
thiét thuc dbi véi hoc sinh. Trong vat ly Ax khong dugc khéao sat trong bai tdp. Toém lai Ax chi
dong vai tro 1a mot ki hiéu, khong 1a d6i twong nghién ctru cling khong phai 1a cong cu. Do
d6 co thé noi bai tap nay déi voi cac em 13 mot su phé v& hop dong didactic.

3.2.1. Phan tich a posteriori cau 1

Bing tong két

Ax va céc dai lugng c6 dang Ax xuét hién trong ca toan hoc 1an vat 1y tuy nhién chung
chi xuét hién chu yéu trong 1y thuyét, cac phan chimg minh dinh 1y cht hoc sinh it gip trong
bai tap. Do d6 mac du da tom tat lai ly thuyét cac kién thuc trong toan hoc va vat ly c6 su
xuét hién cua Ax nhung sau khi doc 101 giai cua hoc sinh & cau hoi nay chi khoang 55% hoc

sinh tham gia c6 cau tra 101, phan con lai d€ trong. Nhan xét vé dau cua Ax

Trong toan hoc Trong vat ly
Pinh nghia | 1)Ghi lai dinh nghia dao ham: Ax la gia tri dai sd cua vecto
Cho ham s6 y = f{x) xac dinh do doi
trén khoang (a;b) va di€ém x, thudc
khoang dé. , Ax =x; - X2
G161 han hiru han (néu co)




ciia ti s& L =S i ddn t6i x,
X—x,

duoc got [e‘l dao ham ctia ham s6 da
cho tai diém x,, ki hi¢u 1a £’ (x, ) hay
y’((x, ) nghia la

f'(x,)=lim

Trong dinh nghia trén néu dat
Ax=x-x,va Ay = f(x, + Ax)- f(x,)

thi ta co
oy i L (X, HAD) — f(X,)
J'(x,) = lim

S - f(x,)

X—X,

=i
Ax

2) Ax 1a s6 gia cua doi sO cua x
3) Ax = x - x, dugc goi 1a s6 gia cua
doi so tai x,

4) Ax 1a hiéu so6 cua x va x,

Déau C6 thé duong hodc Am c6 dau tuy y
Ludn duong Lu6n mang dau duong
Tinh chat | Ax = dx C6 gia tri rat bé
Lon bé tuy y
Duong am tuy y

Mic du trong phan dau phiéu thyc nghiém ching toi néi rd 13 tim hiéu vé Ax va cac
dai luong c6 dang Ax, tuy nhién qua khao sat cac em khong tim thdy moéi lién hé gitra Ax va
At, do d6 trong vat ly tat ca cac em déu tra 161 Ax 1a gia tri dai s6 cua vecto d6 doi hodc dé
tréng chtr khong co dap an khac. Vi vay trong phan tinh chat cia Ax trong vét 1y, cic em
cling khong thdy mdi quan hé gitra Ax va dx.

Két qua 45% khong tra 10i cho thay day 1a cau hoi khong quen thudc doi véi cac em,
1a dang bai tap pha v& hop dong. Hoc sinh c6 gip Ax trong toan va trong vt 1y, tuy nhién
yéu ciu cic em néu dinh nghia, tinh chat cua dai luong nay 1a hoat dong ngoai quan hé thé
ché.

3.2.2 Phén tich a posteriori cau 2

Duong Am Y kién khéac

(c6 thé duong hodc 4m)




Gia toc trung| ~34.67% = 0% ~65,33%
binh :q, _Av

At
- Ax +3 =6% ~ 23,33% ~ 70,67%
37+ 3Ax + (Ax)* | = 75,33% = 0% ~ 24,67%

Céc giai thich tim thay trong phiéu thuc nghiém cta cic em:

a, = % > 0 vi Av, At luén mang gia tri duong.

a, = % c6 dau duong am tuy ¥ tiy thudc vao tinh chat cua chuyén dong

- Ax +3 > 0 vi Ax ¢6 gié tri rat bé, xap xi 0

- Ax +3 <0 vi cac em théy 6 su xuét hién ctia du -: - Ax <0

- Ax 43 ¢6 thé duong ciing c6 thé am: néu Ax < 3 thi - Ax +3 < 0, néu Ax > 3 thi - Ax
+3>0

3x° 4 3Ax + (Ax)*vix’ 2 0va Ax >0

3x° + 3Ax + (Ax)* > 0 vi cac em khong thiy su xut hién caa dau trir trong biéu thirc
duoc cho

3x” + 3Ax + (Ax)* duong 4m tuy y tiy thudc vao gia trj ciia Ax

rro A A re 1A o g 1R , Av , A- A
Vi yéu cau xét dau cua cac biéu thic a, = v —Ax+3,3x> +3Ax+(Ax)* chling t6i mudn
t

kiém tra quy tic hop déng R2 c6 dugc hoc sinh ton trong hay khong. O biéu thirc

A Y . . A ) 1 , , A w , 1 ;
a, = IV gan 65,33% hoc sinh tham gia cho cau tra 161 chinh xac vé mat toan hoc tuc 1a a,, co6
t

thé mang ddu duong hodc 4m tuy theo tinh chit cia chuyén dong, néu vat chuyén dong
nhanh dan déu thi a, mang gia tri duong, con néu vat chuyén dong cham dan déu thi ay,
mang gid tri am. Nhu vy, Ax trong cdu ndy gan v6i mo hinh vat 1y nén duoc hoc sinh hiéu
dung. O biéu thiic - Ax + 3, 70,67% hoc sinh tham gia tra 10i ding 1a n6 c6 thé mang dau
duong (Ax < 3) hay &m (Ax > 3). S6 liéu thong ké cho thay ton tai ca hai qui tic hop dong R1
va R2 : Ax ¢6 gia trj rat bé nén - Ax + 3 > 0, Ax c6 ddu duong nén - Ax + 3 <0 0. Tuy nhién ta

cling nhan thiy dap an sai a, > 0 (34,67%) va - Ax +3 < 0 (23,33%) ciing chiém mét lugng



dang ké trong khi d6 dap an sai a,, < 0 khong mot hoc sinh nao lya chon va - Ax +3 > 0 s6
hoc sinh Iya chon dap an nay ciing twong ddi it (6%) diéu d6 cho thay qui tac hop dong Ax 1a
dai luong mang gia tri duong ton tai trong hoc sinh. Dén biéu thuc 3x” + 3Ax + (Ax)* khong
gan voi mé hinh vat 1y thi dap an ding vé mit toan hoc 1a biéu thic ¢6 déu tuy ¥ chi chiém
24.,67%, trong khi d6 dap an biéu thirc mang gia tri duong chiém 75,33%, khong c6 em nao
chon dap an biéu thirc ¢ gia tri 4am. Nhu vy ching t6 quy tic R2 : Néu nam trong mo hinh
vat Iy ddu Ax 1a ddu cua dai luong vat Iy lién quan. Néu nam ngoai mé hinh vat 1y di cta Ax
1a ddu duong duoc hoc sinh ton trong.

3.3.3 Phan tich a posteriori cau 3

a) Ax = 0,00001 | b) Ax=-1000 ) Ax =1 d) Ax = 1000

93/150 = 62% 16/150 = 10,67% | 31/150 = 20,67% | 10/150 = 6,67%

Céc giai thich tim thay trong phiéu thuc nghiém ctia cac em khi tra 10i:
Mot s6 em chon dép 4n a v6i 10 giai thich:

> ot Ax)=f(xo)Ax + f(x,)

» x-x,=Ax=1-0,99999 = 0,00001

Mot s6 em chon dép an b voi 10 giai thich: Ax 1a d6i s6 cua x, = 0,99999 va f{x) xac
dinh trén khoang (-1000;1)

Mot s6 em chon dép an ¢ véi 101 giai thich: (Ax)’ = 1

Phan con lai cac em chi chon dap an ma khong giai thich.

Trong chuong trinh toan trung hoc pho thong, hoc sinh gap Ax khi tinh dao ham bang
dinh nghia hay tinh gia tri gan ding. Do d6 mac du dap an a 1a khong chinh x4c nhung né
pht hop véi quan hé ca nhan caa hoc sinh. 62% hoc sinh chon phuong an a khang dinh sy
ton tai ciia quy tic hop dong R1. Pép 4n ¢ tuy sai nhung ciing chiém mat ti 16 kha 16n va khi
chon dap 4an ¢ da s6 hoc sinh nham 14n giita viéc tinh gia tri cia Ax véi tinh dao ham cua dai
luong nay, didu nay co thé li giai vi trong toan cac em thuodng duoc yéu cau tinh dao ham
ciia ham sb con dang bai tap co lién quan dén tinh toan gia tri cia Ax thuong cac em gip
trong vat 1y nhu cho quing duong di dugc s yéu cau tinh khoang thoi gian A¢ hay nguoc lai.
Tuy nhién ddi v6i cac em Ax va At khac nhau.

3.3.4 Phan tich a posteriori cau 4

Sau khi phén tich bai 1am cta hoc sinh, chiing t6i bd sung thém cac chién luoc sau:

Doi véi cau 4a:



Chién lugc S4: y'=(Ax)'=dx
DPéi véi cau 4b:
B 2x+5

Chién lugc S4: y'=""""
(Ax)

Chién lugc S5:y'= 2Ax—dx(2x +3)

(Ax)’
Chién lugc S6:
a)y'= iAz
(Ax)
Bang tong két:
Cau 4a S1 S2 S3 S4 Khong
a |b C lam
0% | 34,67% | 0% | 32,67% | 20,67% | 7,33% 4,67%
Cau S1 S2 S3 S4 S5 S6 Khong
4b | a b C a b lam

0% | 5,33% | 0% | 31,33% | 22% | 5,33% | 5,33% | 9,33% | 7,33% | 13,33%

Mic du sach gido khoa da khang dinh Ax chi 1a ki hiéu, khong phai 1a tich cta A.x
nhung két qua thyuc nghiém cho thay phan 16n hoc sinh van thao tac Ax nhu 1a mot tich hay
Ax 1a mot hiéu Ax = x - x,, Ax 1a mot hang s ciing duoc cac em lya chon, & déy ta ciing thay
xuat hién mot quan diém méi vé mébi quan hé giita Ax va dx, d6 13 dao ham (Ax)’= dx. Quan
sat bang két qua thyc nghiém va so sanh mdi twong quan giita cau 4a, 4b: Néu & cau 4a
34,67% xem Ax 13 mot tich thi dén ciu 4b chi 5,33% con gilr quan diém nay, cac quan diém
xem Ax 13 hiéu, Ax 12 hang s6 twong dbi 6n dinh.

C6 nhiéu quan diém vé Ax, cac két qua lai rai déu ¢ cac quan diém, khong c6 su thong
nhét quan diém & cdu 4a va cau 4b, cac em t6 ra ling ting, khéng nhat quan khi giai quyét

cac bai toan lién quan chung to6 hoc sinh chua nam virng, chua hiéu r6 vé dai lugng Ax.



KET LUAN CHUNG

> Trong chuong 1 nghién ctru vé Ax trong vt 1y, chiung t6i nhan thidy Ax xuat hién
dudi cac hinh thitc Ax, As, At,... chi dO bién thién cua dai lugng tuong tmg. Trong chuong
trinh vét 1y trung hoc phd thong, néu Ax trong sach gido khoa co ban 16p 10 c6 gié tri rat bé
thi no lai c6 gia tri tuy y trong sach gido khoa nang cao. Tuy nhién, khi cong cu gidi han da
duogc gidi thiéu thi Ax trong ca hai bd sach 12 déu co gia tri tiy ¥, ding nhu ban chat cia no.
Ax xuét hién trong vat Iy chil yéu dong vai tro ki hiéu.

> Trong chuong 2 nghién ciru vé Ax trong toan hoc, chung t6i nhan thiy Ax duoc gidi
thiéu chinh thirc trong toan va déng vai trd 1a cong cu. Vai trd cong cu cia Ax xuét hién
trong viéc tinh dao ham bang dinh nghia va tinh gia tri gan dung. Tuy nhién, trén thyc té, hoc
sinh chi tinh dao ham bang cong thirc va cic quy tic chir khong dung dinh nghia, con viée
tinh gi4 tri gan dung duoc gidi thiéu nhung chi mang tinh hinh thic, sach gido khoa chua
dua ra duoc cac vi du ma viéc dung cong thirc tinh gia tri gan dung 13 t6i vu hon may tinh bo
tai. Do d6, c6 thé két luan vai tro cong cu ctia Ax trong toan hoc kha mo nhat.

> Trong chuong 3, két qua thuc nghiém cho thiy trén thuc té Ax chi dong vai tro 1a
mot ki hiéu, khong phai 1a ddi tuong nghién ciru ciing khong phai 1a cong cu dé giai quyét
mdt bai toan dugc dit ra: hoc sinh duong nhu khong thiét 1ap duoc méi lién quan giita Ax
trong toan hoc véi cac cac luong As, Av, Af trong vat 1y. Tuy nhién, c4c bai todn thuc nghiém
cho thay chi khi Ax duoc gin véi mot ddi twong vat 1y thi hoc sinh méi hiéu ding din vé ¥
nghia dai luong nay. Nhu vay, ddi véi hoc sinh, Ax chi séng duoc khi gén v61 mo hinh vat
ly.

> Gi6i han cua dé tai:

Do han ché vé thoi gian, chiing t6i tién hanh thyc nghiém vao gitra hoc ki mot trén d6i
tuong 13 hoc sinh khéi 16p 12. Két qua thuc nghiém s& day du va thuyét phuc hon néu duoc
tién hanh trén hoc sinh khoi lop 12 1an 11, khi hoc sinh d3 hoc xong khai niém dao ham, vi
phan.

» Hudng nghién ciru mo ra tir luén van:

Két qua thyc nghiém va phan tich chuong 1, 2 cho thdy Ax c6 mdt tim quan trong nhat dinh
trong vat 1y va trong toan hoc ¢ nha truong phd thong nhung chua duoc gido vién 1an hoc

sinh quan tAm dGng mirc. Tir d6 chung toi dit ra cAu hoi: lidu c6 thé day khai niém Ax bang



cach xdy dung mot tiéu d6 an didactic vé Ax tir tiép can vat 1y khong? D6 ciing 1a hudng

nghién ctru mdi ma dé tai mo ra.
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