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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn ñề tài:   

Điểm bất ñộng là một khái niệm xuất hiện rất sớm trong Toán học. Cho một không 

gian X bất kỳ và một ánh xạ f từ X vào X ,hay từ một tâp con của X vào X..Một ñiểm x thuộc 

X ñược gọi là một ñiểm bất ñộng của f nếu x = f(x). Khi X là một không gian metric ñủ và f là 

ánh xạ co từ  X vào X thì nguyên lý ánh xạ co của Banach khẳng ñịnh sự tồn tại duy nhất 

ñiểm bất ñộng. 

Nguyên lý ánh xạ co có rất nhiều ứng dụng trong toán học.Nó dùng ñể chứng minh 

sự tồn tại và duy nhất nghiệm của: Hệ phương trình tuyến tính, phương trình tích phân, 

phương trình vi phân,hệ phương trình vi phân, tìm giới hạn của dãy số… 

Chính vì lẽ ñó, tôi chọn ñề tài nghiên cứu “Nguyên lý ánh xạ co. Một vài mở rộng và 

ứng dụng“, nhằm có ñiều kiện tiếp cận sâu hơn, làm phong phú thêm cho bài giảng trên lớp 

của mình. 

2. Mục tiêu và nhiệm vụ nghiên cứu: 

●  Nghiên cứu ñiểm bất ñộng dựa trên nguyên lý ánh xạ co của Banach. 

●  Nghiên cứu các áp dụng của nguyên lý ánh xạ co. 

● Nghiên cứu ánh xạ không dãn trên không gian Hilbert, không gian Banach. 

3. Phương pháp nghiên cứu: 

    ●  Nghiên cứu lý thuyết thông qua tài liệu sẳn có và trên Internet. 

4. Cấu trúc của luận văn:  

Ngoài phần mở ñầu, phần kết luận, phần tài liệu tham khảo, gồm có 3 chương. 

* Chương 1:      Nguyên lý ánh xạ co của Banach. 

* Chương 2:     Một số bài toán mở rộng. 

* Chương 3:    Các áp dụng. 

 

CHƯƠNG 1 :  NGUYÊN LÝ ÁNH X Ạ CO CỦA BANACH 

1.1. Nguyên lý ánh xạ co:  

1.1.1 Ánh xạ Lipschitz: Cho 1 2X ,X là 2 không gian metric với các metric tương ứng là 1d và 

2d .Ánh xạ F : (X1,d1) → (X2,d2) thoả mãn d2(F(x),F(y)) ≤ M.d1(x,y), với M cố ñịnh và với 

mọi x,y ∈ X1, ñược gọi là ánh xạ Lipschitz. Số M nhỏ nhất thoả mãn bất ñẳng thức trên gọi 

là hằng số Lipschitz,kí hiệu là L(F) của ánh xạ F.Dĩ nhiên L(F) 0≥ . 

 * Nếu L(F) < 1, thì F ñược gọi là ánh xạ co. 

 * Nếu L(F) ≤ 1, thì F ñược gọi là ánh xạ không dãn. 

   Ánh xạ Lipschitz là ánh xạ liên tục. 
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1.1.2  Dãy Cauchy : Một dãy ñiểm (xn) trong không gian metric X ñược gọi là một dãy 

Cauchy, nếu :  

 Một dãy ñiểm (xn) trong không gian metric X ñược gọi là một dãy Cauchy, nếu : 

0 0 0 m n0, n : n n , m n d(x ,x )ε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ∀ ≥ ⇒ <  (hay : m n
n,m
lim d(x ,x ) 0

→∞
= ) 

1.1.3  Không gian metric ñầy ñủ:  Một không gian metric (X,d) ñược gọi là ñầy ñủ nếu mọi 

dãy Cauchy trong X ñều hội tụ trong X (có giới hạn trong X theo metric d). 

1.1.4  Bước lặp thứ n của ánh xạ F : Cho Y là tập hợp bất kì khác rỗng và ánh xạ F : Y → 

Y. Với y ∈ Y, ta ñịnh nghĩa Fny bằng quy nạp như sau : F0(y)=y, n 1F (y)+  = n 1F(F (y))+  và 

gọi nF (y) là bước lặp thứ n của y ñối với F. Tập { nF (y), y Y∈ , n = 0,1,2,…} gọi là quỹ 

ñạo của y ñối với F. 

1.1.5  Nguyên lý ánh xạ co của Banach : 

   Cho (Y,d) là không gian metric ñầy ñủ và F : Y → Y là ánh xạ co. Lúc ñó : F có duy nhất 

ñiểm bất ñộng u ∈ Y và nF (y) → u khi n → ∞ ,với  y ∈ Y. 

    Chứng minh: Lấy y tuỳ ý thuộc Y. Do F là ánh xạ co nên : 2d(F(y),F (y))=  

d[F(y),F(F(y)] ≤ α d(y,F(y)). Suy ra : d(Fn(y),Fn+1(y)) ≤ nα d(y,F(y)). Lúc ñó, với mọi n 

và với mọi p > 0, ta có : 

 n n p n n 1 n 1 n 2 n p 1 n pd(F (y),F (y) d(F (y),F (y)) d(F (y),F (y)) ... d(F (y),F (y))+ + + + + − +≤ + + +                           

≤ ( n n 1 n p 1...+ + −α + α + + α )d(F,F(y)) 

                          ≤ ( n n 1 n p 1 n p( ... ) ...+ + − +α + α + + α + α + )d(Fy,y) 

                         
n

d(y,Fy),
1

α=
− α

 do 0 1α≤ <  

   Do:0 1≤ <α , nên lim 0n

n
α

→∞
= .Suy ra: { }nF (y) là một dãy Cauchy.Không gian (X,d) là 

ñầy ñủ, nên tồn tại u ∈Y sao cho n

n
limF (y) u

→∞
= .Hàm F là liên tục, nên ta có: 

                              n n 1 n

n n n
limF(F (y)) limF (y) F(limF (y)) F(u)+

→∞ →∞ →∞
= = =  

 Do {Fn+1(y)} là dãy con của dãy {Fn(y)}, vì vậy F(u) = u hay u là ñiểm bất ñộng của ánh xạ 

F. 

   Vậy : với mỗi y ∈ Y, dãy {Fn(y)} tồn tại giới hạn và Fn(y) → u,khi n → ∞  

• Tính duy nhất : Giả sử F có 2 ñiểm bất ñộng x0, y0, x0 ≠ y0, F(x0) = x0, F(y0) = y0.  

Lúc ñó :         d(x0,y0) = d(F( 0x ),F(y0)) ≤ α d(x0,y0) < d(x0,y0) : vô lý 

                        Vậy: x0 = y0. 

1.2  Các mở rộng của nguyên lý ánh xạ co ñã biết: 
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1.2.1  Định lý 1 : Cho (X,d) là một không gian metric ñầy ñủ và F : X → X là một ánh xạ 

(không cần phải liên tục). Giả sử với mỗi ε > 0, tồn tại số δ(ε) > 0 sao cho với mỗi x thuộc 

X, d(x,F(x)) < δ, thì F[B(x,ε)] ⊂  B(x,ε) . 

                                                (với B(x, ε ) là quả cầu mở tâm x, bán kính ε). 

   Lúc ñó, nếu d(Fn(u),Fn+1(u)) → 0,khi n → ∞ , với u ∈ X, thì dãy {Fn(u)} hội tụ tới ñiểm 

bất ñộng của F. 

      * Chứng minh : 

Cho  u ∈ X. Ta kí hiệu Fn(u) = un, và chứng minh {un} là dãy Cauchy. Cho trước ε > 0. Từ 
n n 1d(F (x),F (x)) 0+ → ,chọn N ñủ lớn ta có: d(un,un+1) < δ(ε) với mọi n ≥ N. 

Từ:d(uN,uN+1)<δ(ε)
N 1

N N N N Nd(u ,F u) d(u ,F(F(u )) d(u ,F(u )) ( )+⇔ = = < δ ε

N NF[B(u , )] B(u , )⇒ ε ⊂ ε . Vậy: uN+1 = F( Nu )∈ B(uN,ε)  

 Ta chứng minh quy nạp k
N N k NF (u ) u B(u , ), k 0+= ∈ ε ∀ ≥ . (1)  

  * Khi k = 0, hiển nhiên ta có 0
N N NF (u ) u B(u , )= ∈ ε  

  * Giả sử (1) ñúng khi k = p 0≥ ,tức là:  p
N N p NF (u ) u B(u , )+= ∈ ε là ñúng. 

  * Ta chứng minh (1) là ñúng khi k = p +1  

 Thật vậy:    Ta có p 1 p
N N NF (u ) F(F u ) B(u , )+ = ∈ ε , do p

N NF (u ) B(u , )∈ ε  

                
N k Nk 0,u B(u , ).+⇒∀ ≥ ∈ ε  

      Do us, uk NB(u , ), k,s N∈ ε ∀ ≥ . Ta có d(us,uk) ≤ d(us,uN) + d(uN,uk) < 2ε  

            ⇒ {un} là dãy Cauchy.  

   Do (X,d) là ñầy ñủ nên nn
limu z X

→∞
= ∈ . Ta chứng minh z là ñiểm bất ñộng của F. 

 Giả sử ngược lại rằng z không phải là ñiểm bất ñộng của F, nghĩa là : d(z,Fz) a 0= >  

        Ta có thể chọn một nu a
B(z, )

3
∈  sao cho: 

n n 1

a
d(u ,u ) ( )

3+ < δ .Khi ñó, theo giả thiết ta có: 

F[B(
n n

a a
u , )] B(u , )

3 3
⊂ .Vì vậy: 

n

a
F(z) B(u , )

3
∈ (*). Nhưng ñiều này không thể ñược, bởi vì:  

n n

2a
d(F(z),u ) d(F(z),z) d(u ,z)

3
≥ − ≥ .Vậy: F(z) 

n

a
B(u , )

3
∉ .Điều này vô lý với (*).V ậy F(z) 

= z. 

         Áp dụng kĩ thuật trên, ta dẫn ñến các tổng quát hoá nguyên lý ánh xạ co sau ñây : 

1.2.2  Định lý 2 : Cho (X,d) là không gian metric ñầy ñủ và F : X → X thoả mãn 

d(F(x),F(y)) ≤ [d(x, y)]ϕ , ở ñây φ : + +→R R  là ánh xạ không giảm (không cần phải liên 

tục), thoả mãn n

n
lim (t) 0, t 0.

→∞
ϕ = >  

   Lúc ñó : F có ñiểm bất ñộng duy nhất u và n

n
limF (x) u,x X

→∞
= ∈ . 
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  * Chứng minh : Ta chỉ xét (t) tϕ <  (1), với mọi t > 0.Vì nếu ngược lại thì t (t)≤ ϕ với t > 

0. Do tính không giảm của hàm φ nên φ(t) ≤ φ[φ(t)] = φ2(t) 2t (t)⇒ ≤ ϕ . Bằng quy nạp, ta 

có : nt (t), n 0 t 0≤ ϕ ∀ > ⇒ ≤ : vô lý. 

   Chúng ta sẽ chứng minh rằng : d[Fn(x),Fn+1 (x)] ≤φn[d(x,F(x))]  

       Thật vậy, từ         d[F(x),F(y)]≤φ[d(x,y)] ⇒d[F(x),F2 (x)] ≤φ[d(x,F(x))]  

                              ⇒d(F2(x),F3(x)) ≤φ[d(F(x),F2(x))] ≤φ2[d(x,F(x))] 

                              ………………………………………….. 

                              ⇒d(Fn(x),Fn+1(x)) ≤ φn[d(x,F(x)] 

                              n n 1

x
limd(F (x),F (x)) 0+

→∞
⇒ =  

       Cho ε > 0, chọn δ(ε) = ε – φ(ε) >0 ,do (1) . Nếu d(x,F(x)) < δ(ε) thì z B(x, )∀ ∈ ε , ta có: 

         d(F(z),x) d(F(z),F(x)) d(F(x),x) [d(z,x)] ( ) ( ) ( )≤ + ≤ ϕ + δ ε ≤ ϕ ε + ε − ϕ ε             

F(z) B(x, )⇒ ∈ ε  

   Theo ñịnh lý 1, F có ñiểm bất ñộng u và n

n
limF (x) u,x X

→∞
= ∈  

1.2.3.Định lý 3 : Cho (X,d) là 1 không gian metric ñầy ñủ và F : X → X thoả mãn ñiều kiện 

d(F(x),F(y)) (x, y)d(x,y)≤ α , với 2: X +α → R  có tính chất : Với bất kì ñoạn 

[a,b] \ {0}:sup{ (x, y) /a d(x, y) b} (a,b) 1+⊂ α ≤ ≤ = λ <R  thì F có duy nhất ñiểm bất ñộng 

u X∈ và n

n
limF (x) u,x X

→∞
= ∈ . 

    Chứng minh : Xét dãy un = d(Fn(x),Fn+1(x)) với một x nào ñó thuộc X.  

Ta có : 
n 1 n 2 n n 1 n n 1 n n 1

n 1u d(F (x),F (x)) d[F(F (x),F(F (x)))] (F (x),F (x)).d(F (x),F (x))+ + + + +
+ = = ≤ α   

< n n 1
nd(F x,F x) u+ =  

 với n n 1
na d(F x,F x) b,[a,b] R \ {0} {u }+≤ ≤ ⊂ ⇒ là dãy số giảm.  

Hơn nữa, 0 nu≤  
nn

limu p 0
→∞
⇒ = ≥ . 

   Ta phải chứng minh rằng p = 0. Nếu ngược lại thì n n 1d(F (x),F (x)) [p,p 1]+ ∈ +  với n ñủ lớn. 

Ta chứng minh quy nạp n k n k 1 k n n 1p d(F (x),F (x)) c d(F (x),F (x))+ + + +≤ ≤  với c (p,p 1).= λ +  

 * Khi k = 0 : n n 1p d(F x,F x) p 1+≤ ≤ + . 

 * Giả sử  bất ñẳng thức ñúng với k ≥ 0, tức : 
n k n k 1 k n n 1 kp d(F (x),F (x)) c d(F (x),F (x)) c (p 1)+ + + +≤ ≤ ≤ + .Lúcñó:  

n k 1 n k 2 n k n k 1 n k n k 1p d(F (x),F (x)) d[F(F (x),F(F (x)))] c.d(F (x),F (x))+ + + + + + + + + +≤ ≤ ≤  

                    k n n 1 k 1c.c d(F (x),F (x)) c (p 1)+ +≤ ≤ +  
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   Vậy bất ñẳng thức trên ñúng với mọi k ≥ 0. Do 0 < c < 1 nên ñiều này mâu thuẫn, nghĩa là 

p = 0. Vậy : n n 1
nn n

limu limd(F (x),F (x)) 0+

→∞ →∞
= =  (1) 

   Bây giờ, cho trước 0ε > .Kí hiệu ,
2

ε λ = λ ε 
 

 và chọn min , (1 )
2

ε δ = ε − λ 


. Giả sử : 

d(F(x),x) ,x X< δ ∈ . Ta chứng minh F[B(x, )] B(x, ).ε ⊂ ε  

   Cho z B(x, ) d(z,x) .∈ ε ⇒ < ε  Ta chứng minh d(F(z),x) < ε .  

   Ta có : d(F(z),x) d(F(z),F(x)) d(F(x),x).(2)≤ +  

   Ta chia ra hai trường hợp sau : 

 * Khi d(z,x)
2

ε< . Lúc ñó : d(F(z),x) d(F(z),z) d(z,x)
2 2 2

ε ε ε≤ + < δ + < + = ε  

                                             F(z) B(x, ).⇒ ∈ ε  

*Khi d(x, )
2
ε ≤ ε < ε ,thìd(F(z),x) (z,x)d(z,x) d(F(x),x) (1 )≤ α + ≤ λε + − λ ε = ε  

F(z) B(x, )⇒ ∈ ε  

   Vậy : F[B(x, )] B(x, )ε ⊂ ε    (3) 

 Kết hợp (2) và (3) và theo ñịnh lý 1 (2.1) ta khẳng ñịnh rằng F có ñiểm bất ñộng u và 
n

n
limF (x) u,u X

→∞
= ∈ . 

   Tính duy nhất : Giả sử F có 2 ñiểm bất ñộng u1,u2, tức u1 = F(u1) và u2 = F(u2).  

        Lúc ñó :         1 2 1 2 1 2 1 2 1 2d(u ,u ) d(F(u ),F(u )) (u ,u )d(u ,u ) d(u ,u )= ≤ α < .  

Điều này vô lý. Vậy F có duy nhất ñiểm bất ñộng. 

1.2.4. Định lý 4 : Cho (X,d) là không gian metric ñầy ñủ và : X +ϕ → R  là hàm số không 

âm bất kì (không cần phải liên tục). 

 Giả sử : inf{ (x) (y) / d(x,y) a, x,y X} (a)ϕ + ϕ ≥ ∀ ∈ = µ  > 0, a 0∀ > (**). Lúc ñó, mỗi dãy 

{x n} trong X mà n(x ) 0ϕ →  thì nx u X→ ∈ . 

   Chứng minh : Đặt n nA {x X / (x) (x )}= ∈ ϕ ≤ ϕ . Ta có nA ≠ ∅  vì nx X∈  và 

n(x) (x )ϕ ≤ ϕ , với mọi n, và với mọi họ hữu hạn có giao khác trống. Ta chứng minh ñường 

kính n(A )δ  của An dần tới 0. 

     Cho trước 0ε > , do n(x ) 0ϕ →  nên chọn N ñủ lớn ñể n

1
(x ) ( )

2
ϕ ≤ µ ε  với mọi n N≥ . 

Lúc ñó: Với mọi n N≥  và với mọi x, y thuộc về  nA  ta có: 

         n(x) (x )ϕ ≤ ϕ , n(y) (x )ϕ ≤ ϕ , nên: n(x) (y) 2 (x )ϕ + ϕ < ϕ ( ) d(x,y)< µ ε ⇒ < ε . Vì 

vậy n(A ) 0.δ →  Vì n n(A ) (A ) 0.δ = δ → . Theo nguyên lý Cantor về dãy hình cầu ñóng có 

ñường kính thắt dần, ta có n
n N

A {u}
∈

=I , u duy nhất. Do n nx A∈  với mỗi n, nên nx u→ . 
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Với bất kỳ dãy { }ny thoả mãn n(y ) 0ϕ → , ta có: n n(x ) (y ) 0ϕ + ϕ → .Theo giả thiết (**) ta 

có: n nd(x ,y ) 0→ . 

                       Định lý sau là một hệ quả hiển nhiên: 

1.2.5. Định lý 5 : Cho (X,d) là 1 không gian metric ñầy ñủ và F : X → X là liên tục. Giả sử 

rằng hàm số (x) d(x,F(x))ϕ =  có tính chất(**) trong ñịnh lý 4(2.4) và 
x X
inf d(x,F(x)) 0

∈
= . 

Thì F có duy nhất ñiểm bất ñộng . 

 

CHƯƠNG 2 :   MỘT SỐ BÀI TOÁN M Ở RỘNG 

 

     ■ Bài toán 1:  Cho (X,d) là không gian metric ñầy ñủ và F : X → X là ánh xạ thoả mãn  

FN : X → X là ánh xạ co (với N là 1 số tự nhiên nào ñó, F không cần liên tục). Chứng minh 

rằng F có duy nhất ñiểm bất ñộng u và dãy {Fnx} hội tụ về u với x X∈ . 

Chứng minh :  

   * Do X ñầy ñủ và FN : X → X là ánh xạ co nên FN có ñiểm bất ñộng duy nhất u, tức là 
NF (u) u X= ∈ . 

   Từ FN(u) = u N NF(F (u)) F(u) F (F(u)) F(u)⇒ = ⇔ =  

   ⇒F(u) là ñiểm bất ñộng của FN. 

   Do tính duy nhất về ñiểm bất ñộng ñối với một ánh xạ co nên F(u) = u (*) hay u ñiểm bất 

ñộng của F. 

    * Dãy Fnx → u : 

   Đặt g(x)= FN (x). Do NF  có ñiểm bất ñộng u nên gn (x) u(n )→ → ∞ .Với mọi x X∈ , ta 

chứng minh dãy Fn (x) hội tụ về u.  

Đặt: k
kx F (x)= ,với k =0,n 1−  

Do: n

n
limg (x) u

→∞
=  nên ta có: n

k
n
limg (x ) u

→∞
= , nghĩa là:  

                     n
k k k0, M / n M d[g (x ),u]∀ε > ∃ ∈ ∀ > ⇒ < ε�  

 Chọn M = max{ }kM ,k 0,n 1= − , thì n
kn M d[g (x ),u]∀ > ⇒ < ε (*). 

Chọn: A = N(M+1) ∈� .Ta viết: n = p.N + k , k < N. Lúc ñó: Với mọi n > A ta có:  p.N + k  

>  N(M + 1) p.N k N.M N⇒ + > + (p M)N N k 0⇒ − > − > . Suy ra: p > M. 

Ta có: n p.N k p.N k p.N
kF (x) F (x) F [F (x)] F (x )+= = = = p

kg (x ) . 

Từ kết quả p > M và áp dụng (*) ta có: p
kd[g (x ),u]< ε nd[F (x),u]⇒ < ε . 

Tức dãy { }nF (x)  hội tụ về u. 
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     ■ Bài toán 2: Cho (X,d) là không gian metric ñầy ñủ và Fn : X → X là dãy các hàm liên 

tục. Giả sử rằng mỗi Fn có ñiểm bất ñộng xn. 

   (a)  Cho Fn → F  ñều trên X. Chứng minh : 

        i) Nếu xn → x0 hay nếu F(xn) → x0 thì x0 thì x0 là ñiểm bất ñộng của F. 

        ii) Nếu F là ánh xạ co thì xn hội tụ ñến ñiểm bất ñộng duy nhất của F. 

   (b) Cho Fn → F theo từng ñiểm, với mỗi Fn là ánh xạ Lipschitz và nL(F ) M≤ < +∞ , với 

mọi n. 

       Hãy chứng minh : 

        i) F là ánh xạ Lipschitz với L(F) ≤ M. 

        ii) Nếu xn → x0 thì x0 là ñiểm bất ñộng  ñối với F. 

        iii) Nếu M < 1 thì {xn} hội tụ ñến ñiểm bất ñộng duy nhất của F. 

         Lời giải :  

Câu (a)  

      ● Khi xn→x 0 : 

 i). Ta có   d(Fx0,x0) ≤ d(Fx0,xn) + d(xn,x0) 

                                 = d(Fx0,Fnxn) + d(xn,x0)  (do nF có ñiểm bất ñộng nx ) 

                                 ≤ d(Fnxn,Fxn) + d(Fxn,Fx0) + d(xn,x0) 

   Do nF F→
→  nên F liên tục 1 10 0, N / n N

3

ε
⇒∀ε > ⇒ > ∃ ∀ ≥  thì n 0d(Fx ,Fx ) .

3

ε<  

   Do nF F→
→  nên 2 2 n n nN / n N :d(F x ,Fx )

3

ε∃ ∀ ≥ < . 

   Do n 0 3 3 n 0x x N / n N :d(x ,x ) .
3

ε→ ⇒ ∃ ∀ ≥ <  

   Chọn N = max{N1,N2,N3}. Lúc ñó, 0 0n N d(Fx ,x )∀ ≥ ⇒ < ε  hay x0 là ñiểm bất ñộng 

của F. 

    ●  Khi F(xn) → x0 : 

            Ta có : n n 0 n n n n 0d(F x ,x ) d(F x ,Fx ) d(Fx ,x )≤ +  

   1 1 n n n0, N : n N d(F x ,Fx )
2

ε∀ε > ∃ ∀ ≥ ⇒ <    (do nF F→
→ ) 

   2 2 n 00, N : n N d(Fx ,x )
2

ε∀ε > ∃ ∀ ≥ ⇒ <       (do n oF(x ) x→ )  

   Chọn N = max{N1,N2}. Lúc ñó : 

   0, n N∀ε > ∀ ≥  ta có : n n 0d(F x ,x )< ε  hay n 0d(x ,x )< ε . 

   Theo chứng minh trên thì x0 là ñiểm bất ñộng của F. 

   ii) Ta có : n 0 n n 0d(x ,x ) d[F (x ),F(x )]=  
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                                      n n n n 0d[F (x ),F(x )] d[F(x ),F(x )]≤ +  

                                      n n n n 0d[F (x ),F(x )] d(x ,x )≤ + α  

     n 0 n n n(1 )d(x ,x ) d[F (x ),F(x )]⇒ − α ≤  

   Do n n n nF F 0, N / n N :d[F (x ),F(x )] (1 )→
→ ⇒∀ε > ∃ ∀ ≥ ≤ ε − α  (0 1≤ α < ). 

                    n 0 n 0d(x ,x ) x x .⇒ ≤ ε⇒ →  

Câu (b) : 

i) F là ánh xạ Lipschitz với L(F) ≤ M 

 Ta có : n n n nd[F(x),F(y)] d[F(x),F (x)] d[F (x),F (y)] d[F (y),F(x)]≤ + +  

 Do Fn  là ánh xạ Lipschitz, nên : 

               n nd[F(x),F(y)] d[F(x),F (x) Md(x,y) d[F (y),F(y)]≤ + +   

 Lại do Fn hội tụ ñiểm ñến F, nên chuyển qua giới hạn hai vế ta ñược :  

                                  d[F(x),F(y)] Md(x,y)≤  

hay f là ánh xạ Lipschitz. 

  ii)Nếu xn → x0 thì x0 là ñiểm bất ñộng của F 

Ta có : 0 0 0 n 0 n 0 n n n n 0d[Fx ,x ] d[Fx ,F x ] d[F x ,F x ] d[F x ,x ]≤ + +  

                                 0 n 0 n 0 n n n 0d[Fx ,F x ] d[F x ,F x ] d(x ,x )= + +  

 Do Fn là ánh xạ Lipschitz ⇒Fn là hàm số liên tục.  

              Vậy khi xn → x0 thì Fnxn → Fnx0. 

 Do Fn hội tụ về F theo từng ñiểm nên Fnx0 → Fx0. 

 Chuyển qua giới hạn hai vế, ta ñược Fx0 = x0 hay x0 là ñiểm bất ñộng của F 

   iii) Nếu M < 1 thì xn → x0 và x0 là ñiểm bất ñộng duy nhất của ánh xạ F : 

    Cho xn  là ñiểm bất ñộng của Fn  và x0  là ñiểm bất ñộng của F.Ta có: 

                n 0 n n 0 n n n 0 n 0 0d(x ,x ) d(F (x ),F(x )) d(F (x ),F (x ) d(F (x ),F(x ))= ≤ +  

                                                                        ≤  n 0 n 0 0M.d(x ,x ) d(F (x ),F(x ))+ . 

Suy ra:
n 0 n 0 0

1
d(x ,x ) d(F (x ),F(x ))

1 M
≤

−
.Từ ñó n 0x x→  do Fn  hội tụ ñiểm về F và M <1. 

    ■ Bài toán 3 : Cho (X,d) là 1 không gian metric ñầy ñủ và {an} là 1 dãy số không âm, có 

n
n 1

a
∞

=

< +∞∑
 Cho F : X → X là ánh xạ thoả mãn : 

 d(Fn(x),Fn(y)) ≤ an.d(x,y), x, y X∀ ∈ . Hãy chứng minh F có duy nhất ñiểm bất ñộng và 

nF (z) u,z X→ ∈  (Weissinger – 1952) 

   Chứng minh :  

Từ 
n

n 1

a
∞

=

< +∞∑
. Do chuỗi 

n
n 1

a
∞

=
∑ hội tụ nên số hạng tổng quát na 0→ .Vì vậy với n N≥ , ta có 

n0 a 1≤ < , N∈�    
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Ta có: N0 a 1≤ < .Do N N N
Nd(F (x),F (y)) a d(x, y) F≤ ⇒  là ánh xạ co nên NF có duy nhất 

ñiểm bất ñộng u, hay NF u u= . 

       Từ  N N NF (u) u F(F u) F(u) F (Fu) F(u)= ⇒ = ⇒ = hay F(u) là ñiểm bất ñộng của FN .Do 

tính duy nhất của ñiểm bất ñộng ñối với ánh xạ co FN nên ta có F(u) = u hay u là ñiểm bất 

ñộng của F. 

• Tính duy nhất : Giả sử F có ñiểm bất ñộng u,v với u ≠ v. 

 Ta có : N N
N Nd(u,v) d(F(u),F(v)) d(F (F(u)),F (F(v))) a d(F(u),F(v)) a d(u,v)= = ≤ = < 

d(u,v) : vô lý. Vậy u = v. 

• Fn(z) → u, với z ∈ X : Do chứng minh trên NF là ánh xạ co.Sử dụng kết quả của bài 

toán 1 ta kết luận ñược dãy số: { }nF (z) hội tụ về u với z X∈ . 

 

    ■ Bài toán 4: Cho (X,d) là một không gian metric ñầy ñủ và F : X → X là ánh xạ thoả 

mãn : với mọi tập ñóng bất kì A X⊂  với (A)δ ≠ ∅  ( (A)δ  là ñường kính của tập A) ta có 

(F(A)) (A)δ ≤ αδ  với 0 1≤ α < . Chứng minh F có duy nhất ñiểm bất ñộng. (H.Amann) 

   Chứng minh: Với mọi x, y thuộc X mà x y≠ , 

Ta ñặt A ={ }x,y (A) d(x,y)⇒ δ = .Ta có F(A)= { }F(x),F(y) .Suy ra: (F(A)) d(F(x),F(y))δ = . 

     Theo giả thiết: d(F(x),F(y)) (F(A)) (A) d(x,y)= δ ≤ αδ = α .Khi x = y ta cũng có kết quả 

này.Vậy F là ánh xạ co. 

     Theo nguyên lý ánh xạ co của Banach, F có duy nhất ñiểm bất ñộng. 

 

   ■ Bài toán 5 :  Cho (Y,d) là không gian metric ñầy ñủ và B = B( y0,r ) = {y/d(y,y0) < r} là 

quả cầu mở tâm y0, bán kính r. Cho F : B→Y là ánh xạ co với hằng số co α < 1. Nếu d(F(y0-

),y0 ) < (1–α)r, thì F có ñiểm bất ñộng . 

  Chứng minh:  

     Chọn 0< ε < r  sao cho ( )( )0 0d F y ,y (1 ) (1 )r≤ − α ε < − α : 

  thì  { }0K y/d(y,y )= ≤ ε   là quả cầu ñóng chứa trong B .   

     Với mọi y K∈ ,ta có: 

       Lúc ñó : ( ) ( ) ( )0 0 0 0d F(y), y d F(y),F(y ) d F(y ), y≤ +  

                                        

( ) ( )
( )

( )

0 0 0

0

d y,y d F(y ),y

d y,y (1 )

1

≤ α +

≤ α + − α ε

≤ αε + − α ε = ε

 

                     F(K) K⇒ ⊂  . Suy ra:  F là ánh xạ từ K vào K   
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   Do X ñầy ñủ,  K X⊂  và K ñóng ⇒  K là không gian ñầy ñủ và do F : K → K , là ánh xạ 

co ⇒  F có duy nhất ñiểm bất ñộng trên K. 

       Nhận xét rằng : F : B → Y là ánh xạ co, với Y là không gian metric ñầy ñủ. Nếu F thoả 

mãn : 0 0d(F(y ), y ) (1 )r≤ − α  với 0B(y ,r) Y⊂  thì F có ñiểm bất ñộng (ảnh của quả cầu di 

chuyển không xa tâm của nó) 

     ■ Bài toán 6 : Cho E là không gian Banach và F : E → E là toán tử tuyến tính thoả mãn : 
1(I F)−−  là tồn tại 

   a) Cho G : E → E là ánh xạ Lipschitz với 1|| (I F) || .L(G) 1−− <  với L(G) là hằng số 

Lipschitz của G. Chứng minh ánh xạ : x F(x) G(x),x E+ ∈a , có duy nhất ñiểm bất ñộng. 

   b) Cho λ ,r là 2 số dương, 1λ <  và ñặt K = K(0,r) là quả cầu ñóng tâm O, bán kính r. Giả 

sử G : K → E là một ánh xạ Lipschitz thoả mãn 
1

(1 )r
|| G(0) ||

|| (I F) ||−

− λ≤
−

. Chứng minh rằng : nếu 

1|| (I F) || .L(G)−− < λ  

 thì ánh xạ x F(x) G(x),x K+ ∈a , có duy nhất ñiểm bất ñộng. 

 Lời giải :  

     a) Xét ánh xạ H :    E E→  xác ñịnh bởi: H = ( 1I F) G−− o thì H liên tục. 

 Lúc ñó: x,y E∀ ∈ ,ta có:  1 1H(x) H(y) (I F) G(x) (I F) G(y)− −− = − − −o o = 

  1 1(I F) .(G(x) G(y)) (I F) . G(x) G(y)− −− − ≤ − − 1(I F) .L(G). x y−≤ − − . 

Do giả thiết: 1(I F) .L(G),0 1−α = − ≤ α < ,nên H là ánh xạ co từ E vào E. Theo nguyên lý 

ánh xạ co của Banach thì H có ñiểm bất ñộng duy nhất x 0 ,tức là: H(x0 ) = x0 . 

   Từ: H 1
0 0 0 0(x ) x (I F) G(x ) x−= ⇒ − =o 0 0 0G(x ) I(x ) F(x )⇒ = − . 

    0 0(G F)(x ) x⇒ + =  hay ánh xạ x F(x) G(x)→ + từ E vào E có duy nhất ñiểm bất ñộng  

   b) Đặt 1H (I F) G−= − o .Ta chứng minh rằng hàm H từ K vào E là ánh xạ co. 

   Thật vậy: Với mọi x, y thuộc K. 

Ta có: 1 1H(x) H(y) (I F) G(x) (I F) G(y)− −− = − − −o o  

=  1 1(I F) . G(x) G(y) (I F) .L(G). x y− −− − ≤ − − . x y< λ − . Do 0 1< λ < , nên H là 

ánh xạ co. Theo nguyên lý ánh xạ co của Banach, thì hàm H có duy nhất ñiểm bất ñộng 

x 0 ,tức là H(x0 ) = x0 .Từ H(x 0 )= x0 , ta suy ra: 

1
0 0 0 0 0(I F) .G(x ) x G(x ) x F(x )−− = ⇒ = −  

Hay: 0 0(F G)(x ) x+ = hay hàm ϕ : x F(x) G(x)→ + có ñiểm bất ñộng duy nhất. 

  Ta lại chứng minh hàm H là ánh xạ từ K vào K. Với mọi x K(0,r)∈ ta có: x r≤ . 
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  Ta chứng minh H(x) r≤ .Thật vậy: 

  Ta có: H(x) H(x) H(0) H(0) H(x) H(0) H(0)= − + ≤ − +  

                            

= 1 1(I F) G(x) (I F) G(0) H(0)− −− − − + 1 1(I F) G(x) G(0) (I F) G(0)− −≤ − − + −  

1 1(I F) .L(G) x (I F) G(0)− −≤ − + − 1.r (I F) G(0)−≤ λ + − . 

 1

1

1
.r (I F) . .r .r (1 )r r

(I F)
−

−

− λ≤ λ + − = λ + − λ =
−

 

   Suy ra || H(x) || r≤ , tức H : K(0,r) K(0,r)→  và H là ánh xạ co nên H có duy nhất ñiểm 

bất ñộng trên K(0, r). 

■ Bài toán 7:  Một không gian metric (X,d) là ε – xích nếu với mỗi cặp x,y X∈  có một số 

hữu hạn ñiểm x = x0,x1,x2,…,xn = y sao cho i i 1d(x ,x ) , i : 0 i n.+ < ε ∀ ≤ ≤  Cho (X,d) là ñầy 

ñủ và F : X → X là một ánh xạ. Giả sử rằng có một số ε > 0 và một số k : 0 ≤ k < 1 sao cho 

d(F(x),F(y)) k.d(x, y)≤  mỗi khi d(x,y) < ε. 

   Chứng minh rằng nếu (X,d) là ε – xích thì F có duy nhất ñiểm bất ñộng (M.Edelstein). 

   Lời giải : 

     Chọn x0 0X F(x ) X∈ ⇒ ∈ (Do F là ánh xạ từ X vào X).Do X là ε − xích nên tồn tại p 

,∈� tồn tại 1 2 px ,x ,..., x X∈ . 

Suy ra: 0 1 1 2 p 1 pd(x ,x ) ;d(x ,x ) ;...,d(x ,x )−< ε < ε < ε , F( px ) = x0 .  

  Ta có: 2
0 0 0 1 1 2 p 1 0d(F(x ),F (x )) d(F(x ),F(x )) d(F(x ),F(x )) ... d(F(x ),F(F(x ))−≤ + + + . 

                                  0 1 1 2 p 1 0k[d(x ,x ) d(x ,x ) ... d(x ,Fx )−≤ + + + ]. 

       
2 3 2 2 2 2 2 2

0 0 0 1 1 2 p 1 0d(F (x ),F (x )) d(F (x ),F (x )) d(F (x ),F (x )) ... d(F (x ),F (F(x ))−⇒ ≤ + + +  

                                  0 1 1 2 p 1 0k[d(F(x ),F(x )) d(F(x ),F(x )) ... d(F(x ),F(F(x ))−≤ + + + ] 

2
0 1 1 2 p 1 0k [d(x ,x ) d(x ,x ) ... d(x ,F(x ))]−≤ + + + . 

Tiếp tục quá trình này,ta có: 

         n n 1 n
0 0 0 1 1 2 p 1 0d(F (x ),F (x )) k [d(x ,x ) d(x ,x ) ... d(x ,F(x ))]+

−≤ + + + . 

Do 0 k 1≤ < ,nên nk 0→ ,khi n dần về vô cùng.Suy ra dãy { }nF (x) là một dãy 

Cauchy.Không gian X là ñầy ñủ nên tồn tại u X∈  sao cho: n

n
limF (x) u

→∞
= . 

Do F là hàm liên tục,nên ta có n n 1 n

n n n
limF(F (x)) limF (x) F(lim(F x)) F(u)+

→∞ →∞ →∞
= = =  

Do dãy { }n 1F x+ là dãy con của dãy { }nF x nên ta có F(u) = u  hay u là ñiểm bất ñộng của F. 
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Tính duy nhất: 

    Cho u X;v X∈ ∈  là hai ñiểm bất ñộng cùa F.Ta chứng minh u = v.Chọn p∈�  ñể u 

= 0x , 1 2 px ,x ,...., x = v, 0 1 1 2 p 1 pd(x ,x ) ;d(x ,x ) ,...,d(x ,x )−< ε < ε < ε . Như ñã chứng minh ở 

trên, ta có: n n
0 1d(F (x ),F (x )) 0→  khi n → ∞  

Mà n n n
0 1F (x ) F (u) u F (x ) u= = ⇒ → ( n → ∞ ). 

Tương tự : n n
1 2d(F (x ),F (x )) 0→ . Mà n n

1 2F (x ) u F (x ) u→ ⇒ →  khi n → ∞  

    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                                 

 Tiếp tục như vậy ta có kết quả n
pF (x ) u→ .Vì vậy u = v 

 

CHƯƠNG 3 : CÁC ÁP DỤNG 

 

3.1. Một số kết quả lý thuyết  : 

3.2  Ánh xạ không dãn trên không gian Hilbert :  

   Nguyên lý ánh xạ co của Banach xây dựng trên một không gian metric ñầy ñủ bất kì. Nếu 

cho trước không gian một cấu trúc ñầy ñủ, giả thiết về tính co rút của ánh xạ có thể thay thế 

bởi tính không dãn, dĩ nhiên, tính duy nhất của ñiểm bất ñộng có thể không còn bảo toàn. 

 Mệnh ñề Cho H là một không gian Hilbert thực và u,v H∈ . Nếu cho một số x H∈  sao 

cho || x u || R,|| x v || R− ≤ − ≤  và 
u v

|| x || r
2
+− ≥  thì 2 2|| u v || 2 R r− ≤ − . 

   Chứng minh : Ta có :  

   2 2 2 2|| (x u) (x v) || || (x u) (x v) || 2[|| x u || || x v || ]− − − + − + − = − + −   

   2 2 2 2|| u v || 2[|| x u || || x v || ] || (x u) (x v) ||⇒ − = − + − − − + −  

                     2 2 2u v
2[|| x u || || x v || ] 4 || x ||

2
+= − + − − −  

                          (áp dụng ñẳng thức hình bình hành) 

   2 2 2 2 2|| u v || 4R 4r 4(R r )⇒ − ≤ − = −  

   2 2 2|| u v || 2 R r⇒ − ≤ −   (ñpcm) 

 Áp dụng mệnh ñề trên ta nghiên cứu ánh xạ không dãn trên các tập bị chặn. 

3.3  Ánh xạ không dãn trên quả cầu ñóng trong không gian Hilbert : 

 

 Bổ ñề : Cho H là không gian Hilbert và C {x H / || x || c}= ∈ ≤  là quả cầu ñóng trong H. Ta 

ñịnh nghĩa ánh xạ r : H → C xác ñịnh bởi 
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,

( )
. ,

x x c

r x x
c x c

x

 ≤
=  ≥


 

thì r : H → C là ánh xạ không dãn. 

   Chứng minh : Ta khẳng ñịnh nếu u,v ≠ 0 thì  

                              u r(u), r(v) r(u) 0− − ≤     (1) 

 * Nếu || u || c≤  thì r(u) = u, thì (1) là hiển nhiên. 

 * Nếu || u || c≥  thì u u
u r(u),r(v) r(u) u c ,r(v) c

|| u || || u ||
− − = − −    

  – Nếu || v || c≤   thì : r(v) = v. Lúc ñó (2) trở thành : 

     2u,v
u r(u), r(v) r(u) u,v c || u || c c

|| u ||
− − = − − +  

                                       

( )

c c
u,v 1 c || u || 1

|| u || || u ||

c
1 u,v c || u ||

|| u ||

   = − − −   
   

 = − − 
 

 

   Ta có bất ñẳng thức Cô Si – Svác : u,v || u || . || v ||≤  

     
u,v u,v || u || . || v ||

u,v c || u || || u || . || v || c || u || || u || (|| v || c)

⇒ ≤ ≤

⇒ − ≤ − = −
 

   Do c || v | || v || c 0≥ ⇒ − ≤  và 
c

1 (2) 0
|| u ||

≤ ⇒ ≤ . 

  – Nếu || v || c≥ , thì : 
v

r(v) c .
|| v ||

=  Lúc ñó (2) trở thành : 

       
u v u

u r(u),r(v) r(u) u c ,c c
|| u || || v || || u ||

− − = − −  

                                         c u,v c c
1 c || u || 1

|| v || || u || || u ||

   = − − −   
   

 

                                         
c u,vc

1 c || u ||
|| u || || v ||

  = − −  
  

     

   Do 
c

|| u || c 1 0
|| u ||

≥ ⇒ − ≥ . 

   
c u,v c || u || . || v ||

u,v u,v || u || . || v || c || u ||
|| v || || v ||

≤ ≤ ⇒ ≤ =  
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c u,v

c || u || 0 (3) 0 (2) 0
|| v ||
⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

   Kết luận : u r(u),r(v) r(u) 0; u,v H− − ≤ ∀ ∈  và u ≠ 0, v ≠ 0. 

   Để chứng minh hệ quả, ta viết : 

                         x y r(x) r(y) x r(x) y r(y)− = − + − − +  

                                  r(x) r(y) a= − + ; với a = x r(x) y r(y)− − +  

                2 2 2|| x y || || r(x) r(y) || || a || 2 a,r(x) r(y)⇒ − = − + + −  

   Để ý rằng : a,r(x) r(y) x r(x) r(y) y,r(x) r(y)− = − + − −  

                        
x r(x),r(x) r(y) r(y) y,r(x) r(y)

x r(x),r(y) r(x) y r(y), r(x) r(y) ,(4)

= − − + − −

= − − − − − −
 

   Do  

                        
x r(x),r(y) r(x) 0

(4) 0.
y r(y), r(x) r(y) 0

 − − ≤
⇒ ≥

− − ≤
 

   Vì vậy : 2 2|| x y || || r(x) r(y) ||− ≥ −  hay || r(x) r(y) || || x y ||− ≤ − ⇒  r : ánh xạ không dãn 

(ñpcm). 

         Định lý (Tính không tuyến tính ñối với ánh xạ không dãn). 

   Cho H là không gian Hilbert và C là quả cầu ñóng trong H (C {x H / || x || c}= ∈ ≤ ). Lúc 

ñó mỗi ánh xạ không dãn F : C → H có ít nhất một trong hai tính chất sau : 

   a)   F có ñiểm bất ñộng. 

   b)   Có x C∈δ  và (0,1)λ ∈  sao cho x F(x)= λ . 

   Chứng minh : 

 a) Theo bổ ñề trong 3.3, thì ánh xạ r : H → C là một ánh xạ không dãn. Ta có : roF : C → C 

thì roF có một ñiểm bất ñộng x = roF(x) với x C∈ . Nếu F(x) C∈  thì ( )r F xo  = F(x) 

ox r F(x) F(x)⇒ = =  hay F có ñiểm bất ñộng x. 

  b)  Nếu F(x) C∉ , thì : o
F(x)

x = r F(x)=c. || x || c
||F(x)||
⇒ =  hay x C∈δ . 

   Đặt 
c

x F(x)
|| F(x) ||

λ = ⇒ = λ  

   Do 
c

F(x) C || F(x) || c 1
|| F(x) ||

∉ ⇒ > ⇒ λ = <    (ñpcm) 

     Hệ quả : Cho C {x H / || x || r}= ∈ ≤  và F : C → H là ánh xạ không dãn. Giả sử rằng 

x C∀ ∈δ , một trong số các ñiều kiện sau thoả mãn : 

   a) ||F(x)|| ≤ ||x|| 



 17 

   b) ||F(x)|| ≤ ||x – F(x)|| 

   c) 2 2 2|| F(x) || || x || || x F(x) ||≤ + −  

   d) 2x,Fx || x ||≤  

   e) F(x) = –F(–x) 

thì F có một ñiểm bất ñộng. 

   Chứng minh :  

   a) Giả sử F không có ñiểm bất ñộng x C,x F(x), (0,1)⇒ ∃ ∈δ = λ λ ∈ . Thế 

|| x || || F(x) ||= λ  vào a) ta có :    || F(x) || || F(x) || 1≤ λ ⇒ λ >  : vô lý 

   Vì vậy F có ñiểm bất ñộng. 

   b) Giả sử F không có ñiểm bất ñộng nào x C,x F(x), (0,1)⇒ ∃ ∈δ = λ λ ∈ . 

   Từ b) suy ra : || F(x) || || F(x) F(x) || (1 ) || F(x) ||≤ λ − = − λ  

                    1 1⇒ ≤ − λ  : vô lý vì (0,1)λ ∈ . 

   c) Tương tự: 

Giả sử F không có ñiểm bất ñộng nào x C,x F(x), (0,1)⇒ ∃ ∈δ = λ λ ∈ .  

   Từ c) ta có : 2 2 2 2 2|| F(x) || || F(x) || (1 ) || F(x) ||≤ λ + − λ  

                   2 21 (1 ) 1 1:⇒ ≤ λ + − λ < λ + − λ =  vô lý 

   d)Tương tự: 

Giả sử F không có ñiểm bất ñộng nào x C,x F(x), (0,1)⇒ ∃ ∈δ = λ λ ∈ . 

   Theo d) ta có : 

   2 2 2 2 2F(x),F(x) || F(x) || || F(x) || || F(x) ||λ ≤ λ ⇔ λ ≤ λ  

                                              2 :⇔ λ ≤ λ < λ  vô lý 

   e) Ta thấy x C∈  thì x C,0 C− ∈ ∈ . Vậy C là tập ñối xứng qua gốc O. 

   x C,∀ ∈δ  thì : ||x|| = r = ||–x|| 

   F : C → C F(x) C F(x) x F( x) F(x) x , x U⇒ ∈ ⇒ ≤ ⇒ − − = ≤ ∀ ∈δ  

   Theo kết quả ở câu a) ⇒  F có ñiểm bất ñộng. 

3.4. Nghiệm của phương trình vi phân và phương trình tích phân : 

  ■.Bài toán 1: Phương trình tích phân Volterra loại 2 

  Cho K :[0,T] [0,T]× × R   → R  là hàm liên tục và thoả mãn ñiều kiện Lipschitz ñối với biến 

thứ 3 : |K(t,s,x) – K(t,s,y)| ≤ L|x – y|, L là hằng số Lipschitz, (s, t) [0,T] [0,T], x,y∀ ∈ × ∀ ∈R . 

Lúc ñó : với mọi v [0,T]∈  phương trình ( )
t

0

u(t) v(t) K t,s,u(s) ds, t [0,T],= + ∈∫  sẽ có 

nghiệm duy nhất u [0,T]∈ . 



 18 

      Ngoài ra, nếu ta ñịnh nghĩa dãy hàm {un} bằng quy nạp với giá trị ñầu 0u [0,T]∈  : 

( )
t

n 1 n

0

u (t) v(t) K t,s,u (s) ds+ = + ∫  thì dãy hàm {un} hội tụ ñều trên [0,T]  tới nghiệm duy nhất 

u. 

   Lời giải : Gọi E là không gian Banach của mọi hàm liên tục trên [0,T], có giá trị thực, có 

chuẩn |g| = Lt

t [0,T]
maxe | g(t) |−

∈
 trên E.Chuẩn này tương ñương với chuẩn sup x ,từ: 

                                                 LTe x x x− ≤ ≤  

   Xác ñịnh ánh xạ F : E → E cho bởi : 

                              ( )
t

0

F[g(t)] F(g)(t) v(t) K t,s,g(s) ds= = + ∫  

   Ta chỉ cần chứng minh F là ánh xạ co. Thật vậy : 

   |F(g) – F(h)| = Lt

t [0,T]
maxe Fg(t) Fh(t)−

∈
−  

                        

[ ]
t

Lt

t [0,T]
0

t
Lt

t [0,T]
0

t
Lt

t [0,T]
0

t
Lt Ls Ls

t [0,T]
0

t
Lt Ls Ls

t [0,T] t [0,T]
0

maxe K(t,s,g(s) K(t,s,h(s) ds

maxe K(t,s,g(s) K(t,s,h(s) ds

maxe .L g(s) h(s) ds

Lmaxe e .e g(s) h(s) ds

Lmaxe e .maxe g(s) h(s) ds

−

∈

−

∈

−

∈

− −

∈

− −

∈ ∈

= −

≤ −

≤ −

= −

≤ −

∫

∫

∫

∫

∫

 

                         
t

Lt Ls

t [0,T]
0

Lmaxe . e−

∈
= ∫ .|g – h|ds = L|g – h|

t
Lt Ls

t [0,T]
0

maxe . e ds−

∈ ∫  

                         = L|g – h| ( )Lt Lt

t [0,T]

1
maxe . e 1

L
−

∈
−  = |g – h| ( )Lt Lt Lt

t [0,T]
maxe . e 1 .e− −

∈
−  

                         ( )Lt1 e .−≤ − |g – h| 

 Do Lt1 e 1−− <  nên ánh xạ F : E → E là ánh xạ co. Vậy theo nguyên lý của Banach về ánh 

xạ co suy ra F có duy nhất ñiểm bất ñộng u [0,T]∈ . 

   Theo nguyên lý ánh xạ co của Banach, ta có dãy { }nF x , với hội tụ về u 
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3.5. Nghiệm của hệ phương trình tuyến tính : 

3.5.1. Xét trưòng hợp hệ vô hạn các phương trình tuyến tính 
 

           ■ Bài toán 1 : Xét hệ vô hạn các phương trình tuyến tính : 

                   
i ij j i ij ij

j 1

(*)x a x b ,i 1,2,...;a ,b
∞

=

= + = ∈∑ R  

   Giả sử rằng một trong những ñiều kiện sau ñây thoả mãn :  

   a) Đối với hằng số 0 1≤ α <  và 0β > , ta có : 

                             
n

ij j
j 1

a , b
=

≤ α ≤ β∑  với i = 1,2,… 

   b) Đối với số p > 0, ta có : 

                    
p 1

p
p

p 1
ij i

i 1 j 1 i 1

a 1, b

−
∞ ∞ ∞

−

= = =

 
< < +∞ 

 
∑ ∑ ∑  

   c) Kí hiệu:   Ci = sup{|aij|,j = 1,2,…}, ta có :  
i i

i 1 i 1

C 1, b
∞ ∞

= =

< < ∞∑ ∑  

   Chứng minh rằng : Hệ (*) có duy nhất nghiệm trong không gian, tương ứng m (không 

gian của các dãy số bị chặn với chuẩn sup): p
l  và 1

l  

   Lời giải :  

a) Trong không gian m ta ñịnh nghĩa chuẩn sup. 

   Với mọi x = 1 2 3 p(x ,x ,x ,..., x ,...) m∈ . 

          Đặt: 1j j 1 2 j j 2 ij j i
j 1 j 1 j 1

f (x) ( a x b , a x b ,..., a x b ,...)
∞ ∞ ∞

= = =

= + + +∑ ∑ ∑ . 

Ta phải chứng minh rằng: Với mọi x thuộc m,thì f(x) thuộc m. 

    Thật vậy: i∀ ∈� ,ta có: 
ij j i ij j i

j 1 j 1

a x b a x b
∞ ∞

= =

+ ≤ +∑ ∑ . Do x m i∈ ⇒∀ ∈� , thì: ix x≤ . 

     Suy ra:        
ij j i ij i

j 1 j 1

a x b a . x b
∞ ∞

= =

+ ≤ +∑ ∑ ij i
j 1

x . a b x .
∞

=

≤ + ≤ α + β∑ . 

                    ij j i
j 1

a x b x . , i f (x) m
∞

=

⇒ + ≤ α + β ∀ ∈ ⇒ ∈∑ � . 

        i ix (x ) m; x ' (x ') m∀ = ∈ ∀ = ∈ , ta có: 

                            
ij j j ij j j

j 1 j 1

f (x) f (x ') ( a (x x ' ),..., a (x x ' ))
∞ ∞

= =

− = − −∑ ∑ . 
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ij j j ij j j

j 1 j 1

i , a (x x ' ) a . x x '
∞ ∞

= =

∀ ∈ − ≤ −∑ ∑� ij ij
j 1 j 1

a x x ' x x ' a x x ' .
∞ ∞

= =

≤ − ≤ − ≤ − α∑ ∑  

                                    f (x) f (x ') . x x '⇒ = ≤ α − . 

        Suy ra f là ánh xạ co.Theo nguyên lý ánh xạ co của Banach thì f có ñiểm bất ñộng duy 

nhất. Vậy hệ phương trình ñã cho có duy nhất nghiệm. 

b– Không gian p
l  là không gian vectơ các dãy số ( )nξ  sao cho 

p

n
n 1

∞

=

ξ < ∞∑ . Trong p
l  ta 

ñịnh nghĩa chuẩn 

1
pp

n
n 1

x
∞

=

 = ξ 
 
∑ , với ( ) p

nx = ξ ∈l  thì p
l  là không gian Banach.( Xem ở 

[2] phần tài liệu tham khảo) 

Cho bất kỳ  x = p
1 2(x ,x ,....)∈l . 

               Đặt f(x)= ( 1j j 1 2 j j 2 ij j i
j 1 j 1 j 1

a x b , a x b ,..., a x b ,...)
∞ ∞ ∞

= = =

+ + +∑ ∑ ∑  

    Ta phải chứng minh: px∀ ∈l  thì f(x) p∈l                             

     

             Với mọi 1
ix (x )= ∈l ,  

Ta ñặt: f(x)= 
1j j 1 2 j 2 2 ij j i

j 1 j 1 j 1

a x b , a x b ,..., a x b ,...
∞ ∞ ∞

= = =

 
+ + + 

 
∑ ∑ ∑ . Ta phải chứng minh f(x) 1∈l . 

Thật vậy: 

ij j i ij j i
i 1 j 1 i 1 j 1

a x b a x b
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

 
+ ≤ + 

 
∑∑ ∑ ∑  

i j i i j i
i 1 j 1 i 1 j 1

c x b c x b
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

   
≤ + = +   

   
∑ ∑ ∑ ∑  

                                
i i i i

i 1 i 1 i 1

c x b x c b
∞ ∞ ∞

= = =

≤  +  = + ∑ ∑ ∑ <+∞  

                                Vậy:    f(x) 1∈l .  

       Với mọi 1 1
i ix (x ) ,x ' (x ')= ∈ = ∈l l .Ta có: 

               
1j j j 2 j j j ij j j

j 1 j 1 j 1

f (x) f (x ') a (x x ' ), a (x x ' ),..., a (x x ' ),...
∞ ∞ ∞

= = =

 
− = − − − 

 
∑ ∑ ∑    

                                           = 
ij j j

i 1 j 1

a (x x ')
∞ ∞

= =

−∑∑ . 

Với mọi i ∈� , 
ij j j ij j j

j 1 j 1

a (x x ') a . x x '
∞ ∞

= =

− ≤ −∑ ∑ i j j i
j 1

c . x x ' c . x x ' .
∞

=

≤ − = −∑  
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       Suy ra: 
i i

i 1 i 1

f (x) f (x ') c x x ' x x ' c
∞ ∞

= =

− ≤ − = −∑ ∑  

      Nếu 
i

i 1

c 1
∞

=

<∑ , thì f là ánh xạ co.Không gian 1
l là không gian Banach, nên f có duy nhất 

ñiểm bất ñộng . Suy ra phương trình ñã cho có nghiệm duy nhất. 

 3.5.2 Xét trưòng hợp hệ hữu hạn các phương trình tuyến tính: 

    ■ Xét hệ hữu hạn các phương trình :
n

i ij j i
j 1

x a x b ;i 1,n
=

= + =∑ (*). 

Trong ñó: ij ia ,b  là những hằng số thực, 
n

ij
j 1

a 1,i 1,n
=

< =∑ . Chứng minh hệ ñã cho(*) có 

nghiệm duy nhất. 

   Lời giải : 

    ( ) n
1 2 3 nx x ,x ,x ,...,x∀ = ∈R .Ta ñịnh nghĩa chuẩn trên n

�  là chuẩn xác ñịnh như sau: 

    n
i i

1 i n
x,x ' ,d(x,x ') x x ' max x x '

≤ ≤
∀ ∈ = − = −� , thì n

�  là không gian metric ñầy ñủ vì 

� là không gian metric ñầy ñủ.   

        Đặt:          f(x) = 
n n n

1j j 1 2 j j 2 nj j n
j 1 j 1 j 1

a x b , a x b ,..., a x b
= = =

 
+ + + 

 
∑ ∑ ∑  

  Tương tự như bài toán trên, ta phải chứng minh f(x) n∈� . Thực vậy:  

  Với mọi i ∈� , ta có: 
n n

ij j i ij j i
j 1 j 1

a x b a x b
= =

+ ≤ +∑ ∑ . 

Do n
ix (x )= ∈� ii , x x⇒∀ ∈ ≤� . 

  Tacó:     
n n

ij j i ij j i
j 1 j 1

a x b a x b
= =

+ ≤ +∑ ∑
n n

ij i ij i
j 1 j 1

a x b x a b
= =

≤ + ≤ +∑ ∑ ix b≤ + ∈� . 

                                                      Suy ra:  f(x) n∈� . 

    n n
i ix (x ) R ,x ' (x ' ) R∀ = ∈ = ∈ ,ta có: 

j

n n n

1j j j 2 j j j nj j
j 1 j 1 j 1

f (x) f (x ') a (x x '), a (x x '),..., a (x x ')
= = =

 
− = − − − 

 
∑ ∑ ∑  . 

n n

ij j j ij j j
j 1 j 1

i , a (x x ') a . x x '
= =

∀ ∈ − ≤ −∑ ∑�

n n n

ij ij ij
j 1 j 1 j 1

a x x ' x x ' . a a x x '
= = =

≤ − ≤ − = −∑ ∑ ∑  
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Nếu : 
n

ij
j 1

a 1
=

<∑ , i 1,n= , thì f là ánh xạ co trên n
� .Do không gian n

� là không gian ñầy ñủ 

với chuẩn nêu trên, nên theo nguyên lý ánh xạ co của Banach hàm f có duy nhất ñiểm bất 

ñộng trên không gian n
� . Như vậy hệ ñã cho (*) có nghiệm duy nhất .    

3.6. Một số dạng phương trình và bài toán khác : 

3.7. Ánh xạ không dãn trên không gian Banach : 

 ● Bài toán 1( Trang 77 của [10]). 

Một không gian Banach gọi là lồi ñều nếu có một toàn ánh ñơn ñiệu tăng φ , [ ] [ ]: 0,2 0,1ϕ →  

liên tục tại 0 , với ( ) ( )0 0, 2 1ϕ = ϕ = , sao cho : x 1, y 1≤ ≤  và x y− ≥ ε , thì 

( )x y
1

2

+ ≤ − ϕ ε  

Cho [ ] [ ]: 0,1 0,2η →  là hàm ngược của φ 

a) Cho E là lồi ñều và u,v là hai phàn tử của E . Giả sử rằng có một  x thuộc về E với 

u v
x u R, x v R, x r 0

2

+− ≤ − ≤ − ≥ > .Chứng minh :  

                            R r
u v R.

R

− − ≤ η  
                  

b) Cho E là không gian Banach lồi ñều và C E⊂  là 1 tập lồi, ñóng, bị chặn. Chứng minh 

rằng mỗi ánh xạ không dãn F từ C vào C có một ñiểm bất ñộng ( Brower [1965] , Gőhde 

[1965] , Kirk [1965] ). 

    c) Cho C là một tập lồi, ñóng, trên không gian Banach lồi ñều E .Hãy chỉ ra rằng với mỗi 

x0 thuộc về E, có duy nhất ñiểm u thuộc C, với 0 0c C
x u inf x c

∈
− = − . 

   Lời giải : 

a) Từ 
x u

1
x u R R

x v R x v
1

R

 − ≤ − ≤ 
⇒ 

− ≤ −  ≤


      

Đặt x u x v
X ,Y

R R

− −= =  thì X,Y E∈  và X 1, Y 1≤ ≤  

   Ta có :
x u x v u v

X Y
R R R

− − −− = − = ≥ ε     

   Do E là không gian Banach lồi ñều, nên ta có : 

   ( ) ( ) ( )x u x v 2x u vX Y x u v

2 2R 2R R 2R

− + − − ++ += = = −  
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                 ( )1 u v
x 1

R 2

+= − ≤ − ϕ ε  

   Do 
u v

x r 0
2

+− ≥ >  nên ( ) r
1

R
− ϕ ε ≥  hay ( )r

1 1
R

≤ − ϕ ε ≤ .  

   Từ ñó r ≤ R và ( ) r R r
1 1

R R

−ϕ ε ≤ − = < . 

   Áp dụng bất ñẳng thức hình bình hành, ta có : 

 ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2u v
u v 2 x v 2 x v 4 x 2R 2R 4r 4 R r

2

+− = − + − − − ≤ + − = −  

   2 2u v 2 R r⇒ − ≤ − . Viết R r
r 1 R

R
− = − 

 
 

   
2

2 2 R r R r R r
u v 2 R R 1 2R 2

R R R

− − −   
⇒ − ≤ + − = −   

   
. 

   Ta chứng minh : 
R r R r

2 1
R R

− − − ≤ 
 

   (1) 

   Giả sử ngược lại : 
R r R r

2 1
R R

− − − > 
 

 

                             
R r R r

2 1
R R

− − 
⇒ − > 

 
   (2) 

   Đặt 
R r

t
R

−=  thì 0 t 1≤ < . 

   ( ) ( )22(2) t 2 t 1 0 t 2t 1 0 t 1 0⇔ − − > ⇔ − + < ⇔ − <  vô lý do 0 < t < 1. 

   Vậy R r R r
2 1

R R

− − − ≤ 
 

. 

   Từ ñó : 
R r R r

u v 2R 2 2R
R R

− − − ≤ − ≤ 
 

 

hay  
R r

u v R
R

− − ≤ η 
 

. 

   b) C là tập lồi khác rỗng 0x C⇒ ∃ ∈ . Đặt C’ = C – x0 và C’ là tập lồi, bị chặn và chứa 0. 

Vì vậy, không giảm tổng quát ta có thể giả sử rằng 0 C∈ . Với mỗi số tự nhiên n ≥ 2, ta ñặt 

n

1
F 1 F

n
 = − 
 

. Ta chứng minh Fn là ánh xạ từ C vào C. 
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   Thật vậy, cho x,y C F(x),F(y) C∈ ⇒ ∈ . Do C là lồi nên F(x) (1 )F(y) Cα + − α ∈  

(0,1)α∈  . 

   Ta phải chứng minh: 
1 1

1 F(x) (1 ) 1 F(y) C
n n

   α − + − α − ∈   
   

.Thật vậy: 

   Ta có : 1 1
1 F(x) (1 ) 1 F(y)

n n
   α − + − α −   
   

 

           [ ]1
F(x) (1 )F(y) F(x) (1 )F(y)

n
= α + − α − α + − α  

   Đặt: 
1 1

F(x) (1 )F(y) z z C z z 1 z C
n n

 α + − α = ⇒ ∈ ⇒ − = − ∈ 
 

 do C lồi và chứa 0. 

   Vậy n

1
F 1 F

n
 = − 
 

 là ánh xạ từ C vào C. Do F là ánh xạ không dãn có hệ số 

( ) n

1
0,1 0 1 1 F

n
 α∈ ⇒ ≤ − α < ⇒ 
 

 là ánh xạ co từ C vào C, n ≥ 2. Theo nguyên lý ánh xạ 

co của Banach, Fn có duy nhất ñiểm bất ñộng ( )n n n nx C: F x x∈ = . 

   Ta có ( ) ( ) ( )n n n n n

1 1
F x 1 F x x 1 F x

n n
   = − ⇔ = −   
   

 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n

1 1 1
x F x F x x F x F x C

n n n
⇒ − = ⇒ − = ≤ δ    (*) 

với ( )Cδ  là ñường kính của tập lồi C. Ta chứng minh F có ñiểm bất ñộng. 

   Với n ≥ 2, ñặt ( )n

1
Q x C/ x F(x) C

n
 = ∈ − ≤ δ 
 

. 

   Do n(*) Q , n 2⇒ ≠ ∅ ∀ ≥  và 2 3Q Q ...⊃ ⊃  và {Qn} là dãy giảm các tập ñóng khác rỗng. 

Để ý rằng nếu 28n
x,y Q∈ , thì ( ) ( ) ( )2

Cx y 1
a , a F(a) 2 2 C . C

2 8n n

δ+= − ≤ δ = δ  

n

x y
a Q

2

+
⇒ = ∈ . Do {Qn} là dãy giảm nx, y Q⇒∀ ∈  thì n

x y
Q

2

+ ∈ . 

   Đặt { }n nd inf x ,x Q= ∈ . Do {Qn} là dãy giảm nên {dn} là dãy tăng các số thực, bị chặn 

trên bởi ( )Cδ  nên nn
limd d

→∞
= ∈R 

   Lại ñặt 2n 8n

1
A Q B 0,d

n
 = + 
 

I  thì An là tập ñóng. Ta chứng minh nA ≠ Φ , n 2∀ ≥   

   Cho 
1

x B 0,d
n

 ∈ + 
 

 thì 
1

x d
n

≤ + . 
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   Do ñịnh nghĩa của dn, thì 28n
x d≥  28n

x Q⇒ ∈  

   Vậy nA ≠ Φ .Ta tính ñường kính của An . 

   Nếu n

x1
x, y A x d 1

1n d
n

∈ ⇒ ≤ + ⇒ ≤
+

 và 
y1

y d 1
1n d
n

≤ + ⇒ ≤
+

. 

   Nếu 
x y

1
d

n

− ≥ ε⇒
+

do E là không gian Banach lồi ñều nên : 

           
x yx y

1 ( )
1 1

2 d 2 d
n n

++ = ≤ − ϕ ε
   + +   
   

x y
1 ( )

1
d

n

−
⇒ ε ≤ ≤ − ϕ ε

+
 

      

                             ( )1 1
d x y 1 d

n n
   

⇒ + ε ≤ − ≤ − φ ε +     
   

    (2) 

   Lấy giới hạn (2) khi n → ∞ , ta ñược :  [ ]d x y 1 ( ) dε ≤ − ≤ − ϕ ε  

   Do (x)ϕ  là hàm ñơn ñiệu tăng [ ] [ ]: 0,2 0,1ϕ →  nên hàm ( )1 x− ϕ  là hàm ñơn ñiệu giảm 

và tiến dần về 0 (do ( )2 1ϕ = ). Vậy An là dãy các tập ñóng có ñường kính dần về 0 nên theo 

nguyên lý Cantor sẽ có ( ) ( )
20 n 0 0 0 28n

n 2

C
x A x Q x F x

8n

∞

≥

δ
∈ ⇒ ∈ ⇒ − ≤I . 

   Vì vậy ( )0 0x F x 0− =  hay x0 = F(x0) (do x0 là ñiểm bất ñộng của ánh xạ không dãn F). 

   c) Đặt 
0c C

inf x c M
∈

− = . Giả sử với mỗi 0x E∈ , tồn tại hai phần tử u,v E∈  sao cho : 

   
0 0 0 0c C

0 00 0

x u M inf x c x u x c , c C

x v x c , c Cx v M inf x c
∈

 − = = −  − ≤ − ∀ ∈ 
⇒ 

− ≤ − ∀ ∈− = = −  

 

   
u v

x r 0
2

+− ≥ > , r là một số dương nào ñó. 

   Theo kết quả câu a), thì 
R r

u v R
R

− − ≤ η 
 

.Với 
R r

( )
R

−η là hàm của 
R r

R

−
. 

   Để ý rằng R có thể bằng r. Khi R = r E(0) (0) 1 (0) 0 u v⇒ η = η ϕ = = ⇒ =o . 
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● Bài toán 2 : Cho { }{ }i 0 i
1 i

K x x C / x sup x 1∞

≤ <∞
= = ∈ = ≤ , là quả cầu ñơn vị  C0 (C0 là tập các 

dãy số có giới hạn bằng 0). Chứng tỏ rằng : K K∞ ∞ϕ →  cho bởi 

( ) ( )1 2 1 2x ,x ,... 1,x ,x ,...ϕ =  là ánh xạ không dãn, nhưng không có ñiểm bất ñộng (Beals). 

   Lời giải : Kí hiệu ( ) ( )1 2 1 2x x ,x ,... , y y ,y ,...= =  

   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2x 1,x ,x ,... , y 1, y , y ,...⇒ ϕ = ϕ =  

   Ta có ( ) ( ) ( )1 1 2 2z x y 0,x y ,x y ,...= ϕ − ϕ = − −  

   ( ) ( ) i i
1 i

z x y sup x y
≤ <∞

⇒ = ϕ − ϕ = −  1≤ theo(gt) 

        ( )1 1 2 2x y x y ,x y ,...− = − −  

   i i
1 i

x y sup x y
≤ <∞

⇒ − = −  

   ( ) ( )x y x y : K K∞ ∞
⇒ ϕ − ϕ ≤ − ⇒ ϕ →  là ánh xạ không dãn. 

   Giả sử ϕ  có ñiểm bất ñộng ( )1 2
0 0 0 0x K ,x x ,x ,...∞∈ = . 

   ( ) ( ) ( )1 2 1 2
0 0 0 0 0 0x x 1,x ,x ,... x ,x ,...ϕ = ⇔ = j

0x 1⇒ = với mọi j.Như vậy x 0 0C∉ : vô lý. 

Như vậy hàm ϕ  xác ñịnh như trên không có ñiểm bất ñộng mặc dù nó là ánh xạ không dãn. 

 

 

 

KẾT LUẬN 

 

1) Luận văn ñã hệ thống lại các mở rộng ñã biết thuộc phần nguyên lý ánh xạ co của 

Banach (Chương 1) 

2) Đã chứng minh ñược 7 bài toán mở rộng (Chương 2). 

3) Đã chỉ ra nhiều áp dụng của nguyên lý ánh xạ co và ánh xạ không dãn trên không 

gian Banach (Chương 3) 

 


