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MỘT SỐ KÍ KIỆU 

 

P¢  :  Tập các số nguyên p-adic.  

*P¢  :  Tập các phần tử khả nghịch trong P¢  

P¤  :  Trường số p-adic. 

P£  :  Trường số phức p-adic. 

g  :  Chuẩn thông thường. 

Pg  :  Chuẩn p_adic. 

                            :  Chuẩn trên bao đủ, bao đóng. 

a
Pord  :  Số mũ của p trong sự phân tích a thành thừa số nguyên tố. 

( )aB r  :  Hình cầu mở tâm a  bán kính r trong P¤ . 

( )aB r  :  Hình cầu đóng tâm a bán kính r trong P¤ . 

( )aS r  :  Mặt cầu tâm a bán kính r trong P¤ . 

*F  :   Nhóm giá trị của trường F. 

PF  :  Trường thặng dư của trường F. 
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LỜI NÓI ĐẦU 

 

Giải tích P_adic là chuyên ngành mới của Toán học đang phát triển và có nhiều ứng dụng, đặc 

biệt trong Lý thuyết số hiện đại. Vào những năm 40 của thế kỉ 20, giải tích P-adic phát triển mạnh 

mẽ thành một chuyên ngành độc lập nhờ vào việc phát hiện những mối liên hệ sâu sắc của giải tích 

P_adic với những vấn đề lớn của số học và hình học đại số. 

Một chuẩn : F →g ¡  được gọi là chuẩn phi Archimede trên trường F nếu thỏa mãn điều kiện 

mạnh hơn (iii) là (iii’) : { }max ,x y x y+ ≤ . 

Một trường với chuẩn phi Archimede có nhiều tính chất lạ, đặc biệt mà chuẩn Archimede bình 

thường không có. Ví dụ như nhóm giá trị và đặc biệt là trường thặng dư của trường với chuẩn phi 

Archimede là những khái niệm chỉ có trong trường với chuẩn phi Archimede . 

Chính vì vậy mà chúng tôi chọn đề tài  “ Nhóm giá trị và trường thặng dư của chuẩn phi 

Archimede ” để có thể tìm hiểu, khám phá và nghiên cứu thêm những tính chất thú vị của nó. 

Luận văn sẽ làm sáng tỏ hơn các nhóm giá trị và trường thặng dư của trường với chuẩn phi 

Archimede. Cụ thể nghiên cứu mối liên hệ giữa nhóm giá trị và trường thặng dư của 1 trường với 

chuẩn phi Archimede với bao đủ và bao đóng đại số của nó. Thấy rõ ứng dụng nhóm giá trị trường 

thặng dư trong việc nghiên cứu các trường với chuẩn phi Archimede, đặc biệt là khai triển thành 

chuỗi và khảo sát sự tồn tại trường với chuẩn phi Archimede với trường thặng dư và nhóm giá trị 

cho trước. 

Cấu trúc của luận văn được chia thành hai chương: 

Chương 1:  Kiến thức cơ bản 

 Chương này chúng tôi sẽ trình bày các kiến thức cơ bản về giải tích p_adic chẳng hạn như 

chuẩn trên một trường, các tính chất chung, đặc biệt là khái niệm chuẩn phi Archimede, xây dựng 

trường p-adic,khai triển p-adic của phần tử trong P¤  và một số tính chất cần thiết cho chương sau. 

 Chương 2: Nhóm giá trị và trường thặng dư của chuẩn phi Archimede. 

Trong chương này chúng tôi sẽ chỉ ra mối liên hệ giữa trường thặng dư và nhóm giá trị của 

một trường với chuẩn phi Archimede với bao đủ và bao đóng của nó. Ứng dụng các trường định 

chuẩn để khai triển thành chuỗi. Đặc biệt xây dựng một trường với chuẩn phi Archimede với nhóm 

giá trị và trường thặng dư cho trước. 



  Tuy đã có nhiều cố gắng, nhưng do khả năng còn nhiều hạn chế nên không tránh khỏi những 

thiếu sót, chúng tôi rất mong nhận được sự thông cảm và những góp ý chân tình của quý thầy giáo, 

cô giáo cùng tất cả các bạn. 

 

   Bình Dương, tháng 9 năm 2011. 

            

          

 

Nguyễn Trí Thành 

 

 

 

  



CHƯƠNG 1: KIẾN THỨC CƠ BẢN 

 Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày các kiến thức cơ bản về giải tích p_adic chẳng hạn 

như chuẩn trên một trường, các tính chất chung, đặc biệt là khái niệm chuẩn phi Archimede, xây 

dựng trường p-adic,khai triển p-adic của phần tử trong P¤  và một số tính chất cần thiết cho chương 

sau. Đa số chứng minh trong chương này đều được bỏ qua và người đọc có thể dễ dàng tìm thấy 

chúng qua các tài liệu tham khảo. 

1.1. Khái niệm cơ bản : 

1.1.1. Định nghĩa.  

Cho F là một trường. Ánh xạ : F →g ¡  được gọi là một chuẩn trên F nếu thỏa các điều kiện 

sau: 

≥ ∀ ∈ = ⇔ =

= ∀ ∈

+ ≤ + ∀ ∈

) 0, . 0 0

) , ,

) , ,

i x x F x x

ii xy x y x y F

iii x y x y x y F

 

    Ví dụ   1) = ∨ =¡ ¤F F , giá trị tuyệt đối thông thường là chuẩn trên F 

       2) =£F , môđun của một số phức là chuẩn trên F 

       3) F là một trường. Xét ánh xạ: 





→

≠=
=

g ¡

a

:
1, 0
0, 0

F
xx x
x

 

Dễ thấy g  là một chuẩn trên F, gọi là chuẩn tầm thường. 

 

1.1.2 Chú ý. 

Cho g  là một chuẩn trên trường F. Ta định nghĩa hàm × → ¡:d F F   

như sau:           = − ∀ ∈( , ) , ,d x y x y x y F .  

Do g  là một chuẩn trên F nên ta dễ dàng kiểm tra được d là một mêtríc trên F và do đó (F, 

d) là một không gian mêtríc. 



1.1.3. Định nghĩa.  

Cho 
1 2

,g g  là hai chuẩn trên trường F. Ta nói rằng hai chuẩn này tương đương nếu { }nx  là 

dãy Cauchy theo chuẩn 
1

g  khi và chỉ khi { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 
2

g  

Chú ý rằng { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn g , nghĩa là: , 0m n
m nx x →→+∞− . Hay với

0, : , ,o o m nn n m n x xε ε∀ > ∃ ∈ ∀ > − <¥  

1.1.4. Định lý. 

 (Các điều kiện để chuẩn tương đương)  

Cho F là một trường; 
1 2
,g g  là hai chuẩn trên trường F. Các điều sau là tương đương: 

1) 
1

, 1x F x∀ ∈ <  khi và chi khi 
2

1x <   

2) 
1

, 1x F x ≤∀ ∈  khi và chi khi 
2

1x ≤  

3) 
2 1

0, : , cc c x F x x∃ > ∈ ∀ ∈ =¡  

4) Các tôpô sinh bời 
1

g và 
2

g  là trùng nhau. 

5) 
1

g  tương đương với 
2

g  (
1 2

g : g ). 

 

Chứng minh. 

    1
1 2) , 1x F x⇒ ∀ ∈ ≤ , ta sẽ chứng minh 2 1x ≤ . Thật vậy, giả sử ngược lại 

2
1x > , khi đó 

2 2

1 1 1
x x

= <  theo (1) ta có 
1

1 1
x

<  suy ra 1 1x >  (mâu thuẩn với giả thiết )  nên 2 1x ≤ . Lập luận 

tương tự  ta cũng có 1 1x ≤  nếu 2 1x ≤  

       Vậy ≤
1

1x  khi và chỉ khi ≤
2

1x  

    1
2 1) , 1x F x⇒ ∀ ∈ < , ta sẽ chứng minh 

2
1x < . Giả sử ngược lại 

2
1x ≥  ,vì    

1
1x <  nên theo (2) 

ta có 
2

1x ≤  suy ra 2 1x = . Khi đó = =
2 2

1 1 1
x x

 

nên theo (2) ta có ≤
1

1 1
x

 hay ≥
1

1x (mâu thuẩn giả thiết) do đó 2 1x <  



Tương tự ta cũng có nếu 2 1x <  thì 1 1x <  

        Vậy <
1

1x  khi và chỉ khi <
2

1x  

      1 3)⇒  Ta xét hai trường hợp 

Trường hợp nếu có một trong hai chuẩn là tầm thường ta sẽ chứng minh chuẩn còn lại cũng 

tầm thường. Giả sử 
1

g  là tầm thường. Khi đó với  
1

*, 1x F x∀ ∈ = . Giả sử 
2

1x ≠ , thế thì >
2

1x  

hoặc <
2

1x  

 Nếu 
2

1x <  thì theo (1) ta có  
1

1x <      (mâu thuẩn giả thiết) 

 Ngược lại nếu >
2

1x  thì = <
2 2

1 1 1
x x

 , suy ra <
1

1 1
x

 do đó >
1

1x (mâu thuẩn) 

nên
2

1x = , tức là 
1 2
=g g . Hay c = 1. 

 Trường hợp nếu cả hai chuẩn đều không tầm thường. 

Khi đó, 0 0 1
: 1x F x∃ ∈ >  suy ra 

1

1 1
x

<  nên 
2

1 1
x

<  do đó 2 1x >  

Đặt 0 01 2
, , 0, 0a x b x a b= = > > . Với mọi *x F∈ , giả sử 

1
( log )ax a xα α= = . Ta sẽ chứng minh 

2
x bα= . Thật vậy, ∀ > ∈¤( )r rα  ta có ra aα> . Giả sử ,( , ) 1mr m n

n
= = . Khi đó >0 1 1

m
nx x  suy ra 

>0 1 1
m nx x nên <

0 1

1
n

m
x
x  theo (1) ta có <

0 2

1
n

m
x
x  do đó < 02 2

n mx x hay = =< 0 02 2 2

m
n r rbx x x  . 

Chọn dãy ⊂ > →¤{ } , :n n nr r rα α  suy ra ≥> ⇒ ⇔ ≤α α
0 02 2 2 2 2

 nrx x x x x b  

Tương tự ta chứng minh được ≥ α
2

 x b . Vậy = α
2

x b  

Khi đó, ( )2 1

loglog*, , log 0cbabax F x b a a x c ba
α

α α 
 
 

∀ ∈ = = = = = > .  

       3 5)⇒ Giả sử { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 
1

g . Khi đó →→+∞−
1

, 0m n
m nx x  suy ra 

→→+∞−
1

, 0c
m n

m nx x  

nên →→+∞−
2

, 0m n
m nx x  hay { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 

2
g . 



       5 1)⇒
1

*, 1x F x∀ ∈ <  suy ra 
1

0nx →  nên { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 
1

g  suy ra { }nx  là 

dãy Cauchy theo chuẩn 
2

g nên + − →1
2

0n nx x suy ra − →
22

1 0nx x , mà <
1

1x  suy ra ≠1x  do đó 

− ≠
2

1 0x  hay →
2

0nx  

Ta có <
2

1 (vôùi  ñuû lôùn)nx n  suy ra <
2

1x . Tương tự ta cũng có < ⇒ <
2 1

1 1x x  

          Vậy <
1

1x  khi và chỉ khi <
2

1x  

   

 

           3 4)⇒ Ta có = ∈ − < = ∈ − <2 2 1
( , ) { : } { : }cB a r x F x a r x F x a r  

                                            = ∈ − < =
1 1

11
{ : } ( , )c cx F x a r B a r  

Khi đó,∀ ∈ ∀ ∈ ∃ > ⊂ ⇔∃ > ⊂ ⇔ ∈τ τ1 1 2 2, , 0 : ( , ) 0 : ( , )cA a A r B a r A c B a r A a                                       

         Vậy =τ τ1 2              

          4 1)⇒  Giả sử 
1

, 1x F x∈ < . Thế thì →
1

0nx  suy ra → 0nx theo 1τ ,  

mà 1 2τ τ=  nên 0nx →  theo 2τ . Khi đó, →
2

0nx nên <
2

1x   

Tương tự, nếu <
2

1x  thì <
1

1x                             •  

1.1.5. Định nghĩa chuẩn phi Archimede .   

Cho g  là một chuẩn trên trường F. Chuẩn g  được gọi là chuẩn phi Archimede trên F nếu 

nó thỏa thêm điều kiện: 

( ) max{ , }, ,iii x y x y x y F′ + ≤ ∀ ∈  

 Chuẩn thỏa (iii) nhưng không thỏa (iii’) được gọi là chuẩn Archimede.  

 1.1.6. Ví dụ về chuẩn phi Archimede.   

   Ví dụ 1: Chuẩn tầm thường trên trường F là chuẩn phi Archimede.  

    Ví dụ 2: Nếu K là trường hữu hạn thì mọi chuẩn trên K đều tầm thường, vì vậy nó là chuẩn 

phi Archimede. 

1.1.7.Mệnh đề.    



Cho F là một trường với chuẩn phi Archimede g .  

                        i. , ,x y F x y∀ ∈ ≠  thì max{ , }x y x y+ = . Nghĩa là, mọi tam giác đều cân trong 

không gian mêtric sinh bởi chuẩn g . 

                       ii. Các tập  

                           

( ) { : }
( ) { : }
( ) { : }

a

a

a

B r x F x a r
B r x F x a r
S r x F x a r

= ∈ − <

= ∈ − ≤

= ∈ − =

 

là các tập vừa đóng vừa mở. 

iii. Mọi điểm thuộc hình cầu đều là tâm của nó. Nghĩa là, ( ) ( ) ( )a a bb B r B r B r∀ ∈ ⇒ =  

iv. Dãy { }nx F⊂  là dãy Cauchy 1lim 0n nn
x x+→∞

⇔ − =  

v. Nếu { }nx  là dãy Cauchy. Khi đó, 

     +) nếu 0nx →  thì 0nx →  

     +) nếu 0nx →  thì { }nx  là dãy dừng.Nghĩa là, 1 2: , n n nN n N x x x+ +∃ ∀ ≥ = = =L  

Chứng minh. 

         i) Không mất tính tổng quát, giả sử x y> . Khi đó,  

max{ , }x y x y x x y x+ ≤ = ⇔ + ≤  (1) 

= + − ≤ +Maët khaùc, max{ , }x x y x x y x mà >x y  nên + = +max{ , }x y x x y  

Do đó ≤ +x x y (2). Từ (1) và (2) suy ra max{ , }x y x x y+ = =  

         ii) Rõ ràng ( )aB r  là tập mở. Ta chỉ còn phải chứng minh ( )aB r  là tập đóng, 

tức ( )ax B r∀ ∉ , ta chứng minh 0, ( ) ( )a xB r Bε ε∃ > ∩ =∅ .  

 Thật vậy, chọn 
2
rε = , giả sử ( ) ( )

2a x
ry B r B∃ ∈ ∩  ta suy ra 

                     2
ry x− <  và y a r− <  

Khi đó, max{ , }x a x y y a x y y a r x a r− = − + − ≤ − − < ⇔ − <  suy ra ( )ax B r∈  (mâu thuẩn) nên 

( ) ( )a xB r B ε∩ =∅ . Vậy ( )aB r  là tập đóng. 



          iii) ( )ab B r∀ ∈  ta chứng minh ( ) ( )a bB r B r= . Thật vậy,  

( )ax B r x a r x b b a r∀ ∈ ⇔ − < ⇔ − + − <  nên { }max ,x b b a r− − < mà b a r− <  do đó 

x b r− <  khi và chỉ khi ( )bx B r∈ . Vậy ( ) ( )a bB r B r=
  

 

         iv) Giả sử { }nx  là dãy Cauchy. Khi đó, 10, : , n nN n N x xε ε+∀ > ∃ ∀ > − <  suy ra  

1lim 0n nn
x x+→∞

− = . 

Ngược lại, nếu 1lim 0n nn
x x+→∞

− =  thì 10, : , n nN n N x x+∀ > ∃ ∀ > − <ε ε  

Với mọi ,m n N> , giả sử rằng m n>  ta có 

1 1 2 1 1 1max{ , }m n m m m m n n m m n nx x x x x x x x x x x x− − − + − +− = − + − + − ≤ − − <L L ε  

suy ra m nx x− < ε  . Vậy { }nx là dãy Cauchy. 

        v)  Nếu 0nx →  thì 0 0n nx x− = →  

              Nếu 0nx →  thì 0nx →  nên 0ε∃ >  và dãy con { }kn sao cho 
k

xn ε< . Mặt khác, { }nx  là 

dãy Cauchy nên : , , n mN m n N x x ε∃ ∀ > − < . Ta sẽ chứng minh 1 , .m mx x m N+= = ∀ >L  Thật vậy, 

cố định kn N> , ta có  
k km mx x x xn n= − +  max{ , }( )

k kmx x x theoin n= − ,
k

x m Nn= ∀ >  

        Vậy { }nx  là dãy dừng. •  

1.1.8. Định lý. 

 (Các điều kiện tương đương của chuẩn phi Archimede)  

        Cho F là một trường, g  là một chuẩn trên F. Các điều sau là tương đương: 

i) g  là chuẩn phi Archimede 

ii) 2 1≤  

iii) 1,n n N≤ ∀ ∈ { .1/n n n= = ∈¥ ,1_ đơn vị của F }  

 iv) N bị chặn. Nghĩa là, 0: ,c n c n N∃ > ≤ ∀ ∈  

Chứng minh.  

     )i ii⇒  ta có = + ≤ =2 1 1 max{1 ,1} 1suy ra ≤2 1  



     )ii iii⇒  Với mọi n N∈ , giả sử 2
0 1 22 2 2s

sn a a a a= + + + +L  với +≤ ≤ ≤ < 10 1, 2 2s s
ia n . Khi đó,  

2 2
0 1 2 0 1 2

2

2 2 2 2 2 2

   1 2 2 2  1 (vì 2 1)

s s
s s

s

n a a a a a a a a

s

= + + + + ≤ + + + +

≤ + + + + ≤ + ≤

L L

L
 

Với mọi *k∈¥ , giả sử += + + + + ≤ <L2 1
0 1 22 2 2 ,2 2k t t k s

tn b b b b n  thì 1kn t≤ + . Ta có +< 12sn  suy 

ra +< ( 1)2k s kn  mà ≥ 2k tn  nên +< ( 1)2 2t s k  do đó < +( 1)t s k  

Khi đó + ≤ +1 ( 1)t s k , mặt khác ≤ +1kn t  nên ≤ +( 1)kn s k  suy ra ≤ +1k kn s k  

Vậy ≤1n khi →∞k  

       )iii iv⇒  Hiển nhiên 

        )iv i⇒  Với mọi *n∈¥ , ta có 

1 1
( )

n nn n k k n k k k n k
n n

k k
x y x y C x y C x y− −

= =
+ = + = ≤∑ ∑  

mà N  bị chặn nên có 0 : kc C cn> ≤ , do đó ( )+ ≤ +( 1) max{ , } nnx y n c x y  suy ra  

( )+ ≤ +( 1) max{ , }nx y n c x y  nên + ≤ →∞max{ , }( )x y x y n .     •  

1.1.9 Hệ quả. 

       Nếu F là trường đặc số p thì mọi chuẩn trên F đều là chuẩn phi Archimede. 

Chứng minh  

      Với mọi m N∈ , ta có ,0 1m pq r r p= + ≤ ≤ −  suy ra .1 1 .1 .1m pq r r= + = . Do đó,  

{0,1,.. 1}N p= −  

suy ra N bị chặn. Vậy mọi chuẩn trên F đều là chuẩn phi Archimede.  

 1.1.10. Mệnh đề :  

 [ ]x¡  là vành các đa thức của x  và ( ) ; , [ ], 0fx s f g x g
g

 
 
 

= = ∈ ≠¡ ¡  là trường các phân 

thức của x . 



 Lấy , 1Rρ ρ∈ > , đặt 
0 0

deg 0

f
f f fρ





=
=

≠
 

 Với ( )fs x
g

= ∈¡ , đặt , 0
ffs g

g g
= = ≠  

Khi đó g là chuẩn phi Archimede.  

1.2. Xây dựng trường số p_adic 

1.2.1. Định nghĩa.          

Cho p  là một số nguyên tố cố định. Với mỗi \{0}x∈¤ , ta luôn có 

                                .
, ,( , ) 1

( , ) 1,( , ) 1
m n m nmx p

n m p n p
α  

 
 

∈ ==
= =
¢  

α  gọi là p _ số mũ của x, ký hiệu ( )ord xp α= . Quy ước: (0) ,ord ap =∞ ∞± =∞ .  

1.2.2.Mệnh đề  

 Cho ρ  là một số thực thỏa 0 1ρ< <  và p là một số nguyên tố. Ánh xạ 

:
( )pord xx x

ρ

ρ
ρ

→

=

g ¤ ¡

a
 

là một chuẩn phi Archimede trên ¤  với quy ước 0ρ∞ =  

1.2.3. Mệnh đề. 

 Với mỗi số nguyên tố p, ta có chuẩn  

( )1 ,
p

p

ord x
x x

p
 
 
 

= ∀ ∈¤  

Chuẩn 
p

g  được gọi là chuẩn p _ adic hay chuẩn p.Chuẩn p là chuẩn phi Archimede. 

1.2.4.Định lý  Oxtropxky. 

        Mọi chuẩn không tầm thường trên ¤  đều tương đương với giá trị tuyệt đối thông thường hoặc 

p
g  (p là một số nguyên tố). 

 



 

1.2.5. Xây dựng trường số p_adic p¤ . 

 Từ định lý Oxtropxky ta thấy mọi chuẩn không tầm thường trên ¤  đều tương đương với giá 

trị tuyệt đối thông thường ghoặc là chuẩn phi Archimede  
p

g  (p là một số nguyên tố).Mặt khác, ta 

biết rằng làm đầy đủ ¤  theo g  ta được trường số thực ¡ . 

           Vậy làm đầy đủ ¤  theo 
p

g ta sẽ được trường mới mà ta gọi là trường các số p-adic p¤ .Cụ 

thể ta xây dựng như sau : 

           Xét g  là chuẩn p _ adic trên ¤ ; 1 ( )( ) ,pord xx x
p

= ∀ ∈¤ . Ký hệu S là tập tất cả các dãy 

cauchy trong ¤  theo chuẩn g . Trên S xét quan hệ tương đương ~ cho như sau: 

{ },{ } ,{ } ~ { } lim( ) 0n n n n n nn
x y x y x y

→∞
∀ ⊂ ⇔ − =¤ . 

 Ký hiệu { }{ }:{ } Cauchy trong  theo ~p n n
S x x= =¤ ¤ g . Ta sẽ trang bị hai phép toán cộng và 

nhân cho p¤  để nó trở thành một trường.  

         Phép cộng: { }, { } , { }n n p n nx x y y x y x y∀ = = ∈ + = +¤  

        Phép nhân: { }, { } , . { . }n n p n nx x y y x y x y∀ = = ∈ =¤  

Với hai phép toán cho như trên p¤  là một trường với: 

        Phần tử không: 0 { 0}nx= =  

       Phần tử đơn vị: 1 { 1}nx= =  

       Phần tử đối: { } { }n nx x x x= ⇒ − = −  

      Phần tử nghịch đảo: Với { } 0nx ≠  suy ra 0nx /:  nên 0 : , 0nN n N x a∃ > ∀ > = ≠  

 Khi đó dãy { }ny  với  

1

0,
,n

n

n N
y

x n N−





≤
=

>
 

là một dãy cauchy trong ¤  theo chuẩn g , và dễ thấy { }.{ } 1n nx y = . Tức phần tử nghịch đảo của 

{ }nx  là phần tử { }ny  



Xét : , ( ) { },p nx x x xθ → θ = = ∀ ∈¤ ¤ ¤ , θ  là đơn cấu trường. Do đó, ta có thể coi p⊂¤ ¤ . 

Với mỗi { }n px x= ∈¤ , ta định nghĩa lim nn
x x

→∞
= . Định nghĩa này hợp lý. Thật vậy,  

Đầu tiên luôn luôn tồn tại lim nn
x

→∞
  

+ Nếu 0nx →  thì 0nx →  suy ra 0x =  

  + Nếu 0nx →/  thì 0,nx a n N= ≠ ∀ >  suy ra nx a x a→ ⇒ =  

Tiếp theo  x  không phụ thuộc vào cách chọn phần tử đại diện.  Giả sử { } { }n nx x y= =  thế thì 

n nx y:  nên lim( ) 0n nn
x y

→∞
− = . Mặt khác, ta luôn có n n n nx y x y− ≥ −  suy ra lim( ) 0n nn

x y
→∞

− =  hay 

lim limn nn n
x y

→∞ →∞
= .  

g  định nghĩa như trên là một chuẩn trên p¤ . Hơn nữa, mọi dãy cauchy trong ( , )¤ g  đều hội tụ 

trong ( , )p¤ g , tức ( , )p¤ g  là một mở rộng của ( , )¤ g .               •  

1.2.6.Định nghĩa  đồng dư trong p¤ . 

 Với , pa b∈¤  ta định nghĩa (mod )n na b p a b p≡ ⇔ − M na b p−⇔ − ≤  

1.3. Khai triển p _adic của x trong p¤ . 

1.3.1.Bổ đề. 

 Nếu { }n px x= ∈¤ thì lim nx
x x

→∞
= . 

1.3.2. Bổ đề. 

Cho , 1p p
x x∈ ≤¤ . Khi đó, , : ( {0,1,.. 1})n nn r x r p r p−∀ ∈ ∃ ∈ − < ∈ −¥ ¥  

1.3.4. Định lý. 

 Cho , 1p p
x x∈ ≤¤ . Khi đó, x có một đại diện là 1,{ }n na = +∞  thỏa hai điều kiện 

1) ,0 ( 1,2,...)n
n na a p n∈ ≤ < =¢  

2) 1(mod ), 1,2,...n
n na a p n+≡ =  



1.3.2 Khai triển p_adic của x trong p¤ . 

              i) Với , 1p p
x x∈ ≤¤ , theo định lý 1.3.4, tồn tại dãy cauchy  { }na  trong ¤  thỏa hai điều 

kiện ,0 ( 1,2,...)n
n na a p n∈ ≤ < =¢  và 1(mod ), 1,2,...n

n na a p n+≡ =  để { }nx a= . Khi đó, với mỗi 

n∈¥  ta có các khai triển p – phân  

1
0 1 1

1
0 1 1

, 0, 1
, 0, 1

n
n n i

n n
n n n i

a b b p b p b p
a b b p b p b p b p

−
−

−
−

′ ′ ′ ′= + + = −

= + + + = −

L
L

 

Mặt khác, 1 1(mod )n n
n n n na a p a a p+ +≡ ⇔ − M  nên suy ra  

1 1
0 1 1 0 1 1

n n
n nb b p b p b b p b p− −
− −′ ′ ′+ + = + +L L  

do đó 1
0 1 1

n
n na b b p b p −

−= + +L  nên   
1

0 0
lim lim

− +∞

→∞ →∞ = =
= = =∑ ∑

n
i i

n i in n i i
x a b p b p  

Tóm lại với mọi 
0

, 1, {0,1,.., 1}: n
p i n

n
x x b p x b p

+∞

=
∈ ≤ ∃ ∈ − = ∑¤ , gọi là khai triển         p_ adic của x  

trong p¢  .  

ii) Với x  không thỏa điều kiện 1
p

x ≤ thì ta sẽ nhân x  với một số mp  thích hợp sao cho 

' . mx x p=  thỏa mãn ' 1
p

x ≤ .Khi đó 
0

' n
n

n
x b p

+∞

=
= ∑  suy ra , {0,1,.., 1}i

i i
i m

x b p b p
+∞

=−
= ∈ −∑ . 

Công thức này gọi là khai triển p _ adic của x  trong p¤  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



CHƯƠNG 2: NHÓM GIÁ TRỊ VÀ TRƯỜNG THẶNG DƯ CỦA CHUẨN PHI 
ARCHIMEDE 

 Trong chương này, chúng tôi sẽ trình bày mối liên hệ giữa trường thặng dư và nhóm giá trị 

của một trường F với chuẩn phi Archimede g  với bao đủ và bao đóng của nó.Ứng dụng các trường 

định chuẩn để khai triển thành chuỗi.Đặc biệt xây dựng một trường với chuẩn phi Archimede với 

nhóm giá trị và trường thặng dư cho trước. 

  

2.1.  Nhóm giá trị của chuẩn phi Archimede. 

2.1.1.Định nghĩa. 

Kí hiệu { }* : : 0F x F x= ∈ ≠ ; X⊂F, { }: :X x x X= ∈ .Nhóm giá trị G của F là nhóm con *F

của nhóm nhân các số thực dương +¡ . 

   { }* ,G F x x F= = ∈ . 

2.1.2. Ví dụ. 

         Ví dụ 1. Nhóm giá trị của ¡   :  * +=¡ ¡   ,   

              Nhóm giá trị của £    :  * +=£ ¡  

     

        Ví dụ 2.Nhóm giá trị của p¤     

  { } { }* * 1, , 0 ,
   
  
   

= = ∈ = ≠ = ∈ =¤ ¤ ¢
x
p

m
p pp

ord
G x x x p m p

p
 

            Nhóm xiclic sinh bởi phần tử p.      •  

        Ví dụ 3.Nhóm giá trị của g  trên  ( )x¡  ( Mệnh đề 1.1.10). 

                      

{ } { }

{ }

* * deg deg( ) , ( ) ; , [ ], 0

,

ρ

ρ ρ

−  
 
  

= = ∈ = ∈ ≠ =

= ∈ =

¡ ¡ ¡

¢

f g

m

fG x s s x f g x g
g

m
 

             Nhóm xiclic sinh bởi r . •  



2.1.3.Định lý. 

 Hai chuẩn 
1 2
,g g  trên F tương đương nhau thì các nhóm giá trị GR1R, GR2R đẳng cấu với nhau. 

Chứng minh. 

 Từ định lý 1.1.4. chương 1, ta có : 
1 2 2 1

, ( 0)Cx x x K c⇔ = ∀ ∈ >g : g  

{ }1 1
,G a x x F= = ∈  suy ra  { } { } { }2 12 1

, , ,C CG b x x F b x x F a a G= = ∈ = = ∈ = ∈  

Hai nhóm GR1R, GR2R đẳng cấu với nhau qua phép đẳng cấu. 

       1 2:
C

f G G
a a

→
a  

•  

2.1.4.Định nghĩa. 

G là nhóm giá trị của chuẩn phi Archimede trên trường F. 

    + Chuẩn trên F là dày đặc nếu 1 là điểm tụ (điểm giới hạn) của G.  

    + Ngược lại,chuẩn trên F là rời rạc nếu 1 không là điểm tụ (điểm cô lập) của G.  

2.1.5.Định lý. 

  1.Chuẩn trên F là dày đặc khi và chỉ khi nhóm giá trị  G trù mật trong +¡ .   2.Chuẩn trên F là 

rời rạc khi và chỉ khi nhóm giá trị G là nhóm xiclic         ( 0)G ρ ρ= > . 

Chứng minh.  

 1. 

)⇐  Nhóm giá trị G trù mật trong +¡  thì 1 là điểm tụ của G nên chuẩn trên F là dày đặc. 

)⇒  Chuẩn trên F là dày đặc, khi đó 1 là điểm tụ. 

Ta có : nếu , ;1α β α β∈ < <¡  thì  1n n+<α β  (1)  với 
2

n α
β α

>
−  

.Thật vậy,  

  [ ] 1 1 1( ) ( )nn n n n nn − + +<= + − > − > ⇔β α β α α β α α α β . 

Bây giờ, ta chứng minh rằng với mọi khoảng số thực [ ), , 1α β α β< <  đều chứa ít nhất một 

phần tử của G. 

Do 1 là điểm tụ của G nên với :1k kx G xε α α= ∃ ∈ < <  



( Trong khoảng ( )1 ,1ε ε− + , nếu y G∃ ∈  mà 0<y<1 ta lấy 1 1x x
y

= ⇒ > ). 

Gọi n là số lớn nhất sao cho 1 nx α< <  nghĩa là 1n nxα α+ ≤ <  

Khi đó 1 1n nx+ +≤ <α β  suy ra 1nx +≤ <α β . Như vậy 1ny x G+∃ = ∈   và [ ),y α β∈  

           Cuối cùng, nếu 0 1α β< < <  thì ta xét khoảng 1 1,
β α

 
 
 

    ( 1 1, 1
β α

> ) 

Theo chứng minh trên, 1 1:y G y
β α

∃ ∈ < ≤ .Khi đó 1x G
y

= ∈
 
suy ra 

 
1 1 1

x
< ≤

β α
   hay xα β≤ < . 

    

 2. 

)⇐  Nếu ( 0)G ρ ρ= >  thì 1min 1 , 1ε ρ
ρ

 
 
 

= − −  ta có khoảng ( )1 ,1ε ε− +  không chứa 

điểm khác 1 của G, nên 1 không là điểm tụ của G  

       Vậy chuẩn là rời rạc. 

)⇒  Chuẩn trên F là rời rạc,khi đó 1 không là điểm tụ ( điểm cô lập). 

Nếu chuẩn là tầm thường thì mệnh đề đúng 

Nếu chuẩn là không tầm thường. 

Trước hết ta chứng minh rằng : 

, 1a G a∀ ∈ >  cũng là điểm cô lập của G. Thật vậy, nếu a là điểm tụ thì :
 

, 1x xG
a a
∈ ≠   

và 1 ,1x
a a a

ε ε 
 
 

∈ − +   suy ra 1 là điểm tụ  (mâu thuẩn). 

Từ kết quả trên ta suy ra [1,a] chỉ có hữu hạn giá trị của G nên tồn tại giá trị nhỏ nhất ρ∈G , ρ>1. 

Ta chứng minh G= <ρ>. Ta xét 2 trường hợp : 

Đầu tiên ta xét trường hợp , 1x G x∀ ∈ > . 

Khi đó 1<ρ≤x suy ra 1: n nn x +∃ ∈ ≤ <¥ ρ ρ  nên 1 n

x≤ < ρ
ρ  

do đó 1n

x =
ρ

 

( Nếu 1n

x
ρ

>  mâu thuẩn với giả thiết của ρ nhỏ nhất ) nên ( )nx n= ∈¥ρ  

Tiếp theo ta xét trường hợp  ,0 1x G x∈ < <  



 Khi đó 1 1
x
> .Áp dụng chứng minh trên ta có 1 n

x
ρ=

  
( )n∈¥   nên ( )nx n−= ∈¥ρ    

       Vậy { },mG mρ ρ= ∈ =¢ .   •  

2.1.6.Hệ quả . 

 Cho 
1 2

g : g  trên F. Khi đó : 

• 
1

g  rời rạc khi và chỉ khi 2
g  rời rạc.  

• 
1

g  dày đặc khi và chỉ khi 
2

g  dày đặc.  

2.1.7.Hệ quả. 

 Các chuẩn  sau đây là rời rạc : 

• Chuẩn là giá trị tuyệt đối thông thường. 

• Các chuẩn trên trường hữu hạn. 

• Chuẩn 
p

g  trên ¤ . 

• Chuẩn trên trường ( )x¡ .   

Chuẩn phi Archimede dày đặc sẽ được nói đến trong phần 2.4. 

2.2. Trường thặng dư của chuẩn phi Archimede. 

2.2.1.Mệnh đề. 

 Cho g  là chuẩn phi Archimede trên trường F. khi đó 0 (1) { : 1}B x F x= ∈ ≤  là vành con của 

trường F và  0 (1) { : 1}B x F x= ∈ < là idean tối đại của 0 (1)B . 

Chứng minh . 

Đầu tiên ta chứng minh 0 (1)B  là vành con của trường F . Thật vậy, với 0, (1)x y B∀ ∈
 
 suy ra 

1
1

x
y





≤

≤
 

nên { }max , 1x y x y− ≤ ≤        Hơn nữa 01 (1)xy x y xy B= ≤ ⇒ ∈ . 

     Vậy 0 (1)B  là vành con của trường F. 

Tiếp theo ta chứng minh 0 (1)B là idean tối đại của 0 (1)B . Ta có với 0, (1)x y B∀ ∈
   

suy ra
1
1

x
y





<

<
 nên 

{ }max , 1x y x y− ≤ <  do đó 0 (1)x y B− ∈ . Vậy 0 (1)B  là ideal. 



Giả sử có ideal I của 0 (1)B sao cho 0 0(1) (1)B I B⊆  

Khi đó tồn tại x I∈ , x∉ 0 (1)B  nên 11 , 1x x−= =  . Ta chứng minh 0 (1)I B= . 

Thật vậy,  1
0, (1)x I x B−∀ ∈ ∈

 

suy ra 11 ( )x x I−= ∈ nên 0 (1)I B=   

 Do đó 0 (1)B là idean tối đại của 0 (1)B .                                                                 

Vậy vành thương k = 0

0

(1)
(1)

B
B  là trường     •  

2.2.2.Định nghĩa. 

  Trường 0

0

(1)
(1)P

BF B=   là trường thặng dư của trường F. 

2.2.3.Ví dụ về trường thặng dư. 

Ví dụ 1 :   Trường thặng dư của p¤ . 

Ta có : 0 (1) { : 1}= = ∈ ≤¢ ¤p pB x x

 

           

* { : 1}= ∈ =¢ ¤p px x

            0 (1) { : 1}= = ∈ <¤p pB M x x  

 *\p p p pM p= =¢ ¢ ¢   . 

Thật vậy, 1, 1p p p px pa p x pa p a p x M p M−∀ = ∈ = = ≤ < ⇒ ∈ ⇒ ⊆¢ ¢ .  

Ngược lại, px M∀ ∈  giả sử ( )mx p m= ∈¢ . Do 1x <  nên 1m ≤ −  suy ra 1x p−≤ .  

Mặt khác, x pc=  trong đó, xc
p

= . Ta có 
1

1 1 1 p

xx pc c c
p p p

−

−= = ≤ = ⇔ ≤ ⇔ ∈¢  

Từ đó suy ra px pc p= ∈ ¢  nên p pM p⊆ ¢ . 

pM  là iđên tối đại của vành p¢  và trường thặng dư của ( , )p¤ g  là : 

                            pF = p p

p pM p=¢ ¢
¢ . 

Hơn nữa trường thặng dư của ( , )p¤ g  là pF p= ¢
¢ . 

            Bây giờ ta sẽ chứng minh p
p

p
Fp p≅ =¢ ¢

¢ ¢  .Thật vậy,  



xét tương ứng  : ,p
p

p
f a p a pp p→ + +¢¢ ¢ a ¢¢ ¢ . Khi đó  f là đẳng cấu vành.  

Đầu tiên ta chứng minh f là đơn ánh. Tức là ta phải chứng minh   

, , ( ) ( )pa b a b pc p c a b pc p c∀ ∈ − = ∈ ∈ ⇔ − = ∈ ∈¢ ¢ ¢ ¢ ¢ . Thật vậy, c∈¢  thì rõ ràng pc∈¢ .  

Ngược lại, nếu pc∈¢ thì a bc
p
−=  suy ra 1

a b
c

p
−

= ≤  nên 1a b p−− ≤  do đó  

1( )a b p− M  nên c∈¢ . Vậy f là đơn ánh. 

Tiếp theo ta chứng minh f là toàn ánh.  

p
p

p
a p p∀ + ∈¢¢ ¢ , vì pa∈¢  nên 1

0
0 1

n n
n n

n n
a a p a p a p

+∞ +∞
−

= =
= = +∑ ∑

 
suy ra 1

0
1

n
n

n
a a p a p

+∞
−

=
− = ∑  mặt khác 

1

1

n
n p

n
a p

+∞
−

=
∈∑ ¢  do đó 0 pa a p− ∈ ¢  nên 0 0( )p pa p a p f a p+ = + = +¢ ¢ ¢ ( )o pf a p a p⇔ + = +¢ ¢  

      Vậy f là toàn ánh 

Cuối cùng ta chứng minh f là đẳng cấu. Dễ dàng kiểm tra trực tiếp f là đồng cấu vành. Do đó  f  là 

đẳng cấu  nên p
p

p
Fp p≅ =¢ ¢

¢ ¢  
  

      Vậy trường thặng dư của ( , )p¤ g  là pF p= ¢
¢ .        •  

Ví dụ 2.    

Trường thặng dư của ( )x¡   (mệnh đề 1.1.10) 

Ta có : 

0 (1) { ( ) : 1} {0 ( ) : 1}f fB h x h hay h x
g g

= ∈ ≤ = = ∈ ≤¡ ¡

deg deg{0 ( ) : 1} {0 ( ) :deg deg 0}f gf fhay h x hay h x f g
g g

ρ −= = ∈ ≤ = = ∈ − ≤¡ ¡

 

{0 ( ) :deg deg }.fhay h x f g
g

= = ∈ ≤¡

0

deg deg

(1) { ( ) : 1} {0 ( ) : 1}

{0 ( ) : 1} {0 ( ) :deg deg 0}

{0 ( ) :deg deg }.

ρ −

= ∈ < = = ∈ <

= = ∈ < = = ∈ − <

= = ∈ <

¡ ¡

¡ ¡

¡

f g

f fB h x h hay h x
g g

f fhay h x hay h x f g
g g
fhay h x f g
g

 



Khi đó Trường thặng dư của ( )x¡  là 

deg deg0

0

(1) 0 : 1 , ( )(1)

0 :deg deg , ( )

ρ −  
 
  
  
 
  

= = = = ∈

= = = ∈

¡ ¡

¡

f g
p

f fB hay h xB g g

f fhay h f g x
g g

 

Cuối cùng ta có  p¡ ; ¡ .Thật vậy,  

Xét tương ứng  0: (1)B → ¡ϕ  

     

1
0 1 1 0

1
1 1 0

(1) .....

.....

n n
n n

n n
n n

fh B f a x a x a x a
g

g b x b x b x b

−
−

−
−

= ∈ = + + + +

= + + + +
 

Đặt ( ) n

n

ah
b

=ϕ . Hiển nhiên ϕ  là ánh xạ. 

 Dễ dàng thấy ϕ  là đồng cấu vành. Thật vậy, 

1 1
1 1 0 1 1 0 01 1
1 1 0 1 1 0

........ ' ' ........ ' ', ' (1)

........ ' ' ........ ' '

n n m m
n mn m

n n m m
n mn m

a x a x a x a a x a x a x ah h B
b x b x b x b b x b x b x b

− −
− −

− −
− −

+ + + + + + + += = ∈
+ + + + + + + +  

( ' ' ) ....... ' ' '( ') ( ) ( ')
' ....... ' '

m n
n m m n n m m n n m

m n
n m n m n m

a b a b x a b a b a ah h h h
b b x b b b b

+

+

 
 
 

+ + ++ = = = + = +
+

ϕ ϕ ϕ ϕ
 

' ....... ' '( ') ( ) ( ')
' ....... ' '

m n
n m n m n m

m n
n m n m n m

a a x a a a ahh h h
b b x b b b b

+

+

 
 
 

+= = = =
+

ϕ ϕ ϕ ϕ . 

  Rõ ràng ϕ  là toàn cấu. 

 Hơn nữa { }0 0 0ker (1) : ( ) 0 (1) :deg deg (1)ϕ ϕ
 
 
 

= ∈ = = = ∈ < =fh B h h B f g B
g

 

 Theo định lý Noether : 0

0

(1)
(1)

B
B ; ¡ . Vậy P¡ ; ¡ .        •  

2.2.4.Định lý. 

 Hai chuẩn 
1 2,g g  trên F tương đương nhau thì các trường thặng dư tương ứng 1 2,P PF F  là 

như  nhau. 

Chứng minh. 

 Cho  
1 2g ; g   . Áp dụng định lý 1.1.4 :

1 21 1x x≤ ⇔ ≤  và  
1 21 1x x< ⇔ <     

  nên    { } { }1 2
0 01 2(1) : 1 : 1 (1)= ∈ ≤ = ∈ ≤ =B x F x x F x B  



 { } { }1 2
0 01 2(1) : 1 : 1 (1)< <= ∈ = ∈ =B x F x x F x B  

           Vậy 
1 2

1 20 0
1 2
0 0

(1) (1)
(1) (1)P P

B BF FB B= = = .   

2.2.5. Mệnh đề. 

Nếu trường F  có đặc số p  thì trường thặng dư PF  cũng có đặc số p . 

Chứng minh. 

    Nếu F  có đặc số p  thì p .1=0.Khi đó .1 .1 0p p= = . Vậy PF  cũng có đặc số p   •  

2.2.6. Nhận xét . 

• Nếu ( )F x= ¡  thì trường thặng dư P¡ ; ¡ . 

• Nếu PF = ¢  thì Char F = Char PF = p . 

• Nếu F = ¤  thì Char F = Char PF = 0 . 

• Nếu pF = ¤  thì Char PF = p   nhưng  Char F = 0 . 

2.3. Bao đủ của một trường F . 

2.3.1.Định lý . 

Cho trường F  với chuẩn g  phi Archimede.Khi đó tồn tại duy nhất trường L với chuẩn g  

và phép nhúng :i F L→  sao cho : 

       1. Chuẩn g   cảm sinh  g . 

2.  L đầy đủ. 

3.  i( F ) trù mật trong L. 

Chứng minh. 

*USự tồn tại : 

    Gọi V là tập hợp các dãy { }nx  Cauchy trong F  .Trên V ta định nghĩa 2 phép toán  

 
{ } { } { }
{ }{ } { }

n n n n

n n n n

x y x y
x y x y

+ = +

=
 

Khi đó V là một vành giao hoán có đơn vị.Đặt { }{ } :{ } 0n nI x V x V= ∈ → ⊆ . 

Ta có : I là ideal tối đại của V.Thật vậy, 



 { } { }, : 0, 0n n n na b I a b∀ ∈ → →  suy ra { } { } { } 0− = − →n n n na b a b
 
nên{ } { }− ∈n na b I  

 { }: 0n na I a∀ ∈ →   { }nx V∀ ∈  nên { }nx bị chặn,  do đó { }{ } { } 0= →n n n na x a x  

suy ra { }{ }n na x I∈  .Vậy I là ideal tối đại của V. 

Hơn nữa , nếu I’ là ideal của V sao cho  'I I V⊆  

Khi đó tồn tại { } 'na I∈ , { }na I∉  nên { } 0na →/ .Khi n đủ lớn 0na ≠ , nên tồn tại { }1na V− ∈  mà I’ là 

ideal của V nên { } { }{ }1:n n nx V a x V−∀ ∈ ∈

 

suy ra { } { }{ }{ }1 'n n n nx a a x I−= ∈  do đó 'V I⊂ . 

     Vậy I là ideal tối đại của V. 

Mặt khác  I là ideal tối đại của V nên VL I=  là trường với các phép toán : 

        

{ } { } { }+ = +n n n nx y x y

             

{ }{ } { }; =n n n nx y x y

 
         Bây giờ ta chứng minh L là trường cần tìm  

 Ta có chuẩn g  trên L được định nghĩa { } limn nn
x x

→+∞
=  

Chuẩn trên tồn tại và không phụ thuộc vào dãy đại diện. 

 Hơn nữa chuẩn g  trên L là chuẩn phi Archimede.Thật vậy,  

      (i) { } { } { }0 lim 0 0 0n n n nn
x x x x

→+∞
= ⇔ = ⇔ → ⇔ =  

    (ii) { }{ } { } { }. lim lim limn n n n n n n nn n n
x y x y x y x y

→+∞ →+∞ →+∞
= = =  

    (iii’) { } { } { } { } { }lim max lim , lim max ,n n n n n n n nn n n
x y x y x y x y

→+∞ →+∞ →+∞
+ = + ≤ = . 

Đặc biệt  phép nhúng  

  
{ }

: /i F L V I

x x

→ =

a
  là đơn cấu trường. 

nên 
 

{ } { }, lim ( )∀ ∈ = = =xx F x x i x
  

suy ra  chuẩn g   cảm sinh  g . 

Giả sử { } { } { }1 2
, ,.....,k k k n

x x x  là dãy Cauchy trong L.Phần tử thứ n tuỳ ý của dãy là 1 lớp { }k n
x  chứa 

dãy { }kx  trong F.  



{ } 1,
nn n nn y x saocho x y

n
∀ ∃ ∈ − <  Ta có :

 

( ) ( ) ( )− = − − − + −m n m m n n m ny y y x y x x x  

{ } 1 1max , , max , , 0 ; , 
 
 

≤ − − − ≤ − → →∞m m n n m n m ny x y x x x x x m n
m n

 

 Vậy dãy { }ky  là dãy Cauchy trong F .Do đó { }ky x L= ∈ .Hơn nữa, 

         

{ } { } 1, 0∀ − = − < →n n nk n
n x y x y

n
 

nên { } { }→ = ∈nk n
x y x L .Vậy L đầy đủ. 

      Cuối cùng i(F) là trù mật. Thật vậy, i là đơn cấu trường nên có thể xem F  là trường con của L. 

Mặt khác, theo 2) mỗi phần tử x L∈  là giới hạn của một dãy Cauchy trong F , suy ra i(F) (hay F) 

trù mật trong L. 

*UTính duy nhất : 

      Giả sử ( ', ')L g  với đơn cấu trường ' : 'i F L→  thoả mãn các điều kiện 1), 2), 3). 

x L∀ ∈ , tồn tại dãy Cauchy { }( ) ( )ni x i F∈  sao cho { }( )ni x x→  theo g . 

Khi đó, dãy { }nx  tương ứng là dãy Cauchy trong F, dãy { }'( )ni x  tương ứng là dãy Cauchy trong 

'( )i F .suy ra { }'( ) ' 'ni x x L→ ∈ . Ta có đẳng cấu trường  

   
: '

'
L L
x x
→
a

ϕ
 

Hơn nữa, ' ( )i i=ϕ  và ( ) ' lim nx x x xϕ = = =  nghĩa là ánh xạ bảo toàn chuẩn.    •  

2.3.2.Định nghĩa. 

 Trường ( , )L g trong định lý trên (2.3.1) là một bao đủ của trường ( , )F g  

Kí hiệu :   µL F=  

Chuẩn g  vẫn được kí hiệu g nếu không cần phân biệt. 

2.3.3.Định lý. 

 Cho 
1g ,

2g  là hai chuẩn phi Archimede tương đương trên trường F.Giả sử 

1 21 2( , ), ( , )L Lg g  là hai bao đủ của hai chuẩn tương ứng.Khi đó : 

  1 2

1 2

1.
2.

L L=
:g g

 



Chứng minh. 

1. Lấy { } { }1,n nx x L x= ∈  là dãy Cauchy đối với 
1g  trong F. 

Vì  
1 2g : g  nên { }nx cũng là dãy Cauchy đối với 

2g  do đó nó hội tụ trong LR2R và 
1 2 ( 0)c c= >g g , nên 

1 1 2 2lim 0 lim c
n n n nx x x x x x x x− = − = = − = −  

suy ra { }→nx x  theo 
2g  do đó 2 1 2x L hay L L∈ ⊂  

Tương tự, 2 1L L⊂  . Vậy 1 2L L= . 

2. { } 1 21 2 2, lim lim lim
cc c

n n n nx x L x x x x x 
 ∀ = ∈ = = = = .           •  

2.3.4.Định lý. 

 Nếu µL F= thì  

      1.Nhóm giá trị bằng nhau F LG G= . 

      2.Các trường thặng dư đẳng cấu với nhau p pF L; . 

Chứng minh. 

1. 

 { } { }* *;, ,= ∈ = ∈F LG x x F G x x L  

Vì F LF L G G⊆ ⇒ ⊆ . Mặt khác, , , *La G a x x L∀ ∈ = ∈  ; lim 0nx x= ≠  trong đó { }nx  là dãy 

Cauchy trong F. Với n đủ lớn thì nx x=  

suy ra lim n Fx x x G= = ∈  nên L FG G⊆ . Vậy F LG G= . 

2. 

 0

0

(1)
(1)

F

Fp
BF B=                                     0

0

(1)
(1)

L

Lp
BL B=  

 

Xét ánh xạ :  

   
{ }

0: (1)F
pB L

x x

→

a

ϕ
 



 Dễ dàng nhận raϕ  là toàn cấu vành. 

 Hơn nữa { }{ } { }0 0 0ker (1) : 0 (1) : 1 (1)ϕ = ∈ = = ∈ < =
F F Fx B x x B x B  

        Vậy     0

0

(1)
(1)

F

F p p p
B L hay F LB ; ;

                
•  

2.4.Bao đóng của một trường. 

2.4.1.Định nghĩa. 

 Trường F là đóng đại số nếu mọi đa thức ( ) [ ], deg 1f x F x f∈ ≥  đều có nghiệm trên F. 

2.4.2.Định nghĩa. 

 Cho F là một trường. Trường K chứa F được gọi là một bao đóng đại số nếu K đóng đại 

số và K là nhỏ nhất có tính chất đó. 

 Kí hiệu: K F=   

2.4.3.Định lý. 

              Giả sử chuẩn g phi Archimede rời rạc không tầm thường trên F với nhóm giá trị FG  và 

trường thặng dư pF .Chuẩn g  là chuẩn phi Archimede  cảm sinh  trên bao đóng đại số F  với 

nhóm giá trị FG  và trường thặng dư pF .Khi đó : 

{ }1. , ,n
FFG a a G n+= ∈ ∈ ∈¡ ¥  là tập các căn bậc n tuỳ ý của các giá trị trong FG . 

( )2. p pF F= trường thặng dư của bao đóng đại số bằng bao đóng trường thặng dư. 

Chứng minh. 

1. 

 Đặt { }, ,n
FA r r G n+= ∈ ∈ ∈¡ ¥ .Ta chứng minh FG A=  

 { }* *, :Fr G x x F F r∀ ∈ = ∈ ⇒∃ ∈ =α α  

Giả sử 1
1 1 0( , ) ... [ ] ,n n

nIrr F x a x a x a F x n−
−= + + + + ∈ ∈¥α  .Khi đó 

1

0
nr aα = = . 

suy ra 0
n

Fr a G= ∈  nên FG A⊆ . 

 Ngược lại  , : n
Fr A n r a G∀ ∈ ∃ ∈ = ∈¥  nên * :F a∃ ∈ =α α  



Xét đa thức ( ) [ ]nf x x F x= − ∈α  có nghiệm F∈β  suy ra 0n − =β α

 

nên n =β α  do đó n =β α  . 

Khi đó  

 

1 11
( )nn nn a r r= = = =β α suy ra Fr G∈  hay FA G⊆  

Vậy FA G= .                        •

 
2. 

       Đặt      ( );= =p pFFk F k F  

Bây giờ ta sẽ chứng minh FFk k= .  

Đầu tiên ta chứng minh  FFk k⊆ . Thật vậy,  Fk∀ ∈α  suy ra , , 1F= ∈ ≤α β β β . 

Giả sử 1
1 1 0( , ) ... [ ] ,n n

nIrr F x a x a x a F x n−
−= + + + + ∈ ∈¥β                                      nên 

1
1 1 0... 0n n

na a a−
−+ + + + =β β β  

Xét F∈π sao cho π =max * (0,1)F ∩  và { }* :n
FG F n= = ∈¢π    ( định lý 2.1.5). 

Ta có 0,1,2,..., 1 , : ik
i ii n k a∀ = − ∃ ∈ =¢ π .  Đặt { }m min : 0,1,..., 1ik i n= = −        

. . 1 0,1.....i im m k k mm
i ia a i− − −− = = = ≤ ∀ =π π π π π nên m

i Fa k−∃ ∈π  

Mặt khác : 1
1 1 0( ... ) 0π β β β− −
−+ + + + =m n n

na a a  

1
1 1 0... ) 0m n m n m m

na a a− − − − −
−⇒ + + + + =π β π β π β π  

1
1 1 0... ) 0n nm m m m

na a a−− − − −
−⇒ + + + + =π β π β π β π  

suy ra α β=  là nghiệm của đa thức 1
1 1 0... [ ] ,n n

Fnf x b x b x b k x n−
−= + + + + ∈ ∈¥  

nên .Fk∈α   Vậy ⊆ FFk k  

 Cuối cùng ta phải chứng minh F Fk k⊆  . Thật vậy , 

giả sử đa thức 1
1 1 0( ) .... [ ]n n

Fnf x x a x a x a k x−
−= + + + + ∈  là đa thức có degf = n ≥1. 

Khi đó đa thức 1
1 1 0( ) .... [ ]n n

nf x x a x a x a F x−
−= + + + + ∈  có nghiệm F∈α   

Do đó  1
1 1 0.... 0n n

na a a−
−+ + + + =α α α  suy ra α  là nghiệm của 

1
1 1 0.... [ ]n n

Fnf x a x a x a k x−
−= + + + + ∈  nên Fk∈α  . Mặt khác 1α ≤ . Thật vậy, 

Nếu 1>α  thì : 1
1 1 00 0 ....α α α−
−= = + + + +n n

na a a  



                      { }max , 0,1,..., 1 1(!).α α α α= = − = = >nn i n
ia i n  

Suy ra  0 (1)FB∈α  do đó Fk∈α  nên ⊆F Fk k  

           Vậy F Fk k=                                •  

2.4.4.Hệ quả. 

 Nhóm giá trị FG  trù mật trong +¡ .Từ đó suy ra chuẩn g  là dày đặc.  

Chứng minh. 

      Lấy , 1Fr G r∈ > . , n
Fn r G∀ ∈ ∈¥  và 1,n r n→ →∞ do đó 1 là điểm tụ của FG  

suy ra FG  trù mật trong +¡ .Vậy  chuẩn g  là dày đặc (định lý 2.1.5.).           •  

2.5. Sự khai triển thành chuỗi. 

2.5.1.Định nghĩa. 

Cho F là một trường với chuẩn rời rạc. Khi đó tồn tại F∈π  sao cho *max (0,1)F= ∩π  

và { }* :n
FG F n= = ∈¥π ( theo định lý 2.1.5.), π  là phần tử sinh của nhóm giá trị FG . 

2.5.2.Định nghĩa. 

Cho F là một trường với chuẩn g phi Archimede rời rạc. 

Trường thặng dư { }0
0 1

0

(1) , ,...,(1)p n
BF a a aB= = .Gọi { }0 1, ,..., nR a a a=  tập tất cả các đại diện của 

các lớp trong  pF  là hệ thặng dư đầy đủ của pF , nghĩa là : 

                

0

1 2 1 2 1 2 1 2

0

0
1 1...

, ; 1

(1), : 1

i

a
a i n

r r R r r r r hay r r

x B r R x r hay x r

+ =

+ = ∀ =

+ ∈ ≠ ⇒ − = ≠

+∀ ∈ ∃ ∈ − < =

 

2.5.3.Định lý. 

Cho F là một trường với chuẩn g phi Archimede không tầm thường rời rạc và , Rπ  như định 

nghĩa trên. 

Mỗi phần tử , 0x F x∈ ≠  có thể khai triển thành chuỗi duy nhất  



(*)i
i

i m
x a

+∞

=
=∑ π  

Hơn nữa nếu F đầy đủ thì chuỗi (*) hội tụ về một phần tử trong F. 

Chứng minh. 

     Đầu tiên ta chứng minh sự tồn tại của chuỗi.  

Lấy , 0x F x∈ ≠ .Khi đó tồn tại  m∈¢  thỏa   m mx = =π π  1mx−⇒ ≤π    

suy ra 0 0: 1ma R x a−∃ ∈ − <π  do đó 0
mx a− − ≤π π    (do *max (0,1)F= ∩π )  

nên 1
0( ) 1mx a− − − ≤π π . Đặt 1

1 0( )mx x a− −= −π π , khi đó 1 1 0 1, 1 π π−∈ ≤ = +mx F x saocho x a x   

Lập lại quá trình cho 1x  chúng ta có 1 2 2 1 1 2, , 1a R x F x saocho x a x∃ ∈ ∈ ≤ = + π   

Ta có  
2

0 1 0 1 2 0 1 2( )π π π π π π− = + = + + = + +mx a x a a x a a x  

 Với n∈¥ ,theo quy nạp ta có  2 1
0 1 2 1......m n n

n nx a a a a x− +
+= + + + + +π π π π π      

Ở đây 10,1,..., ; 1i na R i n x +∈ ∀ = ≤  .Mặt khác 1 1
1 1 1n n

n nx x+ +
+ += <π π       suy ra 1

1lim 0n
nn

x +
+→∞

=π  

do đó 
0

m i
i

i
x a

∞
−

=
=∑π π  nên i

i
i m

x a m
∞

=
= ∈∑ ¢π  

         Tiếp theo ta chứng minh tính duy nhất của chuỗi . 

Giả sử  ( ; , )i i
i i i i

i m i m
x a b m a b R

∞ ∞

= =
= = ∈ ∈∑ ∑ ¢π π  thì ( ) 0i

i i
i m

a b
∞

=
− =∑ π   

 Ta chia cho mπ   được 2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ........... 0π π+ + + +− + − + − + =m m m m m ma b a b a b  

2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ........... 0π π+ + + +⇒ − + − + − + =m m m m m ma b a b a b  

Vì  00 ( (1))B= ∈π π  nên 0 0m m m m m ma b a b a b− = ⇒ − = ⇒ =  

suy ra ( , )= ∈m m m mdoa b a b R . 

Bằng quy nạp ta chứng minh được 1 1 2 2, ,............m m m ma b a b+ + + += =  

Vậy sự khai triển của x  là duy nhất. 

         Cuối cùng nếu F đầy đủ  

Ta xét dãy { },n n i i
i m

x x a
+∞

=
=∑ π  với 1 2, , ,.....m m ma a a+ + ∈ ¡  và  m∈¢ .Ta có 



          11 1
1 1 1 1 0nn n

n n n n nx x a a a ++ +
+ + + +− = = = →π π π  

Do đó dãy { }nx  là dãy Cauchy trong F đầy đủ nên hội tụ về 1 phần tử trong F.     •  

2.5.4.Hệ quả. 

Nếu 1, 0x x≤ ≠  thì 2
0 1 2 .....x a a a= + + +π π  

2.5.5.Định lý. 

Cho  chuẩn g phi  trên trường F.Khi đó  

                                                                       1.Chuẩn là rời rạc 

    F compact địa phương  khi và chỉ khi  

                                                                       2.Trường thặng dư là hữu hạn. 

Chứng minh. 

)⇒   

F là compact địa phương. Lấy 0x F saocho x∈ >  

Trước tiện ta chứng minh chuẩn là rời rạc.Thật vậy,  

Giả sử rằng trường thặng dư { }1 20, , ...pF x x=  là vô hạn, trong đó 1nx n= ∀   

và : 1m n m nm n x x hay x x∀ ≠ ≠ − =   

Vì . = =n nx x x x x  nên 0. ( )∈ ∀nx x B x n  

Xét dãy { }. nx x  trong .Ta có : . . 0m n m nm n x x x x x x x x∀ ≠ − = − = >  

do đó dãy { }. nx x  không có dãy con hội tụ. 

suy ra 0 ( )B x không compact (mâu thuẩn F compact địa phương) 

 Vậy trường thặng dư pF  là hữu hạn. 

          Tiếp theo ta chứng minh trường thặng dư là hữu hạn. 

Giả sử chuẩn là dày đặc khi đó 1 là điểm tụ của nhóm giá trị FG . 

Khi đó tồn tại dãy tăng { } 1na → , n Fa G∈ .Đặt , , 1n n n na x x F x ≤= ∈  

Vì . ≤=n nx x x x x  nên 0. ( )∈ ∀nx x B x n  



Xét dãy { }. nx x  trong 0( )B x ta có  

           
{ }

{ }
. . max ,

max , .
m n m n m n

m n n

m n x x x x x x x x x x

x a a x a

< ⇒ − = − =

= =
 

suy ra . . 0 ,m nx x x x x m n− → > →+∞  do đó dãy { }. nx x  không có dãy con hội tụ 

nên 0( )B x không compact (mâu thuẩn F compact địa phương) 

Vậy chuẩn là rời rạc. 

)⇐  

 Cho chuẩn g là rời rạc trên F và trường thặng dư pF  hữu hạn. 

Ta cần chứng minh 0(1)B  compact. Thật vậy, trường thặng dư pF  hữu hạn nên hệ thặng dư đầy đủ 

hữu hạn. 

Giả sử { }nx  là dãy tùy ý trong 0(1)B , 1nx n≤ ∀ .Ta chứng minh tồn tại dãy con hội tụ trong 0(1)B .

2
0 1 2, .....n in n nn x a a a a R i∀ ∈ = + + ∈ ∀¥ π π   (hệ quả 2.5.4.). 

Các phần tử 0 ( 0,1,2....)na n =  nhận giá trị trong R hữu hạn nên có vô hạn chỉ số n để ona  bằng nhau 

và đều bằng 0b R∈ . 

 Lấy dãy con { }0nx  của { }nx  sao cho số hạng đầu tiên của mỗi phần tử bằng 0b  Trong dãy { }0nx  các 

phần tử 1 ( 0,1,2....)na n =  nhận giá trị trong R hữu hạn nên có vô hạn chỉ số n để 1na  bằng nhau và 

đều bằng 1b R∈ .Nên lấy dãy con { }1nx  của { }0nx  sao cho số hạng thứ hai của mỗi phần tử bằng 1b . 

        Tiếp tục quá trình ta có m∀ ∈¥  tồn tại dãy { }mnx  là dãy con của dãy { }1m nx − sao cho số hạng 

thứ m+1 của mỗi phần tử bằng mb R∈ .Mặt khác dãy đường chéo của { }mnx  là dãy con của { }nx  và 

{ } 2
0 1 2 .....mnx b b b b m→ = + + + →+∞π π . Hơn nữa 01 (1)b b B≤ ⇒ ∈  suy ra { }nx  có dãy con hội 

tụ trong 0(1)B  hay 0(1)B  compact . 

         Vậy F compact địa phương.                             •  

2.5.6.Hệ quả. 

 1. ( )x¡  không compact địa phương .  

2. Trường thặng dư pF vô hạn  . 



3. F  không compact địa phương. 

2.6. Xây dựng một trường với chuẩn phi Archimede với nhóm giá trị và trường thặng 
dư cho trước. 

2.6.1. Định lý. 

       Cho trước trường F. Khi đó tồn tại 1 trường với chuẩn Phi Archimede rời rạc, đầy đủ  mà 

trường thặng dư của nó là F. 

Chứng minh. 

       Đầu tiên ta xây dựng trường các chuỗi Laurent hình thức trên trường F. Ta kí hiệu là F((X)). 

Phần tử trong F((X)) có dạng :          

      ( )
n

n
n

n
f X a X

=+∞

=−∞

= ∑ ( na F∈  và 0na− =  với n đủ lớn)  hay   ( ) n
nf X a X=∑   

Ta định nghĩa 2 phép toán sau đây : 

: ( )

( )( ) : ( )

n n n
n n n n

n n n
n n n n i j

i j n

a X b X a b X

a X b X c X c a b
+ =

+ = +

= =
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑      

Bây giờ ta sẽ chứng minh F((X)) là 1 trường. Thật vậy , dễ thấy F((X)) là 1 vành với 2 phép toán 

trên. Phần tử đơn vị là 1 

Tiếp theo ta kiểm tra mọi phần tử khác 0 trong F((X)) đều khả nghịch  

              1

1

0 1 0

0 1

( ) ...... ..... ( 0)
( ) ...... .....

n
n

n
n

X X

X X

f X a a a a
g X b b b

= + + + + ≠

= + + + +
 

nếu 1 1( ). ( ) 1f X g X =  

thì 

1
0 0 0 0

0 1 1 0 1 0
1

0

0 1 1 0

1
0

..................
... 0 .............

−

−




 
 
 
  

= =
+ = −⇒ =

+ + + =n nn

a b b a
a b a b a bb

a
a b a b a b

 

Giả sử có 1 1 2 2 0
0 1 1

0

( ... ), ,....., n n
nn

a b a b abb b b b
a

− −
−

− + + +⇒ =   

Khi đó tồn tại 1( )g X  thỏa 1 1( ). ( ) 1f X g X = . Vậy 1( )f x  khả nghịch.  



         

1 2
1 2

2
1 2

2
1 2

( ) ......... ( 0, ) (( ))
( .........)
. ( ) ( ( ) .........)

m m m
m mm m

m
m m m

m
m m m

X X X

X X

X X

f X a a a a m F X
X a a a
X g X g X a a a

+ +
+ +

+ +

+ +

= + + + ≠ ∈ ∈

= + + +

= = + + +

¢
 

Theo chứng minh trên ta có ( )g X  khả nghịch suy ra tồn tại 1 1( ) ( )mf X X g X− − −=  nên ( )f X  khả 

nghịch. Vậy F((X)) là trường. 

Tiếp theo ta  định nghĩa ordf = { }min : 0nn a ≠  với mỗi ( ) (( ))f X F X∈  

Khi đó ta định nghĩa chuẩn trên trường F((X))  : 

         
0 0

: n
ord f

a n
f

e−




= ∀
=  

Khi đó (F((X)),| |) là trường với chuẩn phi Archimede và nhóm giá trị là n{e : n Z}∈  

Thật vậy, ta kiểm tra 3 điều kiện 

i) 0. 0 0 0na n ff f≥ = ⇔ = ∀ ⇔ =  

ii) Với , (( ))f g F X∈  

Ta có  { }( ) min : 0 min : ( ) 0n i j
i j n

ord fg n c n a b
+ =

 
= ≠ = ≠ 

 
∑  

                      { } { }min : 0 min : 0n nn a n b ordf ordg= ≠ + ≠ = +  

suy ra ( ) ( ) .ord fg ordf ordg ordf ordgfg e e e e f g− − + − −= = = =                                

iii) Với , (( ))f g F X∈  

Ta có  { } { } { }{ }( ) min : 0 min min : 0 ,min : 0n n n nord f g n a b n a n b+ = + ≠ ≥ ≠ ≠  

                                                                { }min ,ordf ordg≥  

                       

nên  { }( ) min{ , } max ,ord f g ordf ordge ef g f g− + −= ≤ ≤+  

suy ra (F((X)),| |) là trường với chuẩn phi Archimede  

Nhóm giá trị là n{e :  n Z} ( , )∈ +; ¢ . 

Một chuỗi lũy thừa hình thức trên F là 1 phần tử n
na X∑ ∈F((X)) với aRnR=0 (n<0). 



Khi đó tập F[[X]] của tất cả chuỗi lũy thừa tạo thành 1 vành con của F((X)). 

Thực tế F[[X]] { }(( )) : 1f F X f= ∈ ≤  là quả cầu đơn vị đóng của F((X)). 

Tiếp theo để chứng minh định lý ta chứng minh F[[X]] và F((X)) đầy đủ. 

             Đầu tiên ta chứng minh F[[X]] đầy đủ. Thật vậy, ta lấy dãy { }nf  Cauchy trong F[[X]] 

                 
2

0 1 2
2

0 1 2

( ) ......
( ) ......

n n n n

m m m m

X X

X X

f X a a a
f X b b b

= + + +

= + + +
 

suy ra     ( ) 0 ,n m
n m

ord f ff f e m n− −− = → →∞  

do đó ( ) ,n mord f f m n− →∞ →∞ nên , , : ( ) 1i i n mi N m n N ord f f i∀ ∃ ∀ ≥ − ≥ + .  

Vậy 0 , , ikn kma b k i m n N= ∀ ≤ ≤ ∀ ≥  

Đặt    (0 )
kk kNc a k i= ≤ ≤ : 2

0 1 2( ) ........... [[ ]]f X c c X c X F X= + + + ∈  

do đó  ( ) 1n iord f f i n N− ≥ + ∀ ≥  nên ( ) ( )nf X f X→  

Vậy F[[X]] đầy đủ. 

Tiếp theo ta chứng minh F((X)) đầy đủ. Ta lấy { }nf là dãy Cauchy trong F((X)) 

nên 0, : n NN f f n N∀ > ∃ − < ∀ ≥ε ε  

do đó  { } { }0, : , ,n n N N NN f Max f f f Max f A n N∀ > ∃ ≤ − ≤ = ∀ ≥ε ε  

suy ra ( ) ( )nord f k k≥ ∈¢ . Khi đó { }k
nX f−  là dãy Cauchy trong [[ ]]F X  

nên theo chứng minh trên  ta có ( ) ( )k
nX f X g X− →  nghĩa là ( ) '( )nf X f X→  

 với '( )f X ( ) (( ))kX g X F X−= ∈ .   

 Vậy F((X)) đầy đủ. 

       Cuối cùng ta chứng minh định lý 2.6.1. 

Ta xét ánh xạ : 0: n
na X a∑ aθ  

Dễ thấy θ  là một đồng cấu từ F[[X]] tới  F và ( )( )Ker { F X :  1}.f fθ = ∈ <  

 Vậy trường thặng dư của F((X)) đẳng cấu với F                           •  



2.6.2.Định nghĩa. 

        Một tập con X của R gọi là sắp thứ tự tốt nếu mỗi tập con khác rỗng của X có phần tử nhỏ 

nhất. 

Ví dụ : Tập hữu hạn,N,{-3,-2,-1,0,1…….} 

            Tập con của tập sắp thứ tự tốt là sắp thứ tự tốt. 

            , ,¡ ¢ ¤   không phải là tập sắp thứ tự tốt. 

2.6.3. Bổ đề 1. 

        Cho X là tập con của R.Các mệnh đề sau là tương đương : 

   i)X sắp thứ tự tốt. 

  ii) Mỗi dãy trong X có 1 dãy con tăng. 

 iii) X không có dãy giảm nghiêm ngặt. (X không có aR1R,aR2R,……..thỏa aR1R>aR2R>……). 

 

 

Chứng minh. 

        ) )i ii⇒  X sắp thứ tự tốt. Lấy bất kì B={ }1 2, ,......, na a a X⊂  

Do X sắp thứ tự tốt nên 
1na∃  là phần tử nhỏ nhất trong B={ }1 2, ,......, na a a  

Ta có { } { }11 11 1 2 1,......, , ,...., , ,......,n n nn na a B a a a a a X+ +⊂ = ⊂  

Suy ra tồn tại 
2na nhỏ nhất trong { }2 1,......, nna a+ .Hiển nhiên 

1 2n na a≤  

Tiếp tục quá trình ta được dãy tăng 
1 2 1

......
k kn n n na a a a

+
≤ ≤ ≤  

    Vậy mỗi dãy trong X có 1 dãy con tăng 

        ) )ii iii⇒  Mỗi dãy trong X có 1 dãy con tăng 

Giả sử trong X có dãy giảm nghiêm ngặt 1 2 .... ....na a a> > > >  

Mâu thuẩn với mỗi dãy trong X có 1 dãy con tăng. 

       Vậy trong X không có dãy nghiêm ngặt. 

       ) )iii i⇒  X không có dãy giảm nghiêm ngặt 

Giả sử X không sắp thứ tự tốt.Nghĩa là tồn tại tập con A không có phần tử nhỏ nhất. 

Lấy bất kì 1 ∈a A .Vì  A không có phần tử nhỏ nhất nên tồn tại 2 1<a a . 

Tương tự tồn tại 3 2 1< <a a a , nên A có dãy giảm nghiêm ngặt (mâu thuẩn). 

        Vậy X sắp thứ tự tốt.      



                   •  

2.6.4. Bổ đề 2. 

        i)Cho X là tập sắp thứ tự tốt, a∈X.Khi đó a là phần tử lớn nhất của X hoặc có 1 phần tử aP

’
P∈X  

thỏa  aP

’
P>a và ( ), 'a a X∩ =∅ . 

       ii)Một tập sắp thứ tự tốt thì đếm được. 

 Chứng minh. 

       i)Giả sử a không là phần tử lớn nhất 

ta xét { }/ ,B b b X b a X= ∈ > ⊂  .Hiển nhiên B ≠ ∅  

Do X sắp thứ tự tốt nên tồn tại 'a bé nhất trong B suy ra aP

’
P>a và ( ), 'a a X∩ =∅ . 

       ii)X là tập sắp thứ tự tốt 

Lấy a không là phần tử lớn nhất trong X 

Do đó có 1 phần tử aP

’
P∈X , thỏa  aP

’
P>a và ( ), 'a a X∩ =∅ . 

Mặt khác ( , ') /a ar a a r∃ ∈ ∈¤ .Ta xét ánh xạ : 

                     
:

a

f X
a r
→ ¤
a

 

Khi đó f là đơn ánh. Thật vậy, giả sử a br r=  trong đó ( , ') /a ar a a r∈ ∈¤  , ( , ') /b br b b r∈ ∈¤  

và ( ), 'a a X∩ =∅ , ( ), 'b b X∩ =∅ . Ta chứng minh a=b. 

Nếu a b<  thì 'b aa b r r a< < = <  nên tồn tại ( , ')b a a X∈ ∩ (mâu thuẩn với (a,aP

’
P) X∩ =∅ ). Tương 

tự nếu b a<  thì 'a bb a r r b< < = <  nên tồn tại ( , ')a b b X∈ ∩ (mâu thuẩn với ( )b,b' X∩ =∅ ) suy 

ra a=b nên f là đơn ánh. 

    Vậy X đếm được. •  

 

 

2.6.5. Bổ đề 3. 

       Cho ,X Y    

i) Cho a  .Nếu X ,Y là tập sắp thứ tự tốt thì a+X, X∪Y, X+Y cũng sắp thứ tự tốt và  X∩ (-Y) hữu 

hạn. 



ii)Cho aR1R,aR2R,…….. là 1 dãy trong R thỏa lim nn
a

→∞
= ∞ .Nếu ( , )na X−∞ ∩  là tập sắp thứ tự tốt với mọi 

n thì X cũng  là tập sắp thứ tự tốt. 

Trong đó : { : }; { : }; { : , }X x x X a X a x x X X Y x y x X y Y− = − ∈ + = + ∈ + = + ∈ ∈ . 

Chứng minh. 

i) 

       Đầu tiên ta chứng minh a+X sắp thứ tự tốt. Thật vậy, giả sử  nb là 1 dãy trong a+X  thì dãy 

 nb a  là 1 dãy trong X, mà X sắp thứ tự tốt nên tồn tại dãy tăng  knb a  là dãy con của 

 nb a  (theo bổ đề 2.6.5.) nên  knb  là dãy tăng mà  knb  là dãy con của  nb  suy ra trong  nb

tồn tại dãy con  knb  tăng 

Vậy a+X   sắp thứ tự tốt. 

         Tiếp theo ta cần chứng minh X∪Y sắp thứ tự tốt. Ta lấy dãy  na  là 1 dãy con của X Y . 

Khi đó tồn tại vô số n để  hoaëcn na X a Y , có nghĩa tồn tại dãy con  kna  của dãy  na  sao cho 

 kna X hoặc  kna Y mà X, Y sắp thứ tự tốt nên trong  kna  có 1 dãy con 
       kl

na tăng (theo 

bổ đề 2.6.5) do đó tồn tại dãy con tăng 
       kl

na  của dãy  na  

Vậy X∪Y   sắp thứ tự tốt (theo bổ đề 2.6.5). 

       Hơn nữa X+Y cũng là tập sắp thứ tự tốt.Thật vậy, lấy dãy { }n nx y X Y+ ⊂ +   

trong đó { }nx X⊂  và { }ny Y⊂ . Vì { }nx X⊂ , X sắp thứ tự tốt nên tồn tại dãy { } { }
kn nx x⊂  sao 

cho { }knx  là dãy tăng .Mặt khác dãy { }kny cũng là 1 dãy trong Y mà Y sắp thứ tự tốt suy ra trong 

{ }kny tồn tại dãy con { }kl
ny tăng. 

Do đó tồn tại trong { }n nx y+ dãy con { }k kl l
n nx y+ tăng.Vậy X+Y sắp thứ tự tốt . 

        Cuối cùng ta chứng minh X∩ (-Y) hữu hạn. Ta có ( )X Y     X∩ − ⊂ nên ( )X Y∩ − cũng là sắp 

thứ tự tốt. Giả sử ( )X Y  ∩ −  vô hạn 



Đầu tiên ta lấy 1K  là tập con khác rỗng của ( )X Y∩ −  nên tồn tại 1 a nhỏ nhất trong 1K .Tiếp theo ta 

xét { }2 1( ) := ∈ ∩ − >K x X Y x a  vì ( )X Y  ∩ −  vô hạn nên 2 ≠ ∅K  suy ra  tồn tại 2a  nhỏ nhất 

trong 2K  nên 2 1>a a . 

Ta lại xét { }3 2( ) :K x X Y x a= ∈ ∩ − > ≠ ∅  vì ( )X Y  ∩ −  vô hạn nên tồn tại 3a  nhỏ nhất trong 3K

khi đó 3 2 1> >a a a .Tiếp tục quá trình  ta có dãy      { } 1 2 3n na X ( Y) saocho a a a ..... a⊂ ∩ − < < < <

nên tồn tại dãy  { }− na  giảm nghiêm ngặt trong Y (mâu thuẩn với Y sắp thứ tự tốt) 

Vậy X∩ (-Y)   hữu hạn. 

        ii) 

            Xét tập con S khác rỗng của X. Ta chứng minh S có phần tử nhỏ nhất. Lấy bất kỳ 

∈x S , vì lim nn
a

→∞
= ∞  nên tồn tại >na x  

Khi đó  ( , )( , ) −∞ ∩∅ ≠ −∞ ∩ ⊂ nn a Xa S  mà ( , )na X−∞ ∩  là tập sắp thứ tự tốt nên ( , )−∞ ∩na S  

là tập sắp thứ tự tốt.Suy ra tồn tại phần tử nhỏ nhất s  

Ta chứng minh s là phần tử nhỏ nhất trong S. Nghĩa là với mỗi a S∈  thì ≥a s . 

Thật vậy, nếu  ≤a x  thì ( , )∈ −∞ ∩na a S mà s là phần tử nhỏ nhất của ( , )−∞ ∩na S nên ≥a s . 

Ngược lại, nếu >a x  thì > ≥a x s  vì s là phần tử nhỏ nhất của ( , )−∞ ∩na S . 

         Vậy X là tập sắp thứ tự tốt. 

2.6.7.Định lý.  

               Cho trước F là 1 trường và Γ  là nhóm con của nhóm nhân (0, )+∞ . Khi đó luôn tồn tại 1 

trường với chuẩn Phi Archimede đầy đủ  mà trường thặng dư của nó đẳng cấu với F và nhóm giá 

trị bằng  Γ . 

Chứng minh. 

          Ta ký hiệu LogΓ :={logx  :x∈ Γ } ở đây log với chuẩn logarit thông thường. logΓ  là 1 nhóm 

con của ( , )+¡ .Ta định nghĩa K={f:logΓ→F : suppf là tập sắp thứ tự tốt}, ở đây supp f ={x∈logΓ  

: ( )f x ≠0}và ( )r f  là phần tử nhỏ nhất của supp f . 

Chúng ta định nghĩa phép toán cộng và nhân trong K : 

           (f+g)(x)=f(x)+g(x) 

           f*g(x)=
log

( ) ( )
y

f y g x y
∈ Γ

−∑  



Định nghĩa trên là hợp lý . Thật vậy, đầu tiên ta chứng minh ( ) ( )f x g x K+ ∈  

Giả sử supp( )x f g∈ +  thì ( ) ( ) 0f x g x+ ≠  do đó 
( ) 0
( ) 0

f x
g x

≠
 ≠

nên 
supp
supp

x f
x g
∈

 ∈
 

suy ra supp suppx f g∈ ∪ . Vậy supp( ) (supp supp )f g f g+ ⊂ ∪   mà supp supp∪f g  sắp thứ tự 

tốt (theo bổ đề 2.6.5) nên supp( )+f g  sắp thứ tự tốt. 

Vậy f(x)+g(x) K∈ . 

        Tiếp theo ta chứng minh f*g(x)=
log

( ) ( )
y

f y g x y
∈ Γ

−∑ là tổng hữu hạn. 

 Lấy logy∈ Γ sao cho ( ) ( ) 0f y g x y− ≠  khi đó 

( ) 0
( ) 0

f y
g x y





≠
− ≠

 
supp

( ) suppg
y f
x y


⇔ 



∈
− ∈

supp
( ) suppg
y f
y x





∈
⇔

− ∈−
 

supp supp
suppg { suppg}

y f y f
y x y x

 
 
 

∈ ∈
⇔ ⇔

∈ − ∈− − +
 

suy ra supp [ { suppg}]y f x∈ ∩ − − + . Mặt khác suppf, {-x+suppg} sắp thứ tự tốt 

 nên theo bổ đề 2.6.5 supp [ { suppg}]f x∩ − − +  hữu hạn . 

 Vậy 
log

( ) ( )
y

f y g x y
∈ Γ

−∑  là tổng hữu hạn. 

       Cuối cùng ta sẽ chứng minh *f g K∈  

Ta có 
log supp

supp

* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y y f

x y g

f g x f y g x y f y g x y
∈ Γ ∈

∈ +

= =− −∑ ∑  

Giả sử supp( * )x f g∈ thì 
supp

x supp
y f

y g
∈

 ∈ +
 suy ra supp suppx f g∈ +  

do đó supp( * ) supp suppf g f g⊂ +  mà theo theo bổ đề 2.6.5 supp supp∪f g  sắp thứ tự tốt nên 

supp( * )f g  sắp thứ tự tốt. 

 Vậy * ∈f g K . 

          Bây giờ ta sẽ chứng minh K là trường với các phép toán trên. Đầu tiên ta dễ dàng nhận thấy K 

là vành giao hoán với 2 phép toán trên, đơn vị là  

                    
1 0

( )
0 0

ε
=

=  ≠

x
x

x
  



Tiếp theo ta chứng minh với mỗi phần tử 0≠ f∈K thì f  khả nghịch. 

Trước hết ta xét trường hợp X=suppf  có phần tử nhỏ nhất là 0. Khi đó f(0) ≠0   và f(x)=0 với x∈

log Γ , x<0. 

Đặt  XR1R=X, XR2R=X+X,….. Theo bổ đề 2.6.5  XRnR là tập sắp thứ thự tốt. 

 vì 0∈XRnR nên 1 2 ............⊂ ⊂X X  Ta kí hiệu  1 nnX X∞
∞ == ∪  

Khi đó XR∞R là tập sắp thứ tự tốt. Thật vậy ,giả sử a là phần tử bé nhất trong { }: 0∈ >x X x khi đó với 

mỗi  x∈X, x>0 thì x≥ a.  

Với mỗi x∈XR∞R và x < na (n∈N) thì x∈XRn R. Thật vậy,  nếu ∉ nx X  thì kx X∈ với  

k >n , do đó x=xR1R+……+xRkR  với xRi R∈ X, xRiR≠0 mà  xRiR ≥ a với mỗi i nên ka > na≥x (mâu thuẩn). 

 Vậy với mỗi n∈N ta có ( , )∞ ∩ −∞ ⊂ nX na X  mà nX là tập sắp thứ tự tốt nên  ( , )∞ ∩ −∞X na là tập 

sắp thứ tự tốt. 

 Như vậy ∞X là tập sắp thứ tự tốt (áp dụng bổ đề 2. 6.5) 

       Bây giờ chúng ta xây dựng hàm g thỏa g*f=ε  

Đầu tiên ta xét  g:logΓ→F thỏa g(0)=f(0)P

-1
P và ( ) 0g x x X∞= ∀ ∉  

Như vậy supp g⊂XR∞R  mà ∞X là tập sắp thứ tự tốt nên supp g là tập sắp thứ tự tốt. Điều đó chứng tỏ 

rằng g∈K và g(0)f(0)=1. 

Còn với x X∞∈ ta sẽ xây dựng hàm g(x) bằng phương pháp quy nạp như sau : 

Chúng ta cần xây dựng g để : 

            
0

( ) ( ) 0 ( , 0)
y

f y g x y x X x∞
≥

− = ∈ >∑  

Khi đó :    
y 0 y a

f (0)g(x) f (y)g(x y) hay f (0)g(x) f (y)g(x y) (x X ,x 0)(*)∞
> ≥

= − − = − − ∈ >∑ ∑  

Nếu x∈ (0,a] và y>a thì x-y < 0, do đó f(y)g(x-y)=0. Nếu y=a thì f(a)=0  

nên f(y)g(x-y)=0 do đó g=0 trên (0,a]   (theo (*)) 

Bây giờ ta định nghĩa quy nạp hàm g. 

Hàm  g=0 trên (0,a].Giả sử chúng ta xác định g(x)  thỏa (*)với x∈XR∞R ∩ (0,na],  khi đó với 

( )(na, n 1 a ,x y a∈ +  ≥  suy ra ( ]( ) 0, ax y n− ∈ ,  do đó ( )g x y− xác định  



theo giả thiết quy nạp, nên với ( )(na, n 1 ax X∞∈ ∩ +   

                1( ) ( ) ( )
(0) y a

g x f y g x y
f ≥

= − −∑  

Vậy chúng ta đã xây dựng được hàm g∈K thỏa f*g=ε  

       Tiếp theo với hàm , 0f K f∈ ≠  ta chứng minh f  khả nghịch.   

Thật vậy, đặt ( )s r f= , khi đó f khả nghịch khi và chỉ khi '( ) ( )f x f x s= +  khả nghịch. Mặt khác 

'(0) ( 0) ( ) 0f f s f s= + = ≠  ( do s:=r(f)) 

           0 :x x s s∀ < + <   nên  '( ) ( ) 0 0f x f x s x= + = ∀ <  

nên  suppf’ có phần tử nhỏ nhất là 0.Theo chứng minh trên 'f  khả nghịch nên f  khả nghịch.    

Vậy  K là một trường. 

Ta định nghĩa chuẩn của f : 

             
( ) ( 0):

0 ( 0)

r fe ff
f

−



≠
=

=
 

Ta dễ dàng kiểm tra f,g,f+g khác 0 thì { }( ) min ( ), ( ) v ( * ) ( ) ( )r f g r f r g à r f g r f r g+ ≥ = + , | | là 1 

chuẩn của K.          Nhóm giá trị là {eP

-r
P:r∈logΓ }=Γ .Thật vậy, sup p( ) (sup p sup p )f g f g+ ⊂ ∪

{ }( ) min ( ), ( )r f g r f r g⇒ + ≥ . 

Ta cósup p( * ) sup pf sup pgf g ⊂ +  suy ra ( * ) ( ) ( )r f g r f r g≥ + . Mặt khác 

supp

( )

f*g[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( ) ]

[ ( )] [ ( )] ( ) [ ( ) ( ) ] [ ( )] [ ( )] 0
y f

y r f

r f r g f y g r f r g y

f r f g r g f y g r f r g y f r f g r g
∈

>

+ = + −

= + + − = ≠

∑

∑
 

nên ( ) ( ) supp( * )r f r g f g+ ∈  suy ra ( ) ( ) ( * )r f r g r f g+ ≥  

Vậy ( * ) ( ) ( )r f g r f r g= +  

Bây giờ  kiểm tra •  là 1 chuẩn của K. Nếu f=0 hoặc g=0 thì hiển nhiên •   là 1 chuẩn của K. Ta chỉ 

xét trường hợp 0, 0f g≠ ≠ . Ta kiểm tra 3 điều kiện của chuẩn 

i) Hiển nhiên 0. 0 0f f f≥ = ⇔ =  

ii) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )r fg r f r g r f r gfg e e e e f g− − −+ −= = = =       vì ( ) ( ) ( )r f*g r f r g= +  



iii)  { } { }max ( ), ( )( ) max ,
r f r gr f gf g e e f g

− −− ++ = ≤ ≤  

                                                            vì  { }( ) min ( ), ( )r f g r f r g+ ≥  

Vậy •  là 1 chuẩn của K. Khi đó nhóm giá trị là {eP

-r
P:r∈logΓ }=Γ . 

Ta có          
{ } { } ( ){ }
{ } ( ]{ }

0

0

(1) : 1 : ( ) 0 : ( ) 0 ,0

(1) : 1 : ( ) 0 ,0

B f K f f K r f f K f x x

B f K f f K f x x

= ∈ ≤ = ∈ ≥ = ∈ = ∈ −∞

= ∈ < = ∈ = ∈ −∞
 

Hơn nữa  θ:f a f(0) là đồng cấu từ 0 (1)B  đến F có 0ker (1)Bθ =  nên trường thặng dư  của K đẳng 

cấu với F. 

 Vậy trường các lớp thặng dư của K đẳng cấu với F và nhóm giá trị bằng  Γ  

         Cuối cùng ta chứng minh K đầy đủ. 

Lấy dãy Cauchy { }nf theo chuẩn •  trong K. Ta chứng minh{ }nf  hội tụ trong K. 

Với , ( )x N x∈ ∃¡  sao cho ( ), ( ) : ( ) ( )m n
m nr f fx xm n N x f y f y e e e−− − −∀ > − < ⇔ <  

( ) ( ) ( ) 0 log ( , ]
( ) ( ) log ( , ]
m n m n

m n

r f f x f x f x x x
f x f x x x

⇔ − > ⇔ − = ∀ ∈ ∩ −∞

⇔ = ∀ ∈ ∩ −∞

Γ

Γ
 

nên  ( ) ( ) ( log ) , ( )m nf x f x x m n N x= ∀ ∈ ∀ >Γ . 

Đặt ( ) lim ( ) ( ) , ( )n nn
f x f x f x n N x

→∞
= = > .Tiếp theo ta chứng minh ( )f x K∈ ,tức là  

suppf là tập sắp thứ tự tốt.Thật vậy, S là tập con khác rỗng của supp f   với

: ( ) ( ) ( )nx S f x f x n N x∈ = ∀ > khi đó  ( , ]S x−∞I là tập khác rỗng. Hơn nữa ( , ]y S x∈ −∞I  thì 

( ) ( ) , ( )m nf y f y m n N x= ∀ >  và 0 ( ) ( ) ( )mf y f y m N y≠ = ∀ > , suy ra 

{ }0 ( ) ( ) max ( ), ( )nf y f y n N x N y≠ = ∀ >  nên ( ) 0nf y ≠  hay supp ny f∈   

do đó ( , ]S x−∞I supp nf⊂  

mà supp nf  là tập sắp thứ tự tốt suy ra ( , ]S x−∞I là tập sắp thứ tự tốt nên trong S có phần tử nhỏ 

nhất. 

Như vậy supp f là tập sắp thứ tự tốt, khi đó ( )f x K∈  

Cuối cùng ta có ( ) ( ) 0n n
f x f x

→∞
− →  do định nghĩa của ( )f x  nên  { } ( )nf f x K→ ∈ . 

Vậy K đầy đủ. •  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



KẾT LUẬN 

 

           

            Luận văn đã trình bày những vấn đề cơ bản của một trường với chuẩn phi Archimede, như 

nhóm giá trị và đặc biệt là trường thặng dư của trường với chuẩn phi Archimede. Tiếp đó khảo sát 

sự tồn tại trường với chuẩn phi Archimede với trường thặng dư và nhóm giá trị cho trước. 

Như vậy, luận văn đã trình bày mối liên hệ giữa nhóm giá trị và trường thặng dư của 1 

trường với chuẩn phi Archimede với bao đủ và bao đóng đại số của nó . Thấy rõ ứng dụng nhóm giá 

trị và trường thặng dư trong việc nghiên cứu các trường với chuẩn phi Archimede, ứng dụng trong 

việc khai triển thành chuỗi. 

   Đặc biệt luận văn đã mô tả đầy đủ, chi tiết cách xây dựng một trường với chuẩn phi 

Archimede mà trường thặng dư đẳng cấu với một trường cho trước và nhóm giá trị bằng một nhóm 

cho trước. 
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	2.5.6.Hệ quả.
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