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MO PAU
1. Ly do chpn dé tai

S5 hoc la ot trong nhing finh wrc & xua nHit cua toan hc
va ding la inh wrc tn tai nhiéu nhat nhisng bai toan khé, ring gi
thuyét chra c6 cau # 1oi. Trén conduong tim kém 1oi giai cho
nhitng g thuyét d6, nhiu tu tuong lon, nhéu ly thuyét 16n cia toan
hoc da ry sinh. Vi tt, viéc trang b nhitng kién thac oo ban vé& 5
hoc cho k¢ sinh ngayit truong prb thong la it sic cin thiét. Tuy
nhién, trong chong trinh $ hoc & trudng phd thdng hén nay, mén
sb hoc chra dugc gianh nhdu thoi gian, vi tl ma ke sinh throng ©
ra ling tang khi gii cac bai toan&hoc, dic biét 1a cac bai toan trong
cac k' thi hoc sinh gbi. Mot trong $ cac bai toan &sb hoc thuong
gap o truong phb thdng l1a: Plrong trinh Diophante (Rtong trinh vo
dinh) - 1a phrong trinh dai s (Mot hay nhéu an &) véi hé 5
nguyén, nglim aia néduoc tim trong ndt tap hop 5 naodé nhr tap
sb nguyén, 4p & nguyén dong, Bip $ hiru ty. Mot cach ngn gon,
phuong trinh Diophante céaig thng quat:

PO %, %, %)= 0
trongdo P la mpt da thrc nhiéu bién véi hé sd nguyén.

Tac gh chon dé tai: “Phrong trinh Diophante: Ly thuy va
cac plrong phap” Wi mong mwn tim héu V& ly thuyét caa phrong
trinh Diophante va cac pting phapdé giai phuong trinh Diophante.
Trong khudn kb caa luan van, tac gi 8 ¢b ging trinh bay ly thuét
mot cachday du, stc tich, @ hiéu (d6i voi da & hoc sinh THPT
chuyén) vatua ra cac pong phapdé co thé van dung gii dugc cac
dang phrong trinh Diophante tkbng dgip. TaAc ga hy vong ludn van
s8 duoc ar dung nhr mot tai liéu tham kio bb ich cho giéo vién va
hoc sinhé cac tirong THPT.



3

2. Muc dich va nhiém vu nghién aru
Trinh bay cédong mbt s kién thic c6 lién quan.
Néu mdt cach éng quat ¢ cac dng phrong trinh Diophante.
Xay dung cac plrong phap dgii phuong trinh Diophante.
Tuyén chpn va xay a@ing mot hé thong cac bai toan (theovra do
kho & khac nhau) phudp véi tirng phrong phap.
3. Péi twong va pham vi nghién aiu

3.1. Péi twpng nghién aru: Phrong trinh Diophante.

3.2. Plum vi nghién aru: Ly thuyét va cac phrong phap dii
phuong trinh Diophante.
4. Pheong phap nghién @&u
Nghién au va thu tip tai liéu cé lién quanién dé tai aia
luan van dé phan tich, gii thich, danh gia, éng hop cac Kt qua co
trong cac tai Bu khoa lvc da aru tip dugc.

5. Y nghia khoa hpc va thyc tién cia dé tai

Luan van la mdt tai liéu tham ko bd ich cho gido vién va

hoc sinh chuyén toan, &m muc dich phat huy tinh tichuc, sang4o
cua hpc sinh va gido vién trong qua trintychoc toan.
6. CAu tr(c caa luan vin
Luan vian dugc xay dmg ¢pm cac vi dung chinh sau:
Mé dau
Chuwong 1: Nhing kién thizc lién quan
Chwrong 2: Téng quan V¢ phuwrong trinh Diophante
Chwong 3: Phwong phap va céc bai toan
Két lugn
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CHUONG 1

NHUNG KIEN THUC LIEN QUAN
1.1. Nhic lai mét sb khai niém va ki hiéu
1.1.1. 9 tw nhién
1.1.2. $ nguyén
1.1.3. Céac phép tinhdsnguyén: Cong, trir, nhan, chia.
1.1.4.Pinh nghia 1.4:Néu a va b 1a cac 6 nguyén thid hop tuyén
tinh Wi hé sb nguyén éa a va b la mdt tong c6 ang ma+ nh
trong d4, m n la cac 6 nguyén duoc goi 1a cac k& sb cia © hop
tuyén tinh).
1.2. Phép chia Bt va phép chia c6 ar
1.2.1.Pinh nghia 1.5:Cho a,b 1a cac 6 nguyén vab# 0. Ta noi: a
chia Fét chob néu c6 $ nguyéng sao choa=bqg
Ki hiéu a: b hay bla.
Khi aib ta ding n6ib laudc caa a. Ta con noib chia tét a.
1.2.2. Thuit toan chia: Cho a,b la cac 8 nguyén vab>0. Khi do,
ton tai duy nhit cac $ nguyén q va r sao choa=bg+r Vi
O<r<b. Tagi a la $ bi chia,b 1a $ chia, q la throng $ var la
phan du trong phép chia chob. Nhu vdy, aib < r=0
1.2.3. CAatinh ly é chia hét

1.2.3.1.Pinh ly 1.6:Néu cac é a,a,,....a, cung chia Bt cho b thi
téng a, + a,+...+ g, chia két chob.
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1.2.3.2.Pinh ly 1.7:Néu hai $ a va b déu chia Kt cho c thi hiéu
a-b vab-a déu chia lt choc.

1.2.3.3.Pinh ly 1.8:Néu mdi s6 g chia Kt cho b (1<i<n) thi tich
aa,...3, chia tét cho tichbb,...h .

1.2.3.4. B qua 1.9: Néu a chia Kt chob thi a" chia Ht chob" voi
moi nO(].

1.2.4. CAc tinh clit
1.2.4.1. Tinh cft 1.10:Néu a:b vab:cthia:c

1.2.4.2. Tinh cit 1.11: Néu a‘c va b:c thi ma+ nb: ¢ véi moi

m, nOJ0.

1.2.4.3. Tinh it 1.12: Trong n s5 nguyén lién #p co nt va ch
mot 5 chia ket chon (n#0).

1.2.5. \in dung

1.3.Uéc $ chung I6n nhit

1.3.1. Caaiinh nghia

1.3.1.1.Pjnh ngha 1.15: Mot b nguyénc duoc goi la mot uéc
chung @a hai $ nguyén a va b khéngddng thyi baing0 néu c

chiatét a vac chialét b (c|avac|b).

1.3.1.2.9jnh ngha 1.16:Mét uée chungd caa hai $ nguyén a va
b khéngdong thyi bang 0 duoc goi l1a udc chung &n nhit cia a va
b néu moi uéc chunge coa a va b déu lauéc caa d. Udc chung
lén nhit coa a va b dugc ki hidu 1a (a, b).

1.3.1.3.Pjnh ngha 1.17 Mot s nguyénb duoc goi la mot usc &

chung @a n s5 nguyéna,,a,,...,a, khéngdong thyi bang 0 réu b
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chia Fét méi s d6 ngha labl a véi moi i 0{1,2,...n} .

e
A

1.3.1.4. Pinh ngha 1.18: M6t wéc chungd cia n S5 nguyén
a,a,,...,a, khéngdong thdi bang 0 duoc goi 1a wéc chung én nhit
cua a,, a,,...,.a Néu moi udc chungb ciia cac 6 d6 déu laudc aia d.

Udc chung &n nhit cia n s5 nguyéna,,a,,...,a, dugc ky higu la
(a.2,...a).

1.3.2. Céc tinh clit

1.3.2.1. Tinh cft 1.21: Cho a,b,q,r & c4c 8 nguyén,a?+b? 0.
Néu a=bg+ r thi (a, b) = (b, r).

1.3.2.2. Tinh clt 1.22:Cho a,b 1a cac 6 nguyén,d = (a, b).

d|a
Khi d6, taco: d=(a b) - 4 db

o

1.3.2.3.Pinh Iy 1.23:Cho a,b 1a cac 6 nguyén khéngiong thyi
bang 0. Khi d6, rfu d=(ab) thi ®n @i mnO0z sao cho
d =am+ bn

1.3.2.4. B qui 1.26: (a, b) =1 khi va ch khi ton tai cac $ nguyén
m va n sao choma+ nb=1.

1.3.3. Thuit toan O-clit

(Thudt toan timuéc chung bn nhdt cia hai s nguyén drong).
Gia sr: r,=a, r,=b |a cac  nguyén,b>0. Ta ap ang lién
tiép thut toan chiar, =r,,,q;,, +r

142 VOI 0=, <r;,, va nkin duoc
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cac phAn dr r,>r,>.. dén khi lan dau tién nkn duoc phan du
r,=0(2<n00;0<r,, <r,,, néu 0<j<n-2). Khi d6, (a, b)=r,_
(phan dr khac 0 céi cung trong ddy cac phép chiaacthuit toan).
1.4. $ nguyén 6

1.4.1. Caadinh nghia

1.4.1.1.Pinh ngha 1.32:S6 nguyén é 1a $ nguyén dong lon hon 1
va ch ¢6 haiuéc £ duong la 1 va chinh né.

1.4.1.2 Pinh ngha 1.34:Hop $ 1a $ 16n hon 1 va c6 nkiu hon hai
udc 9.

1.4.1.3.Dinh nghia 1.36:Cac $ nguyéna va b dugc goi la nguyén
t6 cung nhau éu (a, b) =1.

1.4.2. Céc tinh clit

1.4.2.1. Tinh cit 1.38: Néu p la mit sb nguyén &, a la mdt s
nguyén #t ky thi haic a chia lét cho p haic a nguyén é véi p.

1.4.2.2. Tinh cit 1.39: Néu mot sd nguyén & p chia Ft mot tich
cia nhéu $ thi p chia Fét it nht mot trong cac thia $ cia tichdo.
1.4.2.3. Tinh cft 1.40: Néu a,b,c la cac & nguyén dong va
(a, b) =1, a| bc thi a| C.

1.4.3. Céatinh Iy

1.4.3.1.Hinh ly 1.41:U6c nho nhit 16n hon 1 dia nbt sd ty nhién
lon hon 1 1a ndt sb nguyén 6.

1.4.3.2.Pjinh ly 1.42:Tap hop cac & nguyén é 1a vo han.
1.4.3.3Pinh ly 1.43: Pinh Iy @ ban aia s hoc)
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Madi sb tu nhién bn hon 1 déu biéu dién duoc mdt cach duy
nhat dudi dang tich cac tha $ nguyén &, trong d6 céc thra
nguyén & duoc viét theo thir ty khdng gam.

1.4.3.4. ing phan tich chinhit

Pinh ngha 1.46:Mét s tu nhiéna > 1 dugc viét dudi dang:
a=p*p*..p*, trongdd p,p,,...p la cac 6 nguyén & phan bit
Va a,,a,,...,a, la cac 8 tu nhién bn hon 0dugc goi 14 dang phan tich
chinh fic cia § tu nhiéna.

1.4.3.5. \in dung

1.5. Quan & déng dw

1.5.1.Péng di thirc

1.5.1.1.Pinh ngha 1.56:Cho $ nguyénm> 0. Néu hai $ nguyéna
va b c6 cung é du khi chia chom thi ta ndia dong dr voi b theo
modunm, ki hiéu a=b (modm).

1.5.1.2Pjnhly 1.57:a=b(modm) -~ a—-b:m

1.5.1.3. Céc phép toar viong dr thirc:

a)Phép éng: Neu a =h (modm) (i< i< n) thi iq = ip (modm).
b) Phép tir: Néu a=b (modm), c=d (modm) thi I:— czltz)l— d (mod m).
¢) Phép nhéan:

Néu a, =h(modm),a = h(modm),....a= b(modm),...,a= b (modmr
thi aa,...3, = hb..h (modm),0 re 2

d) Phép nandily thura:

Néu a=b (modm) thi On0O0’, ta céa” = b"(modm).



1.5.2. Van ding

1.5.2.1: Vi @ 1.61:Ching minh &ng réu n khéng chia Bt cho3 thi
F+3+113

1.5.2.2. Vi @ 1.62: (pé thi vodich toan quc t nim 1964)

a) Tim #t ca cac $ tw nhiénn @& 2" -1:7.

b) Ching minh &ing, Wi moi N0, 2" +1 khéng chia Bt cho 7.
1.6. Lién phan $

1.6.1. Nhic lgi s6 hitu tj va  vo ¥

1.6.1.1.Pjnh ngha 1.63: S5 thuc o duoc goi la 5 hitu ty néu
a:%, trongdd a,b la cac 8 nguyén,b#0. Néu a khong plai 1a s
hiru ty thi ta ndia sd vo 1.

1.6.1.2.Pinh ly 1.64:Néu a,B 1a cac 6 hiu ty thi a+8, a-p.ap,

%(ﬁ;co) 12 & hiru ty.

1.6.2. Lién phan 8 hizu han

1.6.2.1.Hinh ngha 1.65:Lién phan & hitu han c6d6 dai n(nO0) 1a
biéu thac c6 ding:

trongdo, (a,),_, 00, a >0,a,>0,.., > 0 Lién phan é trénduoc
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ki hiu la: [a,; @, &,...,a]. Khi n=0, ta c6[a,] = a, (lién phan 6 do
daio). Lién phan é [a,;a, &,,...,a] duoc goi la don réu (a,);_, OL.
1.6.2.2.Pinh ly 1.66:Mbi s hitu ti déu duoc biéu dién dudi dang
mét lién phan é don hiru han.
1.6.3. Giin phan

1.6.3.1.Djnh ngha 1.69:Lién phan & [a,; &, &,,...,&] , véi Kk la
s6 nguyén khéng am khéngrt quan, duoc goi la gian phan tie k
cia lién phan & [a,; &, &,,..., ] , dugc ki higu bsi C, . Cong thic
tinh gian phanduoc cho Wi dinh ly sau:

1.6.3.2.0jnh I 1.70:Cho lién phan&hiru han[ay; a,, &,,..., 3, , Xét

hai day(p,)._, va (a.),., duoc dinh ngha nhr sau

Po = & 9 =1
P=8a+l Q=3
Pe =& Bt B, O = &Gt Qe

Khi d6, gian phan tik k coa lién phan & [a,4a,4a,....8] a

C. =[a; &, &, a] dugc tinh iz C, =% (O<ks<n, ko).

k
1.6.3.3. binh li 1.72: Cho C, la gian phan th k cua
[ay; &, &,...,8] Voi (Isks<n) va p,,q dugcdinh ngha nhr ¢ dinh
li 1.37. Khid6 p.qg_ - p,q=(-1)" véi 1<ks<n Tu dé suy ra
(p.a)=1.
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1.6.3.4. H# quz 1.74:Cho C, =% la gian phén tir k caa lién phéan

s [ay; @, ..., . Khi do:

VOi 2<k<n,

_ (D) _
C.-C.,=——— wilsksn C -C_,=

Ok G2 O Q-2
1.6.3.5.Dinh li 1.75:Cho C, la gin phéan tié k cua lién phan &
[a;a,a,...,a]. Khido:
C,>C,>C.>..va C,<C,<C,<.. dong thdi mdi gian phan chsb
l¢ thi I6n hon moi gian phan chsd chan.
1.6.4. Lién phan 8 v6 han

1.6.4.1.Pjnh |i 1.76:Cho a,,a, a,,... la ddy cac & nguyén trongto
a,a,.. la cac 6 duong. V6i mdi s6 nguyén k, dat
Cy =[ai &, ..., a]. Khi d6, ®n ti gi6i han hiu han  im C, = ar

Vay, a=[aya,a,.].
1.6.4.2.Pjnh |i 1.77:Cho a,,a, a,,... la ddy cac & nguyén trongto
a,a,,... la cac 8 duong. Khidd a =[a;a, a,,..] 1a mbt b vo ti.

1.6.4.3. Niin xét 1.78:Mdi sb vo ti déu co ti biéu dién dugc mot
cach duy nht dusi dang mot lién phan & vo han.
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CHUONG 2
TONG QUAN VE PHUGNG TRINH DIOPHANTE
2.1. Phrong trinh Diophante bac nhit

2.1.1. Phrong trinh Diophante iEic nhdt hai dn (Phwong trinh
Diophante tuyn tinh)

2.1.1.1.Dinh ngha 2.1:
Phrong trinh Diophante 4z nhit hai an 1a phrong trinh c6
dang: ax+by=c (2.1)
Véi a, b, c la cac 6 nguyén;x, y 1a haiidn £ nguyén éa phrong trinh.
M3i cap & (x,; ¥,) 00 x[ théa méandang thic (2.1) dugc goi
& mot nghiém aia phrong trinh(2.1).
Giai phuong trinh(2.1) tac 1a tim cac &p & (x,;y,) thoa
manding thrc (2.1).
2.1.1.2.Djnh Iy 2.2:Gia sir a® +b? #0,d = (4 b. Diéu kién cin vadu
dé phuong trinh(2.1) c6 nghém nguyén lad chia fét c.
2.1.1.3.Pjnh ly 2.5:(Nghiém nguyén éa phrong trinh lc nhit hai
an): Néu trong plrong trinh(2.1) c&c ¢ b a,b nguyén & cling nhau
va (x,; ¥,) 1& mot nghiém thi ét ca nghiém cia phrong trinh c6 dng:
{x =x, + bt
(toz) (2.5)
y=Yy,~at
2.1.2. Phrong trinh Diophante lgc nhdt nhiéu dn
2.1.2.1Dinh ngha 2.11

Phrong trinh Diophante4z nhit nhiéu an la phrong trinh c6 dng:
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aX+a%t.+ax=c alZ, az0 £1,1 (2.11)

2.1.2.2.pinh ly 2.12:Piéu kién cin vada dé phuong trinh (2.11) c6
it nhit mot nghiém nguyén I&(a,, a,, ..., ) c.

2.1.2.2. Cach gi phuong trinh(2.11)
Pua phrong trinh(2.11)vé mot trong hai dng sau:
a) CO6 mot he b cua mot an bang 1: G st a, =1, khi do:
X =CmHX%T X A K % % XUZ
Nghiém cia phrong trinh(2.11)1a:
(C—ayX—a3%=..= & X, %, %..., X) VOI X5, %g,...,% OZ
b) C6 hai I s nguyén é cung nhau: Gisir (a,,a,)=1. Khi do:
(211) = ax +8,%=C- aX=...= § ¥
Giai phuong trinh theo hain x;, x,.
2.2. Phrong trinh Diophante béc hai (haian sb)

2.2.1.Dinh nghia 2.14:Dang chung @a phrong trinh Diophante 4z
hai, haian & X va y 1a: ax +2bxy+ cf+2de2ey £0 (2.14)

Trongdo a,b,c, d, e f 1 nHing $ nguyén va it nkt mot trong cac &
a,b,c khac khong. Con cécéhsd trusc xy, x y 1a nhing € chin
khdng anh hrong dén tinh tng quéat éa phrong trinh ma chdé
thuan tién cho vic bién doi.

2.2.1.1. Niin xét 2.15Khi b® - ac# 0phuong trinh(2.14)cé thé dua
vé dangdon gian: ax® + 2bxy+ cy = m(2.18). Trong luin vian nay ta
chi yéu xét plrong trinh @ng (2.18).

2.2.1.2. Plrong trinh ding: ax® + 2bxy+ ¢y = n (2.18)
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Cach giii: Khi giai ta xét hai tedong hop b> —ac=0 va b*-ac#0
2.2.2. Plwong trinh dang:  x*-dy’=n (2.22)
2.2.2.1. Nlin xét 2.23
a) Khi d<0 va n<0, phrong trinh(2.22) vd nghém.

b) Khi d<0 va n>0, phrong trinh (2.22) chi c6 thé c6 Hiu han
nghiém.

¢) Khi d>0 ta xét 2 teong hop aia d: d chinh plwong vad khéng
chinh plrong. Khi d khong 1a é chinh plrong ta cadinh Iy sau:
2.2.2.2.Pinh |i 2.25:Cho n 1a $ nguyén,d la $ nguyén dong
khong chinh pliong va|n|<+/d. Khi d6, réu x* —dy’=n va x, you’

thi X 1a mot gian phan éa /d.
y

2.2.2.3.Pinh ly 2.27:Cho d la $ nguyén dong khéng chinh
phuong. Pat: a, = (P, +/d)/ Q,
a =|a,]
Ru=aQ - R
Q.. =(d= P )/ QVéi k=0,1,2,... trong d6 a, =+/d.

Gia sit 2 1a gian phan tit k cia cang lién phan & cia Vd.

k
Khi d6: pf -dqf = (-1 'Q,;, Q.=Q =1
trongdé n 1a chu ki @a cang lién phan&cia v/d.

2.2.2.4. B dé 2.28:Chor +sJd = t+w/d Vvéi r,s,t,u la cac 6 hiwu i
va d 1a $ nguyén dong khdng chinh piong. Khidé r =t vas=u
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* Cha y 2.30: Khi n=1 phuong trinh x*-dy’=n tr6 thanh
x*-dy’=1 va i la pheong trinh Pell lai 1. Khi n=-1 phuong
trinh x> —dy’=n tré thanh x* -dy’=-1 va @i la phrong trinh Pell
loai 2.

2.3. Phrong trinh Diophante phi tuyén
2.3.1. Plwong trinh Pythagoras
2.3.1.1. Céc b s Pitago

a) Pinh ngha 2.31: B4 ba $ nguyén dong (x y,2) théa man
x2+y? =722 duoc goi 1a mot bo sb Pitago. Nir vay, mot boi ba $
nguyén aong (x, y, 2) la mot by sb Pitago khi va chkhi ton tai tam
giac vudng co&do cac anh goc vudng lax va y, sb do canh huyén
la z RG& rang, Bu (x,y, 2 la mdt by sbPitago thi i moi d 00",

(dx, dy, dj ciing la mdt bo sb Pitago. Dodo, ta chi can xét b sb
Pitago(x, y, 2 Voi (X, y,2)=1.

b) Dinh ngha 2.33:Bo6 6 Pitago (x, y, 2) duoc goi 1a nguyén thy
néu (x,y,2=1.

c) Bo dé 2.36: Néu (x,y,2) la mpt by s Pitago nguyén ily thi
(x,y)=(x 2= (y 2=1hon nita x, y khdng cling tinh ¢ le va z1é.
d) Pinh ly 2.37:B6 ba $ nguyén dong (x, v, 2) 1a mdt bo sb Pitago
nguyén thiy véi y chén néu va chi néu ton tai cac $ nguyén dong
m,n véi m>n (m n)=1vam n khong cling tinh ¢n Ié sao cho:
x=nt - rf
y=2mn

z=nf+1rf
2.3.1.2. Plrong trinh Pythagoras
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Phrong trinh Pythagoras la pbng trinh cé dng: x> + y? = 72
Nghiém (x, y, 2 cia phrong trinh 1a nit bo sd Pitago
Tim nghém cia phrong trinh 1a tim B s5 Pitago(x, y, 2).
2.3.2. Plwong trinh Fermat
Phrong trinh x"+y"=2" dugc i la phrong trinh Fermat &
X, y,z00 , n=1.
2.3.2.1.binh ly lbn Fermat
Phrong trinh x" + y" = 2" khéng c6 nglém nguyén dong khin= 3.

2.3.2.2.Pinh ly 2.40:Phrong trinh x* + y* = 72 khéng c6 ngkéim
nguyén adong.

2.3.2.3. Niin xét 2.43Tuong tr ta ding chrng minhdugc phrong
trinh X* — y* = 7 khéng c6 nghim nguyén dong.
2.3.2.4. Plrong trinh kiéu Fermat

Phrong trinh  kéu Fermat la ptong trinh c6 dng
X"+y"'=27", n=2
Tim nghém cia phrong trinh 1a tim cacésnguyén dong (x,, Yo. 2)
phan bt sao chox,”, y,", z," 1a mbt cap s cong.
2.4. Phrong trinh bac cao

O cac phan trudc ta xét chi #t cach gii phuong trinh vo
dinh bic nHit va bic hai. Nhrng wi phuong trinh védinh bic ba va
bac cao lon thi ht kho va Kt qua nghién &u cach gii nhiing
phuong trinh nir vay rat it. Trong khuén kb caa luan van nay, tac
gia chi d& cap dén mot s bai toan o ban vaduoc trinh bayd chrong
3.
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CHUONG 3

PHUONG PHAP VA CAC BAI TOAN
3.1. Phrong phap $ hoc
3.1.1. S dung tinh chin lé
Bai toan 3.1.1.Giai cac phrong trinh sau trérip &5 nguyén é:
a) x*-2y*=1
b) X! +1=2
Bai toan 3.1.2

a) Ching minh #&ng phrong trinh 2x2 + y? = 2011 khéng ¢6 nglim
nguyén.

b) Ching minh &ng phrong trinh x? - y? = k ¢c6 nghém nguyén khi
va ch khi k# 4t+2 voi t0O00.

Bai toan 3.1.3

a) Ching minh &ng phrong trinh x*-4y* = 7 khéng cé nghim
nguyén aong.

b) Ching minh &ng phrong trinh x*+4y* = Z khong cé nghkim
nguyén aong.

3.1.2. S dung tinh chit nguyén &

3.1.2.1.Pinh ly Fermat nh: Cho p la mt sb nguyén é va a 1a mot
sb nguyén dong khong chia ét cho p. Khi d6, a** =1(modp).

3.1.2.2.pinh nghia s chinh plwong (modn) :
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Cho $ nguyén dong n=2. S6 nguyéna duoc i la &
chinh plrong (modn) néu tn tai xO1 sao chox® = a(mod n).
Pinh ly 3.5:Cho $ nguyéné p
Néu p=2 thi mpi 6 1é a déu la $ chinh plwong (mod 2) .

Néu p>2 thi a la $ chinh plrong (modn) khi va ch khi
-1

a? =1(modp). Con a la $ khdng chinh ptong (modn) khi va
p-1

chi khi a > =-1(modp) .

3.1.2.3. Hai tinh cfit ddc trung

a) Tinh clat 3.6: Voi moi sb nguyéna, s5 a?+1 khong coudc
nguyén é dang 4k + 3.

b) Tinh clat 3.9: Cho p la & nguyén & dang 4k+3; ab [a &
nguyén. Nu a?+b? p thi a:p vabip

3.1.2.3. \in dung

Bai toan 3.1.4.Tim nghém nguyén dong aia cac plrong trinh sau
a) 4xy- x—-y= 7

b) ¥*-y*=7

Bai toan 3.1.5. (Olympic Serbia ¢&im 2007.

Tim tt ca cac @p $ nguyén dong (x,n) thoa manx: +2x+1= 2.
3.1.3. Dung chia lt va chia c6 @

3.1.3.1. Plrong phap: Thong throng ta dung pliong phap naydé
chirng minh plrong trinh khdng c¢é nglin nguyén.
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Ching minh phlrong trinh khéng c6 nglin nguyén Bng céach
ching minh hai ¢ khi chia cho cung 6t 5, c6 $ du khac nhau.

3.1.3.2. \in dung

Bai toan 3.1.6.Tim nghém nguyén @a cac phong trinh sau
a) x*-2y*=5

b) x*-5y*=17

C) x*+x +x'+..+ x*=200¢

Bai toan 3.1.7

a) Ching minh &ng ©ng binh plrong aia 3 $ nguyén trong phép
chia cho 8 khéng thco $ du 1a 7. Tr d6 suy ra phong trinh
4x* + y* + 97 = 71 khdng c6 ngém nguyén.

b) Tim cac cir 5 x, y, z théa xyz+ xzy= zz

c) Ching minh &ng phrong trinh 15x2 - 7y*= 9 khéng c6 nghim

nguyén.

d) Ching minh &ng khéng &n tai sb nguyén dong n sao cho
n’ +7 |a binh plvong aia mbt sb nguyén dong (Bé chpn dgi tuyén

Hoa Ki thi IMO rim 2008.

3.2. Phrong phap phéan tich

3.2.1. Plrong phap: Khi giai phuong trinh védinh bing phrong

phap phan tich ta tidng bén doi phuong trinh Bing cachdat nhan &

chungdé dua phrong trinh \& dang: Mot vé 1a tich @a cac bu thac

chraan, mot vé 1a hing 9.

3.2.2. Min dung
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Bai toan 3.2.1.Tim nghém nguyén dong aia cac plrong trinh sau
a) x+y=xy
b) 2x* + xy- y¥=9
Bai toan 3.2.2

a) Tim #t ca cac tam giac vudng co cagnh 1a $ nguyén va & do
dién tich king £ do chu vi.

b) Tim $ ¢6 2 chir 6 ma $ 4y la boi caa tich 2 clr b caa chinh no.
c) Tim $ nguyénx sao chox? + x+6 1a $ chinh plrong.
3.3. Phrong phéap st dung tinh déi xing

3.3.1. Phwong phap: Thuong sr dung cho plrong trinhdbi xing, vi
vai trd cacin nhr nhau nén c6 thgia thiét 1sx<y< z< ...

3.3.2. Min dung

Bai toan 3.3.1.Tim nghém nguyén dong aia cac plrong trinh:
a) X+ y+ z= Xyz

b) x*+7y=y+ 7x

Bai toan 3.3.2.Mot tam giac c6 & do cia duong cao 1a niing
nguyén adong va ban kinkduong tron i tiép bing 1. Ching minh
tam giacdo déu.

Bai toan 3.3.3.Tim ba $ ty nhién bét tong ngtich dao cia ching
bang 1.

3.4. Phrong phap laai tr i
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3.4.1. Phrong phap: Ta throng dung phong phéap lai trir dé giai
céc phrong trinh Diophante 4z cao.bic trung aia phrong phap nay
la dra vaodic diém cia phrong trinhdé doan ra ngim rdi ching
minh nghém d6 1a duy niat. Haic bién dbi dua v phuong trinh ma
hai V& 1a mpt lily thira va dra vaodiéu kién cia an dé loai trir cac
truong hop, din dén loai nghiém khong tlha mandiéu kien.

3.4.2. \Min dung

Bai toan 3.4.1.Tim nghém nguyén @a cac phong trinh sau

a) x> -6xy+13y =100

b) (x+2)'-x'=y’

3.5. Phrong phap xubng thang

3.5.1. Plwong phép: Co sv ciia phrong phap xdng thang la tinh
sap tha ty t6t caa 0. Moi tap con khéngdng aia 0° déu c6 phn tir
bé nhit.

3.5.2. \Min dung

Bai toan 3.5.1.Tim nghém nguyén @a cac plhong trinh sau

a) X*-3y*-9Z7=0

b) X*+y*+Z2= Xy

c) X*+y' +Z+tF=2xyz

3.6. Phrong phap dung lién phan é

Ta ap dng phrong phap lién phandsdé giai cac dng
phuong trinh sau:

3.6.1. Plrong trinh bdc nhat hai dn dang: ax+ by= ¢
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Bai toan 3.6.1.Giai cac phrong trinh sau
a) 75x+17y= 2
b) 114x— 4ly= &
Bai toan 3.6.2.(Pé thi hoc sinh gbi mién Bic 1974. Tim tit ca cac
sb ty nhiénn sao cho
a)n:9 van+125
b) ni21 va n+1:165
3.6.2. Plrong trinh dang: x* —dy’ =+1
3.6.2.1. Tinh cit 3.23: Gia st d la & nguyén dong khéng chinh
phuong, % la gian phan ti k trong béu dién lién phan & vo han

k

ciad (k=1,2,3,..)van lachu ki éa lién phan&nay. Khido:

i) Néu n chén thi cac nglim nguyén dong aia x? - dy? =1 la
X= Py Y= Qo (J=1,2,3,..)va x* —dy’ =-1 v6 nghém.

ii) Néu n Ié thi cac nglim nguyén dong aia x2 —dy? =1 la
X= Py Y= Gya(j=1,2,3,..0 va cac nglim nguyén dong aia
X —dy'=-1la x= Pej-n-1 Y= Goj-1p-1(151,2,3,...)

3.6.2.2. Tinh cfit 3.24: Gia sir (x,y,) & nghém nguyén dong nho
nhat ciia phrong trinh Pellx? - dy? =1, trongd6 d & mjt sb nguyén
duong khéng chinh prong. Khidé npi nghiém aia phrong trinh la
(X, Y,) dugc xacdinh iz x, +y/d=(%+ yv/ d* véi k=1,2,3,..

3.6.2.3. Tinh ciit 3.25: (Cong thirc nghém). Gi s (a,b) 1& nghém
nguyén arong Nk nht cia phrong trinh Pell: x? - dy? =1
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(b 1a $ nguyén dong nko nhat @& 1+db® 1a $ chinh plrong). Xét hai
day (x,), (y,) duoc xacdinh ki hé thic truy i sau:

X =1, %= X., = 2a,,~ X

Yo =0, % =b, ¥, = 28y, ~ ¥
Khi d6, day (X, Y,) ., 12 fit cd cAc nghém aia phrong trinh Pell.
3.6.2.4. Tinh cfit 3.26:(Diéu kién dé phuong trinh Pell lai 2 c6 nghém).
Goi (a,b) 1a nghém nhd nhit ciia phrong trinh Pell lai 2 lién Kt voi
phuong trinh Pell lai 1. Khi d6, phrong trinh Pell lai 2 c6 nghém khi va
+dy

a=
b=2xy

chi khi ¢ pharong tr‘lnh{ ¢6 nghém nguyén dong.

=x+d ,
a=x yzCO

3.6.2.5. Tinh dft 3.27: (Céng thirc nghém). Gi ar hg {b )
= )(y

nghim duy nlat (u, v). Xét cac dayx,), (y,) duoc cho ldi hé thic truy Hoi:

X =U X =U+3duv, x,=2ax,~ X
Yo =V, y:l:d\;+3LfV Y= 2@y~ .

Khi d6, day(x,,y,) la fit ca cac nghém nguyén dong dia phrong trinh
Pell laai 2.

Bai toan 3.6.4Giai cac phwong trinh sau

a) x*-13y’=1

b) x*-10y*=-1

Bai toan 3.6.5Chimg minh &ng phrong trinh x? —34y? = -1 vo nghém.

Bai toan 3.6.6.Ching minh &ng phrong trinh: a%+b* = ¢* ¢6 vd hn
nghém nguyén dong.
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3.7. Bai &ip tham khao

Bai toan 1.(England 1992Cho p la mt sb nguyén & lé. Ching
minh faing ©n tai duy nhit nhiing $ nguyén dong m,nsao cho
m? = n(n+ p. Hay tim m, n nhu biéu thac cia p.

Bai toan 2. (Irland 1999.Tim tit ca 5 nguyénn sao cho phong
trinh x? + nxy+ y* =1 ¢6 v han nghém nguyén khac nhau.

Bai toan 3.(Korea 1988.Tim b bdn & (a,b, ¢, d) nguyén khdng am
thoa man: a? +b?+ c?+ d?= a® b* &

Bai toan 4. Chiing minh &ng khéng &n tai sb nguyén khéng am
m, n théa man:m! +48 = 48(m+1" .

Bai toan 5.(Serbia 2008 Tim tt ca cAc nghdm nguyén khéng am
ciia phrong trinh12* + y* = 2008

Bai toan 6. Gia sr ab,nla cac $ nguyén dong va a>b n>h
Chiing minh &ng réu ¢>0 thoa mana" +b"=c" thi ¢ khéng phi &
sb nguyeén.

Bai toan 7.Ching minh &ng Hn tai vd han nghém nguyén dong
ciia phrong trinh: 2x2 - 3x+1=3y* + y.

Bai toan 8.(Romani 2008 Cho m,n la hai $ nguyén vam, n>1.
Tim nghém nguyén dong aia phrong trinh x™ + y" = 2™,

Y2, Dog,

Bai toan 9.Tim nghém nguyén @a phrong trinh:%+ <y
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KET LUAN

1) Vé mat Iy luan: Luan vin d& nghién ¢u khaday da ly thuyét caa
phuong trinh Diophante va nétirgc mbt s phuong phapdé giai cac
dang phrong trinh Diophante. Tuy nhién, cacupimg phap ma tac
gia trinh bay trong lan vin cé tké chua nhiu nhing tac gi hy wong
d6 la cac phong phap i uu nhit dé van dung gii cac ding phrong
trinh Diophante.

2) Vé mat thwc tién: Luan van d& dé cap dén nhiu dang toan trong
cacdé thi hoc sinh gbi cua qubc gia va gdc & ma co lién quadén

phuong trinh Diophante.

3) Hwéng mé rong dé tai: Phrong trinh Diophante 1a amg kién

thirc throng xuyén co it trong cac ki thi toan da gia va qdc %

nén hang #m luong kién thic V& phrong trinh Diophante &stang

lén. Trong ldn van nay, tac dgi chua dé cap nhiu dén phrong trinh
Diophante phi tu§n va phrong trinh Diophante 4¢ cao. Tac gi 5

tiép tuc nghién éu trong thi gian Bi.



