BO GIAO DUC VA BAO TAO
PAI HQOC PA NANG

TRAN VIET TUONG

PHUONG TRINH HAM DA AN

TOM TAT LUAN VAN THAC SI KHOA H OC

Pa Ning - 2011.




Cong trinhdugc hoan thanhat
DAl HOC DA NANG

Nguoi huéng din khoa lvc: GS. TSKH.Nguyén Van Mau

Phan bién 1: TS. Ngugn Duy Théi $n
Phan bién 2: TS. Hoang Quang Téry

Luan van € duoc bao V¢ trudc Hol dong chm Luan
van 6t nghip thac § Khoa hyc tai Bai hoc Bba Nang
vao ngay 22 thang 1Gim 2011

C6 thé tim hiu ludn win tai:
- Trung tam Thong tin-bt liéu, Dai hoc ba Nang_

- Thu vién truong Pai hoc ar pham, Pai hoc Ba Nang




MUC LUC

M& dau . . . . ... 1

1 Mot sbé dic trung ham co ban va phuong trinh ham
Cauchy 3
1.1 Mot s6 dac trung ham cobdn . . . . . . . ... ... 3
1.2 Tap trit mat, diém tu cta tap hop . . . . . . . . . .. 6
1.3 Phuong trinh ham Cauchy trong 16p ham lién tuc . . . 7
2 Phuong trinh da an ham co ban 10
2.1 Phuong trinh hAm songan . . . . . . . . . . . . .. 10

2.2 Phuong trinh ham Pexider va cac dang toan lién quan 14
2.3 Phuong trinh ham Vincze va cac dang toan lién quan . 15

3 Mot sé dang phuong trinh da an ham khéac 18
3.1 Phuong trinh ham sinh béi phi dang thic
a>+b*# gla+b)hla—0b) .. ... ... 18
3.2 Phuong trinh ham sinh béi dang thic
o> —b=(a+0ba—=b) . ... ... ... ... 20
3.3 Mot sb bai toan phuong trinh da an ham khac . . . . 21

Két luan 23



MO DAU

1. LY DO CHON DE TAI

Trong toan hoc pho thong cac bai toan vé phuong trinh ham la
cac loai toan thuong mdi va rat kho, thuong xuyen xuat hién trong
cac de thi hoc sinh gidi quoc gia, Olympic Toan khu viie va Quoc té,
Olympic sinh vién gitta cac truong Dai hoc va cao dang. Lién quan
dén cac dang toan nay la cac bai toan ve cac dac trung khac nhau
clia ham 86 va cac tinh chat lien quan véi ching.

Dé heé thong cac phuong trinh ham, can thiét phai hé thong hoa
cac kién thitc co ban va nang cao vé cac dang phuong trinh ham ciing
nhu cac ing dung clia ching. Dé tai "Phuong trinh ham da an"
nham dap tng mong muoén ctia ban than vé mot de tai phu hop ma
sau nay c¢6 thé phuc vu thiét thuc cho viée gidng day ciia minh trong
nha truong pho thong.

Dé tai lien quan dén nhiéu chuyéen dé, trong do6 c6 cac dac trung
tinh chat ctia ham s6, cac tinh chat clia day so, cac tinh chat cla
khong gian tuyén tinh va nhiéu kién thic co ban ctia dai s6, hinh hoc
va, giai tich.

2. MUC DbICH NGHIEN CcUU

Nham hé théng cac bai toan vé phuong trinh ham véi nhiéu an

ham trong cac 16p ham cu thé: lien tuc, kha vi, tuan hoan, 16i 1om,v.v.

Nam dugc mot s6 ki thuat vé bién doi ham s6, khao sat cac tinh
chat co ban ctia ham thuc va cac phép bién hinh trén truc thuc.
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3. POI TUONG VA PHAM VI NGHIEN CUU

Nghién citu cac cac bai toan ve 16p phuong trinh ham nhiéu an
ham.

Nghién cttu tir cac tai lieu, gido trinh cua GS - TSKH Nguyéen Van
Mau, cac tai lieu boi dudng hoc sinh gioi, ti sach chuyén toan, Tap
chi toan hoc va tudi tré,...

5. Y NGHIA KHOA HOC VA THUC TIEN CUA DE
TAT

Tao duge mot dé tai phu hop cho viéc gidng day, boi dudng hoc
sinh trung hoc pho thong.

Deé tai dong gop thiét thuce cho viee day va hoc cac chuyén dé toan
trong truong THPT, dem lai niém dam mé sang tao ti nhing bai
toan co ban nhat.

6. CAU TRUC CUA LUAN VAN

Luan van bao gom phan mdé dau, 3 chuong, phan két luan va danh
muc tal lieu tham khéo.

Chuong 1. Mot so dac trung ham co ban va phuong trinh ham
Cauchy.

Trong chuong nay, tac gia trinh bay mot s6 dac trung ham co ban,
tap tri mat, diém tu ctia tap hop va phuong trinh ham Cauchy trong
16p ham lién tuc.

Chuong 2. Phuong trinh da an ham co bdn.

Chuong nay trinh bay mot s6 bai tap vé phuong trinh ham song
an, phuong trinh ham Pexider va cac dang toan lién quan, phuong
trinh ham Vincze va cac dang toan lién quan.

Chuong 3. Mot s6 dang phuong trinh da an ham khdc.

Chuong nay trinh bay phuong trinh ham sinh bdi phi dang thiic
a’ + b* Z g(a + b)h(a — b), phuong trinh ham sinh béi dang thiic
a’ —b* = (a+ b)(a — b) va mot s6 phuong trinh da an ham khéc.



Chuong 1

MOT SO DPAC TRUNG HAM CO BAN VA
PHUONG TRINH HAM CAUCHY

1.1 Mot sé6 dic trung ham co ban

Khi giai mot phuong trinh ham, ta co6 thé dua vao dac trung cua
ham s6 tuong tng dé du doan duce dap an va ciing nhu c6 thé sang
tao ra cac bai tap tuong tng véi dic trung ctia né. Phan nay sé dua
ddc trung clia mot s6 ham s6 thuong gap trong chuong trinh toan
pho thong, lién tuc trén toan mién xac dinh ctia no.

1. Ham bac nhét f(z) = ax + b (v6i a,b # 0)co ddc trung ham

la
f(w;y> _ (@) ; f(y) Ve.y € R,
2. Ham tuyén tinh f(x) = ax (véi a # 0) c6 dac trung ham la

ﬂ$+w f@)+ fly) Yo,y eR.
3. Ham mi f(z) = a” (v6i a > 0;a # 1) ¢6 dic trung la
f(x+y)=f(fc)-f(y) Vr,y € R.

4. Ham logarit f(z) = log,|z| (v6i a > 0;a # 1) c6 dac trung
ham la

fley) = flx)+ fly) Vr,yeR"

5. Ham sin f(x) = sinx ¢6 dac trung ham la

f(3z) =3f(x) —4f%(x) Va,y € R.
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6. Ham cosin f(x) = cosx ¢6 dic trung ham la
f(2z) =2f*(x) —1 Vx,y € R.
7. Ham tang f(x) = tanx c¢6 dac trung ham la

_ @)+ 1Y)

M= )

8. Ham cotang f(x) = cotx c6 dic trung ham la
_ Sl fly) -1

M0 =6

9. Ham liy thua f(x) = z* (véi a € R;z € R") ¢6 ddc trung
ham la

Vr,y € R.

Vx,y € R.

flzy) = f(x)fly) Yo,y e R".
10. Ham lugng giac nguge f(x) = arcsinx ¢6 dac trung ham 1a
flx)+ fly) = fla/1 = 9> +yvV1—2?) Vr,ye[-1;1].
11. Ham lugng giac nguge f(x) = arccos x ¢6 dic trung ham la
fla)+ fy) = fley — V(1= 2?)(1 = y?) Yo,y e [-1;1].

12. Ham lugng giac nguge f(x) = arctan x ¢6 dac trung ham la

f($>+f(’y):f(x+y> Vo,y € Ryzy # 1.

I —xy

13. Ham lugng giac nguoe f(x) = arccotx c6 dac trung ham la

f(@) + fly) = f($xy+_y1) Va,y €Riz +y 0.

1
14. Ham sin hyperbolic f(z) = 5(6“ + e ") = sinhx ¢6 dac
trung ham la

f(3z) = 3f(x) +4f*(x) Vx,y € R.
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15. Ham cos hyperbolic f(z) = é(ex + e ") = coshx c6 dic

trung ham la

flx+y)+ flx —y)=2f(x)f(y) Vz,y€eR

e’ —e
16. Ham tan hyperbolic f(z) = n = tanh x ¢6 dic trung
efE e—l'
o @) + 11y
x)+ J\Yy
flx+y)= Vz,y € R.
T W)
_ el 4+ e " 1
17. Ham cotang hyperbolic f(z) = — = cothey = —
et —e " thx
c6 dac trung ham la
L+ fl2)f(y)
flx+y)= Vz,y € R.
T+ )
18. Ham f(z) = tanx c¢6 ddc trung ham la
fx) + fy)
Jlx+y) = Vr,y € R.
T
19. Him f(x) = cot x ¢6 dac trung ham la
f(@)fly) —1
flx+y)= Vr,y € R.
T

20. Ham f(x) = ae‘x? c6 dac trung ham la
(

af(Va*+y?) = f(z)fly) Vz,y eR.

21. Ham f(x) = (1 4 cx)® ¢6 dédc trung ham la
flx+y+cry)= f(z)fly) Vz,y eR.

22. Ham f(x) = ca™ ¢6 dac trung ham la

[ +y) = flz)+ fly) Vz,y>0.
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23. Ham f(z) = ¢(a® + 1) ¢6 dac trung ham la
FVP+y2+1) = f(z) + f(y) Yo,y R

24. Ham f(x) = ca? ¢6 dac trung ham la

flx+y) — flx—y) =4/ f(2)f(y) Vo,yeR

25. Ham f(x) = ca? ¢6 dac trung ham la

fle+y)+ fle—y) =2[f(z) + fy)] Vz,y eR.

1.2 Tap tru mat, diém tu cta tap hop

1.2.1. Dinh nghia tap tru mat

1. Tap A C R dugc goi 1a tap tri mat trong R, ki higu 1a [A] = R
,néuvéimoi x,y € Rix < ytontaia € Asaochox < a <.

2. Tap A C R dugc goi la tap tru mat trong R, ki hieu la [A] = R,
néu véi moi x € R ton tai day s6 (a,) C A, sao cho a, — z khi
n — —+00.

3. Cho tap A C B C R. Néu véi moi & € B, véi moi € > 0 ton
tal y € A, sao cho |x — y| < & thi A dugc goi la tru mat trong B,
ki hieu la [A] = B.

1.2.2. DPinh nghia diém tu
Cho tap X C R. hitma € RU {+o0} duge goi 1a diém tu cia tap
X néu ton tai day s6 x, C X, x, # a véin € N va (z,) hoi tu ve
a.
Tap tat ca cac diem tu cia X ki hieu 1a $(X).
1.2.3. Cac dinh 1y vé tap tru mat
Dinh 1y 1. Néu [4] = Bvw A CC C Bth [C] = B.
Dinh ly 2 (Dinh Iy Cronecker). Tap {ma+n| m,n € Z;a € T}
trong do € 1a tap cac s6 vo ty, 1a tri mat trong R.
1.2.4. Mot s6 tap tru mat trén R thudng gip
1. V6i Q 1a tap cac s6 hitu ty thi [Q] = R.
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2. V61 ¥ 1a tap cac s6 vo ty thi [T] = R,

3.Voi [A] =R, tap {a + | a € A;r € R* cho trude} tru mat
trong R.

4. Véi [A] = R, tap {a.r| a € A;r € R* cho trude} tru mat
trong R.

5. Tap {;‘ n € ZT;m € Z} tru mat trong R,

6. Tap {ma —n| m,n € N;a € T} trit mat trong R.

1.3 Phuong trinh ham Cauchy trong 16p ham lién
tuc

Bai toan 1.3.1 (Phuong trinh ham Cauchy). Xac dinh tat ca cac
ham s6 f(x) lien tuc tren R thoa diéu kien

fle+y)=flz)+ fly) Vz,yeR
Dap s6 : f(z) = azx véi x € R;a € R.
Bai toan 1.3.2. Xac dinh tat ca cdc ham s6 f(z) xac dinh va lien

tuc tai diem zy € R théa man diéu kién

flet+y) = flz)+ fly), Vo,y eR.
Dép 6 : f(x) = azx véi a € R.
Nhan xét. Néu ta thay dicu kien f(x) lien tuc tren R béi f(x)
lien tuc trén [a, +00) hogc (—oo, (] thi nghiém ctia bai toan 1.3.1
khong thay doi.
Bai toan 1.3.3. Xéc dinh tat ca cdc ham s6 f(x) lien tuc tren R
va thoa man dieu kién
fa+y) = fla)fly) Ve,yeR
Dap s6 : f(x) = 0 hoac f(z) = a” véi a > 0.
Bai toan 1.3.4. Xac dinh tat ca cdc ham s6 f(x) lien tuc tren R*
thoa man dieu kién

flzy) = f(2).f(y) Va,y € R".
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Dap s6 : f(z) =0 hoac f(z) =2*, Ve Rt aeR
Bai toan 1.3.5. Xdc dinh tat ca cdc ham s6 f(x) lien tuc trén
R\{0} thoa man diéu kien

flay) = flx) + fly) Ve,y € R\{0}.
Dép s6 . f(x) = aln |x|.
Bai toan 1.3.6. Xac dinh tat cd cdc ham s6 f(x) lien tuc tren R
thoa man dieu kien
f(x + y) _ f@)+ [y)
2 2
Dap s6 :f(z) = ax + b véi a,b € R.
Bai toan 1.3.7. Tim tat ca cac ham s6 f xac dinh va lién tuc trén

Vx,y € R.

R thoa man dieéu kién

‘“ﬁgy):VGGfﬁ@.WayeR

Dép s6 : f(x) =0 hodc f(x) =c.d”, Ve € R;c,d € RY.
Bai toan 1.3.8. Tim tat ca cac ham s6 f xéac dinh va lién tuc trén
R* thoa man dieu kién

fWay) = f(z)fly) Va,y e R

Dap s6 :f(x) =0 hoac f(x) = cx® véi ¢ > 0.
Bai toan 1.3.9. Tim tat ca cac ham s6 f xac dinh va lién tuc trén
R thoa dieu kien

f(z)+ f(y)

f(Vry) = > Vo,y € RT,

Déap 6 :f(x) =alnx + b véi a,b € R.
Bai toan 1.3.10. Tim tat cd cdc ham s6 f(x) xac dinh va lién tuc

tren R thoa man dieu kién

fle+y)=flz)+ fly) + f@)fly) Yo,y eR.



Dap s6 : f(x) = a” — 1.
Bai toan 1.3.11 (Singapor - 2002). Tim tat c& cdc ham s6 f :
Q — R thoa man diéu kien
f(1)=2003 va flx+y) = flz)+ fly)+2zy Vz,y € Q.
Dap 6 :f (z) = x* + 2002,
Bai toan 1.3.12. Tim tat ca cac s6 f : R* — R sao cho f lién tyc
tren R* va thoa man dieu kién

@+ (F2Y) = efl@) +ufly) Yoy eR"
Dap s6 : f(x) :a+§ Vr € R*.

Bai toan 1.3.13. Tim tat ca cadc ham s6 f(x) xac dinh va lién tuc
tren R thoa man dieu kien

2e“‘+yf(x ; y) e flz)+e 7 fly) Yo,y ER
Dap s6 : f(z) =
6.23‘

_ar+b
Bai toan 1.3.14 (Olympic toan sinh vién - 2010). Tim tat ca cac

ham f (ZU) xac dinh va lien tuc tréen R va thoa man dieu kien
f(1) = 2010, f(z + y) = 2010° f(y) + 20107 f(z) Vz,y € R.
Dap s6 : f(x) = x.2010".
Bai toan 1.3.15. Tim tat ca cac s6 f : R — R* sao cho f lién tyc
tren R va thoa man dieu kien
Fa? —y?) = f(z?)
f(y?)

Dap s6 :f(x) = a”, Vx € R;a > 0.
Bai 1.3.16 (IMO 2002). Tim tat ca cac ham s6 f : R — R thoa
dieu kién
@)+ W)+f@)] = floy—zt)+f(at+yz) Vr,y,zteR.
Dap s6 : f(z) = 0; f(z) = 2; f(z) = 2%

Vz,y € R.



10

Chuong 2

PHUONG TRINH DA AN HAM CO BAN

2.1 Phuong trinh ham song an

Bai toan 2.1.1. Tim cic ham s6 f, g xac dinh va lién tuc tréen R
thoa man dieu kien
fle+y)=g(x)+gly) Vo,yeR.
Dap s6 : f(x) = ma + 2a; g(x) = mz + a.
Bai toan 2.1.2. Tim cac ham s6 f, g xac dinh va lién tuc tréen R
thoa man dieu kien

flx+y)=g(x).9(y) Vr,yeR.
o =0 _ T a’.m”
Dapso:{f( 7) (0) =0 hoac{f( )=

g(x) lien tuc tuy ¥ v g g(x) = a.m”

Bai toan 2.1.3. Tim cac ham s6 f, g xac dinh va lién tuc trén
R\ {0} thoa man diéu kien

flxy) =g(z) +gly) Y,y € R\{0}.
Dap s6 :
f(x) =mln|z| 4+ 2a;g(x) = mIn |x| + a, Vx € R\ {0}.
Bai toan 2.1.4. Tim cic ham s6 f, g xac dinh va lién tuc trén R
thoa man dieu kien

f(x—;y) _9(@) ;g(y) Ve.y € R,
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Dap s6 : f(z) = mx + b, g(x) = max + b véi m,b € R.
Bai toan 2.1.5. Tim cac ham s6 duong f, g xac dinh va lién tuc
tren R thoa man dieu kién

(“y> Va@) 9@ Ve,yeR.

Dap s6 : f(z) = a.n”; g(x) = a.n” véi a,n > 0 tuy ¥.
Bai toan 2.1.6. Tim tat ca cdc ham s6 f, g : R — R™ xdc dinh
va lien tuc thoa dieu kién

f(x+y) _ 29@)gw) Va,y € R;g(z) + g(y) # 0.

2 9(x) +9(y)
) 1 1
Dép s6 :f(x) = E;g(m) = Evélb > 0.

Bai toan 2.1.7. Tim tat ca cac ham s6 f, g xac dinh va lién tyc
tren R thoa dieu kién

2 2
f(af+y) _ \/[g(fv)] + [9(y)] Vr.y € R.
2 2
LA f(SC)I\/E « {f(a:):\/B Py
Dap so : hoac voi b > 0.

' {g(ﬂf) =vb 7 lgla) = Vb -
Bai toan 2.1.8. Tim tat ca cac ham s6 f, g xac dinh va lién tyc
tren R™ thoa dieu kién

=vg(®).gly) Vz,y€R"

Dép 6 :f(x) = a.x* g(x) = a.xz® véi a € R;a,x € R,
Bai toan 2.1.9. Tim tat ca cdc ham s6 f, g x4c dinh va lien tuc
tren R™ thoa dieu kién

F(JTg) = g(z) ;Lg(y) Ve.y € R,

Dap s6 :
fx)=alnx+b;g(x)=alnz+0b véi a,b € R,z € R*
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Bai toan 2.1.10. Tim tat ca cac ham s6 duong f, g xac dinh va
lien tuc tren R™ thoa dieu kien
2
Ty +
g(x)  g(y)
Dap s6 :f(x) = ¢; g(x) = ¢ v6i ¢ > 0.
Bai toan 2.1.11. Tim tat ca cac ham s6 f, g xac dinh va lién tyc

tren R™ thoa dieu kién

lg(x)” + [9(y))? Vr.y € R*

fyam -2
Dap s6 - f(x) = vb; g(x) = Vb véi b > 0.

Bai toan 2.1.12. Tim tat ca cac ham s f, g xac dinh va lién tuc
tren R\ {0} thoa man diéu kién

f(12 ): 7 - T Ve, y,x +y € R\ {0}.

i
A A 0)

fla) =2 véi a#0 F@) = S w6 b £ 0
Dap s6 a hodc 187
g(l’) - 9(33) = E

a
Bai toan 2.1.13. Tim tat cd cdc ham s6 f, g xac dinh va lién tuc

tren R\ {0} thoa diéu kien
2 r)+
f(l ):g() 9y) Ve, y,x +y € R\ {0}.

1.1 2
Loy
_ 4 £ ()
Dap 6 : f(ﬂf)—EVOICL hoac {f(x):bvéib#()
glz) =2 ©ylz) =0
x

Bai toan 2.1.14. Tim tat cd cac ham s6 f, g > 0 xac dinh va lién
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tuc tren R\ {0} thoa man diéu kien

F(177) = Vo@igly) Vay,x+y € R {0}

_+ _
r 'y
s Ao f(:l?) = 0 o f(aj) —= abi .
Dép s6 {g(az) — 0 hosc o) = s véi a, b > 0.

Bai toan 2.1.15. Tim tat ca cac ham s6 f, g > 0 xac dinh va lién
tuc tren R* thoa man diéu kién

f(%) _ \/[9(93)]2+[g(y)]2 Vg +yeR\ {0,

2

Dap s6 - f(x) = vVb; g(x) = Vb véi b > 0.
Bai toan 2.1.16. Tim tat ca cac ham s6 f, g > 0 xac dinh va lien
tuc tren R™ thoa man dieu kién

f( af2-2%y2) _ \/[9(33)12;[9(9)]2 Vr.y € R.

Dap s6 :
f(z) =+Vax?+b;g(x) =+var?+b véi x € Rya > 0,0 > 0.
Bai toan 2.1.17. Tim tat cd cdc ham so f, g xac dinh va lién tuc
tren R thoa man diéu kién

f< @’ +y2> _glx)+9(y) v,y € R
2 2

Dap s6 :f(z) = ax® + b; g(x) = az® + b véi x € R;a,b € R,

Bai toan 2.1.18. Tim tat ci cdc ham s6 f, g # 0 x4c dinh va lien

tuc tren R thoa man dieu kién

f( z? + 1

2
5 )z Vz,y € R.
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1 1

Dip b :f(2) = ———:g(a) =

2+bv61 a.b>0,b#0.
ax

2.2 Phuong trinh ham Pexider va cac dang toan
lién quan

Bai toan 2.2.1 (Phuong trinh ham Pexider). Tim tat ca cac ham
so f, g, h xac dinh va lién tuc trén R thoa man diéu kién

flx+y)=gx)+Nhy) Vz,y€eR.
Dap s : f(x) =cx +a+b;g(x) =cx+ b, h(z) = cx + a.
Bai toan 2.2.2. Tim tat ca cac ham f, g, h xac dinh va lién tyc
tren R thoa man dieu kién

fle+y) =g(@)(y) Vo,yekR.
Dép s6 :f(x) = abe‘x; g(x) = ae‘x; h(x) = be‘x
hoac f =0;¢9g = 0;h 1a ham s6 tuy v lién tuc trén R.
hoac f =0;h = 0;¢ 1a ham s6 tuy ¥ lién tuc tréen R.
Bai toan 2.2.3. X4c dinh tat cd cac ham s6 f, g, h lién tuc trén
R™ théa man dieu kién
flzy) = g(z) + h(y) Vz,y € R".
Dap s6 :
flx)=mlnx+a+b,g(x) =mlnzx+a;h(z) =mlnx+0b
Bai toan 2.2.4. Tim tat ca cac ham s6 duong f, g, h xac dinh va
lien tuc tren R™ thoa méan dicu kieén
f(Wxy) = Vg(x).h(y) Vr,y e R
Dap s6 : f(x) = 2™ g(x) = a.2™; h(x) = b.x™
Bai toan 2.2.5. Tim tat cad cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tuc
tren R™ thoa man dieu kien

f(Wry) = > Vo,y € RT,
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Dap s6 :
flx)=mlnzx;g(x) =mlnx+ah(x) =mlnz+b. véiz € R*
,m € R
Bai toan 2.2.6. Tim tat ca cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tyc
tren R* thoa man dieu kién

2
f(\/wy): 1 1 \V/fﬁ,yER—’_
+
g9(x)  h(y)
Dap so :
flz) = : ()—l'h()—lé' cRa>00>0
x—cH_b,g;U—a, )= voiz L a : :

2.3 Phuong trinh ham Vincze va cac dang toan lién
quan

Bai toan 2.3.1 (Phuong trinh ham Vincze ). Xéc dinh tat ca céac
ham 6 f, g, h, k xac dinh va lién tuc trén R sao cho

fl@+y)=g(x)k(y) + h(y) Vz,y €R.

Da SO

() mx + ¢ 'f(m):?(mx—l)ch
A - o 4 9(&) = ~ln(m” = 1)+ c =¥
Kg(x)zé(manc—b). \Zgg;c(gn—xn)+(n—c+b)m
vii x € R.

Bai toan 2.3.2. Xéc dinh tat ca cac ham s6 f, g, h, k xac dinh va
lien tuc tréen R sao cho

f(@) =gz —y)k(y) + hly) Y,y eR.

Dap s6 :



16

(i(x):m:erc (f(x):?(mx—1)+c
) Zmess s ] 90 = 0w =) e
g(x) = %(ma: +c—b) \Zgg i c(zfn_"“" n)+(n=etbm

Bai toan 2.3.3. Xac dinh tat ca cdc ham s6 f, g, h, k xac dinh va
lien tuc trén R sao cho

fle+y)=g@k(z—y)+hlz—y) Vz,yeR.

Dap s6 :
rf(a?):mx%—c ff(x):,,f(m—x_l)_i_c
\ ]fjgi% z Cimaj +b hoic < g(x) = a[n(m_z’” o 1) Lo b]
\g(a:) — é(me-i-C—b) ZE?;; ;éfn_l‘ n)+(n—c+bm*
véli x € R, .

Bai toan 2.3.4. Xéc dinh tat ca cac ham s6 f, g, h, k xac dinh va
lien tuc trén R sao cho

flx —y) = g(@)k(y) + h(z) Vr,yeR.

Dap so :
(f(m?):mx+c 'f(as):ga(m“"—l)+c
e Ta
1 r)=(c—n)+n—c+bm"
\k(x)za(—mxntc—b). g(z) = am?
vil x € R.

Bai toan 2.3.5. Xéc dinh tat ca cac ham s6 f, g, h, k xac dinh va
lien tuc trén R sao cho

fRr+y) =glx+2y)k(x —y)+h(r—y) Vr,y€R.

Dap s6 :






18

Chuong 3

MOT SO DANG PHUGNG TRINH DA AN HAM
KHAC

3.1 Phuong trinh ham sinh bdi phi ding thic
a®+b* % gla+ b)h(a —b)

Bai toan 3.1.1. Tim cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tuc trén

R thoa man dieu kién
f@*+y') =gz +y).h(z —y) Y,y eR.
Déap 6 :
(1 f(z)=0véiz>0

| 9le) =
| A(z) 1a ham lien tuc tuy ¥
hoac
([ f(z)=0v6i >0
< flx) = q(a:) vii g(x) lien tuc tuy ¥ trong (—oo; 0] va ¢(0)
g(x) 1a ham s6 lien tuc tuy v va g(0) =0
| z) =0

f(x ) q(z) véi g(x) lien tuc tuy ¥ trong (—o0; 0] va ¢(0) =

0

=0
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[f(a:)zovéia:ZO
e

7\

la ham lién tuc tuy y

([f(x):b. véi x> 0;a > 0:b#£0
J

(2) = g(x) v
< g(x) = m.ag, Vr e R

Lh(x) = na?, Yz €R

[\

Bai toan 3.1.2. Tim cac ham so f, g, h xac dinh va lién tuc trén

R thoa man diéu kién

f@®+y)=g@+y) +hlz—y) VYo,yeR.

Dap s6 :
(1 f(z)=azx+b+c véi x>0

q g(x) = a——|—b VreR

.CU2

h(x) :aEJrc, VreR

(N}

\

vii b = g(0); ¢ = h(0)

Bai toan 3.1.3. Tim cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tuc tren R

= q(x) v6i q(x) lien tuc tuy ¥ trong (—o0; 0] va ¢(0)

=0

=0

vii g(x) lien tuc tuy ¥ trong (—o0; 0] va ¢(0) =0

flz) = q( ) véi q(x) lien tuc tuy ¥ trong (—o0; 0] va ¢(0) =0
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thoa man dicu kién
f@* +y7) = g(z”) — h(y*) Va,y e R
Dap 56 :

([ f(x) =az+Db véi x>0

f(z) = q(x) v6i q(x) lien tuc tuy ¥ trong (—oo; 0] va ¢(0)
g(x)=azx+c, VreR
| Mz) =—az —d, VxR

7\

3.2 Phuong trinh ham sinh bdi dang thiic
a’ —b* = (a+b)(a—b)
Bai toan 3.2.1. Tim cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tuc trén
R thoa man diéu kién
fla* —y’) = (x+y)glz —y) Vr,yeR

Dap s6 :f(z) = az; g(x) = ax
Bai toan 3.2.2. Tim tat cd cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tuc
tren R thoa man diéu kién

f@* —y) =gz —y) +h(z+y) Y,y eR.

Dép s6 :f(x) = a;9(x) = b;h(x) = ¢, Vx € R trong do

a,b,c e R;a=0b+c.

Bai toan 3.2.3. Tim tat cd cdc ham 6 f, g, h x4c dinh va lién tuc
tren R thda man dieu kién

fla® —y’) = g’(z) = h(y) Va,y €R.

=0



Dap s6 :

(f(x)=mx+a—0b, Ve €R;a,b,m >0

L g(x) =vmz?+a

| P(z) = vVma? + b

(f(x)=mx+a—0b, VY €R;a,b,m >0
hoic { g(x) = vmaz? +a

| M(x) = —vma?+b

(f(x)=mx+a—0b, Ve €R;a,b,m >0
hoic ¢ g(z) = —vVma®+a

| (x) = vVma? + b

(f(x)=mx+a—0b, Ve €R;a,b,m >0
hoic { g(x) = —vVma? +a

| P(z) = —vVma? +b

3.3 Mot sb bai toan phuong trinh da an ham khac

Bai toan 3.3.1. Tim cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tuc trén
R thoa man diéu kién

f(z) —gly) = zh(y) — yh(x) Vz,y € R.

Dap s6 :f(z) = g(x) = ax + b; h(z) = cx +a
Bai toan 3.3.2. Tim tat ca cac ham s6 f, g xac dinh va lién tuc
tren R thoa man diéu kién

fx)— fly) = (z +y)glx —y) Vz,y €R.

| f@)=ax*+10
Dap so {g(:c) — ar

Bai toan 3.3.3. Tim tat ca cac ham s6 f, g xac dinh va lién tyc

véi moi a, b € R.

tren R thoa man dieu kién

f@)+ fly) +2zy = (x +y)g(x +y) Va,y €R.
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) r+a vix#O
D/ A~ : _ 2 N _ '
ap s6 f(x) = x +axvag(x)—{c iz — 0
Bai toan 3.3.4. Tim tat ca cidc ham s6 f, g xac dinh va lién tuc

tren R thda man dieu kién

f(x).g(y) =2*—y* Va,y eR.

Dap s6 : Khong ton tai cac ham f, g thoa man bai toan.
Bai toan 3.3.5. Tim tat ca cac ham s6 f, g, h xac dinh va lién tyc
tren R thoa man dieu kién

flx+y)+g(x—y)=hlzy) Vo,yeR.

Dap s6 : , )
flz) = %—l—b;g(as) = —%—?—a; h(x) = mx+a+b, Vo € R.

Bai toan 3.3.6. Tim tat ca cac ham s6 duong f, g, h xac dinh va
lien tuc tréen R thoa man dieu kién

fle+y).glz —y)=Nhzy) Y,y eR.
Dap s6 :
flx)=e1 ™ g(x)=e 17 h(zx) =™ Yz e R,
Bai toan 3.3.7. Tim tat ca cac ham s6 f, g xac dinh va lién tyc
tréen R thoa man dieu kién

f(@)+g(z)+ fly) — gly) =sinz —cosy Vz,y € R.

Dap S(:/A[) : 1
flz) = §(Sinx —cosx); g(x) = é(sin:c +cosz) +a, Vr € R.
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KET LUAN

Ban luan van "Phuong trinh ham da an" da dua ra cac dang
phuong trinh ham da an nhu: Phuong trinh ham Pexider, phuong
trinh ham Vincze v cac dang toan lien quan. Tiép theo, xay dung
16p céc phuong trinh ham da an sinh béi cac hang dang thitc va phi
hang dang thic dai so...

Viéc xay dung cac phuong phap va sang tao ra cac dang phuong
trinh ham da an khac doi héi su nghién ciu, tim toi sau hon. D6
ciing la huéng nghién citu can thiét clia tac gia trong thoi gian t6i.



