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MÐ ��U

1. Lþ do chån �· t i
�a thùc l  mët chuy¶n �· cì b£n cõa �¤i sè. �a thùc câ

và tr½ r§t quan trång v¼ nâ khæng nhúng l  mët �èi t÷ñng nghi¶n
cùu trång t¥m cõa �¤i sè m  cán l  mët cæng cö �­c lüc cõa Gi£i
t½ch trong Lþ thuy¸t x§p x¿, Lþ thuy¸t biºu di¹n, Lþ thuy¸t nëi
suy,... C¡c k¼ thi håc sinh giäi to¡n quèc gia v  Olimpic to¡n khu
vüc v  quèc t¸ th¼ c¡c b i to¡n v· �a thùc công th÷íng �÷ñc
�· cªp �¸n v  �÷ñc xem nh÷ nhúng b i to¡n khâ v  r§t khâ cõa
bªc phê thæng.

Chóng ta �¢ l m quen vîi nhúng ph÷ìng tr¼nh �¤i sè mët
hay nhi·u bi¸n sè. Gi£i ph÷ìng tr¼nh h m công gièng nh÷ gi£i
ph÷ìng tr¼nh �¤i sè l  �i t¼m ©n sè, tuy nhi¶n ©n ð �¥y l  mët
h m sè. Vi»c gi£i c¡c b i to¡n n y c¦n n­m vúng c¡c t½nh ch§t
v  c¡c �°c tr÷ng cì b£n cõa �a thùc.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu
Tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p gi£i mët sè d¤ng ph÷ìng tr¼nh

h m, b§t ph÷ìng tr¼nh h m m  nghi»m l  �a thùc vîi h» sè
thüc.

3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu
Tr¶n cì sð nghi¶n cùu tø c¡c t i li»u, gi¡o tr¼nh cõa GS

- TSKH Nguy¹n V«n Mªu v  c¡c s¡ch chuy¶n �· v· �a thùc,
ph÷ìng tr¼nh h m, c¡c b i to¡n nëi suy, c¡c b i b¡o to¡n håc
vi¸t v· �a thùc.

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu
Nghi¶n cùu lþ luªn: �åc t i li»u, s¡ch tham kh£o, s¡ch

chuy¶n kh£o, t¤p ch½ to¡n håc v· c¡c b i to¡n ph÷ìng tr¼nh
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h m, b§t ph÷ìng tr¼nh h m.
5. Þ ngh¾a khoa håc v  thüc ti¹n cõa �· t i
Gi£i mët lîp c¡c ph÷ìng tr¼nh h m, b§t ph÷ìng tr¼nh h m

câ ©n l  �a thùc. �· t i �âng gâp thi¸t thüc cho vi»c d¤y v  håc
�a thùc, ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh trong tr÷íng THPT.

6. C§u tróc cõa luªn v«n
Luªn v«n gçm 3 ch÷ìng.
Ch÷ìng 1. Tr¼nh b y tâm t­t c¡c kh¡i ni»m, mët sè �ành

lþ dòng trong ch÷ìng 2, ch÷ìng 3.
Ch÷ìng 2. Kh£o s¡t mët sè d¤ng ph÷ìng tr¼nh h m câ

nghi»m l  �a thùc câ d¤ng x¡c �ành.
Ch÷ìng 3. Tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p gi£i b§t ph÷ìng tr¼nh

h m vîi c°p bi¸n tü do. X¡c �ành �a thùc theo c¡c �°c tr÷ng
cì b£n cõa chóng.
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CH×ÌNG 1. �A THÙC V� MËT SÈ T�NH CH�T
Trong ch÷ìng n y ta nh­c l¤i c¡c ki¸n thùc cì b£n câ li¶n

quan �¸n �a thùc: c¡c �ành ngh¾a, t½nh ch§t, ph²p t½nh, nghi»m
cõa �a thùc v  mët sè b i to¡n �÷ñc tr½ch d¨n.
1.1. �ành ngh¾a v  c¡c t½nh ch§t
�ành ngh¾a 1.1 Cho v nh giao ho¡n A câ �ìn và. �a thùc
(tr¶n A) ©n sè x bªc n l  têng h¼nh thùc câ d¤ng

Pn(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 (an 6= 0),

Trong �â ai ∈ A, ∀i = 1, n gåi l  c¡c h» sè, n gåi l  bªc cõa
�a thùc, an gåi l  h» sè bªc cao nh§t, a0 gåi l  h» sè tü do cõa
�a thùc Pn(x).

N¸u P (x) = a0, a0 6= 0 th¼ ta �ành ngh¾a bªc cõa �a thùc
P (x) b¬ng 0.

N¸u P (x) = 0 th¼ ta �ành ngh¾a bªc cõa �a thùc P (x) b¬ng
−∞ v  gåi P (x) l  �a thùc 0.

Tªp hñp t§t c£ c¡c �a thùc vîi h» sè thuëc v nh A �÷ñc
kþ hi»u l  A[x].

Khi A l  mët tr÷íng th¼ v nh �a thùc A[x] l  mët v nh
giao ho¡n câ �ìn và. Ta th÷íng x²t c¡c v nh �a thùc Z[x], Q[x],

R[x], C[x].
Trong luªn v«n n y ta th÷íng x²t c¡c �a thùc vîi h» sè

thuëc v nh R[x] v  C[x].

�ành lþ 1.1 Gi£ sû A l  mët tr÷íng, f(x) v  g(x) 6= 0 l  hai
�a thùc cõa v nh A[x]. Khi �â, luæn tçn t¤i hai �a thùc duy
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nh§t q(x) v  r(x) thuëc A[x] sao cho f(x) = g(x)q(x) + r(x) vîi
bªc cõa r(x) nhä thua bªc cõa g(x).

N¸u r(x) = 0 ta nâi f(x) chia h¸t cho g(x).

�ành lþ 1.2 Gi£ sû A l  mët tr÷íng, a ∈ A, f(x) ∈ A[x]. Sè
d÷ cõa ph²p chia �a thùc f(x) cho �a thùc x− a ch½nh l  f(a).

�ành lþ 1.3 Sè a l  nghi»m cõa f(x) khi v  ch¿ khi f(x) chia
h¸t cho �a thùc (x−a). Khi A l  mët tr÷íng, a ∈ A, f(x) ∈ A[x]

v  m l  mët sè tü nhi¶n lîn hìn ho°c b¬ng 1. Khi �â a l  mët
nghi»m bëi c§p m cõa f(x) khi v  ch¿ khi f(x) chia h¸t cho
(x− a)m v  f(x) khæng chia h¸t cho (x− a)m+1. Trong tr÷íng
hñp m = 1 th¼ ta gåi a l  mët nghi»m �ìn cán khi m = 2 th¼
ta gåi a l  nghi»m k²p. Sè nghi»m cõa mët �a thùc l  têng sè
nghi»m cõa �a thùc �â kº c£ bëi cõa c¡c nghi»m (n¸u câ). V¼
vªy, ng÷íi ta coi mët �a thùc câ mët nghi»m bëi c§p m nh÷ mët
�a thùc câ m nghi»m tròng nhau.

�ành lþ 1.4 Méi �a thùc h» sè thüc bªc n ∈ N∗ �·u câ khæng
qu¡ n nghi»m thüc.

H» qu£ 1.1 �a thùc câ væ sè nghi»m l  �a thùc khæng.

H» qu£ 1.2 �a thùc câ bªc nhä hìn ho°c b¬ng n m  nhªn còng
mët gi¡ trà t¤i n + 1 �iºm th¼ �a thùc �â l  �a thùc h¬ng.
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H» qu£ 1.3 Hai �a thùc câ bªc nhä hìn ho°c b¬ng n m  nhªn
n + 1 gi¡ trà b¬ng nhau t¤i n + 1 gi¡ trà kh¡c nhau cõa �èi sè th¼
hai �a thùc �â b¬ng nhau.

�ành lþ 1.5 Måi �a thùc f(x) ∈ C[x] bªc n câ �óng n nghi»m
(t½nh c£ bëi cõa nghi»m).

�ành lþ 1.6 Måi �a thùc f(x) ∈ R[x] câ bªc n câ h» sè d¨n �¦u
an 6= 0 �·u câ thº ph¥n t½ch duy nh§t th nh nh¥n tû

f(x) = an

m∏

i=1

(x− di)
s∏

k=1

(x2 + bkx + ck)

vîi di, bk, ck ∈ R, 2s + m = n, b2
k − 4ck < 0,m, n ∈ N∗.

�ành lþ 1.7 (�ành lþ Bezout) �a thùc P (x) câ nghi»m x0 khi
v  ch¿ khi P (x) chia h¸t cho x− x0.

�ành lþ 1.8 (�ành lþ Rolle) N¸u h m sè f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n
[a; b], câ �¤o h m tr¶n �o¤n [a; b] v  f(a) = f(b) th¼ tçn t¤i �iºm
x0 ∈ (a; b) sao cho f ′(x0) = 0.

1.2. X§p x¿ h m sè bði �a thùc
Trong sè c¡c h m sè mët bi¸n thüc th¼ �a thùc �÷ñc coi

l  h m sè �ìn gi£n nh§t v· nhi·u ph÷ìng di»n, nh§t l  v· m°t
t½nh to¡n. Bði vªy, mët v§n �· �÷ñc chóng ta quan t¥m nhi·u
hìn c£ l  b i to¡n x§p x¿ mët h m sè cho tr÷îc bði mët �a thùc,
�°c bi»t l  t¼m �i·u ki»n (c¦n v  �õ) �º mët h m sè cho tr÷îc
câ thº x§p x¿ �÷ñc bði mët �a thùc.
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Gi£ sû h m sè f(x) �÷ñc x§p x¿ bði mët �a thùc Pn(x)

(Pn(x) l  �a thùc �¤i sè ho°c �a thùc l÷ñng gi¡c ho°c l  c¡c �a
thùc �°c bi»t kh¡c). Gåi R[f, P, n] = |f(x) − Pn(x)| l  �ë l»ch
cõa ph²p x§p x¿. Ta c¦n x¡c �ành P (x) v  n sao cho R[f, P, n]

nhä nh§t tr¶n mët �o¤n [a; b] cho tr÷îc. Khi �â Pn(x) �÷ñc gåi
l  �a thùc x§p x¿ tèt nh§t cõa f(x) tr¶n �o¤n [a; b] �â v  �÷ñc
kþ hi»u l  f(x) ≈ Pn(x).

N¸u h m sè f(x) kh£ vi (n+1) l¦n th¼ câ thº sû döng cæng
thùc khai triºn Taylor t¤i x = 0

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk + R(x, n)

vîi ph¦n d÷ l  R(x, n) = ◦(xn). Nh÷ vªy

f(x) ≈ Pn(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk.

Tuy nhi¶n lîp c¡c h m kh£ vi (n + 1) l¦n dòng �º x§p x¿
bði �a thùc l  qu¡ hµp. Song �èi vîi c¡c h m sè li¶n töc tr¶n
�o¤n [a; b] v¨n câ c¡c �ành lþ t÷ìng tü v· x§p x¿ chóng bði �a
thùc. Ta s³ chõ y¸u quan t¥m �¸n hai v§n �· sau.

Mët l  x¥y düng c¡c �a thùc x§p x¿ thæng qua c¡c cæng
thùc nëi suy v  hai l  x¥y düng cæng thùc t½nh �ë l»ch sai �èi
vîi c¡c x§p x¿ �â.
1.3. Ph²p t½nh tr¶n �a thùc
B i to¡n 1.1 X²t f : R[x] → R thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

f(α1P1 +α2P2) = α1f(P1)+α2f(P2), ∀α1, α2 ∈ R, P1, P2 ∈ R[x],

(1.1)
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f(P1P2) = f(P1)P2

(
1
2

)
+ P1

(
1
2

)
f(P2),∀P1, P2 ∈ R[x]. (1.2)

Chùng minh r¬ng ∃C ∈ R sao cho ∀P ∈ R[x] ta luæn câ

f(P ) = CP ′
(

1
2

)
.

Gi£i. Vîi f(x) ≡ C th¼ theo gi£ thi¸t cõa b i to¡n ta câ

f(x2) = f(x)
1
2

+ f(x)
1
2

= C,

f(x3) = f(x2)
1
2

+ f(x)
1
4

=
3
22

C.

B¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p to¡n håc v  sû döng gi£ thi¸t
(1.2) ta d¹ d ng chùng minh �÷ñc

f(xk) =
k

2k−1
C,∀k ∈ N.

Vîi måi P ∈ R[x] d¤ng

P (x) =
n∑

k=0

akx
k

theo �i·u ki»n (1.1) cõa b i to¡n ta �÷ñc:

f(P ) = f

(
n∑

k=0

akx
k

)
=

n∑

k=0

akf(xk) =
n∑

k=0

ak
k

2k−1
C

= C
n∑

k=0

kak

(
1
2

)k−1

= CP ′
(

1
2

)

�â ch½nh l  �i·u ph£i chùng minh.
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Ch÷ìng 2. PH×ÌNG TR�NH H�M TRONG �A THÙC

2.1. Mët sè d¤ng h m sè c¦n t¼m
2.1.1. D¤ng h m sè c¦n t¼m f(x) ≡ C

B i to¡n 2.2 T¼m t§t c£ c¡c h m sè f li¶n töc tr¶n R thäa m¢n
�i·u ki»n f(x) = f

(
x2 + 1

4

)
,∀x ∈ R.

Gi£i. Tø gi£ thi¸t ta câ f l  h m sè ch®n.
Cho x1 ≥ 0, ta x²t hai tr÷íng hñp:
Vîi 0 ≤ x1 < 1

2 ta x²t d¢y sè {xn} �ành bði xn+1 = x2
n +

1
4 , ∀n ≥ 1.

B¬ng quy n¤p, ta chùng minh �÷ñc 0 ≤ xn < 1
2 ,∀n ≥ 1 v 

xn+1 − xn = x2
n − xn + 1

4 =
(
xn − 1

2

)2
> 0, ∀n ≥ 1, n¶n {xn} l 

d¢y t«ng v  bà ch°n tr¶n n¶n câ giîi h¤n.
�°t lim

n→+∞xn = α th¼ α = α2 + 1
4 ⇐⇒ α = 1

2 .

Hìn núa, do f li¶n töc tr¶n R n¶n lim
n→+∞f(xn) = f(1

2).

M  f(xn+1) = f
(
x2

n + 1
4

)
= f(xn),∀n ≥ 1 n¶n f(x1) =

f
(

1
2

)
. Do �â

f(x) = f

(
1
2

)
, ∀x ∈

[
0;

1
2

)
. (2.1)

Vîi x1 > 1
2 ta x²t d¢y sè {xn} x¡c �ành bði xn = x2

n+1 + 1
4 .

B¬ng quy n¤p ta chùng minh �÷ñc xn > 1
2 , ∀n ≥ 1 v 

xn − xn+1 = x2
n+1 + 1

4 − xn+1 =
(
xn+1 − 1

2

)2
> 0,∀n ≥ 1.

N¶n {xn} l  d¢y gi£m v  bà ch°n d÷îi n¶n câ giîi h¤n.
�°t lim

n→+∞xn = α ⇒ α = α2 + 1
4 ⇐⇒ α = 1

2 .
Hìn núa, do f li¶n töc tr¶n R n¶n lim

n→+∞f(xn) = f(1
2).



9

M  f(xn+1) = f
(
x2

n+1 + 1
4

)
= f(xn),∀n ≥ 1, n¶n f(x1) =

f
(

1
2

). Do �â
f(x) = f

(
1
2

)
,∀x >

1
2
. (2.2)

Tø (2.1) v  (2.2), ta suy ra f(x) = f
(

1
2

)
, ∀x ≥ 0 hay

f(x) = f
(

1
2

)
, ∀x ∈ R (v¼ f l  h m sè ch®n). Vªy f(x) = c =

const , ∀x ∈ R.

2.1.2. D¤ng h m sè c¦n t¼m câ d¤ng f(x) = ax + b

B i to¡n 2.3 T¼m h m sè f : R→ R sao cho

f(30.f(y) + 4x) = 19x + 75y + 2010, ∀x, y ∈ R. (2.3)

Gi£i. Ta chùng f l  mët �ìn ¡nh:
Thªy vªy, x²t f(x) = f(y) vîi x, y ∈ R. Tùc l  f(30.f(y)+

4x) = f(30.f(x)+4x) ⇐⇒ 19x+75y +2010 = 19x+75x+2010.
Suy ra x = y. Do �â f l  mët �ìn ¡nh.

Cho x = 0, y = 0 ta �÷ñc f(30.f(0)) = 2010.
Vîi x = −75y

19
ta thu �÷ñc f

(
30f(y)− 4.75y

19

)
= 2010 =

f(30f(0)). V¼ f �ìn ¡nh n¶n 30f(y) − 4.75
19

y = 30f(0). Hay l 
f(y) = f(0) +

4.75
19.30

y.
M°t kh¡c, cho y = 0, x = −30f(0)

4
ta �÷ñc

f(0) =
−19.30f(0)

4
+ 2010. Suy ra f(0) =

8040
574

=
4020
287

.
Vªy f(y) =

10
19

y +
4020
287

.
Thû l¤i ta th§y f(x) =

10
19

x +
4020
287

thäa m¢n y¶u c¦u �·
b i.
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2.1.3. D¤ng h m sè c¦n t¼m câ d¤ng f(x) ≡ P (x) vîi
P (x) l  �a thùc câ bªc lîn hìn ho°c b¬ng 2

B i to¡n 2.4 Cho k l  sè nguy¶n d÷ìng. T¼m t§t c£ c¡c �a
thùc P (x) thäa m¢n �i·u ki»n

(x− 2010)k.P (x) = (x− 2011)k.P (x + 1), ∀x ∈ R.

Gi£i. Gi£ sû �a thùc P (x) thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n
Tø gi£ thi¸t ta th§y x = 2011 l  mët nghi»m bëi cõa P (x)

vîi bªc lîn hìn ho°c b¬ng k.
�°t P (x) = (x−2011)k.Q(x),∀x ∈ R. Thay P (x) v o �i·u

ki»n �· b i ta �÷ñc
(x−2010)k.(x−2011)k.Q(x) = (x−2011)k(x−2010)k.Q(x+

1), ∀x ∈ R. Suy ra Q(x) = Q(x + 1), ∀x ∈ R\{2010, 2011}. Do
�â Q(x) = c = const , ∀x ∈ R. Vªy P (x) = c(x− 2011)k, ∀x ∈ R.

Thû l¤i ta th§y �a thùc P (x) = c(x − 2011)k thäa m¢n
�i·u ki»n �· b i.

2.1.4. D¤ng h m sè c¦n t¼m f(x) =
P (x)

Q(x)
vîi P (x) l 

�a thùc câ bªc nhä hìn ho°c b¬ng 3, Q(x) câ
bªc nhä hìn ho°c b¬ng 2

B i to¡n 2.5 Cho h m sè f li¶n töc tr¶n R v  thäa m¢n hai
�i·u ki»n

f(2010) = 2009, (2.4)

f(x).f4(x) = 1, ∀x ∈ R (2.5)

Trong �â, fn(x) = f(f . . . (f(x))), n l¦n f . H¢y t¼m f(2008).
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Gi£i. �°t Df = f(R) th¼ ∀x ∈ Df ta câ xf3(x) = 1. Tø (2.4)
cho ta bi¸t �÷ñc 2009 ∈ Df .

Trong (2.5) l§y x = 2010 th¼ f4(2010) =
1

2009
hay 1

2009
∈

Df . M°t kh¡c, f li¶n töc tr¶n R n¶n D =
[

1
2009

; 2009
]
⊂ Df .

Do �â f3(x) =
1
x

, ∀x ∈ D. Suy ra f l  �ìn ¡nh tr¶n D.
Hìn núa, f li¶n töc tr¶n D n¶n f �ìn �i»u gi£m tr¶n D.
B¥y gií gi£ sû tçn t¤i x0 ∈ D sao cho f(x0) >

1
x0

.
Sû döng t½nh ch§t �ìn �i»u gi£m cõa h m f , ta câ

f(x0) >
1
x0
⇒ f2(x0) < f

(
1
x0

)
. (2.6)

Suy ra 1
x0

= f3(x0) > f2

(
1
x0

)

⇒ f

(
1
x0

)
< f3

(
1
x0

)
= x0 (2.7)

Tø (2.6) v  (2.7) ta �÷ñc x0 > f2(x0) hay f(x0) < f3(x0) =
1
x0

.
M¥u thu¨n vîi �i·u ta gi£ sû f(x0) >

1
x0

.
Chùng minh t÷ìng tü công khæng tçn t¤i x0 ∈ D sao cho

f(x0) <
1
x0

. Vªy f(x) =
1
x

, ∀x ∈ D.
Hiºn nhi¶n r¬ng 2008 ∈ D n¶n f(2008) =

1
2008

.

2.1.5. D¤ng h m sè c¦n t¼m f(x) = p.aαx+β + q.bγx+δ

B i to¡n 2.6 T¼m h m sè f : R→ R thäa m¢n c£ hai �i·u ki»n
sau: �¥y:

f(x) ≥ ex, ∀x ∈ R, (2.8)
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f(x + y) ≥ f(x).f(y), ∀x, y ∈ R. (2.9)
Gi£i. Ta câ f(x) ≥ ex, ∀x ∈ R n¶n ln f(x) ≥ x,∀x ∈ R. M°t
kh¡c, f(x+ y) ≥ f(x).f(y), ∀x, y ∈ R n¶n ln f(x+ y) ≥ ln f(x)+

ln f(y),∀x, y ∈ R.
�°t h(x) = ln f(x), ∀x ∈ R. Ta câ

h(x) ≥ x,∀x ∈ R. (2.10)

h(x + y) ≥ h(x) + h(y),∀x, y ∈ R. (2.11)
Tø (2.10) suy ra h(0) ≥ 0 v  tø (2.11) suy ra

h(0) ≥ 2h(0). Do �â h(0) = 0 (2.12)

Trong b§t �¯ng thùc (2.10) thay x bði −x ta �÷ñc

h(−x) ≥ −x,∀x ∈ R. (2.13)

Tø (2.10) v  (2.13) ta suy ra

h(x) + h(−x) ≥ 0, ∀x ∈ R. (2.14)

Thay x bði −x v o (2.11) ta �÷ñc

0 = h(0) ≥ h(x) + h(−x), ∀x ∈ R hay h(x) + h(−x) ≤ 0, ∀x ∈ R.

(2.15)
Tø (2.14) v  (2.15) ta suy ra

h(x) + h(−x) = 0, ∀x ∈ R. (2.16)

Tø (2.10), (2.13) v  (2.16) ta suy ra �÷ñc h(x) = x,∀x ∈ R. Hay
f(x) = ex, ∀x ∈ R.

Thû l¤i ta th§y f(x) = ex,∀x ∈ R thäa m¢n �i·u ki»n �·
b i.
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2.2. �a thùc x¡c �ành bði ph²p bi¸n �êi �èi sè
2.2.1. Mët sè b i to¡n x¡c �ành �a thùc �ìn gi£n
B i to¡n 2.7 Cho a, b ∈ R+. T¼m t§t c£ c¡c �a thùc P (x) ∈
R[x] thäa m¢n �i·u ki»n

xP (x− a) = (x− b)P (x), ∀x ∈ R. (2.17)

Gi£i. Khi a 6= 0, b = 0 ta �÷ñc P (x− a) = P (x), tùc l  P (x) l 
�a thùc h¬ng.

Khi a 6= 0, b 6= 0, ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:
N¸u b

a
/∈ N th¼ x = b− a, x = b− 2a, . . . , x = b− na �·u l 

nghi»m cõa �a thùc. Vªy P (x) câ væ sè nghi»m n¶n P (x) ≡ 0.

N¸u b

a
∈ N th¼ P (x) câ c¡c nghi»m x = a, x = 2a, . . . , x =

(n− 1)a. Do vªy

P (x) = (x− a)(x− 2a) · · · (x− (n− 1)a)Q(x).

Thay v o (2.17) ta �÷ñc Q(x− a) = Q(x) vîi måi x ∈ R. Do �â
Q(x) = c = const . Vªy trong tr÷íng hñp n y, ta thu �÷ñc

P (x) = c(x− a)(x− 2a) · · · (x− (n− 1)a), c ∈ R.

2.2.2. Ph²p bi¸n �êi vi ph¥n - h m
B i to¡n 2.8 T¼m t§t c£ c¡c �a thùc P (x) bªc n thäa m¢n �i·u
ki»n sau:

(1− x2)[P ′(x)]2 = n2[1− P 2(x)], ∀x ∈ R.
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Gi£i. Gi£ sû P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 (an 6= 0). Tø

c¡c �°c tr÷ng cõa h m cos t ta th§y hai �a thùc

P (x) = ± cos(n arccosx)

thäa m¢n �i·u ki»n b i ra. Ta chùng minh r¬ng ngo i ra khæng
cán nghi»m n o kh¡c núa. Thªt vªy, thay x = 1 v o �i·u ki»n
�· b i ta �÷ñc P 2(1) = 1. M°t kh¡c, [

(1− x2)(P ′(x))2
]′ =

n2
[
1− P 2(x)

]′ hay
P ′(x)

[
n2P (x)− xP ′(x) + (1− x2)P ′′(x)

]
= 0, ∀x ∈ R.

V¼ �a thùc P ′(x) ch¿ câ thº câ húu h¤n nghi»m n¶n suy ra

n2P (x)− xP ′(x) + (1− x2)P ′′(x) ≡ 0.

So s¡nh c¡c h» sè trong �¯ng thùc tr¶n, ta �÷ñc an−1 = 0

v 
k(k − 2n)an−k = (n− k + 2)(n− k + 1)an−k+2.

Do vªy, theo cæng thùc truy hçi ta �÷ñc

an−1 = an−3 = an−5 = · · · = 0.

C¡c h» sè an−2, an−4, · · · �÷ñc x¡c �ành mët c¡ch duy nh§t theo
an. M  P (1) = ±1 n¶n ch¿ câ hai gi¡ trà ùng vîi an.

2.2.3. Ph÷ìng tr¼nh d¤ng P (f)P (g) = P (h)

B i to¡n têng qu¡t. Gi£ sû f(x), g(x) v  h(x) l  c¡c �a thùc
thuëc R[x] �¢ cho thäa m¢n �i·u ki»n deg(f) + deg(g) = deg(h).
T¼m t§t c£ c¡c �a thùc P (x) thuëc R[x] sao cho

P (f(x))P (g(x)) = P (h(x)) (2.18)
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vîi måi x thuëc R.
Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh h m (2.18) câ nhi·u t½nh ch§t

�°c bi»t gióp chóng ta câ thº x¥y düng �÷ñc t§t c£ c¡c nghi»m
cõa nâ tø c¡c nghi»m bªc nhä.

T½nh ch§t 2.1 N¸u P, Q l  nghi»m cõa (2.18) th¼ P.Q công l 
nghi»m cõa (2.18).

H» qu£ 2.4 N¸u P (x) l  nghi»m cõa (2.18) th¼ Pn(x) công l 
nghi»m cõa (2.18).

Trong kh¡ nhi·u tr÷íng hñp, h» qu£ 2.4 cho ph²p chóng
ta mæ t£ h¸t c¡c nghi»m cõa (2.18). �º l m �i·u n y, ta câ �ành
l½ quan trång sau �¥y:

�ành lþ 2.9 N¸u f, g, h l  c¡c �a thùc vîi h» sè thüc thäa m¢n
�i·u ki»n deg(f) + deg(g) = deg(h) v  thäa m¢n mët trong hai
�i·u ki»n sau:

1. deg(f) 6= deg(g).

2. deg(f) = deg(g) v  f∗ + g∗ 6= 0, trong �â f∗, g∗ l  h» sè
cao nh§t cõa c¡c �a thùc f v  g t÷ìng ùng.

Khi �â vîi måi sè nguy¶n d÷ìng n tçn t¤i nhi·u nh§t mët
�a thùc P (x) câ bªc n v  thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (2.18).

�p döng �ành lþ 2.9 v  h» qu£ 2.4, ta th§y r¬ng n¸u P0(x)

l  mët �a thùc bªc nh§t thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (2.18) vîi f, g, h
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l  c¡c �a thùc thäa m¢n �i·u ki»n cõa �ành lþ 2.9 th¼ t§t c£ c¡c
nghi»m cõa (2.18) s³ câ d¤ng:

P (x) ≡ 0, P (x) ≡ 1, P (x) ≡ (P0(x))n

2.2.4. Ph÷ìng tr¼nh d¤ng P (f)P (g) = P (h) + Q

B¥y gií chóng ta x²t �¸n ph÷ìng tr¼nh d¤ng
P (f)P (g) = P (h) + Q (2.19)

trong �â f, g, h, Q l  c¡c �a thùc �¢ cho, deg(f) + deg(g) =

deg(h).
Vîi ph÷ìng tr¼nh (2.19), n¸u Q khæng �çng nh§t b¬ng 0

th¼ ta s³ khæng cán t½nh ch§t nh÷ t½nh ch§t 2.1 v  h» qu£ 2.4.
V¼ th¸, vi»c x¥y düng nghi»m trð n¶n khâ kh«n hìn. �¥y ch½nh
l  kh¡c bi»t cì b£n cõa (2.19) vîi d¤ng (2.18). Tuy nhi¶n, ta câ
thº chùng minh �÷ñc �ành lþ duy nh§t nghi»m, �÷ñc ph¡t biºu
nh÷ sau:

�ành lþ 2.10 Cho f, g, h l  c¡c �a thùc khæng h¬ng thäa m¢n
�i·u ki»n deg(f)+deg(g) = deg(h), Q l  mët �a thùc cho tr÷îc,
ngo i ra deg(f) 6= deg(g) ho°c deg(f) = deg(g) v  f∗ + g∗ 6= 0.
Khi �â, vîi méi sè nguy¶n d÷ìng n v  sè thüc a, tçn t¤i nhi·u
nh§t mët �a thùc P thäa m¢n �çng thíi c¡c �i·u ki»n

deg(P ) = n

P ∗ = a

P (f)P (g) = P (h) + Q
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2.3. mët sè b i to¡n têng hñp
B i to¡n 2.9 T¼m måi �a thùc P (x) 6= 0, thäa m¢n �i·u ki»n:

xP (x− 1) = (x− 3)P (x),∀x ∈ R. (2.20)

Gi£i. Gi£ sû P (x) l  �a thùc thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n
2.9. Ta thay x = 0, x = 1, x = 2 v o �¯ng thùc (2.20) ta �÷ñc
−3P (0) = 0, P (0) = −2P (1), 2P (1) = −P (2) hay P (0) = 0,
P (1) = 0, P (2) = 0. Do �â P (x) nhªn x = 0; x = 1;x = 2 l 
nghi»m cõa P (x). Theo �ành l½ Bezout th¼ P (x) câ d¤ng P (x) =

x(x− 1)(x− 2)Q(x). Vîi Q(x) l  �a thùc n o �â.
Tø �â thay P (x) v o �¯ng thùc (2.20) ta �÷ñc

x(x−1)(x−2)(x−3)Q(x−1) = (x−3)x(x−1)(x−2)Q(x), ∀x ∈ R.

⇒ Q(x− 1) = Q(x), ∀x ∈ R (2.21)
H» thùc (2.21) chùng tä r¬ng Q(x) l  h m tu¦n ho n. Q(x)

l  �a thùc m  l¤i l  h m tu¦n ho n, n¶n suy ra Q(x) ≡ C, vîi
C = const .

Nh÷ vªy
P (x) = Cx(x− 1)(x− 2) (2.22)

Thû l¤i, ta th§y P (x) x¡c �ành bði cæng thùc (2.22) thäa
m¢n �· b i, �â ch½nh l  lîp c¡c �a thùc c¦n t¼m.

N¸u cho th¶m mët �i·u ki»n phö, ch¯ng h¤n P (3) = 6, th¼
tø cæng thùc (2.22) ta câ P (3) = 6 = C.3.2.1 ⇒ C = 1.

Lóc n y ch¿ câ duy nh§t mët �a thùc P (x) = x(x−1)(x−2)

thäa m¢n y¶u c¦u.
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Ch÷ìng 3.
B�T PH×ÌNG TR�NH H�M

V� X�C �ÀNH �A THÙC THEO C�C ��C TR×NG

3.1. Mët sè d¤ng b§t ph÷ìng tr¼nh h m li¶n quan �¸n
�a thùc

3.1.1. B§t ph÷ìng tr¼nh h m vîi c°p bi¸n tü do
Trong ph¦n n y ta x²t mët sè v½ dö v· b§t ph÷ìng tr¼nh h m
vîi c°p bi¸n tü do. Düa v o mët sè �°c tr÷ng cì b£n cõa h m
sè, ta kh£o s¡t mët sè b§t ph÷ìng tr¼nh h m sì c§p th÷íng g°p
trong c¡c �· thi Olympic to¡n håc. �¥y l  c¡c v½ dö li¶n quan
�¸n vi»c x¡c �ành lîp h m sè câ d¤ng �a thùc trong c¡c r ng
buëc d÷îi d¤ng h» b§t �¯ng thùc.

V½ dö 3.1 X¡c �ành h m sè f(x) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

f(x + y) ≥ f(x).f(y) ≥ 2010x+y, ∀x, y ∈ R

Gi£i. • Cho x = y = 0 ta �÷ñc f(0) ≥ [f(0)]2 ≥ 1 hay




f(0) > 1

0 ≤ f(0) 6 1
suy ra f(0) = 1

• Cho y = −x ta �÷ñc 1 ≥ f(x).f(−x) ≥ 1 hay f(x).f(−x) =

1.
• Cho y = 0 ta �÷ñc f(x) ≥ 2010x. Do �â f(−x) ≥

2010−x. Theo chùng minh tr¶n: f(x).f(−x) = 1 n¶n f(x) =
1

f(−x)
≤ 1

2010−x
= 2010x. V¼ th¸ f(x) = 2010x. Ng÷ñc l¤i, x²t
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h m sè f(x) = 2010x ta th§y nâ thäa m¢n c¡c �i·u ki»n cõa �·
b i.

Vªy h m sè c¦n t¼m l  f(x) = 2010x.

3.1.2. Mët sè b i to¡n v· b§t ph÷ìng tr¼nh h m li¶n
quan �¸n �a thùc

B i to¡n 3.10 X¡c �ành h m sè f : R→ R thäa m¢n �i·u ki»n:
f(x) ≥ 2010x v 

f(x + y) ≥ f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R (3.1)

Gi£i. D¹ th§y h m sè f(x) = 2010x l  mët h m sè thäa m¢n
(3.1).

�°t g(x) = f(x)− 2010x v  thay v o (3.1) ta �÷ñc

g(x) ≥ 0, (3.2)
g(x + y) ≥ g(x) + g(y), ∀x, y ∈ R. (3.3)

• Thay x = y = 0 v o (3.3) ta �÷ñc g(0) ≤ 0, k¸t hñp vîi
(3.2) ta �÷ñc g(0) = 0.

• Thay x bði −y v o (3.3) ta �÷ñc g(0) ≥ g(x) + g(−x),
theo (3.2) ta câ g(x) ≥ 0, g(−x) ≥ 0, ∀x ∈ R. Suy ra g(x) =

g(−x) = 0. Do �â, f(x) = 2010x,∀x ∈ R. Thû l¤i, h m sè
f(x) = 2010x thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n.

Vªy h m sè c¦n t¼m l  f(x) = 2010x.

B i to¡n 3.11 Cho P (x) l  �a thùc câ h» sè thüc v  thäa m¢n
c¡c �i·u ki»n:

0 < 2P 2(xy) ≤ P (x)P (y3) + P (x3)P (y), ∀x, y ∈ R (3.4)
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P (2010) > 0. (3.5)

Chùng minh r¬ng P (2011) > 0.
Gi£i. Gi£ sû �a thùc P (x) vîi h» sè thüc v  thäa m¢n c¡c �i·u
ki»n cõa �· b i. Thay y bði x v o trong (3.4) ta �÷ñc

0 < 2P 2(x2) ≤ 2P (x)P (x3), ∀x ∈ R. (3.6)

Tø (3.6) suy ra P (x) v  P (x3) còng d§u vîi måi x.
Thay x = 0 v o b§t �¯ng thùc (3.4) ta �÷ñc 0 < 2P 2(0) ≤

P (0)P (y3) + P (0)P (y). Hay

P (0)
[
2P (0)− P (y)− P (y3)

] ≤ 0,∀y ∈ R. (3.7)

Ch¿ câ mët trong 3 kh£ n«ng sau x£y ra:
1. N¸u P (x) < 0 th¼

0 > 2P (0) ≥ P (y) + P (y3), ∀y ∈ R. (3.8)

Theo (3.6) th¼ P (y) v  P (y3) còng d§u vîi måi y, vªy tø
(3.8) suy ra

P (y) < 0, ∀y ∈ R. (3.9)
Tø (3.9) suy ra væ l½, v¼ theo (3.5), ta câ P (2010) > 0.
Vªy tr÷íng hñp n y khæng x£y ra.
2. N¸u P (x) > 0 th¼

0 < 2P (0) ≤ P (y) + P (y3), ∀y ∈ R. (3.10)

Hìn núa, P (y) v  P (y3) còng d§u n¶n P (y) > 0,∀y ∈ R.
Nâi ri¶ng ta câ P (2011) > 0.

3. N¸u P (0) = 0 th¼ P (x) khæng ph£i l  �a thùc h¬ng sè
(do P (0) = 0, P (2010) > 0). M°t kh¡c theo �ành l½ Bezout suy
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ra P (x) = xQ(x) vîi Q(x) l  �a thùc. Nh÷ vªy ­t ph£i tçn t¤i
sè nguy¶n d÷ìng n v  �a thùc G(x) sao cho P (x) = xnG(x) vîi
G(0) 6= 0.

Theo tr¶n P (x) v  P (x3) còng d§u ∀x ∈ R, do �â xn v 
(xn)3 công còng d§u ∀x ∈ R n¶n G(x) v  G(x3) công còng d§u
∀x ∈ R. Lóc n y (3.4), (3.5) câ d¤ng

0 < 2x2nG2(xy) ≤ xnG(x)y3nG(y3)+x3nG(x3)ynG(y), ∀x,

y ∈ R, v  2010nG(2010) > 0.

B¬ng c¡ch chùng minh nh÷ tr¶n suy ra G(x) > 0, ∀x ∈ R
⇒ G(2011) > 0.

Ta câ P (2011) = 2011nG(2011) > 0 (do n > 0 v  G(2011) >

0).
Tâm l¤i ta �¢ chùng minh �÷ñc P (2011) > 0.

3.2. X¡c �ành �a thùc theo c¡c �°c tr÷ng cõa chóng
3.2.1. X¡c �ành �a thùc theo c¡c �°c tr÷ng nghi»m
B i to¡n 3.12 X¡c �ành �a thùc bªc 4 d¤ng

P (x) = x4 + bx2 + c, (b, c > 0) (3.11)

sao cho ph÷ìng tr¼nh P (x) = x2 khæng câ nghi»m thüc cán
ph÷ìng tr¼nh

P (P (x)) = x4 (3.12)

th¼ câ nghi»m thüc.

Gi£i. �º þ r¬ng P (x) > 0 v  P (−x) = P (x),∀x ∈ R v  Q(x) =

P (P (x)) công câ t½nh ch§t Q(−x) = Q(x), ∀x ∈ R n¶n ta ch¿ c¦n
x²t x ≥ 0. Theo gi£ thi¸t th¼ ph÷ìng tr¼nh P (x) = x2 væ nghi»m
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v  v¼
P (x)− x2 = x4 + (b− 1)x2 + c

n¶n P (x) > x2, ∀x ∈ R. Suy ra P (P (x)) > [P (x)]2 > x4.
Vªy ph÷ìng tr¼nh (1) væ nghi»m. Tø �â suy ra khæng tçn

t¤i �a thùc d¤ng (3.11) thäa m¢n �i·u ki»n �· b i.

3.2.2. X¡c �ành �a thùc theo c¡c �°c tr÷ng nëi suy
B i to¡n 3.13 Chùng minh r¬ng khæng tçn t¤i �a thùc f(x) ∈
Z[x] m  f(2011) = 2012 v  f(2009) = 2009.
Gi£i. Gi£ sû f(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a0, ai ∈ Z,∀i ∈
{0, 1, . . . , n}. Khi �â ta câ f(2011) − f(2009) = an(2011n −
2009n) + an−1(2011n−1 − 2009n−1) + · · · + a1(2011 − 2009) chia
h¸t cho 2. M°t kh¡c, f(2011)−f(2009) = 2012−2009 = 3 khæng
chia h¸t cho 2. Vªy khæng tçn t¤i �a thùc f(x) thäa m¢n �i·u
ki»n �· b i.

3.2.3. X¡c �ành �a thùc theo c¡c �°c tr÷ng sè håc
B i to¡n 3.14 Tçn t¤i hay khæng tçn t¤i mët �a thùc P (x) bªc
2010 thäa m¢n �i·u ki»n P (x2 − 2009)

...P (x)

Gi£i. Gi£ sû P (x) = (x + a)2010. Khi �â
P (x2 − 2009) = (x2 + a− 2009)2010

=
[
(x + a)2 − 2a(x + a) + a2 + a− 2009)

]2010.
N¸u ta chån a sao cho a2+a−2009 = 0

(
a =

−1±√8037
2

)

th¼ P (x2− 2009) = (x + a)2010(x− a)2010 chia h¸t cho P (x). Vªy
câ hai �a thùc bªc 2010 thäa m¢n �i·u ki»n �· b i l  P (x) =

(x + a)2010 vîi a l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh a2 + a− 2009 = 0.
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K�T LU�N
Luªn v«n "Ph÷ìng tr¼nh h m v  b§t ph÷ìng tr¼nh h m

trong �a thùc" �¢ �÷ñc t¡c gi£ né lüc nghi¶n cùu d÷îi sü h÷îng
d¨n khoa håc, nhi»t t¼nh v  nghi¶m kh­c cõa GS. TSKH. Nguy¹n
V«n Mªu.

Mët sè k¸t qu£ �¢ �¤t �÷ñc:
Ch÷ìng 1. Luªn v«n �¢ tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc v· kh¡i

ni»m, �ành lþ v· �a thùc s³ �÷ñc sû döng trong c¡c ch÷ìng 2,
ch÷ìng 3 cõa luªn v«n.

Ch÷ìng 2. Luªn v«n �¢ tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p gi£i mët
sè d¤ng ph÷ìng tr¼nh h m th÷íng g°p: nghi»m l  h¬ng sè, �a
thùc bªc nh§t, mët sè �a thùc câ bªc lîn hìn ho°c b¬ng 2, ph¥n
thùc húu t¿ vîi bªc cõa tû thùc nhä hìn ho°c b¬ng 3 cán bªc
cõa m¨u thùc nhä hìn ho°c b¬ng 2, têng cõa h m sè mô v  mët
sè b i to¡n têng hñp.

Ch÷ìng 3. Tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p gi£i b§t ph÷ìng tr¼nh
h m vîi c°p bi¸n tü do, mët sè d¤ng b§t ph÷ìng tr¼nh h m câ
nghi»m l  �a thùc v  x¡c �ành �÷ñc �a thùc theo c¡c �°c tr÷ng
cõa nâ.

Méi ph÷ìng ph¡p �·u câ c¡c v½ dö ho°c b i to¡n minh håa
cho ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh h m, b§t ph÷ìng tr¼nh h m.

Mët sè tçn t¤i: ph÷ìng tr¼nh h m, b§t ph÷ìng tr¼nh h m
l  mët �· t i r§t rëng, nhi·u d¤ng b i tªp n¶n luªn v«n ch¿
h» thèng �÷ñc ph÷ìng ph¡p gi£i mët sè d¤ng, ch÷a t¼m �÷ñc
ph÷ìng ph¡p gi£i cho t§t c£ c¡c d¤ng b i to¡n. �°c bi»t thíi
gian v  kh£ n«ng câ h¤n n¶n luªn v«n ch÷a tr¼nh b y c¡c líi gi£i
kh¡c nhau cõa còng mët b i to¡n. T¡c gi£ s³ ti¸p töc nghi¶n cùu
�º gi£i quy¸t c¡c tçn t¤i n y cõa luªn v«n.




