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MO PAU
1. LY DO CHON PE TAI

Phrong trinh ham la @t linh wrc quan tong aia gai tich. Bai
toan gai phuong trinh ham caéélla mt trong nhing bai toan lawoi
nhat caa ghi tich. Nhu @u giai phuong trinh ham xét hién ngay khi
bat dau co ly thuyt ham $. Nhiéu phrong trinh ham xét phat tr nhu
cau thuc € cua Toan bc haic cia cac nganh khoapb khac.

Phrong trinh ham @ng la ndt chuyéndé quan tong thuc
chuong trinh chuyén toan trong caedng THPT chuyén. Trong cac
ky thi olympic toan qéc gia va qdc ¥, olympic toan khu wc,
thuong xuat hién cac dng toan khac nhau co lién qudén phrong
trinh ham. Tuy nhién, chén nay, fc sinh cacdp chuyén, dp chon
con bét rat it cac plrong phap chinh ﬂrng de giai cac ptwong trinh
ham.Dac biét, hién nay con 4t it cAc cén sach € chuy@ndé pheong
trinh ham varng ding aia chung [4].

Céac ding toan ¢ phuong trinh ham at phong pha vata dng,
bao @m céc lai phuong trinh tugn tinh va phi tugn tinh, phrong
trinh Mot an ham va phong trinh nhéu an ham, plrong trinh ham
véi mot bién & va phrong trinh ham i hai haic nhiéu bién $,.

Cac bai toan vé phuong trinh ham néi chungla cac bai toan khé,
phuong trinh ham véi mét bién néi riéng lai cang khé hon. Viéc giai
quyet cac phrong trinh ham véi mot bién & phac tap hon viée giai
quyét cac phrong trinh ham cé nhiéu bién £ gap nhéu lan. Do do, dé
Viéc tlep cin cac phrong trinh ham mot bién duoc don gian hon, toi
chon dé tai: “Phwong trinh ham véi mét bién s6” nhim néu ra rit
sb ki thuat va phuong phap oo ban theong dugc sr dung dé giai quyét
cac bai toan phrong trinh ham mot bién L.

2. MUC PICH NGHIEN C UU ,
~ Luan van @p trung nghién @¢u mot 6 pheong trinh ham rét
bien don gian va phrong phapdé giai quyet chung.

3. POl TUQNG VA PHAM VI NGHIEN C UU

Bm tuong nghién @u cia lun van la phrong trinh ham rt
bién <.

Pham vi nghién ¢u aia ludn van 1a ndt s6 pheong trinh ham
mot bién oo ban cling i cac plrong phéap gii théng throng.
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4. PHUONG PHAP NGHIEN CUU

Luan van oo ban Sr dung phrong phap nghién ly thuyét,
nghién ¢u cac tai Bu lién quandé suu tm, cton loc, phan lai va
néu plrong phap dii va sang tac bai toan lién quan.

5. Y NGHIA KHOA H QC VA THUC TIEN CUA PE TA|

Luan van cung dp mot tai liéu ao ban v Iy thuyét phrong trinh
ham ndt bién va ndt b bai Bip co ban ding nhr cach gai quyet cho
ta nhin nfn nhit quan & cac bai toan ptong trinh ham rét bién .

6. CAU TRUC CUA LU AN VAN
Luan vin gom phan mo dau, 3 chrong, phin két luan va danh
muc tai liéu tham kiao.
Chuong 1. Lich sr phat trén phoong trinh ham.
Chuong 2. Kén thic oo ban.
Chuong 3. Plvong trinh ham i mot bién .
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Chwong 1 -LICH SU PHAT TRI EN PHUONG TRINH HAM
1.1. Givi thiéu
Trong dai s6 o trudng trung e, ching ta tim Bu vé phuong trinh
dai s lién quandén mot hoic nhiu an 1a cac & thyc chra bit.
Phrong trinh ham @ng gibng nhr phuong trinhdai s, tuy nhiénan 1a
mot haac vai ham &. Bai toan ¢ phuong trinh ham xét hién kha
thuong xuyen trong cac e thi toan. Vi @y, luan van nay hi wng €
la mot tai liéu hiru ich cho niing hpc sinh, sinh vién min giai quyét
mot sd van dé lién quandén phrong trinh hamy bac ph) thdong vadai
hoc. Trong clyong nay, ta ct yéu xem xétddi nét \& lich sr phat
trién cua phrong trinh ham trongusphéat trén chung éa Toanhoc.

1.2. Nicole Oresme

Céac nha toandt da lam véc v6i cac phrong trinh hamit rat som.
Ngay ir thé ki X1V, nha toan bc Nicole Oresme (1323 - 13823 xac
dinh ham & bac nhit nhu mdt nghiém cia phrong trinh ham. @ thé,
theo ngdbn ng cua toan bc hién dai, 6ng da dat bai toan tim hamds
f (x) thoa man wi moi x,y, zOO , d6i mot phan bét, phrong trinh
ham sau

y-x_ fy)-f(x)
= (1.1)
z-y (2~ 1(y
Oresmeda timdugc ngheém f (x) = ax+ b (1.2)
véi a, b 1a hing $ thuc [4].
1.3. Gregory @a Saint-Vincent o
Trong vai tim nam tiep theo, plerong trinh hamda dugc biet dén
nhieu hon nhxng khong co ly thust chung cho niting phrong trinh
loai do. bang chu y trong & do, nha toan ¢éc Gregory of Saint-
Vincent (1584-1667), ngvi di tién phong ¢ Ii thuyet Logarithmda
xét bai toan tinh dn tich ptan mat phang gidi han boi cacduong
y=1; x=1;, x=1;, t>0

X
Ong da ki hiu dién tichdé la f(t) va ching © f(t) thoa mén
phuong trinh ham

f(x)+f(y)=f(xy), O % 0"
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Ngay nay thi ta It d6 la ham f (x)=log, x véi a>0,a#1 Tuy
nhién, véc giai va nghién du nghém aa phrong trinh
f(x)+ f(y)= f(xy), O % 30" thi phi cho dén gan 200 im sau,
nho cong @a Augusstin-luois Cauchy (1789-1985) [4].
1.4. Augustin-Louis Cauchy ‘ , q q
Mac dudinh ngha aia Nicole Oresmeédstuyen tinh co tl duoc hieu
nhu la Mot vi du dau tién & mot phuong trinh ham, n6 khondai dién
cho ndt diem khai dau cho ly thuyt ve phuong trinh ham. Cac éhdé
cia phrong trinh hamiugc danh diu mot cach chinh xac hon tir cdng
viéc cia Augustin-Louis Cauchy. M trong ntirng phrong trinh ham
noi tiéng ma ta hay @ la phrong trinh Cauchy coathg
f(x+y)=f(x)+ f(y), Ox% . (1.3)
Nghiém f:0 - O cia phwong trinh (1.3) c6 shg f(x)=ax.
Nghiém f:0 - O va ttda man thém 6t sd diéu kién phy nira
cing c6 dng  f (x) =ax. Phrong trinh (1.3) tréc d6 ciing da dugc
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va Legandre ngbignkhi tim ra
dinh Ii c ban cia hinh lvc xa anh va khi nghiéneu dinh luit Gauss
vé phan b xac xuit. G. Darbour @ng d& nghién Gu phrong trinh
(1.3) vachirang ch can f(x) haic lién tic tai mot diém, haic bi
chan trén (hac duai) trén not khoang du nho thi nghém acia phrong
trinh (1.3) ¥n 1a  f (x) =k x. Saudd cac nha toande condua ra
nhiéu han che nira, nhing viéc chi ra ham 6 khong lién tc va thoa
dieu kién (1.3) maideén nam 1905 ndi duoc thuc hién boi nha toan
hoc ngroi buc Georg Hamel (1877-1954)wvviéc dua ra | co so
Hamel @ia ép < thuc [ .
That bat ngo la mjt trong ntirng phuong trinh ham ¢ ban lai co lién
quan clat che dén nhi thac Newton [4]. o
Tu hang tke ky truéc Newton, cac nha toartda bet déen cong thirc
(1+#X)" =1+ C x+ G X+.+ G X'+ R (1.4)
ding wi moi  nO0  va Wi moi xO0 , trongd6 cac & hop C
duogc xacdinh tir tam giac Pascal wuroc tinh theo cong tit
Ci=n(n 1)(n-2)..{n |+J). (L5)

" !




1.5. Vic tinh toan
Nhitng ngroi doc biét mot 5 tinh toan co th ty hoi tai sao plrong
trinh ham Cauchy f (x + y) = f(X) + f(y) khdng tk dugc giii
quyét bang cach & dung phep éy Vi phan’?
Thay y = ¢, mdt hing 9, va Ay vi phanddi véi x, tadugc

f'(x+c)= f'(X
véi moi s thyc ¢. Suy ra f' 1a mdt ham Hing va dod6 f 1a mot
ham tugn tinh c6 dng f(x) =ax+ k. Day la not két qua dang.
Tuy nhién, ndt van dé I6n dit ra |1a ta phi gia dinh ang hamf ¢o the
|y vi phan. Mic du c6 ft nhiéu ngroi da sr dung gi dinh nay nl
mot diéu tit nhién, va ta&ching minh Kt qua nay. Ging c6 cac ham
s ma khdng codao ham & mot vai diém, ching han ham $
f(x)=|X cddao ham &i moi diém nhung khong &n tai dao ham &i
x = 0. Trong toan caoap, khong co gi a4 binh throng réu ta xét
cac ham & ma khéng cdlao ham &i bat ki gid ti x nao. Mot vi du
dién hinh chafiéu nay 1a ham&

1, khi xOO
(=05,
0, khi xOJ \[J

Ham $ nay khong liénc tai bat ky gia ti x nao. Vi dy, né ding
khong 6n tai dao ham #i bat ky gia ti ndo @a x. Ta thm chi con co
thé xay drng duoc cac ham &lién tuc nheng khdng cadao ham 4i
bat ky gia ti nao dax.

Piém co ich éa van dé nay la ching ta khéndgie loai bo cac
ham $ ma ta co th tu dong gi dinh rang ta c6 th lay vi phanddi vai
ham $ f(x). Chang ta cé i ddé cho ting cacdao ham én tai trong
phuong trinh ham #p theo. Tuy nhién, cacaiinh nhr vay néndugc
thuc hién it nhim loai bé ching Bu chang khong tic ar can thiét
cho viéc ching minh céac & qua.

1.6. Jean d'Alembert

Trong lich sr, Jean d'Alembert (1717-1788) thé dugc la tén bdi

cia Augustin-Louis Cauchy. Tuy nhién, trongnwé vé phuong trinh
ham, n6 co ¥ tu nhién lon khi xem xétdong goép da 6ng sau
Cauchy.
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Nam 1769, khi nghiénw dinh luat tong hop luc theo quy &c hinh
binh hanh, 6nga xét plxong trinh
g(x+y)+axy=2dyqy (@6
voi 0<sy< x<m/2. Phrong trinh (1.6) la bay ¢i dugc goi la
phuong trinh d’Alembert. Yéuau duoc dua ra la tim 4t ca cac ham
so g:0 - 0 théa man phong trinh (1.6).
O day, ching ta @ phai mot kho khin lon hon trong véc phan tich
tim loi giai so Wi phueong trinh Cauchy. Rlong trinh nay lam ta lién
tudng dén cac tinh cht caa ham 8 lugng giac. Xét cac hambduong
giacdon gian ta thly ham ¢ g(x) = as( ¥ théa mén nixng ham 6
g(x) =sin(x) thi ki khong thba. Cau bi dit ra 1a léu cé con cac
nghiém khac khéng? Va ngi ta da ch ra cac nglém dé cé ding
g(x) = bcosa
véi viéc chpn cac ing © a, b phu lp. Tuy nhién, thayx = y=0
vao phrong trinh (1.6) tadugc  g(0) = g*(0), suy ra g(0)=0
hoic g(0) =1 lan lugt tuong ung Wi truong hop b=0 va b=1.
Véi a lamot hing $ tly y, rtu  g(x) la mot nghigm bat ki cua
phuong trinh (1.6) thig(ax) ciing la mt nghigm.
Nhu vay, nghém bandau cé té mé rong thanh
g(x)=msax ; g(X=C
Nguoi ta lai tu hoi, ngoai cac ngldm trén thi co ngldém nao khéac
khéng? Cau # loi la c6. Nam 1821, Cauchydd gai dugc phrong
trinh ham trén §i diéu kien g(x) 1a ham liéndc vadugc nghém la
+ e ax

g(x)=0 ; g(X = msax ;g()):eaxT (1.7)

1.7. Charles Babbage

Mot dac tinh ma & hai phrong trinh ham Cauchy va d'Alembert's co
chung la trong plrong trinh ¢6 rat hai bén, ki hiéu 1a x va y. Lép
cac phrong trinh ham cha mdt bién $ da duoc nha toan bc ngroi
Anh Charles Babbage (1791-1871) nghién vadat dugc nhiu két
gua to lon. Nam 1815, trong én bao cao trinh bayuéc Hoi Hoang
Gia London (Royal Society of London) Charles Balsodd xay drng
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va nghién ¢u bai toan xadinh ham 8 f(x) théa méndiéu kién
FIx £(x), f(a(¥), f(a:(X), ... fa.(X)]=¢C (18)
trongdé F,a,, ..., a, la cac ham&cho tréc. Charles Babbagda
xét Mt O truong hyp dac biét cia cac hams F, a;(x). Truong
hop dau tién dugc xét dén 1a bai toan xadiinh #it ca cadc ham &
f(x) thoa man phong trinh f (x) = f|a(X)] (1.9)
véi a(x) laham 6 da cho.
Charles Babbagéé cH ra fing doi voi mot sd dang aia ham é f, o
phuong trinh ham (1.9) c6 écd vo $ nghiém. Ngoai ra, Bu f, la
mot nghém riéng @ia phrong trinh (1.9) thidt ca cac ham & co cang
f(x)=a] f,(X)] (1.10)

trongdd o 1a ham é tly y, ding thva méndicu kién (1.9). Tuy nhién,
d6 chra phii 1a tat ca cac nghém aia phrong trinh (1.9).
Chay ing ham 8 f(x) dugc goi la ham 6 dbi hop khi va chi khi
f=f" hay f(f(x))=x véimoei xOD,. Vidydon gian nhit vé
ham $ déi hopla X - X va x> X"
Ho nghiém tong quat éa phrong trinh (1.9) trong trong hop ' (x)
la hamddi hop 1a f (x) =7[ x a(X)] (1.12)
trongd6é 7(u, v) la ham 6 doi xing déi véi u, v tiy y. (C6 ngka
& 7(u, v) =7(v, u) véi moi (u,v)D D).
M¢ rong aia bai toan nay la tim ngim cia hai hgic nhiu hon hai
phuong trinh ham cung ldc, ahg han

f(x)=fla(x)], f(X)=fB(X] (1.13)
trongdé cac hamé& a(x), B(x) cho tuéc.
Charles Babbageiing d¢& nghién au phrong trinh hamdéi hop bic
n, dé la phrong trinh ham coahg

FIx £(x), (%), ... f"(X]=C (1.14)
trongdd, F 1a ham 8 cho tuge, f 1a ham 8 can tim, va

P2(x)= fLF(x)], f(x= [ (] ..
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Trong trong hop nay, F da bit, ta én tim it ca cac hamé& f sao
cho phrong trinh (1.14) tha man i moi s thuc x. Ching han, mot
nghiém f (x) cia phrong trinh f"(x) = x 1& mot nghiém Iap bac n
cua ham 8 dong nHit x — x. Trong tuong hyp riéng, ta nAn thiy
ring mbt nghém lap bic hai @ia ham 8 dong nhit 1a mot Iy thura.
Babbage chu yang, réu 7(u, v) 1a mjt ham & phan doi xung kat ki
cua u, v thi bat ki liiy thra nao éa f(x) déu théa mén phong
trinh 7| x, f(x)]=0 (1.15)

~ Sir dyng cach nh vay, Babbage nin thdy mot phuong phap co
thé tong quat cho cacubng hyp khac.
Néu f (x) la mot hamddi hop thi g(x) = ¢*{ f[ ¢(X) ]} (1.16)
cling € 1a hamddi hop véi bat ki song &nhg nao.

Bai tip 12 trong bao caaia Babbage yéuaa giai phuong trinh

f2(x) =a(x) (1.17)
véi a(x) la ham 6 bat ki cho tréc. Gi sir ta timduge nghém cia
phuong trinh c6 dng f (x) {,8[;0 ]}

Trongdoé £ 1a mot ham $ bat ki cho tirdc ma khéng phi [a hamdodi
hop trr khi a(x) = x va ¢(x) 1a& mpt song anhid dugc xacdinh.

Khi d6
a(x)= f2(x)

=0 {A[#(¥)]}
biéu nay suy ra ¢(x) la mot nghém caa phrong trinh ham
da(x)]=Fle(x] @18
Loai phuong trinh nayduoc goi la phieong trinh lién lp.
1.8. Cac cdc thi toan va gii tri toan hec ,
Chu d€ vé phuong trinh ham @ng throng dugc tim thiy trong cac
cuoc thi toan @ng nhr trong cac cado trong géi tri Toan fc.
Vi du 1.6.(Cusc thi Putnamdn thiz 4, bai tip B14(i)) Hay ch ra cac
nghiém f(t) cua phmng trinh

f(x+y) f(x=y) = f(R] +[ (9] -2
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(x va y lacac 6 thyc) sao chof "(t) = £ f(t), v6i m= 0 la mot
hang $. Ta gi s rang dao ham ép hai ¢ia ham 8 ton tai va lién uc.
Vi du 1.7. (Cugc thi Putnam dn th? 7, bai toan A2) Cho ham &
f:0 -0 lién wc va tha man plhong trinh sau & moi sb thuc

X, V: f(\/x2+y2) = f(x) f(y). Ching minh éng: f (x) = (1 ]
Vi duz 1.8. (Cwc thi Olympic toan gec ¢ ndm 1972, cau i sé 5).
Cho f, g la hai ham thc xac dinh wi moi x, yOO , théa man
phuong trinh f (x + y) + f(x— y)=2f(X d (1.21)
v6i moi X, y. Ching minh éng, réu f #0 varéu |f(x) <1, Ox
thi |g(y)|<1, 0.
Cac plwong trinh ham (1.21) va (1.6) lautmg hop dac biet cua
phuong trinh ham coahg Hng quat

f(x+y)+ f(x-yY=dXHYy (122 ’
Nhitng phrong trinh lai nay da dugc cac nha toande ap ding tr the
ki thir XVII. ,

Nhieu phrong trinh ham lién quaden phép &p can bac hai c6
guan k& mat thict dén phép &p dé quy. Ching han ta xét plrong trinh
ham sau

fLf(x)]=x+ f(x) (1.24)
Bit dau wvoi gia ti x bat ki, ta xay dng day §

x), f[ f(x)],... bat f lagiatithe i cua day §, ta thy f,
thoa man phég¢ quy f., = f + f_; (1.25)

Pac biét, day $ Fibonacci bi tiéng

f,=1 f,=1, f,=2, f,=3, f.=5, f,= 8, f,= 13,..
thoa man cong tinc dé quy trén. Tuy nhién cac dag &hac thha man
(1.25) c6 tié chon bang cach cheu thé f, va f,.
Nguoi ta dd chrng minhdugc dang ©Hng quéat nglim ocia (1.25) 1a

‘ (1_2@) . b[l_fj (1.26)
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véi cac hling $ a, b dugc chon ndiu nhiéndé xacdinh cac gia irban
dau f, va f,. Ching han ta c6 cong tic Binet cho day & Fibonacci

3 . 1
bang cach chn a:E, b:_ﬁ'
Cong @=itV5 (1.27)
duoc goi la ti & vang, va ta nin duoc nhr 1a giéi han oia ti 1é cua
cac $ hang lién tép oia day é Fibonacci. Khi & = \/52 LTS

cong thic cho f, c6 the dugc viétla f, =a ®' + b(-d)".

T (1.26) ta co th thiy mot nghiém caa (1.25), va ngayap tic
ta cé f(x)=®x la mjt nghigm cua phrong trinh ham. Tuy nhién
nghiém nay khong duy rt. Mot nghém khac co dng
f (x) = -®™ x. Van dé la liéu con cac ngkim khac rira hay khong?

1.9. Mot dong gopciia Ramanujan
Ly thuyét cac @n long nhau c6 quanéhmat thiét véi ly thuyét vé dé
quy. Dodé s ching c6 gi 1a Bt ngd khi thiy ring cac bai toanavly
thuyét cac @an 1ong nhaudugc nghién ¢u bang cach & dung he
phuong phap ¢a phrong trinh ham. Trong clong nay ta & xem not
vi du noi tiéng aia Ramanujan. Bai toan lién qudén cin long nhau
déi khi cling xut hién trong cacdp chi toan hc hay céc ki thi toan.
Nhu céi tén @a nd ding noi 1én ing cin 1ong nhau la it biéu
thirc ma trongdd mot cin bac hai $ chira trong né mt hay nhéu cac
can bac hai khac. Mt trong nhiing béu thic noi tiéng ntt trong $
d6 phai ké toi cong thic cia Fracois Viéte

2 2 2 2

=2 < . (1.31)
132 242 J2+2+2

2=\/2+\/2+\/2+\/ 2t . (1.32)

Y tuong nay x@t phat &r Ramannujan, 6t nha toan bc huyén thaai
nguoi An Bo. Nam 1911, Ramanujadua ra bai toan tinh giaitcua
biéu thac
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\/1+ 2\/1+ 3/ 1+ 4/ .. (1.33)

Bay gi ta € tong quat hoa cong tic (1.33) thanh bai toan hay tinh

f(x) =\/1+x\/1+(x+J)JT. (1.34)
D& thay sau khi binh piong hai \é, ta thuduoc phrong trinh ham
[f(X)] =1+ x f(x+1) (1.35)

Kiém traduoc f(x)=x+1 la mt nghiém cua phrong trinh nay. Ta
khong ntiing thuduoc két qua ciia bai todn (1.34) ma con céethay
dung duoc nheu cbng thirc khac. Trong tr, tr cong thic aia
Ramanujan

X+ n+ az\/ax+(n+ 3" + {/4 * h+( m )az+( X \Vll_) (1.36)
ta thuduoc phrong trinh ham

(£ ()] = ax+ (m 4+ x i 1

f(x)=x+n+ a[4].

co nghém la
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Chwong 2 - KIEN THUC CO BAN

2.1. Cac khai ném co ban
2.1.1. Giii phwong trinh ham

Giai phuong trinh ham 1& xacdinh ham 8 chua bét trong phrong
trinhham da cho.
2.1.2. Ham 6 chdn va ham 6 1é

Ham & chin: Ham & f (x) duoc goi 1a ham 6 chén trénM  voi
M OD(f) (D(f) 1atp xacdinh axa ham 6 f (x)) néu:
IXOM = -xUOM
f(-x)=f(x),0x0M
Ham & [é: Ham f (X) dugc goi Ia ham é lé trénM,M O D( f )néu:
IXOM = -xOM
f(-x)=-f(x),0x0M
2.1.3. Ham 8 déng bién va ham 8 nghich bién
Ham & dong bén: Ham o y= f(x) dugc goi la dong bén trén
khoang (a,b), néu voi moi diém x, va x, thujc khaing (a,b) ma
x <% thi f(x)<f(x).
Ham $ nghich bén: Ham $ y= f(x) duoc goi la ham 6 nghch
bién trén khang (a,b) néu vsi moi diém x va x, thupc khaing
(a,b) ma x, <x, thi f(x)>f(x).

2.1.4. Ham 8 lién tuc
binh nghia ham 8 lién tuc

Gia st ham ¢ y= f(x) dugc xacdinh trong ndt 1an dén cua diem
X=x. Ta n6i ing ham & f(x) lién wc tai diem x=x neu
lim f (x) = (%)

X-%
- Néu dang thirc trén khong &y ra thi ta néiang ham & f (x) gian
doan tai diém x = x,.
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- Néu ham 6 y= f(x) lién tuc tai moi diém thwc khoang (a, b)
thi ta ndi ang ham 6 f (x) lién tuc trénkhoang do.

- Néu ham 6 y= f(x) lién tuc tai moi diém thwc khoang (a, b)
va lién tuc phai tai a, liéntyc trai tai b thi ta n6i &ang ham & f (x)
lién tuc tréndoan [a,b].

Pinh ly Bolzano — Cauchy thnhit
Néu ham 8 y= f(x) lién c tréndoan [a,b] va f (a).f(b) <0 thi
ton tai it nhat mot diem cO(a,b) sao chof (c) =0.

2.1.5. Pgo ham agia ham $
Cho ham & f(x) xac dinh trong lan én cia Xx,. Ta néi ham &
f (% +8x) - f(x%)

AX
hiru han; Gioi han nayduoc ki hiéu 1a f '(x,) vaduoc goi 1a dao ham

cua ham 8 f (x) tai diem x,.

f (x) kha vi tai x, khi va ch khi lim ton tai va
Ax-0

2.1.6. Ham tdn hoanva phan tuan hoan céng tinh
Ham tuin hoan éng tinh:Ham $ f (x) dugc goi [a ham tén hoan
cong tinh chu k a(a>0) tren M néu M OD(f), (D(f) latp hop
xacdinh aia ham 8 f (x)) va
XOM = x+allM
{f(x+a): f(x),0x0 M
Cho f (x) la ham tdn hoan trénM. Khi d6 T(T >0) duoc gi la chu
ky co s cua f(x) néu f(x) tuan hoan i chu ky T ma khong tan
hoan \6i bat cir chu k nao bé bn T.
Ham phin tuan hoan éng tinh:Ham $ f (x) dugc goi 1a ham plan
tuan hoan chu k b(b>0) tréen M OD(f) (D(f) la &p xacdinh
cua ham 6 f (x)) va
[(IXOM = x+ bl M
{f (x+b)=-f(x),0x0 M
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Néu f (x) Ia ham tdn hoan chuk b trén M ma khong la ham gh
tuan hoan i bat ky chu k§ ndo bé hn b trén M thi b duoc goi la
chu ky co s3 cuaa ham phin tuan hoan f (x) trén M.
2.1.7. Ham t@n hoan va plin tuan hoan nhan tinh
Ham tuin hoan nhan tinfdam $ f (x) dugc goi la ham tédn hoan
nhan tinh chuya(aD{O,l,—}) trenM néu M OD(f); D(f) Ia
tap xacdinh diaham 8 f (x) va
OxOM = a™xdO M
{f (ax) = f (x),OxO M
Ham phan tuan hoan nhan tintdam $ f (x) dugc goi 1a hamphan
tuan hoan nhan tinh chuyka(a0{0,1-}) tréenM néu M OD(f)
(v6i D(f) latp xacdinh ciaham 6 f(x)) va
OxOM = a™xO M
{f (ax)=—-f (x),0xOM

2.1.8. Pdc trung ham aia mpt 6 ham & so cip
Trong phin nay $ dua ra nling diac trung ham éa mdt sb ham $ so
cap duoc xét trong chong trinh pté théng. NIy cacdac trung ham
nay ma ta cé thdu doandap $ caa mt sd bai toan plrong trinh ham
cling nhr cé tré sang tac ra badp twong ttng Wi cacdac trung do.
Céac ham & dugc noidén trong plan nay 1a nikng ham 8 lién tuc trén
toan fip xacdinh. Néu ham $ théa man cadic trung hamda cho ma
khong lién tc haic dugc xacdinh trén cacap roi rac thi béu thac
ham c6 tk hoan toan khac.

2.1.9. Mjt s ki thudt cor ban khi gidi bai toan phreng trinh ham
Khéng cé nling dinh Ii ding nhr cac thdt toan chungié giai phuong
trinh ham tong tr nhu thuit todn gai phuong trinhdai sb bac hai.
Tuy nhién, ta & dua ra ndt vai K thuat co ban trong khi gai cac bai
toan \& phuong trinh ham.
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K7 thugt 1. Tim cac nghlim riéngdon gian nhu ham ting, ham Ac
nhat, da thic,... Dya vao cac nghim riéng, ching tasshiéu biét hon
vé ham @n tim va co6 th cd dugc hudng gii phuong trinh hamia cho
Ki thwit 2. Tinh cac gia fir dac biét cia  f(x) nhu
£(0), f(21),1(2,... Do khi, réu f(0) haic f (1) khong tinh
duoc, ta cé th dit chang ing cac cir (tham $).

K7 thugt 3. Nghién aru céc tinh cht dac biét caa ham én tim nhr don
anh, toan anh, song anhaohlé, tuin hoandon diéu, lién uc, du, ...
K7 thugt 4. Khai thac tinhddi xang trong plrong trinh hamia cho.
Chu y.Loi giai caa bai toan di phuong trinh ham thong dugc bit
dau bing ménh dé “Gia str ton tai ham $ f (x) théa man cac yéuaa
bai ra”. Khi timduoc biéu thaic caa ham 8 nghiém, ta pli kiém tra
vao phrong trinhda cho 6i méi duoc két luan nghém.

2.2. Mot sb bai toan co ban

2.3. Mot sb phwong phap ghi phwong trinh ham
2.3.1. Plwong phap tt# bién
2.3.2. Plwong phap I# s bit dinh
2.3.3. Plwong phap & dung tinh chit nghiém cia mjt da thiec
2.3.4. Plwong phap & dung sai phan
2.3.5. Plwong phapdéi bién
2.3.6. Plwong phap tim nghém riéng
2.3.7. Phwong phap giii bang cach lip phwong trinh
2.3.8. Plwrong phap chuyn qua gii hgn
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Chwong 3 - PHUONG TRINH HAM V OI M QT BIEN SO
3.1. Givi thiéu
Trong chrong nay, ching ta xét cacyng trinh ham rét bién. Tada
lam quen cac pong trinh nay trong atong 1, trong phn cla
Charles Babbage. @hng nay ta & nghién ¢u chi tiét hon vé mot s
bai toan va phuong phap giai don gian cua loai bai nay. Bit dau hing
viéc xét ndt ky thuat rat hiru ichdugc goi 1a tuyén tinh, phrong phap
ma Babbageisdung cho torong hyp nghém kép. Saui6 ta € xem
xét mot sH vi du vé phuong trinh lién lop ma ding phét sinhit viéc
tuyén tinh ham.
3.2. Tuyén tinh hoa
K¢ thuat tuyén tinh héathuong duoc sr dung dé bién mot sd phuong
trinh ham plic tap trd néndon gian va & giai hon.
Pé tuyén tinh héa rat phuong trinh ta thay Bt ham f bai mot ham
F, sao cho

p(Flo(x)])= (X (3.6)

Trongdé cac ham& p va @ dugc chpn tly vao § tuyén tinhdbi véi
ting phrong trinh @ thé. Tuy nhién, khong ph phuong trinh nao ta
ciing co ti¢ de dangdon gian bang ky thuat tuyen tinh hoa ngayuoc
ma ta @n bien doi hoac phai qua vai lrdc dat.

3.3. M@t sb hg phwong trinh ham co' ban ,

Mot trong nhrrng phmng trinh ham it bién don gian nhat la phrong
trinh c6 dng f (x) = f{a(x)] (3.17)

véi moi so thuc x va a: - 0 cho twée, f(x) [aham én tim.

Néu khéng co di thiét f |a ham 8 lién tuc thi ta & dang suy
ra hp nghiém cia phrong trinh trén. Twdc hét, ta viet

a'(x)=a(x) va a™(x)=ala"(x)] (3.18)
véi n=1,2,..Dé cho thdn loi, ta dinh ngha a° 1a ham & xac dinh
boi @°(x)=x. Ta @i day $
a(x),a’(x),a’(x),... (3.19)
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la chu trinhcua x. Ap dung lién tép dang thic (3.17) n lan tadugc
f(x)=fla"(¥)] (3.20)

khi d6, ham 6 f la mdt hing $ trén chu trinh @a Xx.

Ta noi hai 8 thuc x vay twongduong Wi nhau trong phépip
cia ham 8 a néu 1n tai hai $ nguy@n n,m= 0 sao cho

a"(x)=a"(y)

va ki hgu lax0, y. Dé dang kém traduoc [, xacdinh mpt quan 1§
twong duong trénl] .

Vé6i moi so thuc x, ta xacdinh #ip A, (X) la éip cac 8 thuc y
saochoyll, x. bola: A, (x)={yO R yI, %.
Tap A, (x) 1a lop trong duong theo quanétuong duong [, va con
thuong dugc goi 1a “qup dao” cua a. Theo (3.20) ta fty ring ham
so f la mot hing 9 trén ndi quy dao aila . Nhu vay, nghém aia
phuong trinh ham (3.17) 1af (x)=g| A (X |, trongdé g la ham
nhan gia ti thuc, xacdinh trén fp cac g dao.
Néu f 1a ham liénwc trén 0 thi theong phrong trinh (3.17) c6
nghiém la mt hang $ f =C.
Nhan xét ing reu x, =lima"(x) va a(x) la ham 6 lién tuc thi x,
la diem o6 dinh aia a(x).
biéu ngroc lai khdngding. Sr ton tai diém o dinh axa a(x) chua
chic din dén sr hoi tu caa day a” (x) [4].
Baodong @ia mdi quy dao A, (X) cua a(x) 1a tp gom cac $ thuc
x O [ sao chodn tai cac day(x,) ma lim x, = x.

Néu f la ham liéndc va thha man plong trinh (3.17) thif khéng
nhitng la ndt hang $ trén qy dao A, (X) cua mbi gia ti x ma con
la mot hang < trén baadéng @ia mbi quy dao nay. Tir d6 suy ra iing,
néu f la ham lién dc va tlha man phong trinh (3.17) va & moi
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x,y O, baodong @ia A,(x) vaA,(y) codiém chung thif Ia
mot hang $ véi moi x O [ .

3.4. Mot sb dang dic biét cia phwong trinh lién hop

Phrong trinh fa(x)]|=s f(x) (3.24)

dugc goi la phrong trinh Schroder. Trongd  a(x) |a hamda cho,
ta céin tim cac hamf va $ thuc s#1 thoa man phong trinh (3.24).
Mot loai phuong trinh ngroc cia phrong trinh Schroder 1a plong

trinh cé dng g(sX)=a| o 3| (3.25)
Phrong trinh (3.25 uoc goi la phaong trinh Poincare.
Plrong trinh fa(x)]= f(x)+a (3.26)

duoc goi la phrong trinh Abel. % thyc a#z0 cho tude haic duoc
xacdinh cung wi ham o f.

Phuong trinh f[a(x)]=[ f(x)]" (3.27)
voi p#1 duoc goi la pheong trinh Bottcher. \$i phuong trinh nay ta
can luu y ham f (x) phai khéng am.
Mot loai phuong trinhdang chu y khac la la plng trinh giao hoan
coding fa(x)]|=al f(x)] (3.28)

T4t ca cac plrong trinh ma ta xéb trén 1a toong hop dic bét
cuaa mot ho cac plrong trinh ma ta g la phuong trinh lién lop:

fla(x)]=8] f(x)] (3.29)
véi viéc chon cac hamé& a va S phi hop.
Vidu:  Khi B(x)=sxta cé plxong trinh Schroder.
Khi a(x)=sxta cé plwong trinh poincaré.
Khi B(x)=x+ ata cé plrong trinh Abel.
Khi B(x)=x" ta c6 plwong trinh Bottcher.
Khi a = ta co plrong trinh giao hoan.



21

Khong tré giai cac phrong trinh lién kyp mbt cach dng quat ma tass
tim cach gii mot vai truong hop dac biét cia phrong trinh lai nay.
3.5. Tim phrong phap gai cho phwong trinh lién hep

3.5.1. Thuit toan Koening tim nghdm pherong trinh Schroder
Trugc et can chi y Bng reu f (x) 1a mot nghigm bat ki cia phrong
trinh Schroderf [ a(x)]=s f(X), thi bit ki boi so nao a@a f(x)
cling la nghé¢m.
Néu chu trinh éa a biéu dién xap xi nhu mot day hinh hoc thi co ti
tim dugc nghém cia phrong trinh. Chu trinha” (x) dugc goi 1a mét
xdap xi hinh hoc néu ton tai moét 6 sO(0,1) sao choLi[r;aS—g]X)

ton tai, hitu han va khac khéng. Trongusng hop nay, ta néiang chu
trinh c6 & 6 s.

Trén mén xacdinh aja gid ti x ma chu trinhcia x 1 mot
nghiém xap xi hinh hoc woi hé 6 s khong phlu thuoc vao x, mot

. . . a"(x
nghiém aia phrong trinh Schoroder (3.24) Ia(x) = Im#

nee g
Ta c6 the d€ dang kém tra dieu nay king cach thay trc tiep vao
phuong trinh Schroder. C6 &hong quat cach gi nay.
3.5.2. Thuit toan Lévy g#i phuwrong trinh Abel
Truong hop dac biét cia phrong trinh Abel khia =1, khi doé ta cé
fla(x)]=f(x)+1

Chua y &ing, réu f(x) 1a mot nghiém bat ki cia phrong trinh Abel
(3.26) thi f (x) +c cling la nghém voi ¢ 1a mjt hang $ bat ki.

Néeu ham 8 a(x) 1a mot xap xi hinh hoc, khi d6 & dang
chuyén phrong trinh Abel thanh plong trinh Schrodeva tim duoc
nghiém chinh ciiané. Hodc ta co ti thay rang, hama (x) co tre thay
bang hamx — x+ a. Tuy nhién, gi Sir ton tai Mot O X, Sao cho
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' an+1()%)_an()g)_
lim )= (4 =1 (3.34)

véi moi x. Khi do, réu gioi han

f (x)=lim Z:fl?z)__a;n((‘;()) (3.35)

ton tai, N6 £ la 1 nghém cua phrong trinh Abel f [ a(x) ] = f(x)+1.

3.5.3. Mt thugt toan giii phwong trinh Bottcher
Néu f (x) la mot nghiém bat ki ciia phrong trinh Bottcher thi hants
[f(x)]" ding la nghtm. Phrong trinh Bottcher c6 thla mot cach tr
nhién cho \éc trinh bay mt cach c6 B thong mdt phuong trinh tugn
tinh khi ham 8 a(x) xap xi mot ham tiy thira.

Mot nghiém cia phrong trinh Bottchetuoc tim ra Bu gigi han
f(x)=lim[a"(x]"  (3.36)

ton tai. Ta co tke kiém tra Bing cach th vao phrong trinh (3.27).

3.5.4. Plwong phap giii phwong trinh giao hoan
Dé thay rang ham 6 f_(x)=a"(x) théa mén plrong trinh giao hoan

fla(x)]=al f(x)]
véi n=0,12,... Tuy nhién, c6 th c6 nhéu nghem khac ira. Mot
trong nhing cach tong dungdé giai phuong trinh giao hoan |dua
vé phuong trinh Schroder, Abel ko Bottcher.
NGi tom ki, néu f 1a mit nghém cia phrong trinh lién lop
fla(x)]=B[ f(x)] thi ta c6 ti tim nghém cia phrong trinh giao
hoan f[a(x)]=a[ f(x)] bing cach ns rong ham g.

3.6. Tong quat héa phrong trinh Abel va phwong trinh Schroder
Trong pHin nay ta xem xét wong hpp ©Bng quat éa phrong trinh
Abel va phrong trinh Schroder, riimg tnrong hop khéng lién quan
dén phrong trinh lién lp.
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Phrong trinh f [ a(x) | = f (x)+ h( ¥ (3.40)
voi h(x) 1a mot ham cho tréc, la trong hyp tong quat éa phrong
trinh Abel. Gbng nhr phurong trinh Abel, ta c6 ththém vao it
hang $ bat ki trong it k‘[ nghém nao da phrong trinhq’é dugc mot
nghiém khac. Ta co thkiém traduoc, v6i moi x,, ham $

f(x) =§:‘;{ Wa"(%)]-Ha"(¥]}  (341)

la 1 nghém acia phrong trinh ndy ¥i diéu kién tong vé han trén i tu
Phrong trinh [ a(x)]=g(x) f(¥ (3.44)

voi g(x) la ham 8 cho tudéce, la trong hop tong quat éa phrong

trinh Schroder. Ta co6 &rkiém tra Wi bat ki x, nao,

() aln
f(x)= ”{g[ n(%)]} (3.45)
NEGE)
la mot nghiém aia phrong trinh \6i diéu kién tich vo fan trén i tu.
3.7. Céc tinh clat ciia cAc nghém l3p ,
Trong plﬁr] nay, ta lai van dé cac nghim lap cia mdt ham 3 ma
Babbagede cip den trong clvong 1. Ta 8 nghién ¢u mot so tinh
chat chung @a khai ngm cac nghim lap va xem lam saoud vao
phuong trinh lién lyp cia Abel va Schroder c6 éhlim ngayduoc cac
ngheém Iap. q ,
bau tién tadiém so lai mot s6 dinh nghia @ ban. Cho turée ham
so h(x). Bat ki nghém f(x) nao @a phrong trinh
f[ f(x)]=h(x (3.50)
dugc goi la nghém lip cica ham 6 h(x).
binh ngha
fi(x)=f(x) va f™(x)=f[f"(x)]  (3.51)
voi n=1. Ta i mot nghém acia phrong trinh
f"(x)=h(x (3.52)
la mot nghiém lap bic n coa ham 8 h(x). Truong hop h(x) = x
véoi moi X ta noéi plrong trinh (3.52) la plong trinh Babbage. Khi
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f la mot nghém aia phrong trinh Babbage&r n=2 thitanoi f la
mot iy thira. q q

N6i chung, pirong trinh ham (3.52) co &vo nghém, co tte co
nghiém duy nhit haic ding co tle c6 vé  nghiém tuy theo dng aia
ham ¢ h(x) cing nhr theo &ip gia ti ciadoi sO x ma tréndd xac
dinh ham & f (x) can tim.
pinh 1i 3.8 Cho ham&lién uc h la mt song anh
1. Gia sir n 1a $ chian va tn tai cap $ thuc X, y sao chox < y nhung
h(x) > h('y) thi khdng én tai nghiém Iap bac n lién tuc caa h.
2.Gasr n laslévaf langhem lap bic n lién wc cia h thih
cling phai lién tuc va co cung tindon diéu voi f .
C6 nhiu cach tim ngléim Iip cia mbt ham $ da cho. Ching han
1. Neu  g(X) 1a nghém song anh i@ phrong trinh ham Abel
gl h(X)]= o( ¥ +1 dbi véi ham $ h(x) da cho thi hamé

f(x)= g'{g( x)+ﬂ (3.55)

la ngh&m Iap bac n cia h(x).
2. Neu g(x) la nghém song anh i@ phrong trinh ham Schoroder
gl h(X)]=sd ¥, (s#1) déivéi ham $ h(x) da cho thi hamd
f(x)=g? "o ¥] (3.56)
la nghém Igp bac n coa ham 6 h(x).
3. Co6 tie tim nghém Igp bac n ciia h(x) bang cachdy f hai ¢ cia
phuong trinh f"(x) = h(x) taduoc
([n(9]= 1[ (9]= [ (4]={ (4] @57
Phrong trinh (3.57) chinh la plong trinh giao hoan téa xété trén.

Cach lam nir vy con co tik &4p ding cho tedong hyp hai hay nhiu
ham & khac nhau.

3.8. Phrong trinh ham va ly thuyét cac ¢in long nhau
Chung ta quay & lai van d€ cac én long nhauduoc dé xuat boi
Rumanujanda trinh bay trong alongl. Hay tinh
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2

\/1+ 2\/1+ 31+ 4/ ... (3.62)

Ta ng quéat hoa bai nayabg cach tinh
f(x) =1+ 31+ (x+ D (3.63)

Binh phrong hai ¢ , ta thy f (x) phai théa mén plrong trinh

[f(x)] =1+ x f(x+1) (3.64)
véi f(x)=0. Chox=0 tadugc f(0)=1. Tuy nhién ta khong th
tinh f (1) trong tr nhu vay.
Phrong trinh nay khdng gng bit ki phrong trinh nao tréc day. Lam
thé naodé tim ra nghém va lam sao ta co éhbat ki nghEém nao ma ta
tim ra thiding yéu é&u bai toan? Ta co édu doan nghém va thr. Ta
tim mot da thic f (x) dé giai bai nay. Nu f (x) 1a mjt da thirc bac n
thi vé trai aia phrong trinh trén 1a it da thrc c6 ic 2n va \ phai
cua phrong trinh la ndt da thrc co kic n+1. Vi vay, da thrc ta én
tim phai cé bic mot. Cho f (x) =ax+b tacé

(ax+b)" =1+ x ax+r a+ )  (3.65)

hoac
a®x’+(2ab) x+ f= axX+( a h x1  (3.66)
Néu phrong trinh nayding Wi moi x  thi k¢ 6 twong ing aia mbi
vé cta phrong trinh pli bang nhau. Trdé suyra a=1 va b=1.
Vivay f(x)=x+1 la mt nghiém. Nhung né cé tiba phrong
trinh bandau hay khéng? irc |a

x+1=\/1+ X1+ (x+ V.. (3.67)

codung hay khong?
Ta co tlie ching minhdiéu nay ladung.
3.9. Bai fip
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KET LUAN

Luan van “Phuong trinh ham véi mét bién £” da dat duoc cac két qua
sau:

1. Ludn van da trinh bay mot cach khai quat lich sr phat trién cua
phuong trinhham noi riéng trong & phat trien chungetaa Toan hoc.

2. Luan van ciing da néu 1én nit s5 khai niém lién quandén cac bai
toan vé phuong trinh ham; Néu nét sb ki thuat giai phuong trinh ham
va mot s bai toan a ban cung Wi cach phantich dé bai dé tim 1oi
gial.

3. Luan van trinh bay mot s phuong phap thuong dung trong véc
giai bai toan phrong trinh ham, tr d6 ¢ thé giup sang tac racac bai
tap giali phuong trinh ham khac.

4. Luan van da trinh bay mét vai phuong phap va ki thuat giai quyét
cac bai toan phrong trinh ham mot bién co ban nhr: phuong trinh
ham Schroder, plrong trinh ham Poincaré, phrong trinh ham Abel,
phuong trinnham Bottcher hay plongtrinhham giaohoan.

5. Ngoai ra luan van con gioi thiéu mot sd bai toan trongcac ki thi
todn quobc gia, quc t¢ cung Wi hudéng cin giai.

Tuy nhién, do khuén Khcaa mpt luan van thac si, van con nhéu van
dé ma tac gia chua nghién @u.



