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Chương 1 

PHẦN TỔNG QUAN 
 

 Sự tồn tại và duy nhất nghiệm trong nhiều bài toán về phương trình sóng tuyến 

tính là đề tài được quan tâm bởi nhiều tác giả, chẳng hạn như trong [1,2, 5 – 12] và các 

tài liệu tham khảo trong đó. Trong luận văn này, chúng tôi khảo sát phương trình sóng 

tuyến tính mô tả dao động của thanh đàn hồi nhớt liên kết với điều kiện biên hỗn hợp 

sau đây. 

Tìm hàm cặp hàm ( , )u P  thoả phương trình sóng tuyến tính với điều kiện biên hỗn hợp 

có dạng 

 ( ) ( , ),  0 1,  0 ,
tt xx t
u t u Ku u f x t x t Tμ λ− + + = < < < <  (1.1) 

với điều kiện biên 

 (1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),
x

u t t u t P tμ= =  (1.2) 

và điều kiện đầu 

 
0 1

( , 0) ( ),  ( , 0) ( ),
t

u x u x u x u x= =  (1.3) 

trong đó ( )P t  chưa biết và các giá trị biên (0, )u t  và (0, )
t
u t  liên hệ bởi 

 
1 1

0

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,
t

t
P t g t K t u t t u t k t s u s dsλ= + + − −∫  (1.4) 

trong đó 0, 0K λ> >  là các hằng số cho trước; 
0 1

, , ,f u uμ  
1 1

, , ,g K kλ  là các hàm 

cho trước thoả các điều kiện sẽ đặt ra sau.  

 Bài toán (1.1) – (1.4) và các dạng tương tự với các điều kiện biên khác nhau đã 

được quan tâm nghiên cứu bởi nhiều tác giả (xem [1,2, 5 – 12]) và các tài liệu tham 

khảo trong đó.  

 Trong trường hợp ( ) 1,tμ ≡  các tác giả Nguyễn Thúc An và Nguyễn Đình Triều 

[1] đã xét bài toán (1.1), (1.3), với 

  ( , ) 0,f x t =  
0 1

0,u u= =  (1.5) 

trong đó điều kiện biên (1.2) được thay thế bởi 

  (0, ) ( ), (1, ) 0
x
u t P t u t= = , (1.6) 
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với 
1
K  là hằng số không âm và 

1
( ) 0.tλ ≡  

 Trong trường hợp này, bài toán (1.1), (1.3), (1.5), (1.6) mô tả dao động của một 

vật rắn và một thanh đàn hồi nhớt tựa trên nền cứng. 

 Trong [2], Bergounioux, Long, Đinh đã nghiên cứu bài toán (1.1) – (1.4), với 

  ( ) 1,tμ ≡  (1.7) 

trong đó điều kiện biên (1.2) được thay thế bởi 

  
1 1

(0, ) ( ),

(1, ) (1, ) (1, ),

x

x t

u t P t

u t u t K u tλ

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪− = +⎪⎪⎩

 (1.8) 

với các hằng số cho trước 
1 1

0, 0.Kλ > ≥   

 Trong [5], Nguyễn Thành Long, Lê Văn Út và Nguyễn Thị Thảo Trúc đã nghiên 

cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm cũng như tính chính quy, tính ổn định và khai triển 

tiệm cận nghiệm theo hai tham số bé ,K λ  của bài toán 

 ( ) ( , ),   0 1,   0 ,
tt xx t
u t u Ku u f x t x t Tμ λ− + + = < < < <  (1.9) 

với điều kiện biên 

 
1 1

0

(0, ) 0

( ) (1, ) ( ) (1, ) ( ) (1, ) ( ) ( ) (1, ) ,
t

x t

u t

t u t K t u t t u t g t k t s u s dsμ λ

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎨⎪− = + − − −⎪⎪⎪⎩
∫

    (1.10) 

và điều kiện đầu 

 
0 1

( , 0) ( ),   ( , 0) ( ),
t

u x u x u x u x= =  (1.11) 

trong đó ,K λ  là các hằng số, và 
1 1 0 1

, , , , , , ,f K g k u uμ λ  là các hàm cho trước. 

Nội dung của luận văn bao gồm các chương sau: 

Chương 1. Nêu tổng quan về bài toán khảo sát trong luận văn và điểm qua các kết quả 

đã có trước đó, đồng thời nêu bố cục luận văn. 

Chương 2. Trình bày một số kết quả chuẩn bị bao gồm việc nhắc lại một số không 

gian hàm, một số kết quả về phép nhúng liên tục và phép nhúng compact giữa các 

không gian hàm. 
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Chương 3. Bằng phương pháp xấp xỉ Galerkin liên hệ với các đánh giá tiên nghiệm, 

phương pháp compact yếu và phương pháp toán tử đơn điệu, chúng tôi chứng minh bài 

toán (1.1) – (1.4) tồn tại và duy nhất nghiệm yếu. 

Chương 4. Với các giả thiết tăng thêm chúng tôi khảo sát tính trơn của nghiệm yếu bài 

toán (1.1) – (1.4), nghĩa là dữ kiện đầu vào tăng lên thì nghiệm yếu thu được cũng tăng 

tính trơn lên. 

Chương 5. Chúng tôi khảo sát tính ổn định của nghiệm yếu phụ thuộc vào dữ kiện đầu 

vào của bài toán, tức là chúng tôi chỉ ra sự phụ thuộc liên tục của nghiệm yếu vào dữ 

kiện đầu vào của bài toán. 

Chương 6. Trong chương này nghiên cứu bài toán nhiễu theo ba tham số bé 

1
( , , )K Kλ  

 
0 1

1 0

( ) ( , ), 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) .

tt xx t

x

t

t

u t u Ku u f x t x t T

u t t u t P t

u x u x u x u x

P t g t Ku t t u t k t s u s ds

μ λ

μ

λ

⎧⎪ − = − − + < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎩ ∫

 ( )Q
ε

 

trong đó các tham số 
0 1 1

( , , , , , , )u u f g kμ λ  cho trước. Chúng tôi thu được các kết quả 

sau: 

a/ Dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu ( , )u P
ε ε

 của bài toán ( )Q
ε

 khi 
1

( , , )K Kλ  

(0 , 0 , 0 ).
+ + +

→  

b/ Khai triển tiệm cận của nghiệm yếu ( , )u P
ε ε

 của bài toán ( )Q
ε

 theo ba tham số bé 

1
, , .K Kλ  có nghĩa là có thể xấp xỉ nghiệm ( , )u P

ε ε
 bởi một đa thức theo ba biến 

1
, , .K Kλ  

| | | |

, ,
N N

u u P Pγ γ
ε γ ε γ

γ γ

ε ε
≤ ≤

≈ ≈∑ ∑  

theo nghĩa cần phải chỉ ra các hàm (uγ ,Pγ ) và thiết lập đánh giá 
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* *
| | | |

* 1
*

| |

|| || || (0, ) (0, ) ||

|| || || || ,

N N

N
N

N

u u u u

P P C

γ γ
γ γ

γ γ

γ
γ

γ

ε ε

ε ε

≤ ≤

+

≤

′ ′− + ⋅ − ⋅

+ − ≤

∑ ∑

∑
 

theo một chuẩn thích hợp *|| ||⋅ , với các tham số dương 3
1

( , , )K Kλ +∈  đủ bé và hằng 

số *
N
C  độc lập đối với các tham số bé này.  

 Chương 7. Chúng tôi xét một ví dụ cụ thể minh họa phương pháp tìm nghiệm tiệm  

cận đã trình bày ở phần 2 của chương 6. 

 

Kế đến là Phần kết luận, nhằm tóm tắt kết quả thực hiện trong luận văn và cuối cùng là 

danh mục các tài liệu tham khảo. 
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Chương 2 

MỘT SỐ CÔNG CỤ CHUẨN BỊ 
 

2.1. Các không gian hàm 

 Đầu tiên, ta đặt các ký hiệu (0,1),Ω =  (0, ), 0.
T
Q T T= Ω× >  Ta bỏ qua 

định nghĩa các không gian hàm thông dụng như: ( ),ΩmC  ( ) ,p pL LΩ =  ( ) ,m mH HΩ =  
, ,( ) .m p m pW WΩ =  Ta có thể xem trong các quyển sách [1, 2]. Ta định nghĩa 

2( )= ΩH L  là không gian Hilbert đối với tích vô hướng 

  
1

2

0
, ( ) ( ) , , ( ).u v u x v x dx u v L〈 〉 = ∈ Ω∫       (2.1) 

Ký hiệu ⋅  chuẩn sinh bởi tích vô hướng này, nghĩa là 

  
1/2

1
2 2

0
, ( ) , ( ).u u u u x dx u L

⎛ ⎞⎟⎜= 〈 〉 = ∈ Ω⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫                    (2.2) 

Ta định nghĩa 

  1 2 2{ : },
x

H v L v L= ∈ ∈  (2.3) 

và 

  
1

, , , .
x xH

u v u v u v= +  (2.4) 

1H  là không gian Hilbert đối với tích vô hướng (2.4). Ta ký hiệu  11
,= 〈 〉

HH
v v v   

là chuẩn trong 1H . Ta có bổ đề sau. 

Bổ đề 2.1. Phép nhúng  1H  ↪ 0( )C Ω  là compact  và 

  
0 1

1

( )
2 , .

C H
v v v H

Ω
≤ ∀ ∈                     (2.5) 

Chứng minh bổ đề 2.1 có thể tìm trong [2]. 

Bổ đề 2.2. Đồng nhất H  với /H (đối ngẫu của H ). Khi đó ta có 
1H ↪ /≡H H ↪ 1 /( )H , với các phép nhúng liên tục và nằm trù mật. 

Chú thích 1.1. Từ bổ đề 2.2 ta dùng ký hiệu tích vô hướng ,〈⋅ ⋅〉  trong 2L  để chỉ cặp 

tích đối ngẫu giữa 1H  và 1 /( )H . 
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Ta cũng ký hiệu 
X

⋅  để chỉ chuẩn trong một không gian Banach X  và gọi X ′  là 

không gian đối ngẫu của .X  

2.2. Không gian hàm (0, ; ), 1pL T X p≤ ≤ ∞  

Ký hiệu (0, ; ), 1 ,pL T X p≤ ≤∞  để chỉ không gian Banach các hàm thực 

: (0, )u T X→  đo được, sao cho 
(0, ; )

|| || pL T X
u < +∞  với 

  

1

0

(0, ; )

0

|| ( )|| , khi 1 ,
|| ||

sup|| ( )|| , khi .

p

T pp

X

L T X

X
t T

u t dt p
u

ess u t p
< <

⎧⎪⎪⎛ ⎞⎪ ⎟⎜ ≤ < +∞⎪ ⎟⎜ ⎟⎪⎝ ⎠= ⎨⎪⎪⎪ = ∞⎪⎪⎩

∫
  (2.6) 

 Khi đó ta có các bổ đề sau đây mà chứng minh của chúng có thể tìm thấy trong 

Lions [4].
 

Bổ đề 2.3. (0, ; ), 1≤ ≤ +∞pL T X p  là không gian Banach. 

Bổ đề 2.4. Gọi /X  là đối ngẫu của .X  Khi đó 
/ /(0, ; )pL T X  với 

/

1 1
1, 1 ,+ = < < ∞p

p p
 là đối ngẫu của (0, ; )pL T X . Hơn nữa, nếu X  phản xạ thì 

(0, ; )pL T X  cũng phản xạ. 

Bổ đề 2.5. ( )/1 /(0, ; ) (0, ; )∞=L T X L T X . Hơn nữa, các không gian 

1 /(0, ; ), (0, ; )∞L T X L T X  không phản xạ. 

Bổ đề 2.6. Ta có (0, ; ( )) ( ), 1 ,p p p
T

L T L L Q pΩ = ≤ < ∞  trong đó (0, ).
T
Q T= Ω×  

2.3. Phân bố có giá trị vectơ 
Định nghĩa 2.1. Cho X  là không gian Banach thực. Một ánh xạ tuyến tính liên tục từ 

D( )(0, )T  vào X  gọi là một (hàm suy rộng) phân bố có giá trị trong .X  Tập các phân 

bố có giá trị trong X  ký hiệu là   

 /(0, ; )T XD = (L D ((0, ); )T X ) = { :f  D (0, )T ,X f→ tuyến tính, liên tục} . 
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Chú thích 2.2. Ta ký hiệu D(0, )T  thay cho D( )(0, )T  hoặc ( )(0, )∞
c
C T  để chỉ không 

gian các hàm số thực khả vi vô hạn có giá compact trong (0, ).T   

Định nghĩa 2.2. Cho ∈f  /(0, ; )T XD . Ta định nghĩa đạo hàm df
dt

 theo nghĩa phân bố 

của f  bởi công thức 

                  , , ,
df d

f
dt dt

ϕ
ϕ ϕ= − ∀ ∈  D(0, ).T  (2.8) 

Các tính chất 

i / Cho (0, ; )∈ pv L T X , ta làm tương ứng nó bởi ánh xạ như sau: 

            :
v
T  D(0, )T ,X→   

          
0

, ( ) ( ) ,
T

v
T v t t dtϕ ϕ ϕ= ∀ ∈∫  D(0, ).T                                  (2.9) 

Ta có thể nghiệm lại rằng ∈
v
T  /(0, ; )T XD . Thật vậy, 

   j)   Ánh xạ :
v
T  D(0, )T → X  là tuyến tính. 

  jj)  Ta nghiệm lại ánh xạ :
v
T  D(0, )T → X  là liên tục. 

Giả sử { } ⊂
j

ϕ  D(0, )T ,  sao cho 0→
j

ϕ  trong D(0, ).T  Ta có 

 
0 0

, ( ) ( ) ( ) ( )
T T

v j j j XX
X

T v t t dt v t t dtϕ ϕ ϕ= ≤∫ ∫  

                  
/ /

11

0 0
( ) ( ) 0, .

T T pp p p

jX
v t dt t dt khi jϕ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎜⎜≤ → → +∞⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫   (2.10)    

 Do đó , 0→
v j
T ϕ  trong X  khi → +∞j . Vậy ∈

v
T  /(0, ; ).T XD  

ii/ Ánh xạ 
v

v T   là một đơn ánh, tuyến tính từ (0, ; )pL T X  vào /(0, ; ).T XD  Do đó, 

ta có thể đồng nhất =
v
T v . Khi đó ta có kết quả sau đây mà chứng minh của chúng có 

thể tìm thấy trong Lions [4].
 

Bổ đề 2.7. (0, ; )pL T X  ↪ /(0, ; )T XD  với phép nhúng liên tục. 

2.4. Đạo hàm trong (0, ; )pL T X  
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Do bổ đề 2.7, phần tử (0, ; )∈ pf L T X  ta có thể coi  f  và do đó df
dt

 là các phần tử của 

/(0, ; ).T XD  Ta có các kết quả sau đây mà chứng minh của chúng có thể tìm thấy 

trong Lions [4].
 

Bổ đề 2.8. Nếu (0, ; )∈ pf L T X  và (0, ; )pf L T X′ ∈ , thì f  bằng hầu hết với một hàm 

liên tục từ [0, ] .T X→  

2.5. Bổ đề về tính compact của Lions 

Cho ba không gian Banach 
0 1
, ,X X X  với 

0
X  ↪X ↪

1
X  sao cho: 

0 1
,X X  là phản xạ.  (2.11) 

Phép nhúng 
0
X ↪X  là compact, X ↪

1
X  liên tục. (2.12) 

Với 0 , 1 , 0,1.
i

T p i< < +∞ ≤ ≤ +∞ =   

Ta đặt 

       0 1

0 1
(0, ) { (0, ; ): (0, ; )}p pW T v L T X v L T X′= ∈ ∈ .                  (2.13) 

 

Ta trang bị (0, )W T  bởi chuẩn 

                  
0 1

0 1

/

(0, ) (0, ; ) (0, ; )
p pW T L T X L T X

v v v= + .             (2.14) 

Khi đó (0, )W T  là một không gian Banach.  

Hiển nhiên ta có  (0, )W T ↪ 0 (0, ; ).pL T X  

Ta cũng có kết quả sau đây liên quan đến phép nhúng compact. 

Bổ đề 2.9. (Bổ đề về tính compact của Lions). 

Với giả thiết (2.11), (2.12) và nếu 1 , 1,2< < +∞ =
i
p i , thì phép nhúng 

(0, )W T ↪ 0 (0, ; )pL T X  là compact. 

Chứng minh bổ đề 2.10 có thể tìm thấy trong Lions [4]. 

2.6. Bổ đề về sự hội tụ yếu trong ( )pL Q  
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Bổ đề sau đây liên quan đến sự hội tụ yếu trong ( )pL Q . 

Bổ đề 2.10. (Xem  Lions [4]). 

Cho Q  là tập mở bị chận của N  và , ( ), 1∈ < < ∞p
m
G G L Q p , sao cho: 

       
( )

≤
pm L Q

G C , trong đó C  là hằng số độc lập với ,m  

và     

        . .,
m
G G a e→  trong .Q  

Khi đó ta có: 
m
G G→  trong ( )pL Q   yếu. 

2.7. Bổ đề Gronwall 
 Cho f  là hàm khả tích, không âm trên [0, ]T và thỏa bất đẳng thức 

  
1 2

0

( ) ( ) ,
t

f t C C f s ds≤ + ∫   hầu hết [0, ],t T∈  

trong đó 1 2,C C  là các hàm số không âm. Khi đó  

  
1 2

( ) exp( ),f t C C t≤  hầu hết [0, ].t T∈  

 Hơn nữa, nếu 
1

0C =  thì ( ) 0f t ≡  hầu hết [0, ].t T∈  

 Trong luận văn này để tiện cho việc trình bày ta sẽ dùng các ký hiệu sau 

 ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),
t tt x xx

u t u t u t u t u t u t u t u t u t′ ′′= = = ∇ = Δ  

lần lượt thay cho  

 
2 2

2 2
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ).

u u u u
u x t x t x t x t x t

t xt x
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂
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Chương 3 

SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT NGHIỆM 
 

3.1. Giới thiệu 
Trong chương này, chúng tôi trình bày sự tồn tại và duy nhất của nghiệm yếu toàn cục 

cho bài toán:  Tìm cặp hàm ( , )u P  thoả 

 
1 1

0

0 1

( ) ( , ) ( , ), 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( , ) ,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

tt xx t

x

t

t

t t

t

u t u F u u f x t x t T

u t t u t P t

P t g t K t u t t u t k t s u s ds

F u u Ku u

u x u x u x u x

μ

μ

λ

λ

⎧⎪ − + = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = + + − −⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = +⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

∫  (3.1) 

trong đó, 0, 0K λ> >  là các hằng số cho trước và 
0 1 1 1
, , , , , , ,u u f g K kμ λ  là các 

hàm cho trước thỏa các điều kiện sẽ đặt ra sau. 

 Chứng minh được dựa vào phương pháp Galerkin liên hệ với các đánh giá tiên 

nghiệm, từ đó rút ra các dãy con hội tụ yếu trong các không gian hàm thích hợp nhờ một 

số phép nhúng compact. Trong phần này, định lý ánh xạ co được sử dụng trong việc 

chứng minh tồn tại nghiệm xấp xỉ Galerkin. 

 Nghiệm yếu của bài toán (3.1) được thành lập từ bài toán biến phân sau. Tìm cặp 

hàm ( , )u P  thỏa 

 
1 1

0

0 1

, ( ) , ( ) (0) ( , ), ( ), , ,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

t x x t

t

t

t

d
u v t u v P t v F u u v f t v v V

dt

P t g t K t u t t u t k t s u s ds

u x u x u x u x

μ

λ

⎧⎪⎪ 〈 〉+ 〈 〉+ +〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = + + − −⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎩

∫  (3.2) 
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11

trong đó ( , )
t t

F u u Ku uλ= +  và 1{ : (1) 0}.V v H v= ∈ =  

3.2. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm 
Ta thành lập các giả thiết sau: 

 (A1) 2 1
0 1

( , ) , { : (1) 0},u u V L V v H v∈ × = ∈ =    

 (A2)  1
1 1 1 1 0

, , , (0, ), ( ) 0, ( ) 0, [0, ],g K k H T K t t t Tλ λ λ∈ ≥ ≥ > ∀ ∈  

 (A3)  1,1
0

(0, ), ( ) 0, [0, ],W T t t Tμ μ μ∈ ≥ > ∀ ∈  

 (A4) 2 2(0, ; ),f L T L∈  

 (A5) , 0.K λ ≥  

 Khi đó, ta có định lý sau 

 Định lý 3.1. Cho 0.T >  Giả sử, các giả thiết (A1) – (A5) đúng. Khi đó, bài toán 

(3.1) tồn tại và duy nhất nghiệm yếu ( , )u P  sao cho 

 2 1 2(0, ; ), (0, ; ), (0,.) (0, ), (0, ).
t

u L T V u L T L u H T P L T∞ ∞∈ ∈ ∈ ∈  (3.3) 

Chứng minh: Chứng minh gồm 4 bước. 

Bước 1. Xấp xỉ Galerkin 

 Chọn { }
j
w  là cơ sở đếm được của .V  Ta đi tìm nghiệm yếu xấp xỉ của bài toán 

(3.1) dưới dạng 

 
1

( ) ( ) ,
m

m mj j
j

u t c t w
=

= ∑  (3.4) 

trong đó, các hàm hệ số 
mj
c  thỏa hệ phương trình vi tích phân sau 

 
1 1

0

( ), ( ) ( ), ( ) (0)

( ( ), ( )), ( ), , 1, ,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( ( ), ( )) ( ) ( ),

m j mx jx m j

m m j j

t

m m m m

m m m m

u t w t u t w P t w

F u t u t w f t w j m

P t g t K t u t t u t k t s u s ds

F u t u t Ku t u t

μ

λ

λ

⎧ ′′⎪〈 〉+ 〈 〉+⎪⎪⎪⎪⎪ ′+〈 〉 = 〈 〉 =⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ′= +⎪⎪⎩

∫
 (3.5) 
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với 

 
0 0

1 1

( , 0) (0)
m m

m m mj j mj j
j j

u x u c w w uα
= =

≡ = ≡ →∑ ∑  mạnh trong ,V  (3.6)  

 
. .

1 1
1 1

( , 0) (0)
m m

m m mj j mj j
j j

u x u c w w uβ
= =

′ ′≡ = ≡ →∑ ∑  mạnh trong 2.L  (3.7) 

Hệ phương trình (3.5) – (3.7) được viết lại dưới dạng 

 

1
1 1

1
1 1 0

( ) ( ) ( ) , ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0)

( ) (0) ( ) (0) (0) (0) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), ,

(0) , (0)= ,  1, .

m m

mj mi ix jx j j mi i
i i

tm m

j mi i j i mi
i i

mj mj j

mj mj mj mj

c t t c t w w g t w K t w c t w

t w c t w w w k t s c s ds

Kc t c t f t w

c c j m

μ

λ

λ

α β

= =

= =

⎧⎪⎪ ′′ + 〈 〉+ +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
′+ + −

⎨

′+ + = 〈 〉

= =

∑ ∑

∑ ∑ ∫⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 (3.8) 

Bỏ qua chỉ số m , ta viết lại 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
m m mm
c t c t c t=  dưới dạng  

    
1

( ) ( ( ),..., ( )).
m

c t c t c t=  

Hệ phương trình (3.8) được viết lại như sau 

 

1
2 2

1
2 2

2 2

( ) ( )

|| || || ||
1

(0)( )

|| || || ||
1 10

( ) 1
|| || || ||

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) ( )

(0) ( ) (0) ( ) ( ) (0)

(0) ( ), ,

(0) , (0)= ,

j j

j

j j

j j

m
t t

j j j i i j jw w
i

tm m
wK t

j i i i iw w
i i

g t
j jw w

j j j j

c t c t w c t w Kc t c t

w c t w k t s c s w ds

w f t w

c c

λ μλ

α β

=

= =

′′ ′ ′= − − − −

− − −

− + 〈 〉

=

∑

∑ ∑∫

  1, .j m

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩

 (3.9) 

 Với mỗi 0,T >   ta đặt  0([0, ]; )mY C T=  là không gian Banach đối với chuẩn .
Y

 

như sau:
 

  
 

0 0 1 1
0 1

|| || || || ,  || || sup | ( )| , | ( )| | ( )|,
m

Y j
t T j

c c c c t c t c t
< < =

= = = ∑
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với 
1

( ,..., ) .
m

c c c Y= ∈  

 Hệ (3.9) tương đương với phương trình điểm bất động 

  ( ) [ ]( ) [ ]( )+ ( ), ,c t U c t H c t G t c Y= ≡ ∈  (3.10) 

trong đó, 

  
1 1

( ) ( ( ),..., ( )), [ ]( )=( [ ]( ),..., [ ]( )),

[ ]( ) [ ]( ) ( ),

m m

j j j

c t c t c t U c t U c t U c t

U c t H c t G t

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪⎪ = +⎪⎩

 

và  

  

( )

2

2 2

1 2
0 0 0

3
0 0 0

(0)

j 1|| ||
1

( ) 1
|| || || ||

0 0

[ ]( ) ( , ( )) ( , ( ))

( ) ( ( )) ,

( ) + (0) (0)

(0) ( ), ,

j

j

j j

t t

j j j

t r

j

m
w

j j j i iw
i

t
g s

j jw w

H c t F s c s ds d F s c s ds

d dr k t s F c s ds

G t w t

d w f s w ds

τ

τ

τ

τ

τ

α β λα λ α

τ

=

⎧⎪⎪ ′ ′= +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ + −⎪⎪⎪⎪⎨⎪ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

− − 〈 〉
⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∑

∫ ∫

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

 (3.11)
  

với   
1 2 3
, : [0, ] , : ,m m
j j j
F F T F× → →  được xác định như sau 

  1
2

( )

1 || ||
1

( , ( )) ( ) (0) ( ) (0),
j

m
t

j j j i iw
i

F t c t c t w c t wλλ
=

= − − ∑   (3.12) 

  

1
2 2

1
2

( ) ( )
2 || || || ||

1

( )

|| ||
1

( , ( )) (0) ( ) (0) ( ) ( )

(0) ( ) (0),

j j

j

m
t t

j j i i j jw w
i

m
K t

j i iw
i

F t c t w c t w Kc t c t

w c t w

λ μ′

=

=

= − −

−

∑

∑
 (3.13) 

  
2

(0)

3 || ||
1

( ( )) ( ) (0).j

j

m
w

j i iw
i

F c t c t w
=

= ∑  (3.14) 

 Bổ đề 3.1. Giả sử, các giả thiết (A1) – (A5) đúng. Khi đó,  tồn tại 0T >  sao cho 

hệ (3.10) có duy nhất nghiệm 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
m

c t c t c t=  trên khoảng [0, ].T  

 Chứng minh. 
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 Sự tồn tại nghiệm ( )
m
u t  trên đoạn [0, ]T  sẽ được suy ra từ sự tồn tại nghiệm c Y∈  

thỏa mãn phương trình điểm bất động (3.10). Như vậy ta cần chứng minh toán tử 

:U Y Y→  có điểm bất động. 

 Ta có | [ ] [ ]|=| [ ] [ ]|, , , .n n n nU c U d H c H d c d Y n− − ∀ ∈ ∀ ∈  Nên để chứng minh 

U  có điểm bất động. Ta chứng minh H  có điểm bất động. Mặt khác, do H  tuyến tính 

theo ,c  nên chúng ta chỉ cần chứng minh tồn tại n ∈  và [0,1)k ∈  sao cho 

[ ] || || , .n

YY
H c k c c Y≤ ∀ ∈   

 Ta bắt đầu bởi việc chứng minh bằng phương pháp quy nạp rằng với ,c Y∈  bất 

đẳng thức sau đúng với mọi n ∈ . 

  
1

[ ]( ) || || ,
!

n
n n n

Y

t
H c t M T c

n
≤   (3.15)  

trong đó, 

  

2

1 1 1
0

2 2

1 2

2

3 1 2 3(0, )

sup{| ( )| + | ( )| + | ( )|+ | ( )|}, 1 ,

2 (1 ), (4 1)(1 ) ,

2 (1 )|| || , .

t T

m m

m L T

M t K t t t T T T

M mM M M m K

M m k M M M M

μ λ λ

λ λ λ

λ ∞

≤ ≤

⎧ ′⎪ = = + +⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = + + = + + +⎨⎪⎪⎪⎪ = + = + +⎪⎪⎪⎩

 

 Chứng minh (3.15) như sau 

 Với 1,n =  từ (3.12) – (3.14) ta có các đánh giá sau 

 

2
1

1

2
1

| ( , ( ))| | ( )| 2 (1 ) | ( )|

| ( )| 2 (1 )| ( )|

m

j j m i
i

j m

F t c t c t M c t

c t M c t

λ λ

λ λ

=

≤ + +

≤ + +

∑
 

hay 

  

2
1 1 1 1 1

| ( , ( ))| [ 2 (1 )]| ( )| | ( )| .
m

F t c t mM c t M c tλ λ≤ + + =
 

(3.16) 

Tương tự ta cũng có 

  2
2 1 1 2 1

| ( , ( ))| [ (4 1)(1 ) ]| ( )| | ( )| ,
m

F t c t M m K c t M c tλ≤ + + + =  (3.17) 
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và 

  2

3 1 1
| ( ( ))| 2 (1 )| ( )| ,

m
F c t m c tλ≤ +  (3.18) 

Từ (3.11)1, (3.16) - (3.18) ta suy ra rằng 

  
1 1 1 2 1

0 0 0

3 1
0 0 0

| [ ]( )| | ( , ( ))| | ( , ( ))|

| ( )|.| ( ( ))|

t t

t r

H c t F s c s ds d F s c s ds

d dr k r s F c s ds

τ

τ

τ

τ

≤ +

+ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

    
1 1 2 1 3 1

0 0 0 0 0 0

| ( )| | ( )| | ( )|
t t t r

M c s ds M d c s ds M d dr c s ds
τ τ

τ τ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫        

      
2 3

1 2 3
|| || || || || ||

2 ! 3!Y Y Y

t t
M c t M c M c≤ + +  

       2

1 2 3
( )|| ||

Y
M MT M T c t≤ + +  

           ( )1 2 3
|| || || || ,

Y Y
M M M T c t MT c t≤ + + ≤

 
(3.19) 

Từ  (3.19) ta suy ra rằng (3.15) đúng với 1.n =  

Giả sử (3.15) đúng với 1.n ≥  Khi đó  

 
1 1 1 2 1

0 0 0

| [ [ ]]( )| | [ ]( )| |( [ ]( ))|
t t

n n nH H c t M H c s ds M d H c s ds
τ

τ≤ +∫ ∫ ∫  

   
3 1

0 0 0

| [ ]( )|
t r

nM d dr H c s ds
τ

τ+ ∫ ∫ ∫  

   1 2

! !
0 0 0

|| || || ||
n n n n

t t
M M T M M Tn n

n nY Y
c s ds c d s ds

τ

τ≤ +∫ ∫ ∫  

   3

!
0 0 0

|| ||
n n

t r
M M T n

n Y
c d dr s ds

τ

τ+ ∫ ∫ ∫  

   1 2 31 2 3

( 1)! ( 2)! ( 3)!
|| || || || || ||

n n n n n nM M T M M T M M Tn n n

n n nY Y Y
c t c t c t+ + +

+ + +
≤ + +  

   ( )2
1 2 3 1

( 1)! ( 1)! ( 1)!
|| ||

n n n n n nM M T M M T T M M T T n

n n n Y
c t +

+ + +
≤ + +  

   2 1

( 1)!1 2 3
( ) || ||

n n nM T
n Y

MT M M T c t +
+

≤ + +  



 

 

16

16

   1 1 11 1

( 1)! ( 1)!1 2 3
( ) || || || || .

n n n nn nM T M T
n nY Y

M M M c t c t
+ + ++ +

+ +
≤ + + ≤  (3.20) 

Từ (3.19), (3.20) suy ra  (3.15) đúng với mọi n ∈ . Điều này dẫn đến 

  
!0

|| [ ]|| || || .
n n nn M T T
n Y

H c c≤   (3.21) 

Suy ra   

 ( )

!
[ ] || || .

nMTTn
n YY

U c c≤
 

(3.22) 

Ta có ( )

!
lim 0,

nMTT

nn→+∞
=  nên tồn tại n ∈  sao cho  

 ( )

!
0 1.

nMTT

n
k< = <  (3.23) 

 Vậy, toán tử :nH Y Y→  là co, nên theo nguyên lý ánh xạ co,  suy ra nH có điểm 

bất động duy nhất trong .Y  Từ đó ta cũng suy ra được rằng H cũng có điểm bất động 

duy nhất trong .Y  Bổ đề 3.1 được chứng minh■ 

Dùng bổ đề 3.1, với 0T >  cố định, (3.10) có nghiệmc S∈  sao cho [ ] ,U c c=   do 

đó hệ (3.5) – (3.7) có nghiệm ( , )
m m
u P  trên một khoảng [0, ] [0, ].

m
T T⊂  

Bước 2. Đánh giá tiên nghiệm 

Nhân (3.5)1 với ( )
mj
c t′  sau đó lấy tổng theo ,j  ta được 

 
( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) (0, )

( ( ), ( )), ( ) ( ), ( ) .

m m mx mx m m

m m m m

u t u t t u t u t P t u t

F u t u t u t f t u t

μ′′ ′ ′ ′〈 〉+ 〈 〉+

′ ′ ′+〈 〉 = 〈 〉
 (3.24) 

 Lấy tích phân (3.24) theo biến thời gian từ 0  đến t , ta thu được 

 
0 0 0

2 ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ) (0, )
t t t

m m mx mx m m
u s u s ds s u s u s ds P s u s dsμ′′ ′ ′ ′〈 〉 + 〈 〉 +∫ ∫ ∫  

  
0 0

2 ( ( ), ( )), ( ) 2 ( ), ( ) ,
t t

m m m m
F u s u s u s ds f s u s ds′ ′ ′+ 〈 〉 = 〈 〉∫ ∫  (3.25) 

Tính các tích phân ở vế trái của (3.25) 

 2 2 2
1 1

0 0

2 ( ), ( ) || ( )|| || ( )|| || || .
t t

m m m m m

d
I u s u s ds u s ds u t u

ds
′′ ′ ′ ′= 〈 〉 = = −∫ ∫  (3.26) 
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 2
2

0 0

2 ( ) ( ), ( ) ( ) || ( )||
t t

mx mx mx

d
I s u s u s ds s u s ds

ds
μ μ′= 〈 〉 =∫ ∫  

 2 2 2
0

0

( )|| ( )|| (0)|| || ( )|| ( )||
t

mx mx mx
t u t u s u s dsμ μ μ′= − − ∫  (3.27) 

 
3

0

2 ( ) (0, )
t

m m
I P s u s ds′= ∫  

    2 2
1 1

0 0 0

2 ( ) (0, ) ( ) (0, ) 2 ( )| (0, )|
t t t

m m m

d
g s u s ds K s u s ds s u s ds

ds
λ′ ′= + +∫ ∫ ∫  

   
0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
u k s u s dsd

τ

τ τ τ′− −∫ ∫  

    
31 32 33 34
I I I I= + + + , (3.28) 

 
31 0

0 0

2 ( ) (0, ) 2 ( ) (0, ) 2 (0) (0) 2 ( ) (0, )
t t

m m m m
I g s u s ds g t u t g u g s u s ds′ ′= = − −∫ ∫  

 2 2 2
32 1 1 0 1

0

( ) (0, ) (0) (0) ( ) (0, )
t

m m m
I K t u t K u K s u s ds′= − − ∫ ,   

 
34 0

0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
I u k s u s ds

τ

τ τ= − −∫   

  
0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m

d
u k s u s ds d

d

τ

τ τ τ
τ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫  

  
0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
u t k t s u s ds= − −∫  

  
0 0

2 (0, ) (0) (0, ) ( ) (0, )
t

m m m
u k u k s u s ds d

τ

τ τ τ τ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ′+ + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫  

    
0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
u t k t s u s ds= − −∫  
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  2

0 0 0

2 (0) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, )
t t

m m m
k u s ds u t k s u s dsd

τ

τ τ′+ + −∫ ∫ ∫  

 
4

0 0

2 ( ( ), ( )), ( ) 2 ( ) ( ), ( )
t t

m m m m m m
I F u s u s u s ds Ku s u s u s dsλ′ ′ ′ ′= 〈 〉 = 〈 + 〉∫ ∫  

    2 2 2
0

0

|| ( )|| || || 2 || ( )||
t

m m m
K u t K u u s dsλ ′= − + ∫  (3.29) 

Tổ hợp (3.25) – (3.29), ta thu được 

  
0

( ) (0) 2 (0) (0)
m m m
S t S g u= + 2 2

1
0 0

( )|| ( )|| [ ( ) 2 (0)] (0, )
t t

mx m
s u s ds K s k u s dsμ′ ′+ + −∫ ∫  

   
0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ) (0, )
t

m m m
u t k t s u s ds g t u t+ − −∫  

    
0 0 0

2 ( ) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, )
t t

m m m
g s u s ds u k s u s ds d

τ

τ τ τ′ ′+ − −∫ ∫ ∫  

  
0

2 ( ), ( ) ,
t

m
f s u s ds′+ 〈 〉∫  (3.30)  

trong đó, 

 2 2 2 2
1 1

0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ( ) (0, ) 2 ( )| (0, )|
t

m m mx m m
S t u t t u t K t u t s u s dsμ λ′ ′≡ + + + ∫  

 2 2

0

|| ( )|| 2 || ( )|| ,
t

m m
K u t u s dsλ ′+ + ∫     (3.31) 

hay 

 2
0

0

( ) (0) 2 (0) (0) ( )|| ( )||
t

m m m mx
S t S g u s u s dsμ′= + + ∫  

   2
1

0

( ) 2 (0) (0, )
t

m
K s k u s ds⎡ ⎤′+ −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

0

2 ( ) (0, )
t

m
g s u s ds′+ ∫  
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0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ) (0, )
t

m m m
u t k t s u s ds g t u t+ − −∫  

    
0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
u k s u s ds d

τ

τ τ τ′− −∫ ∫
0

2 ( ), ( ) ,
t

m
f s u s ds′+ 〈 〉∫   

  
7

0
1

(0) 2 (0) (0) .
m m i

i

S g u J
=

≤ + +∑  (3.32) 

Sử dụng bất đẳng thức 

 2 21
2 , , , 0ab a b a bε ε

ε
≤ + ∀ ∈ ∀ > , (3.33) 

và dựa vào kết quả của các bất đẳng thức 

 2 2 2
0 0

0

( ) || ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| ,
t

m m mx m
S t u t u t u s dsμ λ′ ′≥ + + ∫  (3.34) 

 0([0, ])
0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )|| ,m
m m mxC T

S t
u t u t u t

μ
≤ ≤ ≤  (3.35) 

chúng ta sẽ lần lượt đánh giá các tích phân ở vế phải của (3.32) 

 2
1

00 0

1
| ( )|.|| ( )|| | ( )| ( ) .

t t

mx m
J s u s ds s S s dsμ μ

μ
′ ′≤ ≤∫ ∫  (3.36) 

 2
2 1 1

00 0

1
( ) 2 (0) (0, ) ( ) 2 (0) ( ) .

t t

m m
J K s k u s ds K s k S s ds

μ
′ ′≤ − ≤ −∫ ∫  (3.37) 

 
2

3
00 0 0

1
2 ( ) (0, ) ( ) ( )
t t t

m m
J g s u s ds S s ds g s ds

μ
′ ′≤ ≤ +∫ ∫ ∫  

 
2

2

(0, )

00 0

|| ||
( ) ( ) .

t t
L T

m m T

g
S s ds S s ds C

μ

′
≤ + ≤ +∫ ∫  (3.38) 

 
4

00 0

1
2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ) ( ) ( )

t t

m m m m
J u t k t s u s ds S t k t s S s ds

μ
≤ − ≤ −∫ ∫  
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  2

2
0 00

1
( ) ( ) ( )

t t

m m
S t k d S s dsε θ θ

εμ
≤ + ∫ ∫  

 
2

2

(0, )

2
0 00

|| || 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

t t
L T

m m m T m

k
S t S s ds S t C S s dsε ε

εεμ
≤ + ≤ +∫ ∫  (3.39) 

 2
5

0

1 1
2 ( ) (0, ) ( ) ( ) ( ) .

m m m T
J g t u s S t g t S t Cε ε

εμ ε
≤ ≤ + ≤ +  (3.40) 

 
6

0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
J u d k s u s ds

τ

τ τ τ′≤ −∫ ∫  

  
2

2
0 0 00

( ) ( ) ( )
t t t

m m

T
S s ds k d S s dsθ θ

μ
′≤ +∫ ∫ ∫  

 ( )2

2

(0, )

2
0 00

|| ||
(.1 ) ( ) .

t t
L T

m T m

T k
S s ds C S s ds

μ

′
≤ + ≤∫ ∫  (3.41)  

 2
7

0 0 0

2 | ( ), ( ) | || ( )|| ( )
t t t

m m
J f s u s ds f s ds S s ds′≤ 〈 〉 ≤ +∫ ∫ ∫  

 2

2

( )
0 0

|| || ( ) ( ) .
T

t t

m T mL Q
f S s ds C S s ds≤ + ≤ +∫ ∫  (3.42) 

Từ (3.32), (3.36) – (3.42) ta suy ra rằng 

 ( )1
0

( ) (0) 2| (0) (0)| 2 1 2 ( )
m m m T m
S t S g u C S t

ε
ε≤ + + + +  

 
0

1
1

0

2+ (| ( )| | ( ) 2 (0)|) ( ) .
t

T m
C s K s k S s ds

μ
μ⎡ ⎤′ ′+ + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (3.43) 

Chọn 1
4

ε =  từ (3.43) ta được 

 ( )1
0

( ) 2 (0) 4| (0) (0)| 4 1
m m m T
S t S g u C

ε
≤ + + +  

 
0

1
1

0

2 2+ (| ( )| | ( ) 2 (0)|) ( ) .
t

T m
C s K s k S s ds

μ
μ⎡ ⎤′ ′+ + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (3.44) 
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Sử dụng giả thiết (A1) – (A3), (A5) và (3.6) – (3.7), ta có  

 2 2
0 1 0

2 (0) 4| (0) (0)| || || (0)|| ||
m m m mx
S g u u uμ+ = +  

   2 2
1 0 0 0 1
(0) (0) || || 4| (0) (0)| , ,

m m m
K u K u g u C m+ + + ≤ ∀  (3.45) 

với 
1
C  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào 

1 0 1
(0), (0), (0), , , .K g K u uμ  

 Từ (3.45) ta viết lại (3.44) như sau 

 
1 2

0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ,
t

m m
S t D T D T s S s dsε≤ + ∫  (3.46) 

trong đó 

 
( )

0

1
1 1

1
1 1

( , ) 4 1 ,

( , ) 2 2+ (| ( )| | ( ) 2 (0)|) .

T

T

D T C C

D T s C s K s k

ε

μ

ε

μ

⎧⎪ = + +⎪⎪⎪⎨⎪ ⎡ ⎤′ ′⎪ = + + −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎪⎩

 (3.47) 

Dùng bổ đề Gronwall, ta thu được từ (3.46), rằng  

 
2

0

( , )
(1)

1
( ) ( , )e , , [0, ], 0,

t

D T s ds

m T
S t D T C m t T Tε

∫
≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >  (3.48) 

trong đó (1)

T
C  hằng số chỉ phụ thuộc vào 

0 1 1 1
, , , , , , , , , , .T u u f g k K Kμ λ λ  

Từ (3.5)2, (3.35), (3.48) và giả thiết (A2), ta thu được đánh giá sau 

 
(1) (1)

1 1
0 0 0

| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | . | (0, ) | | ( ) |
t

T T
m m

C C
P t g t K t t u t k t s dsλ

μ μ
′≤ + + + −∫  

  
(1)

1 1
00

| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | . | (0, ) | .
t

T
m

C
g t K t k d t u tθ θ λ

μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ′≤ + + +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫  

Do đó 

 2

(1)

(0, )
|| || , , [0, ].
m TL T
P C m t T≤ ∀ ∈ ∀ ∈  (3.49) 

Từ (3.31) và (3.48) – (3.49) ta suy ra rằng trích được dãy con của dãy { }
m
u  mà vẫn ký 

hiệu là { }
m
u  sao cho  

 
m
u u→  trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (3.50) 
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m
u u′ ′→  trong 2(0, ; )L T L∞  yếu *, (3.51) 

 (0,.) (0,.)
m
u u→  trong 1(0, )H T  yếu, (3.52) 

 
m
P P→  trong 2(0, )L T  yếu.  (3.53) 

 Hơn nữa, sử dụng bổ đề nhúng compact của Lions [4] ta suy từ (3.50) và (3.51) 

rằng tồn tại một dãy con của { }
m
u , mà ta vẫn ký hiệu là { }

m
u , sao cho 

 
m
u u→  trong 2 2 2(0, ; ) ( )

T
L T L L Q≡  mạnh và  a.e. 

T
Q . (3.54) 

Do 1(0, )H T  ↪ ([0, ])C T là compact, nên từ (3.52) ta suy ra rằng 

 (0,.) (0,.)
m
u u→  trong ([0, ])C T mạnh. (3.55) 

Qua giới hạn (3.5) và nhờ vào (3.51), (3.54) – (3.55) ta được ( , )u P  thỏa bài toán sau 

 1 1
0

0 1

( ), ( ) ( ), ( ) (0) ( , ), ( ), , ,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( , ) ,

(0) , (0) .

x x

t

d
u t v t u t v P t v F u u v f t v v V

dt

P t g t K t u t t u t k t s u s ds

F u u Ku u

u u u u

μ

λ

λ

⎧⎪⎪ ′ ′〈 〉+ 〈 〉+ +〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + + − −⎪⎨⎪⎪⎪⎪ ′ ′= +⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = =⎪⎩

∫  (3.56) 

 Vậy, sự tồn tại nghiệm yếu ( , )u P  của bài toán (3.1) trong định lý 3.1 đã được chứng 

minh. 

Bây giờ, ta tiếp tục chứng minh tính duy nhất của nghiệm yếu. 

Bước 4: Sự duy nhất nghiệm 

 Để chứng minh tính duy nhất của nghiệm yếu, ta cần bổ đề sau 

 Bổ đề 3.2.  Giả sử u  là nghiệm yếu của bài toán sau 
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1

2 1

( ) 0, 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( , 0) ( , 0) 0,

(0, ; ), (0, ; ), (0,.) (0, ).

xx

x

u t u F x t T

u t t u t P t

u x u x

u L T V u L T L u H T

μ

μ

∞ ∞

⎧ ′′⎪ − + = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎨⎪ ′= =⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′∈ ∈ ∈⎪⎪⎩

  (3.57)   

   Khi đó, ta có 

  
2 2

1
0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) ( ), ( )

2 2

t t

x
u t t u t P s u s ds F s u s dsμ′ ′ ′+ + +∫ ∫  

 
2

0

1
( ) ( ) ,

2

t

x
s u s dsμ′= ∫   a.e. [0, ].t T∈  (3.58) 

Chứng minh bổ đề trên có thể tham khảo cách chứng minh định lý 1.5 trong ([4] Lions 

trang 22). 

Giả sử 
1 1 2 2

( , ), ( , )u P u P  là hai nghiệm yếu của bài toán (3.1) sao cho 

 

2

1 2

(0, ; ), (0, ; ),

(0,.) (0, ), (0, ), 1,2.

i i

i i

u L T V u L T L

u H T P L T i

∞ ∞⎧⎪ ′∈ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ∈ ∈ =⎪⎪⎩

 (3.59) 

Thì ( , )u P  với 
1 2

u u u= − và 
1 2

P P P= −  là nghiệm yếu của bài toán sau: 

 
1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

(0) (0) 0.

xx

x

t

u t t u t Ku t u t x t T

u t t u t P t

P t K t u t t u t k t s u s ds

u u

μ λ

μ

λ

⎧ ′′ ′⎪ − + + = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ′= + − −⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = =⎪⎩

∫
 (3.60) 

Áp dụng bổ đề 3.2 với  
1
F Ku uλ ′= + , và  

 
1 1

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,
t

t
P t K t u t t u t k t s u s dsλ= + − −∫  
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ta được 

 
22 2 2 2

1 1
0

|| ( ) || ( ) || ( ) || ( ) (0, ) || ( ) || 2 ( ) (0, )
t

x
u t t u t K t u t K u t s u s dsμ λ′ ′+ + + + ∫  

 2 2
1

0 0

( ) || ( ) || ( ) (0, )
t t

x
s u s ds K s u s dsμ′ ′= +∫ ∫  

   
0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) .
t

u k s u s dsd
τ

τ τ τ′+ −∫ ∫  (3.61) 

Từ các giả thiết (A2), (A3), (A5) ta suy ra từ (3.61) rằng 

 
2 2

1
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, ) .
t t t

x
t s u s ds K s u s ds u k s u s dsd

τ

σ μ τ τ τ′ ′ ′≤ + + −∫ ∫ ∫ ∫  

   (3.62) 

trong đó 

 2 2 2 2
1 1

0

( ) || ( ) || ( ) || ( ) || ( ) (0, ) 2 ( ) | (0, ) | .
t

x
t u t t u t K t u t s u s dsσ μ λ′ ′= + + + ∫  (3.63) 

Chú ý rằng 

 0([0,1])
0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )|| .

xC

t
u t u t u t

σ
μ

≤ ≤ ≤  (3.64) 

Bây giờ, ta đánh giá các tích phân ở vế phải của (6.62) ta được 

 
2

1
00 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t

x
I s u s ds s s dsμ μ σ

μ
′ ′≤ ≤∫ ∫  (3.65) 

 
2

2 1 1
00 0

1
( ) (0, ) ( ) ( ) ,

t t

I K s u s ds K s s dsσ
μ

′ ′≤ ≤∫ ∫  (3.66) 

 
3

0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

I u k s u s dsd
τ

τ τ τ′≤ −∫ ∫  

  
2

2

0 0 0

1
(0, ) ( ) (0, )

t t

u d k s u s ds d
τ

ε τ τ τ τ
ε

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜′≤ + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  



 

 

25

25

  2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) .
2

T t
T

t k d s ds
ε

σ θ θ σ
λ εμ

≤ + ∫ ∫  (3.67) 

Chọn 
0

ε λ=  và từ (3.62), (3.65) – (3.67) ta được 

 2
1

0 0 00 0 0

1 1
( ) (| ( ) | | ( ) |) ( ) ( ) ( ) ( ),

2

t T t
T

t s K s s ds k d s ds S tσ μ σ θ θ σ
μ λ μ

′ ′≤ + + +∫ ∫ ∫  

hay  

 
0

( ) ( ) ( ) ,
t

t s s dsσ γ σ≤ ∫  (3.68) 

trong đó  

 2 1
1

0 0 0 0

2
( ) (| ( ) | | ( ) |) ( ) (0, )

T
T

s s K s k d L Tγ μ θ θ
μ α μ

′ ′= + + ∈∫ . 

Bằng cách sử dụng bổ đề Gronwall vào (3.68), ta suy ra rằng 0σ ≡  hay 
1 2

.u u=   

Định lý 3.1 được chứng minh đầy đủ  
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Chương 4 
TÍNH TRƠN CỦA NGHIỆM 

 
Ta thành lập các giả thiết  

 (H1) 2

0
u V H∈ ∩  và  

1
,u V∈  

 (H2) 1

1 1 1 1 0
, , , (0, ), ( ) 0, ( ) 0,g K k H T K t tλ λ λ∈ ≥ ≥ > 0,t T⎡ ⎤∀ ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦  

 (H3) 2

0
(0, ), ( ) 0, [0, ],H T t t Tμ μ μ∈ ≥ > ∀ ∈  

 (H4) 2, ( ), (0,1) (0, ),
T T

f f L Q Q T′ ∈ = ×  

 (H5) , 0.K λ ≥  

Khi đó, ta có định lý sau: 
Định lý 4.1. Cho 0T > . Giả sử (H1) - (H5) đúng. Khi đó, bài toán (3.1) tồn tại duy 
nhất nghiệm yếu u  thỏa: 

              

2 2

2 1

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; )

(0,.) (0, ), (0, ).

u L T V H u L T V u L T L

u H T P H T

∞ ∞ ∞⎧⎪ ′ ′′∈ ∩ ∈ ∈⎪⎪⎨⎪⎪ ∈ ∈⎪⎩

 (4.1) 

Chứng minh định lý 4.1. 
Bước 1.  Xấp xỉ Galerkin 

Chọn { }
j
w  là một cơ sở đặc biệt của 2.V H∩  Ta tìm nghiệm xấp xỉ của bài toán 

(3.3) dưới dạng 

  
1

( ) ( ) ,
m

m mj j
j

u t c t w
=

= ∑   

trong đó ( )
mj
c t  là nghiệm của hệ phương trình vi phân phi tuyến sau 

 
1 1

0

( ), ( ) ( ), ( ) (0)

( ( ), ( )), ( ), , 1, ,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( ( ), ( )) ( ) ( ),

m j mx jx m j

m m j j

t

m m m m

m m m m

u t w t u t w P t w

F u t u t w f t w j m

P t g t K t u t t u t k t s u s ds

F u t u t Ku t u t

μ

λ

λ

⎧ ′′⎪〈 〉+ 〈 〉+⎪⎪⎪⎪⎪ ′+〈 〉 = 〈 〉 =⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′ ′⎪ = +⎪⎩

∫
 (4.2) 

với 
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0 0

1

(0)
m

m m mj j
j

u u w uα
=

≡ = →∑  mạnh trong 2,V H∩  (4.3) 

 
1 1

1

(0)
m

m m mj j
j

u u w uβ
=

′ ≡ = →∑  mạnh trong 1H . (4.4) 

 Từ giả thiết (H1) – (H5) thì hệ (4.2) – (4.4) có nghiệm 
m
u  trên khoảng 

[0, ] [0, ]
m
T T⊂ . Đánh giá tiên nghiệm sau cho phép lấy 

m
T T= , với mọi m . 

Bước 2. Đánh giá tiên nghiệm 

Đánh giá tiên nghiệm I 

Tương tự như khi chứng minh định lý 3.1, từ các giả thiết (H1) – (H5) ta cũng thu 

được đánh giá 

 ( ) , [0, ], , 0.
m T
S t C t T m T≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >  (4.5) 

trong đó   

 2 2 2 2

1 1
0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ( ) (0, ) 2 ( )| (0, )| ,
t

m m mx m m
S t u t t u t K t u t s u s dsμ λ′ ′≡ + + + ∫  (4.6) 

với 
T
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 

1 0 1
, , , , , , , .K g k u u Kμ λ   

Đánh giá tiên nghiệm II 

Lấy đạo hàm theo t , trong (4.2)1 ta được 

 ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) (0)
m j mx jx mx jx m j
u t w t u t w t u t w P t wμ μ′′′ ′ ′ ′〈 〉+ 〈 〉+ 〈 〉+  

 ( ( ), ( )), ( ), , 1, ,
m m j j

F u t u t w f t w j m′ ′ ′+ 〈 〉 = 〈 〉 =  (4.7) 

trong đó, 

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, )
m m m m
P t g t K t u t K t u t t u tλ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + +  

 
1

0

( ) (0, ) (0) (0, ) ( ) (0, ) .
t

m m m
t u t k u t k t s u s dsλ ′′ ′+ − − −∫  (4.8) 

Nhân (4.7) với ( )
mj
c t′′  và lấy tổng theo ,j  ta được 

 ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )
m m mx mx mx mx
u t u t t u t u t t u t u tμ μ′′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′〈 〉+ 〈 〉+ 〈 〉  

  ( ) (0) ( ( ), ( )), ( ) ( ), ( ) ,
m m m m m m
P t u F u t u t u t f t u t′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′+ +〈 〉 = 〈 〉  (4.9) 

Lấy tích phân (4.9) theo biến thời gian từ 0  đến t , ta thu được 
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0 0

2 ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( )
t t

m m mx mx
u s u s ds s u s u s dsμ′′′ ′′ ′ ′′〈 〉 + 〈 〉∫ ∫  

                       
0 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ) (0, )
t t

mx mx m m
s u s u s ds P s u s dsμ ′ ′′ ′ ′′+ 〈 〉 +∫ ∫  

 
0 0

2 ( ( ), ( )), ( ) 2 ( ), ( ) .
t t

m m m m
F u s u s u s ds f s u s ds′ ′ ′′ ′ ′′+ 〈 〉 = 〈 〉∫ ∫  (4.10) 

 Sử dụng phương pháp tích phân từng phần ta tính các tích phân ở vế trái của 

(4.10) như sau 

 2 2

1
0

2 ( ), ( ) || ( )|| || (0)|| .
t

m m m m
I u s u s ds u t u′′′ ′′ ′′ ′′= 〈 〉 = −∫  (4.11) 

 
2

0

2 ( ) ( ), ( )
t

mx mx
I s u s u s dsμ′ ′′= 〈 〉∫  

 
0 1

2 ( ) ( ), ( ) 2 (0) ,
mx mx mx mx

t u t u t u uμ μ′ ′ ′= 〈 〉− 〈 〉  

 2

0 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 ( )|| ( )|| ,
t t

mx mx mx
s u s u s ds s u s dsμ μ′′ ′ ′ ′− 〈 〉 −∫ ∫  (4.12) 

 2

3
0 0

2 ( ) ( ), ( ) ( ) || ( )|| .
t t

d
dsmx mx mx

I s u s u s ds s u s dsμ μ′ ′′ ′= 〈 〉 =∫ ∫  

 2 2

0
0

( )|| ( )|| ( )|| ( )||
t

t

mx mx
s u s s u s dsμ μ′ ′ ′= − ∫  

 2 2 2

1
0

( )|| ( )|| (0)|| || ( )|| ( )|| .
t

mx mx mx
t u t u s u s dsμ μ μ′ ′ ′= − − ∫  (4.13) 

 
4

0

2 ( ) (0, )
t

m m
I P s u s ds′ ′′= ∫ 2

1
0

2 ( )| (0, )|
t

m
s u s dsλ ′′= ∫  

 ( )1 1 1
0

2 [ ( ) ( )] (0, ) [ ( ) (0)] (0, ) (0, )
t

m m m
K s s u s K s k u s u s dsλ′ ′ ′ ′′+ + + −∫  

 
0 0

2 ( ) ( ) (0, ) (0, ) .
t

m m
g k s u s ds u s d

τ

τ τ τ⎡ ⎤′ ′ ′′+ − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  (4.14) 

 
5

0 0

2 ( ( ), ( )), ( ) 2 ( ) ( ), ( )
t t

m m m m m m
I F u s u s u s ds Ku s u s u s dsλ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′= 〈 〉 = 〈 + 〉∫ ∫  
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 2 2 2

1
0

|| ( )|| || || 2 || ( )||
t

m m m
K u t K u u s dsλ′ ′′= − + ∫ . (4.15) 

 Tổ hợp (4.10) – (4.15) ta được 

 2

0 1 1
( ) (0) 2 (0) , || || 2 ( ) ( ), ( )
m m mx mx m mx mx
X t X u u K u t u t u tμ μ′ ′ ′= + 〈 〉+ − 〈 〉  

  2 2 2

0 0

|| ( )|| 2 || ( )|| 3 ( )|| ( )||
t t

m m mx
K u t u s ds s u s dsλ μ′ ′′ ′ ′− − +∫ ∫  

  
1 1

0 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 [ ( ) ( )] (0, ) (0, )
t t

mx mx m m
s u s u s ds K s s u s u s dsμ λ′′ ′ ′ ′ ′′+ 〈 〉 − +∫ ∫  

  
1

0 0

2 ( ) (0) (0, ) (0, ) 2 ( ) (0, )
t t

m m m
K s k u s u s ds g s u s ds⎡ ⎤′ ′′ ′ ′′− − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

  
0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ), ( ) ,
t t

m m m
u k s u s ds d f s u s ds

τ

τ τ τ′′ ′ ′ ′′+ − + 〈 〉∫ ∫ ∫   (4.16) 

trong đó 

 2 2 2

1
0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| 2 ( )| (0, )| .
t

m m mx m
X t u t t u t s u s dsμ λ′′ ′ ′′≡ + + ∫  (4.17) 

Từ giả thiết (H5) ta suy ra từ (4.16) rằng 

 2

0 1 1
( ) (0) 2 (0) , || || 2 ( ) ( ), ( )
m m mx mx m mx mx
X t X u u K u t u t u tμ μ′ ′ ′≤ + 〈 〉+ − 〈 〉  

  2

0 0

3 ( )|| ( )|| 2 ( ) ( ), ( )
t t

mx mx mx
s u s ds s u s u s dsμ μ′ ′ ′′ ′+ + 〈 〉∫ ∫   

  
1 1

0

2 [ ( ) ( )] (0, ) (0, )
t

m m
K s s u s u s dsλ′ ′ ′′− +∫  

  
1

0 0

2 [ ( ) (0)] (0, ) (0, ) 2 ( ) (0, )
t t

m m m
K s k u s u s ds g s u s ds′ ′′ ′ ′′− − −∫ ∫  

  
0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 ( ), ( ) ,
t t

m m m
u k s u s ds d f s u s ds

τ

τ τ τ′′ ′ ′ ′′+ − + 〈 〉∫ ∫ ∫   

 
8

2

0 1 1
1

( ) (0) 2 (0) , || || .
m m mx mx m i

i

X t X u u K u Jμ
=

′≤ + 〈 〉+ +∑  (4.18) 

Ta sử dụng bất đẳng thức Holder và các bất đẳng thức sau 
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 0

(1)

( )
0 0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )|| m T
m m mxC

S t C
u t u t u t

μ μΩ
≤ ≤ ≤ ≤ , (4.19) 

 0 ( )
0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )|| ,m
m m mxC

X t
u t u t u t

μΩ
′ ′ ′≤ ≤ ≤  (4.20) 

 2 21
2 , , 0, 0.ab a b a bε ε

ε
≤ + ∀ ≥ ∀ >  (4.21) 

Để đánh giá các tích phân bên vế phải của (4.18) 

 
1

| | 2| ( )|.| ( ), ( ) |
mx mx

J t u t u tμ′ ′≤ 〈 〉  

 
(1)

0 0

( )
2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) T m

mx mx

C X t
t u t u t tμ μ

μ μ
′ ′ ′≤ ≤  

 
2

(1) (2)

2

0

( ) 1
( ) ( ).

T m T m

t
C X t C X t

μ
ε ε

εεμ

′
≤ + ≤ +   (4.22) 

 
2

2
0 00

3
3 ( ) ( ) ( ) ( )
t t

mx m
J s u s ds s X s dsμ μ

μ
′ ′ ′≤ ≤∫ ∫ ,  (4.23) 

 
3

0

2 ( ) ( ), ( )
t

mx mx
J s u s u s dsμ′′ ′≤ ∫  

 
(1)

2(1)

2
0 0 00 0

( )
2 ( ) ( ) ( )
t t t

T
T m m

s C
C X t s ds X s ds

μ
μ

μ μ

′′
′′≤ ≤ +∫ ∫ ∫ ,  (4.24) 

 
4 1 1

0

2 ( ) ( ) (0, ) (0, )
t

m m
J K s s u s u s dsλ′ ′ ′′≤ +∫  

 
1 1 0

0 0 0

( )
2 ( ) ( ) 2 (0, )

2

t

m
m

X s
K s s u s dsλ λ

μ λ
′ ′′≤ +∫  

 
2

1 1
00 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

t

m m
K s s X s ds X tλ ε

εμ λ
′≤ + +∫ , (4.25) 

 
5 1

0

2 ( ) (0) (0, ) (0, )
t

m m
J K s k u s u s ds′ ′′≤ −∫  

 
(1)

2

1
00 0

( ) (0) ( )
2

t

T
m

C
K s k ds X tε

εμ λ
′≤ − +∫ ,  (4.26) 
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2

6
0 00

1
2 ( ) (0, ) ( ) ( ),

2

t t

m m
J g s u s ds g s ds X tε

ε λ
′ ′′ ′≤ ≤ +∫ ∫  (4.27) 

 
7

0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

m m
J u k s u s dsd

τ

τ τ τ′′≤ −∫ ∫  

 
(1)

0 00

2 (0, ) ( )
t t

T
m

C
u k d dτ θ θ τ

μ
′′≤ ∫ ∫  

 
(1)

0
0 00 0

2 2 (0, ) ( )
2

t t

T
m

C
u k d dλ τ θ θ τ

λ μ
′′≤ ∫ ∫  

 
(1)

2

00 0

( ) ( )
2

t

T
m

C T
k d X tθ θ ε

ελ μ
≤ +∫ ,  (4.28) 

 
2

8
0 0 0

( ), ( ) ( ) ( )
t t t

m m
J f s u s X s ds f s ds′ ′′ ′≤ ≤ +∫ ∫ ∫ .  (4.29) 

Tổ hợp (4.18), (4.22) – (4.29) ta suy ra rằng 

 
2

0 1 1
( ) (0) 2 (0) ,
m m mx mx m
X t X u u K uμ′≤ + + 5 ( )

m
X tε+  

  
2

(1)
2

2
00

( )
( )

t

T
tC

s ds
μ

μ
εμ

⎛ ⎞⎟′⎜ ⎟⎜ ⎟′′⎜+ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫

2 2

0 00

1
( ) ( )

2

t t

g s ds f s ds
ελ

′ ′+ +∫ ∫  

  
(1)

2 2

1
0 00 0

( ) (0) ( )
2

t t

T
C

K s k ds T k s ds
ελ μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′⎜+ − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫  

  
2

1 1
0 00 0 0

1 3
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

2

t t

m m
K s s s X s ds X s dsλ μ

ελ μ μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′ ′+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫ . (4.30) 

Chọn 1
10

ε =  từ (4.30) ta suy ra rằng 

 
2

0 1 1
( ) 2 (0) 4 (0) , 2
m m mx mx m
X t X u u K uμ′≤ + +  

  
(1)

2 2 2 2

2
0 0 000

2 10
10 ( ) ( ) ( ) 2 ( )

t t t

T
C

t s ds g s ds f s dsμ μ
λμ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′ ′′ ′ ′⎜+ + + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

  
(1)

2 2

1
0 00 0

10
( ) (0) ( )

t t

T
C

K s k ds T k s ds
λ μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′⎜+ − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫  
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2

1 1
0 0 0 0

5 3
2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )
t

m
K s s s X s dsλ μ

λ μ μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′ ′+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫ . (4.31) 

Sử dụng giả thiết  
1 3 5

( ) ( ), ( )A A A′ ′ ′−  và (4.3) – (4.4), ta có  

 2 2

0 1 1 2
2 (0) 4 (0) , 2 || || 2|| (0)|| , .

m mx mx m m
X u u K u u C mμ′ ′′+ 〈 〉+ ≤ + ∀  (4.32) 

Khi đó 
2
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 

0 1
, , , .K u uμ  

Bằng cách sử dụng (4.2) – (4.4) ta có 

 
0 0 1

(0), (0) (0) , (0) , (0) (0), (0) ,
m m mxx m m m m m
u u u u Ku u u f uμ λ′′ ′′ ′′ ′′ ′′〈 〉− 〈 〉+〈 + 〉 = 〈 〉  

hay 

 
0 0 1

|| (0)|| (0)|| || || || || || || (0)||.
m mxx m m
u u K u u fμ λ′′ ≤ + + +  (4.33) 

Từ (4.3) – (4.4), giả thiết  (H3) – (H5) và (4.33) ta suy ra rằng 

 
3

|| (0)|| , ,
m
u C m′′ ≤ ∀  (4.34) 

trong đó 
3
C  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 

0 1
, , , , .K u uμ λ  

Mặt khác, ta có 

 
(1)

2 2 2 2
2

2 3 2
0 0 000

2 10
2 10 ( ) ( ) ( ) 2 ( )

t t t

T
C

C C t s ds g s ds f s dsμ μ
λμ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′ ′′ ′ ′⎜+ + + + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

 
(1)

2 2
(3)

1
0 00 0

10
( ) (0) ( ) , 0, ,

t t

T
T

C
K s k ds T k s ds M t T

λ μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎡ ⎤⎟′⎜+ − + ≤ ∀ ∈⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎣ ⎦⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫  (4.35) 

trong đó (3)

T
M  là hằng số chỉ phụ thuộc vào .T  

 Từ (4.31) – (4.35) ta thu được đánh giá 

 (3) (2)

0

( ) ( ) ( ) ,
t

m T T m
X t M N s X s ds≤ + ∫  (4.36) 

trong đó 

 
2

(2) (2) 1

1 1

0 0 0

5 3
( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 , (0, ).

T T
N t K t t t N L Tλ μ

λ μ μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′ ′= + + + ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  

Sử dụng bổ đề Gronwall cho (4.32) ta được  

 
(2)

0

( )
(3) (2)( ) e , 0, .

t

TN s ds

m T T
X t M C t T

∫ ⎡ ⎤≤ ≤ ∀ ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦  (4.37) 
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Từ (4.5), (4.8), (4.17) và (4.37) ta suy ra rằng 

 
2

2 2 2

1 1(0, )
0 0

( ) ( ) ( ) (0, )
T T

m mL T
P g t dt K t t u t dtλ⎡ ⎤′ ′ ′ ′≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 
2 2 2 2

1 1
0 0

( ) (0) (0, ) ( ) (0, )
T T

m m
K t k u t dt t u t dtλ⎡ ⎤′ ′′+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 
2

0 0

( ) (0, ) ,
T t

m
k t s u s ds dt′+ −∫ ∫  

hay 

 
2

(2) (2)
2 2 2

1 1 1(0, )
0 0 00 0

( ) ( ) ( ) ( )
2

T T T

T T
m L T

C C
P g t dt K t t dt t dtλ λ

μ λ
⎡ ⎤′ ′ ′≤ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 
2

(1) (1)
2

1
0 00 0

( ) (0) ( ) .
T t

T T
C TC

K t k dt k dθ θ
μ μ

⎛ ⎞⎟⎜⎡ ⎤ ⎟′ ′⎜+ + + ⎟⎢ ⎥ ⎜⎣ ⎦ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫  

Do đó 

 
1

(5)

(0, )
.

m TH T
P M≤  (4.38) 

Từ (4.5) và (4.37) – (4.38) ta suy ra rằng trích được dãy con của dãy { }
m
u  mà vẫn ký 

hiệu là { }
m
u  sao cho  

 
m
u u→  trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (4.39) 

 
m
u u′ ′→  trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (4.40) 

 
m
u u′′ ′′→  trong 2(0, ; )L T L∞  yếu *, (4.41) 

 (0,.) (0,.)
m
u u→  trong 2(0, )H T  yếu, (4.42) 

 
m
P P→  trong 1(0, )H T  yếu.  (4.43) 

Hơn nữa, sử dụng bổ đề nhúng compact của Lions ta suy từ (4.31) và (4.43) rằng tồn 

tại một dãy con của { }
m
u , mà ta vẫn ký hiệu là { }

m
u , sao cho 

 
m
u u→  trong 2( )

T
L Q  mạnh và a.e. 

T
Q . (4.44) 

 
m
u u′ ′→  trong 2( )

T
L Q  mạnh và a.e. 

T
Q . (4.45) 

 (0,.) (0,.)
m
u u→  trong 1([0, ])C T  mạnh, (4.46) 
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 (0,.) (0,.)
m
u u′ ′→  trong ([0, ])C T  mạnh, (4.47) 

 
m
P P→  trong ([0, ])C T  mạnh.  (4.48) 

Từ (4.2)2 và (4.44), (4.45) ta có 

 
1 1

0

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )
t

m
P t g t K t u t t u t k t s u s ds P tλ ′→ + + − − ≡∫  

 trong (0, )C T  mạnh. (4.47) 

Từ (4.46) và (4.47) ta suy ra rằng 

 ( ) ( ).P t P t=  (4.48) 

Qua giới hạn (4.2) và nhờ vào ( 4.37 ), (4.39 ), (4.42), (4.43) và (4.47), (4.48) ta được 

( , )u P  thỏa bài toán sau: 

 
1 1

0

0 1

( ), ( ) ( ), ( ) (0) ( , ), ( ), , ,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( , ) ,

(0) , (0) .

x x

t

u t v t u t v P t v F u u v f t v v V

P t g t K t u t t u t k t s u s ds

F u u Ku u

u u u u

μ

λ

λ

⎧ ′′ ′⎪〈 〉+ 〈 〉+ +〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = + + − −⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′ ′= +⎪⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

∫
 (3.59) 

Mặt khác, từ (3.59)1 và giả thiết 
3 4

( ) ( )A A′ ′−  ta có 

 21
[ ] (0, ; )

( )xx tt
u u Ku u f L T L

t
λ

μ
∞′= + + − ∈  

Vậy, 2(0, ; )u L T H∞∈  và sự tồn tại nghiệm yếu ( , )u P  của bài toán (3.1) đã được 

chứng minh. 

Bây giờ, ta tiếp tục chứng minh tính duy nhất của nghiệm. 

Bước 4: Sự duy nhất nghiệm 

Giả sử 
1 1 2 2

( , ), ( , )u P u P  là hai nghiệm yếu của bài toán (3.1) sao cho 

 

2 2

1 2

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0,.) (0, ), (0, ), 1,2.

i i i

i i

u L T V H u L T V u L T L

u H T P L T i

∞ ∞ ∞⎧ ′ ′′⎪ ∈ ∩ ∈ ∈⎪⎪⎨⎪⎪ ∈ ∈ =⎪⎩

  (4.60) 

Thì ( , )u P  với 
1 2

u u u= −  và 
1 2

P P P= −  là nghiệm yếu của bài toán sau: 
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1 1

0

( ), ( ) ( ), ( ) (0) ( ) ( ), 0,

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

(0) (0) 0.

x x

t

u t v t u t v P t v Ku t u t v

P t K t u t t u t k t s u s ds

u u

μ λ

λ

⎧ ′′ ′⎪〈 〉+ 〈 〉+ +〈 + 〉 =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + − −⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = =⎪⎪⎩

∫  (4.61) 

Thay v u ′=  vào ( 4.61 ), sau đó lấy tích phân theo biến thời gian từ 0 đến ,t  ta được. 

 2 2

1
0 0

( ) ( )|| ( )|| ( ) (0, )
t t

x
S t s u s ds K s u s dsμ′ ′= +∫ ∫  

 
0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) ,
t

u k s u s dsd
τ

τ τ τ′+ −∫ ∫  (4.62) 

trong đó  

 2 2 2 2

1 1
0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ( ) (0, ) 2 ( )| (0, )| ,
t

x
t u t t u t K t u t s u s dsσ μ λ′ ′= + + + ∫  

Chú ý rằng 

 2 2 2

0 0
0

( ) || ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| ,
t

x
t u t u t u s dsσ μ λ′ ′≥ + + ∫  

 0 ( )
0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )||

xC

S t
u t u t u t

μΩ
≤ ≤ ≤  

 2 2

1
0 0 0 0

( ) ( )|| ( )|| ( ) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, ) .
t t t

x
t s u s ds K s u s ds u k s u s dsd

τ

σ μ τ τ τ′ ′ ′≥ + + −∫ ∫ ∫ ∫   

Đánh giá các tích phân ở vế phải của (4.62 ) ta được 

 
0

2 1
1

0 0

| ( )|.|| ( )|| | ( )| ( ) ,
t t

x
I s u s ds s s dsμμ μ σ′ ′≤ ≤∫ ∫  

 
2

2 1 1
0 00

1
( ) (0, ) ( ) ( ) ,

t t

I K s u s ds K s s dsσ
μ

′ ′≤ ≤∫ ∫  

 
3

0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) ,
t

I u k s u s dsd
τ

τ τ τ′≤ −∫ ∫  

  
2

2

0 0 0

1
(0, ) ( ) (0, )

t t

u d k s u s ds d
τ

ε τ τ τ τ
ε

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟′ ⎜≤ + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  
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  2

0 00 0

( ) ( ) ( ) .
2

T tT
t k d s ds

ε
σ θ θ σ

λ εμ
≤ + ∫ ∫  

Chọn 
0

ε λ= , thì ta được 

 ( ) 2

1
0 0 00 0 0 0

1 1
( ) | ( )| | ( )| ( ) ( ) ( ) ( )

2

t T tT
t s K s s ds k d s ds tσ μ σ θ θ σ σ

μ α μ λ
′ ′≤ + + +∫ ∫ ∫  

Vậy   

 
0

( ) ( ) ( ) ,
t

t s s dsσ γ σ≤ ∫  

trong đó  

 ( )
0 0 0

2 12
1

0

( ) | ( )| | ( )| ( ) (0, ).
T

Ts s K s k d L Tμ α μγ μ θ θ′ ′= + + ∈∫  

Bằng cách sử dụng bổ đề Gronwall, ta suy ra rằng 0S ≡  hay 
1 2

.u u=   

Định lý 4.1 được chứng minh đầy đủ  
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Chương 5 

ỔN ĐỊNH NGHIỆM 
  

 Trong chương này, chúng tôi khảo sát sự ổn định nghiệm yếu của bài toán (3.1). 

Giả sử các hàm 
0 1

( , )u u  thỏa giả thiết (H1). Theo định lý 4.1, bài toán (3.1) có duy 

nhất nghiệm yếu ( , )u P  phụ thuộc vào 
1 1

, , , , , , ,K f g k Kλ μ λ . 

 
1 1 1 1

( , , , , , , , ), ( , , , , , , , ).u u K f g k K P P K f g k Kλ μ λ λ μ λ= =  (5.1) 

 trong đó 
1 1

( , , , , , , , )K f g k Kλ μ λ  thỏa các giả thiết (H2) – (H5).  

 Đặt 
0 0 1 1 1 1

( , ) {( , , , , , , , ) : ( , , , , , , , )K f g k K K f g k Kλ μ λ μ λ λ μ λℑ =  thỏa (H2) – (H5)} 

với 
0 0

0, 0λ μ> >  là các hằng số cho trước. 

Khi đó, ta có định lý sau 

Định lý 5.1. Giả sử (H1) – (H5) thỏa. Khi đó, với mỗi 0,T >  nghiệm yếu của bài 

toán (3.1) là ổn định với dữ kiện 
1 1

( , , , , , , , )K f g k Kλ μ λ  nghĩa là 

Nếu 
1 1 1 1 0 0

( , , , , , , , ), ( , , , , , , , ) ( , )j j j j j j j jK f g k K K f g k Kλ μ λ λ μ λ λ μ∈ ℑ  sao cho  

2

1 2 2

1 1 1

(0, )

1 1 (0, ) ( ) ( )

1 1(0, ) (0, ) (0, )

0, 0,

0, 0,

0, 0, 0,

T T

j j j

H T

j j j

t tH T L Q L Q

j j j

H T H T H T

K K

f f f f

k k K K g g

λ λ μ μ

λ λ

⎧⎪ − + − → − →⎪⎪⎪⎪⎪⎪ − → − + − →⎨⎪⎪⎪⎪⎪ − → − → − →⎪⎪⎩

 khi ,j → +∞  (5.2) 

thì  

 ( , , (1,.), ) ( , , (1,.), ),
j j j j
u u u P u u u P′ ′→  (5.3) 

 trong 2 1 2(0, ; ) (0, ; ) (0, ) (0, )L T V L T L H T L T∞ ∞× × ×  khi ,j → +∞  

trong đó 
1 1 1 1

( , , , , , , , ), ( , , , , , , , )j j j j j j j j j j j j j j j j

j j
u u K f g k K P P K f g k Kλ μ λ λ μ λ= =  

Chứng minh. Trước hết, ta chú ý rằng, nếu các dữ kiện  
1 1

( , , , , , , , )K f g k Kλ μ λ  thỏa  
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2 1

2 2 1 1 1

* * * *

1 1(0, ) (0, )

* * * *

1 1( ) ( ) (0, ) (0, ) (0, )

, , , ,

, , , ,
T T

H T H T

tL Q L Q H T H T H T

K K

f f f g g k k K K

λ λ μ μ λ λ⎧⎪ ≤ ≤ ≤ ≤⎪⎪⎪⎨⎪⎪ + ≤ ≤ ≤ ≤⎪⎪⎩

 (5.4) 

trong đó * * * * * * * *

1 1
( , , , , , , , )K f g k Kλ μ λ  là các hằng số dương cố định. Khi đó, các đánh 

giá tiên nghiệm cho dãy { , }
m m
u P  trong chứng minh định lý 4.1 thỏa 

 

2 2 (1)

0 0
0

2 2 (2)

0 0
0

( ) ( ) 2 (0, ) , [0, ],

( ) ( ) 2 (0, ) , [0, ],

t

m mx m T

t

m mx m T

u t u t u s ds C t T

u t u t u s ds C t T

μ λ

μ λ

⎧⎪⎪ ′ ′+ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′′ ′ ′′+ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎩

∫

∫

 (5.5) 

trong đó (1) (2), ,
T T
C C  là các hằng số chỉ phụ thuộc vào 0 1 0 0, , , , ,T u u λ μ * * *, , ,K fλ  

* * * * *

1 1
, , , ,g k Kμ λ  (độc lập với 

1 1
, , , , , , ,K f g k Kλ μ λ ). 

Do đó giới hạn ( , )u P  trong các không gian hàm thích hợp của dãy {( , )}
m m
u P  được 

xác định bởi (4.3) – (4.5), là nghiệm của bài toán (3.1) thỏa các đánh giá tiên nghiệm 

(5.5).  

Do (5.2) nên ta có thể giả sử rằng tồn tại các hằng số dương * * * *, , , ,K f gλ  

* * * *

1 1
, , ,k Kμ λ  sao cho dữ kiện 

1 1 0 0
( , , , , , , , ) ( , )j j j j j j j jK f g k Kλ μ λ λ μ∈ ℑ  thỏa (5.4), với 

1 1 1 1
( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )j j j j j j j jK f g k K K f g k Kλ μ λ λ μ λ=  Khi đó, nhờ vào nhận xét trên, ta 

có cặp nghiệm yếu ( , )
j j
u P  của bài toán (3.1) tương ứng với 

1 1
( , , , , , , , )K f g k Kλ μ λ  

1 1
( , , , , , , , )j j j j j j j jK f g k Kλ μ λ=  thỏa 

 

2 2 2 (1)

0 0
0

2 2 2 (2)

0 0
0

|| ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| , [0, ],

|| ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| , [0, ],

t

j jx j T

t

j jx j T

u t u t u s ds C t T

u t u t u s ds C t T

μ λ

μ λ

⎧⎪⎪ ′ ′+ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′′ ′ ′′+ + ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎩

∫

∫

 (5.6) 

Đặt 

 
1 1 1

1 1 1

, , , ,

, , , .

j j j j

j j j j

j j j j

j j j j

K K K

f f f g g g k k k K K K

λ λ λ μ μ μ λ λ λ⎧⎪ = − = − = − = −⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = − = − = − = −⎪⎪⎩

 (5.7) 
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Khi đó 
j j
v u u= −  và 

j j
Q P P= −  thỏa bài toán sau 

 
1 1

0

( ), ( ) ( ), ( ) (0) ( ) ( ),

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), , ,

ˆ( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

( , 0) ( , 0) 0,

j jx x j j j

j j jx x j j j j

t

j j j j j

j j

v t v t v t v Q t v Kv t v t v

f t v t u t v K u t u t v v V

Q t g t K t v t t v t k t s v s ds

v x v x

μ λ

μ λ

λ

⎧ ′′ ′⎪〈 〉+ 〈 〉+ +〈 + 〉⎪⎪⎪⎪ ′= 〈 〉− 〈 〉−〈 + 〉 ∀ ∈⎪

⎨
′= + + − −

′= =

∫

⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 (5.8) 

với 

 
1 1

0

ˆ ( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) .
t

j j j j j j j j
g t g t K t u t t u t k t s u s dsλ ′= + + − −∫  (5.9) 

Trong (5.8)1, thay 
j

v v ′=  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian từ 0 đến t  ta được 

 ( )2 2

0 0

1 1
( ), ( ) || ( )|| || ( )||

2 2

t t

j j j j

d
v s v s ds v s ds v t

ds
′′ ′ ′ ′〈 〉 = =∫ ∫  

 ( )2

0 0

1
( ) ( ), ( ) ( ) || ( )||

2

t t

jx jx j

d
s v s v s ds s v s ds

ds
μ μ′〈 〉 =∫ ∫  

    2 2

0

1 1
( )|| ( )|| ( )|| ( )||

2 2

t

j j
t v t s v s dsμ μ′= − ∫  

 2
1 1

0 0 0

( ) (0, ) ( ) (0, ) (0, ) ( )| (0, )|
t t t

j j j j j

I

Q s v s ds K s v s v s ds s v s dsλ′ ′ ′= +∫ ∫ ∫  

  
0 0

ˆ( ) (0, ) ( ) (0, )
t r

j j jk r s v s ds g r v r dr
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ′⎜− − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫  

 2 2 2
1 1 1

0 0

1 1 1
( ) | (0, )| ( )| (0, )| ( )| (0, )|

2 2 2

t t

j j j

d
I K s v s ds K t v t K s v s ds

ds
′= = −∫ ∫  

 
0 0 0

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )
t t t

j j j j j j j
Kv s v s v s ds K v s v s ds v s v s dsλ λ′ ′ ′ ′ ′〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉∫ ∫ ∫  

     2 2

0

|| ( )|| || ( )|| ,
2

t

j j

K
v t v s dsλ ′= + ∫  
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hay 

 
2 2

1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (0, )
t t

j jx jS t s v s ds K s v s dsμ′ ′= +∫ ∫  

 
0 0 0

ˆ2 ( ) (0, ) ( ) (0, ) 2 , ( )
t r t

j j j j j
k r s v s ds g r v r dr f v s ds

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ′ ′⎜+ − + + 〈 〉⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

 
0

2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( )
t

j jx jx j jx jx
t u t v t s u s v s dsμ μ′− 〈 〉+ 〈 〉∫  

 
0 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( ) ,
t t

j jx jx j j j j j
s u s v s ds K u s u s v s dsμ λ′ ′ ′+ 〈 〉 − 〈 + 〉∫ ∫  (5.10) 

trong đó 

 2 2 2 2

1 1
0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ( )| (0, )| 2 ( )| (0, )|
t

j j jx j j
S t v t t v t K t v t s v s dsμ λ′ ′= + + + ∫  

   2 2

0

|| ( )|| 2 || ( )|| .
t

j j
K v t v s dsλ ′+ + ∫  (5.11) 

Sử dụng (H2) và (H3) vào (5.11), thu được 

 2 2 2

0 0
0

( ) || ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| .
t

j j jx j
S t v t v t v s dsμ λ′ ′≥ + + ∫  (5.12) 

Bây giờ, ta lần lượt đánh giá các tích phân bên vế phải của (5.10) ta được 

Ở đây để cho tiện cho việc trình bày, chúng tôi sử dụng ký hiệu ||.||
∞
để chỉ 

(0, )
||.|| .

L T∞  

Tích phân thứ nhất 

 
0 0

|| ||2 1
1

0 0 0

| ( )|.|| ( )|| | ( )| ( ) ( ) .
t t t

jx j j
I s v s s S s ds S s dsμ

μ μ
μ μ ∞

′′ ′≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫  (5.13) 

Tích phân thứ hai 

 2 2

3 1 1
0 0

| ( )|.| (0, )| | ( )|.|| ( )||
t t

j jx
I K s v s ds K s v s ds′ ′≤ ≤∫ ∫  

 1
1

0 00 0

|| ||1
( ) ( ) ( ) .

t t

j j

K
K s S s ds S s ds

μ μ
∞

′
′≤ ≤∫ ∫  (5.14) 

Tích phân thứ ba 



 
  
 
 

 
 
 
 

41 
 
 

 
3

0 0

ˆ2 ( ) (0, ) ( ) (0, )
t r

j j j
I k r s v s ds g s v s dr′≤ − +∫ ∫   

 
2

2

0 0

1
ˆ( ) (0, ) ( ) (0, )

t r

j j jk r s v s ds g s v s drε
ε

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′⎟≤ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

 
2

2

0 0 0

1
ˆ( ) (0, ) ( ) (0, )

t r t

j j jk r s v s ds g s dr v s drε
ε

⎛ ⎞⎟⎜ ′⎟≤ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 
2

2

00 0 0

2 2
ˆ( ) (0, ) ( ) ( )

2

t r t

j j jk r s v s ds dr g r dr S t
ε

ε ε λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≤ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 
2 22

00 0 0 0

2 2
ˆ( ) (0, ) ( ) ( )

2

t r r t

j j jk r s ds v s ds dr g r dr S t
ε

ε ε λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≤ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫   

 
2 22

00 0 0 0

2 2
ˆ( ) ( ) ( ) ( )

2

t r r t

jx j jk r s ds v s ds dr g r dr S t
ε

ε ε λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≤ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  

 
2 2

2 2

(0, ) (0, )

00 0

ˆ2 || || 2|| ||
( ) ( ).

2

t
jL T L T

j j

T k g
S s ds S t

ε
εμ ε λ

≤ + +∫  (5.15) 

Tích phân thứ tư 

 2 2

4
0 0 0

2 || ( )||.|| ( )|| || ( )|| || ( )||
t t t

j j j j
I f s v s ds f s ds v s ds′ ′≤ ≤ +∫ ∫ ∫  

 2

2

( )
0

|| || ( ) .
T

t

j jL Q
f S s ds≤ + ∫  (5.16) 

Tích phân thứ năm 

 
5

2| ( )|.| ( ), ( ) | 2|| || || ( )||.|| ( )||
j jx jx j jx jx

I t u t v t u t v tμ μ
∞

≤ 〈 〉 ≤  

 
2

(1) (1)

2
0 0

|| || || ||
2 . ( ) ( ).j j

T j T j
C S t C S t

μ μ
ε

μ εμ
∞ ∞≤ ≤ +  (5.17) 

Tích phân thứ sáu 

 
6

0 0

2 | ( )|.| ( ), ( ) | 2 || || || ( )||.|| ( )||
t t

j jx jx j jx jx
I s u s v s ds u s v s dsμ μ

∞
′ ′≤ 〈 〉 ≤∫ ∫  

 
2

(1) (1)

2
0 00 0

|| || || ||
2 . ( ) ( ) .

t t
j j

T j T j
C S s ds TC S s ds

μ μ

μ μ
∞ ∞

′ ′
≤ ≤ +∫ ∫  (5.18) 
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Tích phân thứ bảy 

 
7

0 0

2 | ( )|.| ( ), ( ) | 2 || || || ( )||.|| ( )||
t t

j jx jx j jx jx
I s u s v s ds u s v s dsμ μ

∞
′ ′≤ 〈 〉 ≤∫ ∫  

 
2

(2) (2)

2
0 00 0

|| || || ||
2 . ( ) ( ) .

t t
j j

T j T j
C S s ds TC S s ds

μ μ

μ μ
∞ ∞≤ ≤ +∫ ∫  (5.19) 

Tích phân thứ tám 

 
8

0

2 | ( ) ( )|,| ( )|
t

j j j j j
I K u s u s v s dsλ ′ ′≤ 〈 + 〉∫  

 
0 0

2 | ( )|,| ( )| 2 | ( )|,| ( )|
t t

j j j j j j
K u s v s ds u s v s dsλ′ ′ ′≤ 〈 〉 + 〈 〉∫ ∫  

 
0 0

2| | | ( )|,| ( )| 2| | | ( )|,| ( )|
t t

j j j j j j
K u s v s ds u s v s dsλ′ ′ ′≤ 〈 〉 + 〈 〉∫ ∫  

 
0 0

2| | || ( )||.|| ( )|| 2| | || ( )||.|| ( )||
t t

j j j j j j
K u s v s ds u s v s dsλ′ ′ ′≤ +∫ ∫  

 (1) (1)

0 00

| |
2 . ( ) 2| | . ( )

t t
j

T j j T j

K
C S s ds C S s dsλ

μ
≤ +∫ ∫  

 
2 (1)

2 (1)

0 00

| |
( ) | | ( ) .

t t
j T

j j T j

K TC
S s ds TC S s dsλ

μ
≤ + + +∫ ∫  (5.20) 

Tổ hợp (5.10) và (5.13) – (5.20), ta có 

 
2

2

2

(0, ) 2 (1)

2( )
0 0

ˆ2|| || || ||1
( ) 1 ( ) || ||

2 T

j L T j

j j j TL Q

g
S t S t f C

μ
ε

λ ε εμ
∞

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≤ + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

 
2 2 2

(1) (2) (1) 2 (1)

2 2
00 0

|| || || || | |
| |j j j

T T T j T

K
TC TC TC TC

μ μ
λ

μμ μ
∞ ∞

′
+ + + +  

 
2

2

(0, )1

00 0 0

2 || |||| || || ||
5 ( ) ,

t
L T

j

T kK
S s ds

μ
μ μ εμ

∞ ∞

⎛ ⎞′ ′ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫  (5.21) 

với mọi 0ε >  và [ ]0, .t T∈  

Chọn 0ε >  sao cho 
0

1 1
1

2 2
ε

λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 và ta ký hiệu 
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 2 2

2

2 2 (1) (1)

2 2(0, ) ( )
0 0

|| || || ||
ˆ2(4|| || || || )

T

j j

j j j T TL T L Q
R g f C TC

μ μ

εμ μ
∞ ∞

′
= + + +  

   
2 2

(2) (1) 2 (1)

2
00

|| || | |
2( | | ),j j

T T j T

K
TC TC TC

μ
λ

μμ
∞+ + +  (5.22) 

 
2

2

(0, )1

0 0 0

2 || |||| || || ||ˆ 2 5 .L T

T

T kK
C

μ
μ μ εμ

∞ ∞

⎛ ⎞′ ′ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 (5.23) 

Từ (5.21) - (5.23) ta có 

 
0

ˆ( ) ( ) ,
t

j j T j
S t R C S s ds≤ + ∫   (5.24) 

Sử dụng bổ đề Gronwalls và từ  (5.24) ta suy ra rằng 

 *ˆ( ) exp( ) , [0, ].
j j T T j
S t R C T C R t T≤ ≤ ∀ ∈  (5.25) 

Do phép nhúng  1(0, )H T  ↪ ([0, ])C T  là compact nên từ (5.8)2, (5.9) và (5.25) 

 2 2

*1 1

(0, ) (0, )

0 0

|| || || ||
ˆ|| || || ||

2
j j T jL T L T

K
Q g C R

λ

μ λ
∞ ∞

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≤ + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

  2 *

00

( ) ,
T

T j

T
T k d C Rθ θ

μ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫  (5.26) 

 2 2 1

2 2

(0, ) (0, ) (0, )
0

4
ˆ|| || 2|| || 8 || ||T

j j j jL T L T H T

M
R g f T μ

β μ
≤ + +  

  ( )0

0

8 | | | | ,T
j j

M
T K μ λ

μ
+ +  (5.27) 

 2 1 11(0, ) (0, ) (0, )
0

ˆ|| || || || || ||T
j j jL T H T H T

M
g g K

μ
≤ +  

   1 11 (0, ) (0, )
0 0

|| || || || .T T
j jH T H T

M M
T kλ

μ μ
+ +  (5.28) 

Từ (5.2), (5.4) và các đánh giá (5.25) – (5.28) ta suy ra (5.3) đúng. 

Định lý 5.1 được chứng minh đầy đủ  
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Chương 6 

DÁNG ĐIỆU TIỆM CẬN  

VÀ KHAI TRIỂN TIỆM CẬN CỦA NGHIỆM 
 
6.1. Giới thiệu 
 Trong chương này, chúng tôi giả sử rằng 

1 1
( ) 0K t K= ≥  (hằng số) và 

0 1 1
( , , , , , , )u u f g kμ λ  thỏa các giả thiết (H1) – (H4). Kết quả của chương 6 bao gồm hai 

định lý 6.1 và định lý 6.2. Trong đó, định lý 6.1 cho ta một kết quả về dáng điệu tiệm 

cận của nghiệm yếu của bài toán (1.1) – (1.3) khi ba tham số bé 

1
( , , ) (0 , 0 , 0 ) 0 .K Kε λ

+ + + +
≡ → ≡  Định lý 6.2 cho phép ta xấp xỉ nghiệm yếu đó bởi 

một đa thức theo ba tham số nhiễu này.  

 Cho 3

1
( , , ) ,K Kλ

+
∈  thì  từ định lý 4.1, bài toán (1.1) – (1.3) có duy nhất nghiệm 

yếu ( , )u P  phụ thuộc vào 
1

( , , )K Kλ : 

  
1 1

( , , ), ( , , ).u u u K K P P P K K
ε ε

λ λ≡ = ≡ =  (6.1) 

 Ta xét bài toán nhiễu dưới đây theo ba tham số  bé 
1

( , , )K Kε λ=  thỏa 

*
0 ,K K≤ ≤  

* 1 1*
0 , 0 K Kλ λ≤ ≤ ≤ ≤  (

* * 1*
, ,K Kλ  là các hằng số cố định). 

 
0 1

1 0

( ) ( , ), 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) .

tt xx t

x

t

t

Au u t u Ku u f x t x t T

u t t u t P t

u x u x u x u x

P t g t Ku t t u t k t s u s ds

μ λ

μ

λ

⎧⎪ ≡ − = − − + < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎩ ∫

 ( )Q
ε

 

6.2. Dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu khi 
1

( , , ) (0 , 0 , 0 ).K Kλ
+ + +

→  

 Trước tiên, chúng tôi sẽ nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu ( , )u P
ε ε

 

của bài toán ( )Q
ε

 phụ thuộc vào các tham số bé 
1

( , , ).K Kε λ=  Khi đó, ta có định lý 

sau 
 Định lý 6.1. Cho 0.T >  Giả sử (A1) – (A4) đúng. Khi đó 
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(i) Bài toán 
0

( )Q  tương ứng với 0ε =  có nghiệm duy nhất 
0 0 0,0,0 0,0,0

( , ) ( , )u P u P≡  

thỏa 
  2 1

0 0 0
( ), (0,.) (0, ), (0, ).u W T u H T P H T∈ ∈ ∈  (6.2) 

(ii) Nghiệm ( , )u P
ε ε

 hội tụ mạnh trong 2( ) (0, )W T L T×  về 
0 0

( , )u P  khi 0 ,ε
+

→  

trong đó, 2( ) { (0, ; ) : (0, ; )}.
t

W T v L T V v L T L∞ ∞= ∈ ∈  

 Hơn nữa, chúng ta có đánh giá tiệm cận 

         
2

2

2 2 2

0 0 1( ) (0, )

2 2 2

0 1(0, )

(0,.) (0,.) ,

,

TW T L T

TL T

u u u u C K K

P P C K K

ε ε

ε

λ

λ

⎧⎪ ′ ′− + − ≤ + +⎪⎪⎪⎨⎪⎪ − ≤ + +⎪⎪⎩

  (6.3) 

trong đó, 
T
C  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T  

Chứng minh định lí 6.1 
 Ta chú rằng, với ba tham số  bé 

1
( , , )K Kε λ=  thỏa 

*
0 ,K K≤ ≤  

*
0 ,λ λ≤ ≤  

1 1*
0 K K≤ ≤  (

* * 1*
, ,K Kλ  là các hằng số cố định), thì tương tự như trong chương 4, 

ta cũng thu được đánh giá tiên nghiệm sau 

 

2

2 2 2
0 0

0

(0, )

|| ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| ,

|| || , [0, ], 0,

t

m mx m T

m TL T

u t u t u s ds C

P C t T T

μ λ
⎧⎪⎪⎪ ′ ′+ + ≤⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ≤ ∀ ∈ ∀ >⎪⎪⎩

∫
 (6.4) 

và 

 

2

2 2 2
0 0

0

(0, )

|| ( )|| || ( )|| 2 | (0, )| ,

|| || , [0, ], 0,

t

m mx m T

m TL T

u t u t u s ds C

P C t T T

μ λ
⎧⎪⎪⎪ ′′ ′ ′′+ + ≤⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′ ≤ ∀ ∈ ∀ >⎪⎪⎩

∫
 (6.5) 

trong đó, {( , )}
m m
u P  là dãy xấp xỉ Galerkin của bài toán ( )Q

ε
 và 

T
C  là hằng số chỉ 

phụ thuộc T.  

 Ta chú ý rằng ( )W T  là không gian Banach thực với chuẩn định bởi 

         2

2 2 2
( ) (0, ; ) (0, ; )

|| || || || || ||
W T t L T L L T V
u u u∞ ∞= +         (6.6) 

 Xét 
*

0ε >  cố định và các tham số 
*

(0, )ε ε∈ . Chứng minh tương tự như trong 

định lý 4.1 với 
*

(0, )ε ε∈ , ta thu được các kết quả sau 
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2 2

2

2 2 2
0 0(0, ; ) (0, ; )

0

(0, )

ˆ|| || || || 2 | (0, )| ,

ˆ|| || , 0,

t

x TL T L L T L

TL T

u u u s ds C

P C

ε ε ε

ε

μ λ

ε

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪ ′ ′+ + ≤⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ≤ ∀ >⎪⎪⎩

∫
 (6.7) 

và 

 
2 2

2

2 2 2
0 0(0, ; ) (0, ; )

0

(0, )

ˆ|| || || || 2 | (0, )| ,

ˆ|| || , 0,

t

x TL T L L T L

TL T

u u u s ds C

P C

ε ε ε

ε

μ λ

ε

∞ ∞

⎧⎪⎪⎪ ′′ ′ ′′+ + ≤⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ′ ≤ ∀ >⎪⎪⎩

∫
 (6.8) 

trong đó ˆ
TC  là một hằng số độc lập m∀  và với  mọi 0.ε >  

 Xét dãy { }mε  sao cho 0mε +→  khi .m → +∞  Từ (6.7) – (6.8) ta trích được dãy 

con của dãy {( , )}
m m

u Pε ε  mà vẫn ký hiệu là {( , )}
m m

u Pε ε , sao cho 

 
*m

u uε →   trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (6.9) 

 
*m

u uε
′ ′→   trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (6.10) 

 
*

(0,.) (0,.)
m
u uε →   trong 2(0, )H T  yếu, (6.11) 

 
1

(0,.)
mm

K uε ζ→   trong 2(0, )H T  yếu, (6.12) 

 
*m

P Pε →   trong 1(0, )H T  yếu.  (6.13) 

Hơn nữa, do bổ đề nhúng compact của Lion và (6.9), (6.10) ta suy ra rằng 

 
*m

u uε →   trong 2 2 2(0, ; ) ( )TL T L L Q≡  mạnh và a.e. TQ . (6.14) 

Do 2(0, )H T  ↪ 1([0, ])C T  và 1(0, )H T  ↪ 0([0, ])C T  compact, nên từ (6.12), (6.13) 

ta suy ra rằng 

 
1

(0,.)
mm

K uε ζ→  mạnh trong 1([0, ])C T , (6.15) 

 
*m

P Pε →   mạnh trong 0([0, ])C T .  (6.16) 

Mặt khác, từ (6.11) ta lại có 

 
1

(0,.) 0
mm

K uε →   trong 2(0, )H T  yếu, (6.17) 

Từ (6.15), (6.17) ta suy ra rằng 
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1

(0,.) 0
mm

K uε →   mạnh trong 1([0, ])C T . (6.18) 

Tương tự, từ (6.18) ta cũng chứng minh được rằng 

 
1 1

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, )
m m m m

t

m
P t g t K u t t u t k t s u s dsε ε ε ελ ′= + + − −∫  

 
1 0

0

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )
t

g t t u t k t s u s ds P tλ ′→ + − − =∫   mạnh trong 0([0, ])C T . 

 Bằng cách qua giới hạn giống như trong chương 4, ta suy ra 
* *

( , )u P  là nghiệm yếu 

bài toán 
0

( )Q  ứng với 0ε =  và thỏa (6.2). Hơn nữa, do tính duy nhất của nghiệm yếu, 

nên chúng ta có 
* * 0 0

( , ) ( , )u P u P= . 

 Đặt 
0m

u u uε= −  và 
0
,

m

P P Pε= −  khi đó ( , )u P   thỏa :  

 
0 0

1 0 1
0

, ( ) , ( ) (0) ,

, , 0 1,  0 ,

(0) (0) 0,

( ) [ (0, ) (0, )] ( ) (0, ) ( ) (0, ) .

x

t

u v t u v P t v Ku u v

Ku u v x t T

u u

P t K u t u t t u t k t s u s ds

μ λ

λ

λ

⎧ ′′ ′⎪〈 〉+ 〈 〉+ +〈 + 〉⎪⎪⎪⎪⎪ ′= −〈 + 〉 < < < <⎪⎪⎪⎪⎨ ′= =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎪⎩
∫

 (6.19) 

Trong (6.19)1 ta thay ,v u ′=  sau đó lấy tích phân theo biến thời gian ,t  ta được 

  2

0

( ) ( )|| ( )||
t

x
Z t s u s dsμ′= ∫ 2

0 0

2 (0) (0, ) 2 (0, ) ( ) (0, )
t t

m
k u s ds u t k t s u s ds+ + −∫ ∫  

  
0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t

u k s u s ds d
τ

τ τ τ′− −∫ ∫ 1 0
0

2 (0, ) (0, )
t

K u s u s ds′− ∫  

 
0 0

0 0

2 ( ), ( ) 2 ( ), ( )
t t

K u s u s ds u s u s dsλ′ ′ ′− 〈 〉 − 〈 〉∫ ∫  (6.20) 

Trong đó 

 2 2 2 2
1 1

0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| (0, ) 2 ( )| (0, )|
t

x
Z t u t t u t K u t s u s dsμ λ′ ′= + + + ∫   
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  2 2

0

|| ( )|| 2 || ( )|| .
t

K u t u s dsλ ′+ + ∫  (6.21) 

Chú ý từ (6.21) ta suy ra rằng 

 0( )
0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )|| .

xC

t
u t u t u t

σ
μΩ

≤ ≤ ≤  (6.22) 

Đánh  giá lần lược các số hạng bên vế phải của  (6.20) như sau 

   (0, )2

0 00

|| ||
( )|| ( )|| ( )

t t
L T

x
s u s ds Z s ds

μ
μ

μ
∞

′ ≤∫ ∫                    (6.23) 

  (0, )2

0 00

2|| ||
2 (0) (0, ) ( )

t t
L T

m

k
k u s ds Z s ds

μ
∞

≤∫ ∫  (6.24) 

    
2

2

0 0

1
2 (0, ) ( ) (0, ) (0, ) ( ) (0, )

t t

u t k t s u s ds u t k t s u s dsβ
β

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜− ≤ + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫   

  
2

2

(0, )

00 0

|| ||
( ) ( ) , 0

t
L T
k

Z t Z s ds
β

β
μ μ β

≤ + ∀ >∫                   (6.25) 

  
0 0 0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 | (0, )| | ( ) (0, )|
t t

u k s u s ds d u k s u s ds d
τ τ

τ τ τ τ τ τ′ ′− − ≤ −∫ ∫ ∫ ∫  

  
2

2

0 0

(0, ) ( ) (0, )
t

u k s u s ds d
τ

τ τ τ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎟⎜ ⎟′⎜≤ + −⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  

  2

2

(0, )
00

1
(1 || || ) ( )

t

L T
T k Z s ds

μ
′≤ + ∫  (6.26) 

  
2

2 21
1 0 0 0

00 0 0

2 (0, ) (0, ) | (0, )| | (0, )|
t t tK

K u s u s ds u s ds u s dsλ
λ

′ ′− ≤ +∫ ∫ ∫  

 
2
1

0 0

( )
t

T

K
C Z s ds

λ
≤ + ∫  (6.27) 

 
0 0

0 0

2 , 2 || ( )||.|| ( )||
t t

K u u ds K u s u s ds′ ′− 〈 〉 ≤∫ ∫  
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 2 2 2 2

0
0 0 0

|| ( )|| || ( )|| ( )
t t t

T
K u s ds u s ds TK C Z s ds′≤ + ≤ +∫ ∫ ∫

 
(6.28) 

 
0 0

0 0

2 , 2 || ( )||.|| ( )||
t t

u u ds u s u s dsλ λ′ ′ ′ ′− 〈 〉 ≤∫ ∫  

 

2 2 2 2

0
0 0 0

|| ( )|| || ( )|| ( )
t t t

T
u s ds u s ds T C Z s dsλ λ′ ′≤ + ≤ +∫ ∫ ∫                  (6.29) 

Tổ hợp (6.20), (6.23) - (6.29) và chọn  
0

1
2

β
μ

≤  ta có  

 
0

2 2 2 1
1

0

( ) 2( )( 2) 2 ( ) , 0.
t

T
Z t K K D Z s ds

λ
λ β≤ + + + + ∀ >∫  (6.30) 

trong đó  

 
2

2

2

(0, )2

(0, ) (0, ) (0, )
0

|| ||1
(1 || || || || 2|| || )L T

T L T L T L T

k
D T k kμ

μ β∞ ∞
′= + + + + , (6.31) 

Dùng bổ đề Gronwall cho (6.30)  ta thu được  

           
0

2 2 2 1
1

( ) 2( )( 2) exp(2 )
T T

Z t K K C D T
λ

λ≤ + + +   

 2 2 2
1

( ),
T
C K Kλ≤ + +    

trong đó 
0

12( 2) exp(2 ).
T T T
C C D T

λ
= +      

Do đó 

 
2

2 2 2

0 0 1( ) (0, )
(0,.) (0,.) ,

TW T L T
u u u u C K K

ε ε
λ′ ′− + − ≤ + +  (6.32) 

trong đó, 
T
C  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T  

 Mặt khác, từ (6.19)3 và (6.31) ta suy ra rằng 

 
2 * 2

0

0

( )

0 1(0, ) 1 (0, ; ) (0, ) (0, )

1/2 1/2
21

0 0

|| || [ || || ] || || .|| (0,.)||

( ) ( )

Z t

L T L T V L T L T

T t

P K u u

k ds Z s ds

μ

μ

λ

θ

∞ ∞
′≤ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫
 

       2 2 2

1
.

T
C K Kλ≤ + +  (6.33)   

Do đó 
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 2 2 2

0 1(0, )
,

TL T
P P C K K

ε
λ

∞
− ≤ + +  (6.34) 

trong đó, 
T
C  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào .T  Định lý 6.1 được chứng minh 

đầy đủ   

6.3. Khai triển tiệm cận theo ba tham số bé 
1

( , , )K Kλ  

Trong mục này, chúng tôi khai triển tiệm cận nghiệm yếu của bài toán 
1, ,

( )
K K
P

λ
 theo 

ba tham số bé 
1

( , , )K Kλ  tức là ta có thể xấp xỉ nghiệm yếu u  bởi một đa thức theo ba 

biến 
1

( , , )K Kλ  và đánh giá được sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm xấp xỉ. 

Ở đây, ta sẽ dùng các ký hiệu sau, với đa chỉ số 3
1 2 3

( , , )γ γ γ γ += ∈  và 

3
1

( , , ) ,K Kε λ += ∈  ta đặt 

 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 2 2
1 1

3

| | , ! ! ! !,

, || || ,

, , , 1,2, 3.
i i

K K K K

i

γ γ γγ

γ γ γ γ γ γ γ γ

ε λ ε λ

α β β α β α+

⎧⎪ = + + =⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = = + +⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ ≤ ⇔ ≤ ∀ =⎪⎪⎩

 (6.35) 

Giả sử 
0 0

( , )u P  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán 
0

( )Q (như trong định lý 4.1) ứng 

với 
1

( , , ) (0, 0, 0),K Kλ =  tức là 

 

0 0

0 0 0

0 0 0 1

0 1 00

2

0 0 0

1 1

0 0

( , ), 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0,.) (0, ), (0, ).

x

t

Au F f x t x t T

u t t u t P t

u x u x u x u x

P t g t t u t k t s u s ds

u L T V u L T V u L T L

u H T P H T

μ

λ

∞ ∞ ∞

= ≡ < < < <

= =

′= =

′= + − −

′ ′′∈ ∈ ∈

′ ∈ ∈

∫

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
0

( )Q  

Xét dãy hữu hạn các nghiệm yếu 3( , ), , 1 | |u P Nγ γ γ γ+∈ ≤ ≤  được xác định 

bởi các bài toán sau 
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1 0

2

1 1

, 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

( ) ( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0,.) (0, ), (0, ),

x

t

t

Au F x t T

u t t u t P t

u x u x

P t C t t u t k t s u s ds

u L T V u L T V u L T L

u H T P H T

γ γ

γ γ γ

γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ

μ

λ

∞ ∞ ∞

⎧⎪ = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪
⎨

′= + − −

′ ′′∈ ∈ ∈

′ ∈ ∈

∫
⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 ( )Q
γ

 

trong đó ,F
γ

 ( )C t
γ

, | | Nγ ≤ , được xác định bởi công thức truy hồi sau 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2

1, , 1 2

, 1, 1 2

1, , , 1, 1 2

( , ), | | 0,

0, 0, 1 | | ,

, 1, 0, 1 | | ,

, 0, 1, 1 | | ,

, 1, 1, 2 | | ,

f x t

N

F u N

u N

u u N

γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

−

−

− −

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪ = = ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪= − ≥ = ≤ ≤⎨⎪⎪⎪⎪ ′− = ≥ ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′− − ≥ ≥ ≤ ≤⎪⎪⎩

 (6.36) 

và 

 

1 2 3

3

, , 1 3

( ), | | 0,

0, 0, 1 | | ,

(0, ), 1, 1 | | .

g t

C N

u t N

γ

γ γ γ

γ

γ γ

γ γ
−

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪= = ≤ ≤⎨⎪⎪⎪⎪ ≥ ≤ ≤⎪⎪⎩

 (6.37) 

Giả sử ( , ) ( , )u P u Pε ε=  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán ( )Qε . Khi đó  

 
| | | |

, ,
N N

v u u R P Pγ γ
γ γ

γ γ

ε ε
≤ ≤

= − = −∑ ∑   (6.38) 

thỏa bài toán sau 
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1 1 0

( , ), 0 1, 0 ,

(1, ) 0, ( ) (0, ) ( ),

( , 0) ( , 0) 0,

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ,

t N

x

t

t

N

Av Kv v E x t x t T

v t t v t R t

v x v x

R t E t K v t t v t k t s v s ds

λ

μ

λ

⎧⎪ + + = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎩ ∫

 (6.39) 

trong đó 

 ( )
1 2 3 1 2 31, , , 1,

| | 1

( , ) ,
N

N

E x t u u γ
γ γ γ γ γ γ

γ

ε
− −

= +

′= − +∑  (6.40) 

và 

 
1 2 3, , 1

| | 1

( ) (0, ) .
N

N

E t u t γ
γ γ γ

γ

ε
−

= +

= ∑  (6.41) 

Bổ đề 6.1. Giả sử (H1) – (H5) thỏa. Thì 

 (i)   2

1
1(0, ; )

|| || || || ,N
N NL T L
E C ε∞

+≤  (6.42) 

 (ii)  2

1
(0, ) 2

|| || || || ,N
N T NL
E C ε +≤  (6.43) 

trong đó 
1 2

,
N N

C C  và 
3N
C  là các hằng số dương chỉ phụ thuộc vào các hằng số 

2* * 1* (0, ; ) (0, ; ) (0, )
, , , || || , || || , || (0,.)|| , | | .

L T V L T V L T
K K u u u N

γ γ γ
λ γ∞ ∞

′ ′ =  

Chứng minh. 

(i) Từ tính bị chận của các hàm 3, , , | |u u Nγ γ γ γ+
′ ∈ =  trong không gian hàm 

(0, ; )L T V∞ . Từ (6.40) ta suy ra rằng 

 ( ) 1 2 3
2

1 2 3 1 2 31, , , 1, 1(0, ; )
| | 1

|| ( , )|| | | | | | |
N L T L

N

E x t u u K Kγ γ γ
γ γ γ γ γ γ

γ

λ∞ − −
= +

′≤ +∑  

  ( ) 1 2 3

1 2 3 1 2 31, , , 1, 1
| | 1

|| || || || | |
V V

N

u u K Kγ γ γ
γ γ γ γ γ γ

γ

λ− −
= +

′≤ +∑  

  ( ) 1 2 3

1 2 3 1 2 31, , , 1, 1(0, ; ) (0, ; )
| | 1

|| || || || | |.
L T V L T V

N

u u K Kγ γ γ
γ γ γ γ γ γ

γ

λ∞ ∞− −
= +

′≤ +∑  (6.44) 

Mặt khác, sử dụng bất đẳng thức Holder 

 1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3
, 0, 0, 1

i i
x x x x x x xα α α α α α α α α α≤ + + ∀ ≥ ∀ ≥ + + =  
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với 2 2 2 1 2 3
1 2 3 1 1 2 1

, , , , , ,
1 1 1

x K x x K
N N N

γ γ γ
λ α α α= = = = = =

+ + +
 ta được 

 
1 2 3

1 2 3

1 1
2 22 2 2

2 2 21 2 31 1 1
1 1 1

| |
1 1 1

N N

N N NK K K
N N N

γ γ γ
γ γ γγ γ γ γ

ε λ λ λ λ λ λ

+ +

+ + +
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= = ≤ + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜ + + +⎝ ⎠

 

  ( )
1

2 2 2 1 32
1

|| || , , | | 1.
N

NK Nλ λ ε γ γ
+

+
+≤ + + = ∀ ∈ = +  (6.45) 

Từ (6.44) và (6.45) ta được 

 2

1
1(0, ; )

|| || || || ,N
N NL T L
E C ε∞

+≤  (6.46) 

trong đó 

 ( )
1 2 3 1 2 31 1, , , 1,(0, ; ) (0, ; )

| | 1

|| || || || .
N L T V L T V

N

C u uγ γ γ γ γ γ
γ

∞ ∞− −
= +

′= +∑  

(ii) Từ (6.41) và chứng minh tương tự như trên ta cũng thu được đánh giá 

 
2

1

2(0, )
( ) ,

N

N NL T
E t C ε

+
≤  (6.47) 

trong đó 

 2
1 2 32 , , 1 (0, )

| | 1

|| (0,.)|| .
N L T

N

C uγ γ γ
γ

−
= +

′= ∑  

Hoàn tất chứng minh Bổ đề 6.1  

Kế tiếp, ta có định lý sau 

 Định lý 6.2. Giả sử (A1) – (A4) thỏa. Thì mọi 3
1

( , , )K Kλ +∈  thỏa 
*

0 ,K K≤ ≤  

* 1 1*
0 , 0 K Kλ λ≤ ≤ ≤ ≤  bài toán ( )Qε  có duy nhất nghiệm yếu  ( , ) ( , )u P u P

ε ε
=  

( ) (0, )W T L T∞∈ ×  thỏa đánh giá tiệm cận tới cấp 1N +  như sau 

 

2

2

( ) (0, )
| | | |

* 1

(0, )
| |

|| || || (0, ) (0, ) ||

|| || || || ,

W T L T
N N

N
NL T

N

u u u u

P P C

γ γ
γ γ

γ γ

γ
γ

γ

ε ε

ε ε

≤ ≤

+

≤

′ ′− + ⋅ − ⋅

+ − ≤

∑ ∑

∑
 (6.48) 

với mọi 3
1

( , , )K Kλ +∈  thỏa 
* * 1 1*

0 , 0 , 0K K K Kλ λ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , ( , )u Pγ γ  là 

nghiệm yếu của bài toán 3( ), , | | ,Q Nγ γ γ+∈ ≤  và *
N
C  là hằng số độc lập với 

1
( , , ).K Kε λ=  

Chứng minh. 
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Áp dụng bổ đề 3.2, ta được 

 2 2

0 0

|| ( )|| ( )|| ( )|| 2 ( ) (0, ) 2 ,
t t

x
v t t v t R s v s ds Kv v v dsμ λ′ ′ ′ ′+ + + 〈 + 〉∫ ∫  

 2

0 0

( )|| ( )|| 2 ( ), ,
t t

x N
s v s ds E s v dsμ′ ′= + 〈 〉∫ ∫  

hay 

 2

0

( ) ( )|| ( )||
t

x
t s v s dsσ μ′≤ ∫ 2

0 0

2 (0, ) ( ) (0, ) 2 (0) (0, )
t t

v t k t s v s ds k v s ds+ − −∫ ∫  

 
0 0

2 (0, ) ( ) (0, )
t r

v r dr k r s v s ds′− −∫ ∫
0

2 ( ),
t

N
E s v ds′+ 〈 〉∫   

 
7

10

2 ( ) (0, ) ,
t

N i
i

E s v s ds J
=

′− ≡ ∑∫  (6.49)  

trong đó 

 2 2 2
0 0

0

( ) || ( )|| || ( )|| | (0, )| .
t

x
t v t v t v s dsσ μ λ′ ′= + + ∫  (6.50) 

Ta chú ý từ (6.50) suy ra rằng 

 0( )
0

( )
| (0, )| || ( )|| || ( )|| ,

xC

t
v t v t v t

σ
μΩ

≤ ≤ ≤  (6.51) 

Áp dụng bổ đề 6.1, ta đánh giá các tích phân ở vế trái của (6.49) 

 (0, )2
1

00 0

|| ||
| | | ( )|.|| ( )|| ( ) ,

t t
L T

x
J s v s ds s ds

μ
μ σ

μ

∞
′

′≤ ≤∫ ∫  (6.52) 

 2
2 2

0 0 00

1
| | 2| (0, )| | ( ) (0, )| ( ) ( ) ( )

t t t

J v t k t s v s ds t k d s dsβσ θ θ σ
βμ

≤ − ≤ +∫ ∫ ∫  

 
2

2

(0, )

2
00

|| ||
( ) ( ) , 0,

t
L T

k
t s dsβσ σ β

βμ
≤ + ∀ >∫  (6.53) 

  (0, )2
3

00 0

2|| ||
| | 2| (0)| (0, ) ( ) ,

t t
L T
k

J k v s ds s dsσ
μ

∞

≤ ≤∫ ∫  (6.54) 
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4

0 0

| | 2 (0, ) ( ) (0, )
t

J v d k s v s ds
τ

τ τ τ′≤ −∫ ∫  

  
2

2
0 0 00

( ) ( ) ( )
t t t

T
s ds k d s dsσ θ θ σ

μ
′≤ +∫ ∫ ∫  

  
2

2

(0, )

2
00

|| ||
1 ( ) ,

t
L T

T k
s dsσ

μ

⎛ ⎞′ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∫  (6.55) 

  ( )2 2
5

0 0

| | 2 || ( )||.|| ( )|| || ( )|| + || ( )||
t t

N N
J E s v s ds E s v s ds′ ′≤ ≤∫ ∫  

 2

2 2

(0, ; )
0 0

|| || || ( )||
t t

N L T L
E ds v s ds∞

′≤ +∫ ∫ 2 2 2
1

0

|| || ( ) ,
t

N
N

TC s dsε σ+≤ + ∫   (6.56) 

 2 2
6 0

00 0 0

1
| | 2 | ( )|.| (0, )| | ( )| | (0, )|

t t t

N N
J E s v s ds E s ds v s dsλ

λ
′ ′≤ ≤ +∫ ∫ ∫  

 2

2 2 2 2
2(0, )

0 00 0

1 1
|| || ( ) || || ( ) ,

t t
N

N NL T
E s ds C s dsσ ε σ

λ λ
+≤ + ≤ +∫ ∫  (6.57) 

Chọn 1
2

β =  và từ (6.49), (6.52) – (6.57) ta suy ra rằng 

 2 2 2 2
1 2

0 0

1
( ) 2( )|| || 2 ( ) , 0,

t
N

N N T
t TC C D s dsσ ε σ β

λ
+≤ + + ∀ >∫  (6.58) 

trong đó 

 
2 2

2 2

(0, ) (0, ) (0, ) (0, )

2 2
0 00 0

|| || || || 2|| || || ||
3 .L T L T L T L T

T

k k T k
D

μ

μ μβμ μ

∞ ∞
′ ′

= + + + +  (6.59) 

Dùng bổ đề Gronwall cho (6.58)  ta thu được 

 2 2 2 2
1 2

0

1
( ) 2( )exp(2 )|| || .N

N N N
t TC C D Tσ ε

λ
+≤ +  (6.60) 

Do đó 

 2 2

* 1

(0, ; ) (0, ; ) (0, )
|| || || || || (0,.)|| || ||N

NL T L L T V L T
v v v D ε∞ ∞

+′ ′+ + ≤ ,  (6.61) 

ở đây, * 2 2
1 2

0

1
2( ) exp( ).

T N N T
D TC C D T

λ
= +  
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Hay là 

 2

* 1
( ) (0, )

| | | |

|| || || (0, ) (0, ) || || ||N
W T NL T

N N

u u u u Dγ γ
γ γ

γ γ

ε ε ε +

≤ ≤

′ ′− + ⋅ − ⋅ ≤∑ ∑ , (6.62) 

với mọi 3
1

( , , )K Kλ +∈  thỏa 
* * 1 1*

0 , 0 , 0K K K Kλ λ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Mặt khác, từ (6.39) và (6.50) ta lại suy ra rằng 

 

2 2 * 2

0

1(0, ) (0, ) 1 (0, ; ) (0, ) (0, )

1/2 1/2
21

0 0

|| || || || || || || || || (0,.)||

( ) ( )

NL T L T L T V L T L T

T t

R E K v v

k ds s ds
μ

λ

θ σ

∞ ∞
′≤ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫
 

 ** 1|| || .N
T
D ε +≤  (6.63) 

Do đó 

 2

* 1

(0, )
| |

|| || || || .N
NL T

N

P P Cγ
γ

γ

ε ε +

≤

− ≤∑  (6.64) 

Vậy, ta hoàn tất chứng minh Định lý 6.2  
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Chương 7 

VÍ DỤ MINH HỌA CÁCH TÌM NGHIỆM TIỆM CẬN 
 

 Trong chương này, chúng ta sẽ xem xét một trường hợp đặc biệt của bài toán nhiễu 

theo ba tham số bé ( )Qε  đã nêu trong chương 6 để minh họa phương pháp tìm nghiệm 

tiệm cận theo ba tham số này đến cấp 1 và cấp 2. Bài toán cụ thể được phát biểu như 

sau 

  
0 1

1 1
0

,   0 1,   0 ,

(1, ) 0, (0, ) ( )

( , 0) ( ),    ( , 0) ( )

( ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) sin( ) (0, ) ,

t

t

Au u u Ku u x t T

u t u t P t

u x u x u x u x

P t g t K u t t u t t s u s ds

λ

λ

⎧ ′′ ′⎪ ≡ −Δ = − − < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = ∇ =⎪⎪⎪⎪⎨ = =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= + + − −⎪⎪⎪⎩
∫

 ( )Qε    

trong đó, các tham số nhiễu 3
1

( , , )K Kλ +∈  thỏa 
* *

0 , 0 ,K K λ λ≤ ≤ ≤ ≤  

1 1*
0 , ( , ) 0, ( ) 1K K f x t tμ≤ ≤ ≡ ≡ , 

0 1 1
,  , ,u u g λ , ( ) sink t t=  là các hàm cho trước 

thỏa các giả thiết (H1) – (H3) tương ứng. 

Giả sử 
0 0

( , )u P  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán 

  

0 0 0

0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0
0

2
0 0 0

1
0 0

0,   0 1,   0 ,

(1, ) 0, (0, ) ( )

( , 0) ( ),    ( , 0) ( )

( ) ( ) ( ) (0, ) sin( ) (0, ) ,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0,.), (0, ).

t

Au u u x t T

u t u t P t

u x u x u x u x

P t g t t u t t s u s ds

u L T V u L T V u L T L

u P H T

λ

∞ ∞ ∞

⎧ ′′⎪ ≡ −Δ = < < < <

= ∇ =

′= =

⎨
′= + − −

′ ′′∈ ∈ ∈

′ ∈

∫

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 
0

( )Q  

Khi đó các nghiệm yếu 
100 010 001

,  ,u u u  được xác định bởi hai bài toán 
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100 100 100 0

100 100 100

100 100

100 1 100 1000

2

100 100 100

100 1

, 0 1, 0 ,

(1, ) 0, (0, ) ( ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

( ) ( ) (0, ) sin( ) (0, ) ,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0,.),

t

Au u u u x t T

u t u t P t

u x u x

P t t u t t s u s ds

u L T V u L T V u L T L

u P

λ

∞ ∞ ∞

′′≡ −Δ = − < < < <

= ∇ =

′= =

′= − −

′ ′′∈ ∈ ∈

′

∫

1

00
(0, ).H T

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎩

 
100

( )Q    

  

010 010 010 0

010 010 010

010 010

010 1 010 0100

2

010 010 010

010 0

, 0 1, 0 ,

(1, ) 0, (0, ) ( ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

( ) ( ) (0, ) sin( ) (0, ) ,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0,.),

t

Au u u u x t T

u t u t P t

u x u x

P t t u t t s u s ds

u L T V u L T V u L T L

u P

λ

∞ ∞ ∞

′′ ′≡ −Δ = − < < < <

= ∇ =

′= =

′= − −

′ ′∈ ∈ ∈

′

∫

1

10
(0, ).H T

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎩

 
010

( )Q  

và 

  

001 001 001

001 001 001

001 001

001 0 1 001 0010

2

001 001 001

001

0, 0 1, 0 ,

(1, ) 0, (0, ) ( ),

( , 0) 0, ( , 0) 0,

( ) (0, ) ( ) (0, ) sin( ) (0, ) ,

(0, ; ), (0, ; ), (0, ; ),

(0

t

Au u u x t T

u t u t P t

u x u x

P t u t t u t t s u s ds

u L T V u L T V u L T L

u

λ

∞ ∞ ∞

′′≡ −Δ = < < < <

= ∇ =

′= =

′= + − −

′ ′′∈ ∈ ∈

′

∫

1

001
,.), (0, ).P H T

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎩

 
001

( )Q  

Khi đó, nghiệm của bài toán ( )Qε  có thể xấp xỉ bởi một đa thức cấp một theo ba biến 

 
1
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trong đó, D1 hoàn toàn độc lập với ba tham số bé  
1

, ,K Kλ . 

Ta lại tìm các nghiệm yếu ,  | | 2uγ γ ≤  được xác định bởi các bài toán dưới đây 
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Khi đó, nghiệm của bài toán ( )Qε  có thể xấp xỉ bởi một đa thức cấp hai theo ba biến 
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trong đó, 
2
D  hoàn toàn độc lập với ba tham số bé  

1
, ,K Kλ . 
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