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Chương 1 

TỔNG QUAN 
 Sự tồn tại và duy nhất nghiệm trong nhiều bài toán về phương trình sóng phi tuyến 

là đề tài được quan tâm bởi nhiều tác giả, chẳng hạn như trong [2, 4 – 10] và các tài liệu 

tham khảo trong đó. Trong luận văn này, chúng tôi khảo sát phương trình sóng phi tuyến 

chứa số hạng Kirchhoff liên kết với điều kiện biên hỗn hợp không thuần nhất sau đây. 

 Tìm hàm u  thoả phương trình sóng phi tuyến tính có dạng 

  2( ,|| ( )|| ) ( , , ), 0 1, 0 ,
tt x xx
u B t u t u f x t u x t T− = < < < <  (1.1) 

với điều kiện biên hỗn hợp không thuần nhất 

  (0, ) 0, (1, ) ( ),
x

u t u t g t= =  (1.2) 

và điều kiện đầu 

   
0 1

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),
t

u x u x u x u x= =  (1.3) 

trong đó 
0
,u  

1
,u  ,B  f  là các hàm cho trước thỏa các điều kiện mà ta sẽ chỉ ra sau và số 

hạng phi tuyến 2( ,|| ( )|| )
x

B t u t  phụ thuộc vào tích phân 

  
1

2 2

0
|| ( )|| ( , ) .
x x
u t u x t dx= ∫  (1.4) 

 Trong trường hợp 1N =  và (0, ),LΩ =  phương trình (1.1) được tổng quát hóa từ 

phương trình sau đây mô tả dao động phi tuyến của một sợi dây đàn hồi [2] 

 2
0

0

( | ( , ) | )) , 0 , 0 .
2

L

tt xx

Eh u
hu P y t dy u x L t T

L y
ρ

∂
= + < < < <

∂∫  (1.5) 

 N. T. Long, A. P. N. Định và T. N. Diễm trong [4] đã dùng phương pháp xấp xỉ 

tuyến tính để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của bài toán 
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( )2
0

0 1

(|| ( )|| ) ( , , , , ), ( , ) (0,1) (0, ),

(0, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ).

tt x xx x t

t

u b B u t u f x t u u u x t T

u t u t

u x u x u x u x

⎧⎪ − + = ∈ ×⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (1.6) 

 Trong [5] N. T. Long và B. T. Dũng đã khảo sát sự tồn tại và duy nhất nghiệm cho 

bài toán 

  

2 2

0

0 1

(|| ( )|| ) ( , , , , ,|| ( )|| ), 0 1, 0 ,

(0, ) (0, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ).

tt x xx x t x

x

t

u B u t u f x t u u u u t x t T

u t h u t u t

u x u x u x u x

⎧⎪ − = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ − = =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (1.7) 

 Sau đó, các tác giả khai triển tiệm cận nghiệm đến cấp 1N +  của bài toán 

  

2 2

0

0 1

2 2 2
1

2

(|| || ) ( , , , , ,|| || ), 0 1, 0 ,

(0, ) (0, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

( , , , , ,|| || ) ( , , , , ,|| || ) ( , , , , ,|| || ),

(|| || ) (||

tt x xx x t x

x

t

x t x x t x x t x

x x

u B u u F x t u u u u x t T

u t h u t u t

u x u x u x u x

F x t u u u u f x t u u u u f x t u u u u

B u B u

ε ε

ε

ε

ε

− = < < < <

− = =

= =

= +

= 2 2
1

|| ) (|| || ).
x

B uε

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ +⎪⎪⎩

 ( )Pε  

 Trong [6] N. T. Long đã khảo sát bài toán 

  2 2 2 2( ,|| ( )|| ,|| ( )|| ) ( , , , , ,|| ( )|| ,|| ( )|| ),
tt x xx x t x
u B t u t u t u f x t u u u u t u t− =   (1.8) 

liên kết với điều kiện biên hỗn hợp thuần nhất 

  
0 1

(0, ) (0, ) (1, ) (1, ) 0,
x x
u t h u t u t h u t− = + =  (1.9) 

và điều kiện đầu 

  
0 1

( , 0) ( ), ( , 0) ( )
t

u x u x u x u x= =  (1.10) 



 3

 Trong [9] N. T. Long, L. T. P. Ngọc và L. X. Trường đã nghiên cứu thuật giải lặp 

cấp cao cho phương trình sóng phi tuyến 

  2 2( ,|| ( )|| ,|| ( )|| ) ( , , ), 0 1, 0 ,
tt x xx
u t u t u t u f x t u x t Tμ− = < < < <  (1.11) 

liên kết với điều kiện biên hỗn hợp thuần nhất 

  
0 1

(0, ) (0, ) (1, ) (1, ) 0,
x x
u t h u t u t h u t− = + =  (1.12) 

và điều kiện đầu 

  
0 1

( , 0) ( ), ( , 0) ( )
t

u x u x u x u x= = . (1.13) 

 Trong luận văn nầy chúng tôi sử dụng một số công cụ của giải tích hàm như: 

Phương pháp xấp xỉ Galerkin, phương pháp xấp xỉ tuyến tính liên kết với điểm bất động, 

phương pháp khai triển tiệm cận,…để khảo sát bài toán nói trên. 

 Bố cục của luận văn được trình bày theo các chương mục sau 

Chương 1, Giới thiện bài toán sẽ khảo sát trong luận văn, và các kết quả liên quan đến 

bài toán đã được nghiên cứu trong thời gian gần đây. 

Chương 2, trình bày một số công cụ chuẩn bị bao gồm: Nhắc lại một số không gian 

Sobolev, một số kết quả về các phép nhúng compact giữa các không gian hàm. 

Chương 3, khảo sát thuật giải xấp xỉ tuyến tính cho bài toán khảo sát (1.1) – (1.3) có điều 

kiện biên tại đầu 1x =  thuần nhất. Trong chương này, chúng tôi chứng minh được rằng 

bài toán (1.1) – (1.3) tồn tại và duy nhất nghiệm yếu, bằng cách thiết lập một dãy quy nạp 

tuyến tính hội tụ mạnh trong các không gian hàm thích hợp. 

Chương 4, nghiên cứu một thuật giải xấp xỉ tuyến tính cho bài toán khảo sát (1.1) – (1.3) 

có điều kiện biên tại đầu 1x =  không thuần nhất. Bằng cách đổi ẩn hàm để đưa về bài 

toán có điều kiện biên thuần nhất đã khảo sát ở chương 3, rồi kế thừa phương pháp chúng 

tôi cũng thu được kết quả tương tự như chương 3. 

Chương 5, Kết quả thu được ở chương 3 cho thấy sự hội tụ và đánh giá sai số của dãy 

quy nạp tuyến tính { }
m m
u ∈  chỉ là cấp một. Để tiếp nối và mở rộng kết quả của chương 3 

chúng tôi, xây dựng một dãy lặp phi tuyến { }
m m
u ∈  nhằm nâng tốc độ hội tụ của dãy quy 

nạp tuyến tính { }
m m
u ∈  về nghiệm yếu của bài toán (1.1) – (1.3). 
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Chương 6, khảo sát bài toán nhiễu sau 

  

2
1

0 1

( ,|| ( )|| ) ( , , ) ( , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) 0, (1, ) ( ),

(0, ) ( ), (0, ) ( ).

tt x xx

x

t

u B t u t u f x t u f x t u x t T

u t u t g t

u x u x u x u x

ε⎧⎪ − = + < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 ( )Pε  

a) nghiên cứu dáng điệu tiêm cận nghiệm của uε  khi 0ε →   

b) khai triển tiệm cận của nghiệm yếu của bài toán ( )Pε  theo tham số bé 
*

, | | .ε ε ε<  

có nghĩa là có thể xấp xỉ nghiệm uε  bởi đa thức theo ε : 

 
0

( , ) ( , )
N

i
i

i

u x t u x tε ε
=

≈ ∑ , 

và đánh giá được sai số giữa nghiệm chính xác và nghiệm xấp xỉ tiệm cận 

 1

0 *

| | ,
N

i N
i N

i

u u Cε ε ε +

=

− ≤∑  

trong đó, hằng số NC  độc lập đối với ε . 

 
 Kế đến là phần kết luận và danh mục các tài liệu tham khảo. 
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Chương 2 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 
2.1. Các không gian hàm thông dụng 

  Đầu tiên, ta đặt các kí hiệu sau (0,1), (0, ), 0.
T
Q T TΩ = = Ω× >  Ta bỏ qua 

các định nghĩa các không gian hàm thông dụng như ,( ), ( ), ( ), ( )m p m m pC L H WΩ Ω Ω Ω  

Ta có 2 2( )L L= Ω  là không gian Hilbert đối với tích vô hướng  

 
1

2

0

, ( ) ( ) , , ,u v u x v x dx u v L= ∈∫      (2.1) 

Kí hiệu || . || để chỉ chuẩn sinh bởi tích vô hướng (2.1) nghĩa là  

 
1

2 2

0

|| || , ( )u u u u x dx= 〈 〉 = ∫  

Ta định nghĩa không gian Sobolev cấp 1 

 1 2 2{ , }
x

H v L v L= ∈ ∈  

Không gian này là không gian Hilbert đối với tích vô hướng  

 1

1

0

, , , [ ( ) ( ) ( ) ( )]
x x x xH

u v u v u v u x v x u x v x dx〈 〉 = 〈 〉+〈 〉 = +∫  

Bổ đề 2.1. [1] Phép nhúng 1H   0( )C Ω  là compact và 

  0 1

1

( )
|| || 2|| || ,

C H
v v v H

Ω
≤ ∀ ∈  

Bổ đề 2.2. [3] Đồng nhất H với H’ (đối ngẫu của H). Khi đó, ta có 
1H H H ′≡ 1( )H ′ , 

với các phép nhúng liên tục và trù mật. 

2.2. Các công cụ thường sử dụng 

2.2.1. Không gian hàm (0, ; ), 1pL T X p≤ ≤ ∞  
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Ta định nghĩa (0, ; )pL T X  là không gian các lớp tương đương chứa hàm 

: (0, )u T X→ đo được, sao cho  

0

( ) , 1
T

p

X
u t dt p≤ < +∞∫ , 

hay 

  0 : ( ) , (0, )
X

M u t M t T∃ > ≤ ∈  khi  p = ∞ . 

Ta trang bị (0, ; ), 1pL T X p≤ ≤ ∞  bởi chuẩn sau: 

(0, ; )

1

|| || || ( )||
pL T X

t p
p

X
o

u u t dt
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= < ∞⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫  với 1 ,p≤ <∞  

(0, ; ) 0
sup ( )

pL T X
Xt T

u ess u t
< <

=   

     { }inf 0 : ( ) , . ., (0, )
X

M u t M a e t T≡ > ≤ ∈  khi p = ∞  

 Khi đó ta có các bổ đề sau mà chứng minh có thể tìm thấy trong [3]. 

Bổ đề 2.3. (0, ; ), 1pL T X p≤ ≤ +∞  là không gian Banach 

Bổ đề 2.4. Gọi X ′  là đối ngẫu của X . Khi đó (0, ; )pL T X′ ′  với 

1 1
1,

p p
+ =

′
1 p< <∞  là đối ngẫu của (0, ; )pL T X . 

Hơn nữa, nếu X phản xạ thì (0, ; )pL T X  cũng phản xạ. 

Bổ đề 2.5. 1( (0, ; )) (0, ; ).L T X L T X∞′ ′=  

Hơn nữa, các không gian 1(0, ; )L T X , (0, ; )L T X∞ ′  không phản xạ. 

Bổ đề 2.6. (0, ; ( )) ( ), 1 ,p p p

T
L T L L Q pΩ = ≤ < ∞  trong đó (0, ).

T
Q T= Ω×  

2.2.2. Phân bố trị vector 
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Định nghĩa 2.1. Cho X là không gian Banach thực. Một ánh xạ tuyến tính liên tục từ 

(0, )TD  vào X gọi là một hàm suy rộng (phân bố) có giá trị trong X. Tập các phân bố 

có giá trị trong X ký hiệu là 

{(0, ; ) ( (0, ); )) : (0, ) |T X T X f T X f′ = = →D D DL  tuyến tính, liên tục } . 

Định nghĩa 2.2. Cho (0, ; )f T X′∈ D . Ta định nghĩa đạo hàm df
dt

 theo nghĩa phân bố 

của f bởi công thức  , , , (0, )
f d

f T
t dt

ϕ
ϕ ϕ

∂
= − ∀ ∈

∂
D  

Các tính chất: 

i/ Cho (0, ; )pv L T X∈ ,  ta làm tương ứng nó bởi ánh xạ như sau 

  

0

: (0, )

, ( ) ( ) , (0, )

v

T

v

T T X

T v t t dt Tϕ ϕ ϕ

→

= ∀ ∈∫

D

D
 

 Ta có thể kiểm tra lại rằng  (0, )
v
T T′∈ D . Thật vậy, 

1/ Ánh xạ : (0, )
v
T T X→D  là ánh xạ tuyến tính, 

2/ Ánh xạ : (0, )
v
T T X→D  là liên tục. 

Giả sử{ } (0, )
i

Tϕ ⊂ D , sao cho 0
i

ϕ →  trong (0, )TD . Ta có 

  
0 0

1 1

0 0

, ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0,

T T

v i i i
XX

T Tp pp p

iX

T v t t dt v t t dt

v t dt t dt t

ϕ ϕ ϕ

ϕ
′′

= ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ ⎜ ⎜ → → +∞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

 

 Do đó , 0
v i
T ϕ →  trong X khi i → +∞ . Vậy (0, ; )

v
T T X′∈ D  

ii/ Ánh xạ 
v

v T→  là một đơn ánh, tuyến tính từ (0, ; ) (0, ; )pL T X T X′→ D . Do đó, ta  

có thể đồng nhất 
v
T v= . 
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Khi đó ta có bổ đề sau mà chứng minh có thể tìm thấy trong [3]. 

Bổ đề 2.7. (0, ; )pL T X  (0, ; )T X′D  với phép nhúng liên tục 

2.2.3.Đạo hàm trong (0, ; )pL T X  

 Phần tử (0, , )pf L T X∈  ta có thể xem f  là phần tử của (0, ; )T X′D . 

Khi đó ta có bổ đề sau mà chứng minh có thể tìm thấy trong [3]. 

Bổ đề 2.8. Nếu (0, ; )pf L T X∈  và (0, ; )pdf
L T X

dt
∈ , thì f bằng hầu hết với một hàm 

liên tục từ [0, ]T X→ . 

2.2.4.Bổ đề về tính compact của Lions 

 Cho các không gian Banach 
0 1
, ,B B B với 

0 1
B B B⊂ ⊂  sao cho: 

 
0 1
,B B  là phản xạ . Phép nhúng B

1
B  liên tục, 

0
B B  là compact  

 Với 
0 1

0 , 1 , 1T p p< < ∞ < < +∞ < < +∞ , ta đặt  

  0 1

0 1
(0, ) { (0, ; ) : (0, ; )}p pW T v L T B v L T B′= ∈ ∈ . 

Ta trang bị (0, )W T  bởi chuẩn  

 
0 1

0 1(0, ) (0, ; ) (0, ; )
.p Pw T L T B L T B

v v v ′= +  

Khi đó (0, )W T  là một không gian Banach . 

Hiển nhiên ta có 0

0
(0, ) (0, ; ).pW T L T B  

Ta cũng có kết quả sau đây liên quan đến phép nhúng compact. 

Bổ đề 2.9. ( Bổ đề về tính compact của Lions [3], trang 57). Với giả giả thiết  trên và 

nếu 1 , 1,2
i
p i< < +∞ = , thì phép nhúng 0

0
(0, ) (0, ; )pW T L T X  là compact. 

Bổ đề 2.10. (Bổ đề về sự hội tụ yếu của Lions [3] trang 12) Cho Q là tập mở bị chặn 

của N  và , ( ),p

m
G G L Q∈ 1 p< < ∞  sao cho: 

i/  
( )pm l Q

G C≤ , trong đó C là hằng số độc lập với m, 
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 ii/ 
m
G G→  a.e.,  trong Q. 

Khi đó,  ta có:
m
G G→  trong ( )pL Q  yếu 

Bổ đề 2.11. (Bổ đề Gronwall). Giả sử : [0, ]f T →  là hàm khả tích, không âm trên 

[0,T] và thỏa bất đẳng thức 

1 2
0

( ) ( )
T

f t C C f s ds≤ + ∫  với hầu hết [0, ]t T∈ , 

trong đó 
1 2
,C C  là các hằng số không âm. Khi đó 

 2

1
( ) C tf t C e≤ ,   với hầu hết [0, ]t T∈ . 

Bổ đề 2.12. (Nguyên lý ánh xạ co của Banach [1]). Cho ( , )M d  là không gian Mêtric 

đầy đủ và :T M M→  là ánh xạ co, nghĩa là, Tồn tại [0,1)k ∈  sao cho 

( , ) ( , ), , .d Tx Ty kd x y x y M≤ ∀ ∈  Khi đó, T  có duy nhất một điểm bất động 
*

.x M∈  

Hơn nữa, với mỗi 
0
x M∈  cho trước, dãy lặp 

0

nT x  hội tụ về 
*
.x  

 Trong luận văn này để tiện cho việc trình bày ta sẽ dùng các ký hiệu sau 

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),
t tt x xx

u t u t u t u t u t u t u t u t u t′ ′′= = = ∇ = Δ
3 1 2

, , ,D f D B D B  

lần lượt thay cho 
2 2

2 2

( , ) ( , )
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , , ), , .

u u u u f B B
u x t x t x t x t x t x t u

t x ut x
ξ η ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
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Chương 3 

SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT NGHIỆM: TRƯỜNG HỢP 

ĐIỀU KIỆN BIÊN THUẦN NHẤT 

 
3.1. Giới thiệu 

 Trong chương này, chúng tôi xét bài toán giá trị biên và giá trị ban đầu sau 

đây: 

  

2

0 1

( ,|| ( )|| ) ( , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

tt x xx

x

t

u B t u t u f x t u x t T

u t u t

u x u x u x u x

⎧⎪ − = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

     (3.1) 

trong đó 
0
,u  

1
,u  ,B  f  là các hàm cho trước thỏa các điều kiện mà ta sẽ chỉ ra sau 

và số hạng phi tuyến 2( ,|| ( )|| )
x

B t u t  phụ thuộc vào các tích phân 

  
1

2 2

0
|| ( )|| ( , ) .
x x
u t u x t dx= ∫  (3.2) 

 Trong chương này, chúng tôi sẽ kết hợp bài toán (3.1) với một thuật giải quy 

nạp tuyến tính mà sự tồn tại và duy nhất nghiệm được chứng minh bằng phương 

pháp Galerkin và phương pháp compact yếu. 

3.2. Các ký hiệu và giả thiết 

 Ta thành lập các giả thiết sau: 

 (A1)  2
0 1

, ,u V H u V∈ ∩ ∈  

 (A2)  1 2( )+∈B C  với 
0

( , ) 0, , 0,B bξ η ξ η≥ > ∀ ≥  

 (A3)   1([0,1] )f C + +∈ × ×  thỏa (0, , 0) 0, 0.f t t= ∀ ≥   

 Xét * 0,T >  cố định.  Với 0M >  ta định nghĩa 

  
0 0 *

( , ) sup{| ( , , ) |: ( , , ) ( )},K K M f f x t z x t z A M= = ∈  (3.3) 

  
1 1 1 3 *

( , ) sup{(| | | |)( , , ) : ( , , ) ( )},K K M f D f D f x t z x t z A M= = + ∈  (3.4) 

  * 2
0 0

( , ) sup{ ( , ) : [0, ], [0, ]},K K M B B T Mξ η ξ η= = ∈ ∈  (3.5) 



 11

  
1 1

( , )K K M B= = * 2
1 2

sup{(| | | |)( , ) : [0, ], [0, ]},D B D B T Mξ η ξ η+ ∈ ∈  (3.6) 

trong đó  *
*
( ) {( , , ) [0,1] [0, ] : | | }.A M x t z T z M= ∈ × × ≤  

 Với mỗi *(0, ]T T∈  và 0M >  ta đặt 

  
2 2

2 2

(0, ; ) (0, ; ) ( )

( , ) { (0, ; ) : (0, ; ), ( ),

|| || , || || , || || },
T

t tt T

t ttL T V H L T V L Q

W M T u L T V H u L T V u L Q

u M u M u M∞ ∞

∞ ∞

∩

= ∈ ∩ ∈ ∈

≤ ≤ ≤
 (3.7) 

  2
1
( , ) { ( , ) : (0, ; )}.

tt
W M T u W M T u L T L∞= ∈ ∈  (3.8) 

trong đó  (0,1) (0, ).
T
Q T= ×  

3.3. Thuật giải xấp xỉ tuyến tính 

 Trong phần này, với sự lựa chọn M  và T  thích hợp ta xây dựng một dãy 

{ }
m m
u

∈
 trong 

1
( , )W M T  bằng quy nạp. Dãy { }

m m
u

∈
 sẽ được chứng minh hội tụ về 

nghiệm yếu của bài toán (3.1). 

 Chọn số hạng ban đầu  
0

0.u =  Giả sử rằng  

  
1 1

( , ).
m
u W M T− ∈  (3.9) 

 Ta liên kết bài toán (3.1) với bài toán biến phân sau. 

 Tìm 
1
( , ), 1

m
u W M T m∈ ≥  sao cho 

  
0 1

( ), ( ) ( ), ( , ), , ,

(0) , (0) ,

m m m m

m m

u t v b t u t v F x t v v V

u u u u

⎧⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (3.10) 

trong đó 

        ( )2
1

( ) ,|| ( )|| ,
m m
b t B t u t

−
= ∇  (3.11) 

        
1

( , ) ( , , ( )).
m m
F x t f x t u t

−
=   (3.12) 

 Sự tồn tại của dãy { }
m m
u

∈
 cho bởi định lý sau đây. 

 Định lý 3.1. Giả sử (A1) – (A3) đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 0M >  và 

0T >  sao cho, với 
0

0,u =  tồn tại một dãy quy nạp tuyến tính 
1

{ } ( , )
m
u W M T⊂  

xác định bởi (3.10) – (3.12). 

 Chứng minh định lý 3.1. Gồm các bước sau. 
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 Bước 1. Xấp xỉ Galerkin. Giả sử { }
j
w  với 1

2
( ) 2 sin( ) ,
j
w x j x jπ= + ∈  là 

cơ sở đặc biệt của 2V H∩  gồm các hàm riêng 
j
w  của toán tử 

2

2

∂
−Δ =

∂x
 sao cho 

,
j j j
w wλ−Δ =  2,

j
w V H∈ ∩  với 2 21

2
( ) .

j
jλ π= +  Dùng phương pháp Galerkin để 

xây dựng nghiệm yếu xấp xỉ của (3.10) như sau 

 ( ) ( )

1

( ) ( ) ,
k

k k
m mj j

j

u t c t w
=

= ∑  (3.13) 

với ( )k
mj
c  thỏa các hệ phương trình vi phân tuyến tính 

  
( ) ( )

( ) ( )
0 1

( ), ( ) ( ), ( ), , 1 ,

(0) , (0) ,

k k
m j m m j m j

k k
m k m k

u t w b t u t w F t w j k

u u u u

⎧⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ≤ ≤⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (3.14) 

trong đó  

( )
0 0

1

k
k

k mj j
j

u w uα
=

≡ →∑  mạnh trong V ∩ 2,H  (3.15) 

( )
1 1

1

k
k

k mj j
j

u w uβ
=

≡ →∑  mạnh trong .V  (3.16) 

Giả sử 
1m

u
−

 thỏa (3.9), ta có bổ đề sau. 

 Bổ đề 3.1. Giả sử (A1) – (A3) đúng. Khi đó với 0T >  cố định, hệ phương trình 

(3.14) – (3.16) có nghiệm duy nhất ( )k
m
u  xác định trên 0 .t T≤ ≤  

 Chứng minh bổ đề 3.1. Bỏ qua các chỉ số ,m k  trong cách viết và ta viết 

( ),  ,  
j j j
c t α β  lần lượt thay cho ( ) ( ) ( )( ),  ,  .k k k

mj mj mj
c t α β  Khi đó, hệ phương trình (3.14) – 

(3.16) được viết lại dưới dạng như sau: 

  
( ) ( ) ( ) ( ), , 1 ,

(0) , (0) .

j j m j m j

j j j j

c t b t c t F t w j k

c c

λ

α β

⎧⎪ = − +〈 〉 ≤ ≤⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (3.17) 

Hệ phương trình này tương đương với hệ phương trình tích phân 

  
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ),
t t

j j j m j m j
c t t d b s c s ds d F s w ds

τ τ
α β λ τ τ= + − + 〈 〉∫ ∫ ∫ ∫  (3.18) 

Ta viết lại (3.18) dưới dạng 
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  0( ) [ ]( ) [ ]( )+ ( ), ([0, ]; ),kc t H c t L c t G t c C T= ≡ ∈   

trong đó 

  

1 1

0 0

0 0

( ) ( ( ),..., ( )), [ ]( ) ( [ ]( ),..., [ ]( )),

[ ]( ) [ ]( ) ( )

[ ]( )= ( ) ( ) ,

( ) ( ), , 1 .

k k

j j j

t

j j m j

t

j j j m j

c t c t c t H c t H c t H c t

H c t L c t G t

L c t d b s c s ds

G t t d F s w ds j k

τ

τ

λ τ

α β τ

⎧⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪ = +⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = + + 〈 〉 ≤ ≤⎪⎪⎩

∫ ∫

∫ ∫

 

 Sự tồn tại nghiệm ( )( )k
m
u t  trên đoạn [0, ]T  sẽ được suy ra từ sự tồn tại nghiệm 

( )k
m
c ∈ 0([0, ]; )kC T  thỏa mãn phương trình tích phân nói trên. Như vậy ta cần 

chứng minh toán tử 0 0: ([0, ]; ) ([0, ]; )k kH C T C T→  có điểm bất động.  

Ở đây, chuẩn trong không gian Banach 0([0, ]; )kX C T=  được định nghĩa như 

sau: 

  
1 1

0 1

|| || sup | ( )| , | ( )| | ( )|,
k

X j
t T j

c c t c t c t
≤ ≤ =

= =∑   với mỗi 
1

( ,..., ) .
k

c c c X= ∈  

 Ta bắt đầu bởi việc chứng minh bằng phương pháp quy nạp rằng: , ,c d X∈  

[0, ],t T∀ ∈  bất đẳng thức sau đúng. 

  ( )
2

0

(2 )!1
[ ]( ) [ ]( ) || || , .

n

kK tn n
Xn

H c t H d t c d n
λ

− ≤ − ∀ ∈  (3.19)  

Chứng minh (3.19) như sau 

Với 1,n =  ta có 

  [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
j j j j
H c t H d t L c t L d t− = −  

     
0 0

( ) ( ) ( )
t

j m j j
d b s c s d s ds

τ
λ τ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

                   
0 0 0

( ) ( ) , 1 ,
t

k j j
K d c s d s ds j k

τ
λ τ≤ − ≤ ≤∫ ∫  

hay 

 
01 0 0

1

[ ]( ) [ ]( ) ( ) ( )
kt

k j j
j

H c t H d t K d c s d s ds
τ

λ τ
=

− ≤ −∑∫ ∫  
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0 10 0

( ) ( )
t

k
K d c s d s ds

τ
λ τ≤ −∫ ∫

( )
2

0

2
|| || .kK t

X
c d

λ
≤ −  (3.20) 

Do đó  

  2
01

1
[ ]( ) [ ]( ) || || .

2 k X
H c t H d t K t c dλ− ≤ −  (3.21) 

Vậy, (3.19) đúng với 1.n =  

Giả sử (3.19) đúng với 1.n ≥  Khi đó 

  1 1

1 1
[ ]( ) [ ]( ) [ [ ]]( ) [ [ ]]( )n n n nH c t H d t H H c t H H d t+ +− = −  

                    
0 10 0

[ ]( ) [ ]( )
t

n n
k
K d H c s H d s ds

τ
λ τ≤ −∫ ∫  

                    ( )2
0 00 0

1
|| ||

(2 )!

t n

k k X
K d K s c d ds

n

τ
λ τ λ≤ −∫ ∫  

                    ( )
2( 1)

0

[2( 1)]!
|| || .

n

kK T

Xn
c d

λ
+

+
≤ −  (3.22) 

Bất đẳng thức được chứng minh. Điều này dẫn đến 

   ( )
2

0

(2 )!
[ ] [ ] || || ,

n

kK Tn n
XnX

H c H d c d
λ

− ≤ −  với mọi .n ∈  (3.23)  

Vì ( )
2

0

(2 )!
lim 0,

n

kK T

nn

λ

→∞
=  nên tồn tại 

0
n ∈  sao cho ( )

2 0
0

0(2 )!
1.

n

kK T

n

λ
<  

 Áp dụng định lý Banach, ta suy ra được H  có một điểm bất động duy nhất 

.c X∈  Bổ đề 3.1 được chứng minh. 

 Khi đó hệ phương trình vi phân (3.14) – (3.16) có nghiệm duy nhất ( )( )k
m
u t  trên 

một khoảng [0, ].T  

Bước 2. Đánh giá tiên nghiệm. 

 Nhân (3.14)1 bởi ( )( )k
m
c t , sau đó lấy tổng theo ,j  ta được 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .k k k k k
m m m m m m m
u t u t b t u t u t F t u t〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉  (3.24) 

hay 

  ( ) ( )( ) 2 ( ) 2 ( )|| ( )|| ( ) || ( )|| 2 ( ), ( ) .k k k
m m m m m

d d
u t b t u t F t u t

dt dt
+ ∇ = 〈 〉   (3.25) 

Sau đó tích phân theo biến thời gian, cận từ 0 đến ,t  ta được 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) ( )|| ( )|| ,

t t
k k k k
m m m m m m
p t p F s u s ds b s u s ds= + 〈 〉 + ∇∫ ∫  (3.26) 

trong đó  

  ( ) ( ) 2 ( ) 2( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .k k k
m m m m
p t u t b t u t= + ∇  (3.27) 

Trong (3.14)1 thay 
j
w  bởi  1

,
j

j

w
λ

− Δ  sau đó đơn giản .
j

λ  Khi đó 

  ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k
m j m m jx m j
u t w b t u t w F t w〈 −Δ 〉+ 〈∇ −Δ 〉 = 〈 −Δ 〉  (3.28) 

Từ giả thiết (A3) và tính tích phân từng phần theo biến ,x  với cận từ 0 đến 1 các 

tích phân trong (3.28) ta thu được 

  ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k
m j m m j m j
u t w b t u t w F t w〈∇ ∇ 〉+ 〈Δ Δ 〉 = 〈∇ ∇ 〉   (3.29) 

Nhân (3.29) bởi ( )( )k
m
c t , sau đó lấy tổng theo ,j  thì (3.29) trở thành 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .k k k k k
m m m m m m m
u t u t b t u t u t F t u t〈∇ ∇ 〉+ 〈Δ Δ 〉 = 〈∇ ∇ 〉   (3.30) 

hay 

  ( ) ( )( ) 2 ( ) 2 ( )|| ( )|| ( ) || ( )|| 2 ( ), ( ) .k k k
m m m m m

d d
u t b t u t F t u t

dt dt
∇ + Δ = 〈∇ ∇ 〉   (3.31) 

Tích phân theo biến thời gian, cận từ 0 đến ,t  ta được 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) ( )|| ( )|| ,

t t
k k k k
m m m m m m
q t q F s u s ds b s u s ds= + 〈∇ ∇ 〉 + Δ∫ ∫  (3.32) 

trong đó 

  ( ) ( ) 2 ( ) 2( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .k k k
m m m m
q t u t b t u t= ∇ + Δ  (3.33) 

Tổ hợp (3.26) – (3.27) và (3.32) – (3.33), ta suy ra rằng 

  ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) 2 ( ), ( )

t t
k k k k
m m m m m m
s t s F s u s ds F s u s ds= + 〈 〉 + 〈∇ ∇ 〉∫ ∫  

                    ( )( ) 2 ( ) 2 ( ) 2

0 0
( ) || ( )|| || ( )|| || ( )||

t t
k k k

m m m m
b s u s u s ds u s ds+ ∇ + Δ +∫ ∫  

            
4

( )

1

(0) ,k
m j

j

s I
=

= +∑  (3.34) 

trong đó 

    ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0
( ) ( ) ( ) || ( )|| .

t
k k k k
m m m m
s t p t q t u s ds= + + ∫  (3.35) 
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Ta sẽ đánh giá các tích phân 
j
I , 1,..., 4,j =  trong vế phải của (3.34). 

Tích phân thứ nhất. Từ giả thiết (A3), (3.3), (3.9), (3.12) và (3.35). Ta thu được  

  ( ) ( )
1 0 0

2 | ( ), ( ) | 2 || ( )||.|| ( )||
t t

k k
m m m m

I F s u s ds F s u s ds≤ 〈 〉 ≤∫ ∫   

     ( ) 2 ( )
0 00 0

2 ( ) ( ) .
t t

k k
m m

K p s ds TK s s ds≤ ≤ +∫ ∫  (3.36) 

Tích phân thứ hai. Từ giả thiết (A3), (3.4), (3.9), (3.12) và (3.35). Ta có 

  
1 1 1 3 1 1

( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( , , ( )) ( ),
m m m m m
F t f x t u t D f x t u t D f x t u t u t

− − − −
∇ = ∇ = + ∇  

nên 

  
1 1 3 1 1

( ) ( , , ( )) ( , , ( )) . ( ) ,
m m m m
F t D f x t u t D f x t u t u t

− − −
∇ ≤ + ∇  

    ( ) ( )1 1 3 1 1
( , , ( )) ( , , ( )) . 1 ( ) ,

m m m
D f x t u t D f x t u t u t− − −≤ + + ∇  

   
1 1
(1 | ( )|)

m
K u t−≤ + ∇  

hay 

  
1 1 1

|| ( )|| (1 || ( )||) (1 ).
m m
F t K u t K M

−
∇ ≤ + ∇ ≤ +  

Điều này dẫn đến 

  ( )
2 0

2 || ( )||.|| ( )||
t

k
m m

I F s u s ds≤ ∇ ∇∫  

    ( ) 2 2 ( )
1 10 0

2 (1 ) ( ) (1 ) ( ) .
t t

k k
m m

K M q s ds TK M s s ds≤ + ≤ + +∫ ∫   (3.37) 

Tích phân thứ ba. Từ giả thiết (A2), (3.6), (3.9), (3.11), (3.35). Ta suy ra rằng 

  ( )2
1

( ) ,|| ( )||
m m
b t B t u t

−
= ∇    

   ( ) ( )2 2
1 1 2 1 1 1

,|| ( )|| 2 ,|| ( )|| ( ), ( ) ,
m m m m

D B t u t D B t u t u t u t
− − − −

= ∇ + ∇ 〈∇ ∇ 〉  

nên 

  ( )( )1 2 1 1
| ( )| | | | | 1 2|| ( )||.|| ( )||
m m m
b t D B D B u t u t

− −
≤ + + ∇ ∇ 2

1
(1 2 ).K M≤ +   

Do đó 

  
2

( )1
3 0

0

(1 2 )
( ) .

t
k
m

K M
I s s ds

b

+
≤ ∫  (3.38) 

Tích phân thứ tư. Ta viết lại (3.14)1 dưới dạng 
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  ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k
m j m m j m j
u t w b t u t w F t w〈 〉 = 〈Δ 〉+〈 〉  (3.39) 

Nhân (3.39) bởi ( )( )k
m
c t , sau đó lấy tổng theo ,j  thì (3.39) trở thành 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,k k k k k
m m m m m m m
u t u t b t u t u t F t u t〈 〉 = 〈Δ 〉+〈 〉  

hay 

  ( ) 2 ( ) ( ) ( )|| ( )|| | ( )|.|| ( )||.|| ( )|| || ( )||.|| ( )||k k k k
m m m m m m
u t b t u t u t F t u t≤ Δ +  

          2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 21 1
( )|| ( )|| || ( )|| || ( )|| || ( )|| .

4 4
k k k

m m m m m
b t u t u t F t u t≤ Δ + + +  (3.40) 

Từ các giả thiết (A2), (A3) và (3.3), (3.5), (3.9), (3.40). Ta thu được đánh giá 

  ( ) 2 ( ) 2 2
0 0

|| ( )|| 2 ( )|| ( )|| 2 .k k
m m m
u t K b t u t K≤ Δ +  (3.41) 

Lấy tích phân hai vế của (3.41) theo ,t  ta được 

  ( ) 2
4 0 00

2 ( ) 2 .
t
k
m

I K s s ds TK≤ +∫   (3.42) 

Tổ hợp (3.35) - (3.38),  (3.42), ta được 

  ( ) ( ) ( )
1 2 0

( ) (0) ( , ) ( ) ( ) ,
t

k k k
m m m
s t s C M T C M s s ds≤ + + ∫  (3.43) 

trong đó 

  2 2 2
1 0 1
( , ) [3 (1 ) ],C M T T K K M= + +  (3.44) 

  1

0

2
2 0
( ) (1 2 ) 2 2.K

b
C M M K= + + +  (3.45) 

Bây giờ ta cần đánh giá số hạng ( )(0)k
m
s . Ta có 

  ( )( )( ) 2 2 2 2 2
1 1 0 0 0

(0) || || || || 0,|| || || || || || .k
m k k k k
s u u B u u u= + ∇ + ∇ ∇ + Δ  (3.46) 

 Từ giả thiết (A2) (3.9), (3.15), (3.16) và (3.46). Ta suy ra rằng tồn tại hằng số 

0,M >  độc lập với k  và m , sao cho: 

  
2

( )(0)
2

k
m

M
s ≤  với mọi k  và .m  (3.47) 

Chú ý rằng,  

   
1

0
lim ( , ) 0.
T
C M T

+→
=  (3.48) 

Từ (3.44) – (3.48), chúng ta luôn chọn được hằng số 0T >  sao cho: 
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   2

2
( ) 2

1
( , ) ,

2
TC MM

C M T e M−
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (3.50) 

và  

   ( )
2(1 2 )11

22 0
[2 ]

2 4 2
0 1 1

1 ( 4 ) 1.
K M T

b

T
k b T K M K e

+
+−

= + + <  (3.51) 

Cuối cùng, ta suy từ (3.43) và (3.50) rằng 

   2( )( ) 2 ( )
2 0

( ) ( ) ( )
tTC Mk k

m m
s t M e C M s s ds−≤ + ∫ ,  0 .t T≤ ≤  (3.52) 

Sử dụng bổ đề Gronwall, chúng ta suy từ (3.52) rằng 

   2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 2 2( ) ,TC M C M t TC M C M Tk
m
s t M e e M e e M− −≤ ≤ ≤   0 .t T≤ ≤  (3.53) 

Vậy ta có 

   ( )
1
( , ),k

m
u W M T∈  , .m k∀  (3.54) 

Bước 3. Qua giới hạn. 

 Từ (3.35) và (3.52) – (3.54) ta suy ra rằng tồn tại một dãy con của dãy ( ){ },k
m
u  

mà vẫn ký hiệu ( ){ }k
m
u  sao cho 

   ( )k
m m
u u→   trong 2(0, ; )L T V H∞ ∩  yếu *, (3.55) 

   ( )k
m m
u u→   trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (3.56) 

   ( )k
m m
u u→   trong 2( )

T
L Q  yếu , (3.57) 

thỏa 

   ( , ).
m
u W M T∈  (3.58) 

 Từ (3.55) – (3.57) qua giới hạn trong (3.14) ta có thể kiểm tra dễ dàng rằng 
m
u  

thỏa (3.10) trong 2(0, )L T  yếu. 

 Mặt khác, từ (3.10)1, (3.55) – (3.58), ta được 

  ( )
m m m m
u b t u F′′ = Δ + 2(0, ; ).L T L∞∈    

Do vậy,  

 
1
( , ).

m
u W M T∈  (3.59) 

Định lý 3.1 được chứng minh hoàn tất  

3.4. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm 
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 Định lý 3.2. Giả sử (A1) – (A3) đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 0,M >  

0T >  thỏa (3.47), (3.50), (3.51) sao cho bài toán (3.1) có duy nhất  nghiệm yếu 

1
( , )∈u W M T . 

 Mặt khác, dãy quy nạp tuyến tính { }
m
u  được xác định bởi (3.10) – (3.12) hội tụ 

mạnh về nghiệm u  trong không gian 

  2
1
( ) { (0, ; ) : (0, ; )}.W T u L T V u L T L∞ ∞′= ∈ ∈  (3.60) 

 Hơn nữa, ta cũng có đánh giá sai số 

  2(0, ; ) (0, ; )
|| || || || m
m m TL TV L T L
u u u u Ck∞ ∞

′ ′− + − ≤ , với mọi m, (3.61) 

trong đó 

  ( )
2(1 2 )11

22 0
[2 ]2 4 2

0 1 1
1 ( 4 ) 1,

K M T
b

T
k b T K M K e

+
+−

= + + <  (3.62) 

và C  là một hằng số chỉ phụ thuộc vào ,T  
0
u ,

1
u  và .

T
k  

Chứng minh định lý 3.2. 

i) Sự tồn tại nghiệm 

Trước tiên, ta chú ý rằng 
1
( )W T  là một không gian Banach đối với chuẩn 

 2
1( ) (0, ; ) (0, ; )

|| || || || || || .
W T L T V L T L
u u u∞ ∞

′= +  (3.63) 

Ta sẽ chứng minh rằng { }
m
u  là một dãy Cauchy trong 

1
( ).W T  

Đặt 
1+= −

m m m
v u u . Khi đó, 

m
v thỏa bài toán biến phân 

   

1 1

1

( ), ( ) ( ), ( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ), , ,

(0) (0) 0.

m m m m m m

m m

m m

v t v b t v t v b t b t u t v

F t F t v v V

v v

+ +

+

⎧⎪ ′′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉⎪⎪⎪⎪⎪ = 〈 − 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (3.64) 

Chọn 
m

v v ′=  trong (3.64)1, ta được 

   ( ) ( )2
2

1
|| ( )|| ( ) || ( )||
m m m

d d
v t b t v t

dt dt+
′ + ∇ =  

                    
1 1

2( ( ) ( )) ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( ) .
m m m m m m m
b t b t u t v t F t F t v t+ +

′ ′− 〈Δ 〉+ 〈 − 〉  

Tích phân theo biến thời gian, cận từ 0 đến ,t  thu được 
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   2
1 10 0

( ) ( )|| ( )|| 2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t t

m m m m m m m
t b s v s ds b s b s u s v s ds+ +

′ ′Ψ = ∇ + − 〈Δ 〉∫ ∫  

    
3

10
1

2 ( ) ( ), ( ) ,
t

m m m i
i

F s F s v s ds J+
=

′+ 〈 − 〉 = ∑∫  (3.65) 

trong đó 

   2 2
1

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .
m m m m
t v t b t v t+

′Ψ = + ∇  (3.66) 

Bây giờ, ta đánh giá các tích phân ở vế phải của (3.65) như sau 

Tích phân thứ nhất. Từ giả thiết (A2), (3.5), (3.6), (3.9) và (3.11) ta dễ dàng có 

   2 2
1 1 2
( ) ( ,|| ( )|| ) 2 ( ,|| ( )|| ) ( ), ( ) ,

m m m m m
b t D B t u t D B t u t u t u t+
′ ′= ∇ + ∇ 〈∇ ∇ 〉  

   
1 2

(| | | |)(1 2|| ( )||.|| ( )||)
m m

D B D B u t u t′≤ + + ∇ ∇   

    2
1
(1 2 ).K M≤ +    

Do đó 

   
2

1

0

(1 2 ).2
1 10 0

( )|| ( )|| ( ) .
t tK M

m m mb
J b s v s ds s ds+

+
′= ∇ ≤ Ψ∫ ∫  (3.67) 

Tích phân thứ hai. Từ giả thiết (A2), (3.5), (3.6), (3.9) và (3.11) ta thu được đánh 

giá sau 

   2 2
1 1

| ( ) ( )| | ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )|
m m m m
b t b t B t u t B t u t+ −− ≤ ∇ − ∇  

    ( )2 2
1

|| ( )|| || ( )||
m m

K u t u t≤ ∇ − ∇  

    
1 1

2 || ( )|| || ( )||
m m

MK u t u t−≤ ∇ − ∇  

    
11 1 1 1 ( )

2 || ( )|| 2 || || ,
m m W T

MK v t MK v
− −

≤ ∇ ≤  

nên 

   
2 10

2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t

m m m m
J b s b s u s v s ds+

′= − 〈Δ 〉∫  

 
11 1 ( ) 0

4 || || || ( )||.|| ( )||
t

m W T m m
MK v u s v s ds−

′≤ Δ∫  

 
1

4 2 2 2
1 1 ( ) 0

4 || || || ( )||
t

m W T m
TM K v v s ds−

′≤ + ∫  

 
1

4 2 2
1 1 ( ) 0

4 || || ( ) .
t

m W T m
TM K v s ds−≤ + Ψ∫  (3.68) 

Tích phân thứ ba. Từ giả thiết (A3), (3.4), (3.8), (3.9) và (3.12) ta có 
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1 1

|| ( ) ( )|| || ( , , ( )) ( , , ( ))||
m m m m
F t F t f x t u t f x t u t+ −− = −  

 
11 1 1 1 1 1 ( )

|| ( ) ( )|| || ( )|| || || ,
m m m m W T

K u t u t K v t K v
− − −

≤ − ≤ ≤  

suy ra rằng 

   
3 1 10 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t t

m m m m m m
J F s F s v s ds F s F s v s ds+ +

′ ′= 〈 − 〉 ≤ −∫ ∫  

  
1

2 2
1 1 ( ) 0
|| || ( ) .

t

m W T m
TK v s ds−≤ + Ψ∫  (3.69) 

Tổ hợp (3.65), (3.67) - (3.69) ta được 

   
2

1

1 0

(1 2 )2 4 2 2
1 1 1 ( ) 0

( ) ( 4 )|| || [2 ] ( ) .
tK M

m m W T mb
t T K M K v s ds+

−Ψ ≤ + + + Ψ∫  (3.70) 

Áp dụng bổ đề Gronwall cho (3.70), ta suy ra rằng 

  
2(1 2 )1

0

1

[2 ]
2 4 2 2
1 1 1 ( )

( ) ( 4 )|| || .
K M

b
T

m m W T
t T K M K v e

+
+

−
Ψ ≤ +   (3.71) 

Do đó 

   
1 1( ) 1 ( )

|| || || ||
m W T T m W T
v k v −≤ ,  với mọi ,m  (3.72) 

trong đó 

   ( )
2(1 2 )11

22 0
[2 ]

2 4 2
0 1 1

1 ( 4 ) .
K M T

b

T
k b T K M K e

+
+−

= + +  (3.73) 

Như vậy 

   
1 1( ) 1 0 ( )1

|| || || || ,
m
T

T

k

m p m W T W Tk
u u u u+ −

− ≤ −   với mọi , .m p  (3.74) 

 Từ (3.74) ta có { }
m
u  là dãy Cauchy trong không gian 

1
( )W T  và do đó tồn tại 

1
( )u W T∈ , sao cho: 

  →
m
u u  trong 

1
( )W T mạnh. (3.75) 

 Ta cũng lưu ý rằng do 
1
( , )

m
u W M T∈ , nên ta trích ra một dãy con { }

jm
u  của 

dãy { },
m
u  sao cho: 

   
jm

u u→     trong 2(0, ; )L T V H∞ ∩  yếu *, (3.76) 

  
jm

u u′ ′→      trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (3.77) 

  
jm

u u′′ ′′→      trong 2( )
T

L Q  yếu, (3.78) 
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   ( , ).u W M T∈  (3.79) 

 Mặt khác, ta lại có 

  2( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )
m m
b t u t B t u t u t∇ − ∇ ∇  

   2 2
1

( ,|| ( )|| ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )
m m

B t u t u t B t u t u t−≤ ∇ ∇ − ∇ ∇  

   2
1

( ,|| ( )|| ) | ( ) ( )|
m m

B t u t u t u t−≤ ∇ ∇ −∇  

   2 2
1

( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| ) | ( )|
m

B t u t B t u t u t−+ ∇ − ∇ ∇  

   
0
| ( ) ( )|

m
K u t u t≤ ∇ −∇  

   
1 1 1
|| ( ) ( )||(|| ( )|| + || ( )||)| ( )|

m m
K u t u t u t u t u t− −+ ∇ −∇ ∇ ∇ ∇  

   
0 1 1
| ( ) ( )| 2 || ( ) ( )||.| ( )|,

m m
K u t u t MK u t u t u t−≤ ∇ −∇ + ∇ −∇ ∇  

hay 

  2|| ( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )||
m m
b t u t B t u t u t∇ − ∇ ∇  

   
0 1 1
|| ( ) ( )|| 2 || ( ) ( )||.|| ( )||.

m m
K u t u t MK u t u t u t

−
≤ ∇ −∇ + ∇ −∇ ∇  

Do đó 

  2

2

(0, ; )
|| ( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )||
m m L T L
b t u t B t u t u t ∞∇ − ∇ ∇  

   
1 1

2
0 ( ) 1 1 ( )
|| || 2 || || .
m W T m W T

K u u M K u u−≤ − + −  (3.80) 

Ta suy ra từ (3.75) và (3.80) rằng 

  2( ) ( ,|| || )
m m
b t u B t u u∇ → ∇ ∇  trong 2(0, ; )∞L T L  mạnh. (3.81) 

Tương tự, ta cũng có 

  
1

( ) ( ) ( , , ( )) ( , , ( ))
m m
F t f t f x t u t f x t u t

−
− = −

1 1
|| ( ) ( )||,
m

K u t u t
−

≤ −  

  2 2
11 1 1 1 ( )(0, ; ) (0, ; )

|| || || || || || .
m m m W TL T L L T L
F f K u u K u u∞ ∞− −

− ≤ − ≤ −  (3.82) 

Vậy từ (3.75) và (3.82), ta thu được 

  ( ) ( , , ( ))
m
F t f x t u t→  trong 2(0, ; )∞L T L  mạnh. (3.83) 

Sau đó qua giới hạn (3.10) - (3.12) với m  thay bằng .
j
m → ∞  

Từ (3.75) – (3.78), (3.81), (3.83) ta có ( , )∈u W M T  thỏa bài toán biến phân 
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0 1

( ), ( ) ( ), ( ), , ,

(0) , (0) .

u t v b t u t v f t v v V

u u u u

⎧ ′′⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎨⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (3.84) 

Mặt khác từ giả thiết (A2), (A3), (3.79), (3.81) và (3.83), ta lại có 

  2 2( ,|| ( )|| ) ( , , ) (0, ; ),
x xx

u B t u t u f t x u L T L∞′′ = + ∈   (3.85) 

Điều này dẫn đến 
1
( , ).u W M T∈  

Sự tồn tại nghiệm được chứng minh. 

ii) Sự duy nhất nghiệm 

 Lấy 
1 2 1
, ( , )u u W M T∈   là hai nghiệm yếu của bài toán (3.1). Thì 

1 2
w u u= −  

thỏa mãn bài toán biến phân sau 

   
1 1 2 2

1 2

( ), ( ) ( ), ( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ), , ,

(0) (0) 0,

w t v B t w t v B t B t u t v

F t F t v v V

w w

⎧⎪ ′′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉⎪⎪⎪⎪ = 〈 − 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪ ′⎪ = =⎪⎩

 (3.86) 

trong đó 

   2( ) ( ,|| ( )|| ), ( ) ( , , ( )), 1,2.
i i i i
B t B t u t F t f x t u t i= ∇ = =      (3.87) 

 Trong (3.86)1 ta thay v w ′= , sau đó lấy tích phân theo ,t  ta được 

  2
1 1 2 20 0

( ) ( )|| ( )|| 2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t t

X t B s w s ds B s B s u s w s ds′ ′= ∇ + − 〈Δ 〉∫ ∫  

            
3

1 20
1

2 ( ) ( ), ( ) ,
t

i
i

F s F s w s ds J
=

+ 〈 − 〉 = ∑∫  (3.88) 

trong đó 

  2 2
1

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .X t w t B t w t′= + ∇  (3.89) 

Bây giờ, ta đánh giá các tích phân ở vế phải của (3.88) như sau 

Tích phân thứ nhất. Từ giả thiết (A2), (3.6) và (3.88) ta có 

   
2

1

0

(1 2 ).2
1 10 0

( )|| ( )|| ( ) .
t tK M

b
J B s w s ds X s ds+′= ∇ ≤∫ ∫  (3.90) 

Tích phân thứ hai. Từ giả thiết (A2), (3.6) ta thu được đánh giá sau 

   2 2
1 2 1 2
( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )B t B t B t u t B t u t− ≤ ∇ − ∇  

     ( )2 2
1 1 2

|| ( )|| || ( )||K u t u t≤ ∇ − ∇
1

2 || ( )||,MK w t≤ ∇  
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nên 

   
2 1 2 20

2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t

J B s B s u s w s ds′= − 〈Δ 〉∫  

 
1 20

4 || ( )||.|| ( )||.|| ( )||
t

m
MK w s u s w s ds′≤ ∇ Δ∫  

 2
1 0

4 || ( )||.|| ( )||
t

m
M K w s w s ds′≤ ∇∫  (3.91) 

Tích phân thứ ba. Từ giả thiết (A3), (3.4) ta có 

   
1 2 1 2

|| ( ) ( )|| || ( , , ( )) ( , , ( ))||F t F t f x t u t f x t u t− = −  

   
1 1 2 1 1
|| ( ) ( )|| || ( )|| || ( )||,K u t u t K w t K w t≤ − ≤ ≤ ∇  

suy ra rằng 

   
3 1 2 1 20 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t t

J F s F s w s ds F s F s w s ds′ ′= 〈 − 〉 ≤ −∫ ∫  

 
1 0

2 || ( )||.|| ( )|| .
t

K w s w s ds′≤ ∇∫  (3.92) 

Tổ hợp (3.88), (3.90) - (3.92) ta được 

  
2

1

0

(1 2 ) 2
1 10

0

( ) ( ) 2( 2 ) || ( )||.|| ( )||
t

tK M

b
X t X s ds K M K w s w s ds+ ′≤ + + ∇∫ ∫  

   
0

2 21
1 1 1 0 0
(1 2 ) ( 2 )(1 ) ( ) ,

t

b
K M K M K b X s ds⎡ ⎤≤ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫   (3.93) 

hay 

  
0

( ) ( ) ,
t

X t K X s ds≤ ∫  

trong đó 

  
0

2 21
1 1 1 0
(1 2 ) ( 2 )(1 ) .

b
K K M K M K b⎡ ⎤= + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

Sử dụng bổ đề Gronwall ta có ( ) 0,≡X t  nghĩa là 
1 2

.u u≡  

Định lý 3.2 được chứng minh hoàn tất  
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Chương 4 

SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT NGHIỆM: TRƯỜNG 

HỢP ĐIỀU KIỆN BIÊN KHÔNG THUẦN NHẤT 

4.1. Giới thiệu 

 Trong chương này, chúng tôi xét bài toán giá trị biên và giá trị ban đầu sau đây: 

  

2

0 1

( ,|| ( )|| ) ( , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) 0, (1, ) ( ),

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

tt x xx

x

t

u B t u t u f x t u x t T

u t u t g t

u x u x u x u x

⎧⎪ − = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

     (4.1) 

trong đó 
0
,u  

1
,u  ,B  ,f g  là các hàm cho trước thỏa các điều kiện mà ta sẽ chỉ ra sau và 

số hạng phi tuyến 2( ,|| ( )|| )
x

B t u t  phụ thuộc vào các tích phân: 

      
1

2 2

0
|| ( )|| ( , ) .
x x
u t u x t dx= ∫  (4.2) 

 Đặt ( , ) ( ).x t xg tΦ =  Bằng cách đổi ẩn hàm ( , ) ( , ) ( , ),v x t u x t x t= −Φ  ta đưa bài toán 

có điều kiện biên không thuần nhất (4.1) về bài toán với điều kiện biên thuần nhất như 

sau. 

  

2

0 1

( ,|| ( )|| ) ( , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

tt x xx

x

t

v B t v t v f x t v x t T

v t v t

v x v t v x v t

⎧⎪ − = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (4.3) 

trong đó                                                                  

  

2 2

0 0 0

1 1 1

( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( ) ( )|| ),

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( ),

( ) ( ) ( , 0) ( ) (0),

( ) ( ) ( , 0) ( ) (0),

x x

tt

t

B t v t B t v t g t

f x t v f x t v x t f x t v xg t

v x u x x u x xg

v x u x x u x xg

⎧⎪ = +⎪⎪⎪⎪⎪ ′′= +Φ −Φ = +Φ −⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = −Φ = −⎪⎪⎪⎪⎪ ′= −Φ = −⎪⎪⎩

          (4.4) 

cùng với điều kiện tương thích 
1

(0) (1, 0) (1).
t

g u u= =  
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 Trong chương này cũng như chương 3, chúng tôi sẽ kết hợp bài toán (4.3) với một 

thuật giải quy nạp tuyến tính mà sự tồn tại và duy nhất nghiệm được chứng minh bằng 

phương pháp Galerkin và phương pháp compact yếu. 

4.2. Các ký hiệu và giả thiết 

 Ta thành lập các giả thiết sau: 

  (A1)  2
0 1

, ,u V H u V∈ ∩ ∈  

  (A2)  1 2( )B C +∈  với 
0

( , ) 0, , 0,B bξ η ξ η≥ > ∀ ≥  

  (A3)   1((0,1) )f C + +∈ × ×  thỏa (0, , 0) 0, 0,f t t= ∀ ≥  

  (A4)  3( ).g C +∈  

 Xét * 0,T >  cố định.  Với 0M >  ta định nghĩa 

  
*

*

0

sup (| ( )| | ( )| | ( )|)
t T

M g t g t g t
≤ ≤

′ ′′= + + , (4.5) 

  
0 *

1 1 3 *

( , ) sup{| ( , , )| : ( , , ) ( )},

( , ) sup{(| | | |)( , , ) : ( , , ) ( )},

K M f f x t z x t z A M

K M f D f D f x t z x t z A M

⎧⎪ = ∈⎪⎪⎨⎪⎪ = + ∈⎪⎩

 (4.6) 

trong đó  * *
*
( ) {( , , ) [0,1] [0, ] : | | }.A M x t z T z M M M= ∈ × × ≤ ≡ +  

  

* 2
0

* 2
1 1 2

( , ) sup{ ( , ) : [0, ], [0, ]},

( , ) sup{(| | | |)( , ) : [0, ], [0, ]},

K M B B T M

K M B D B D B T M

ξ η ξ η

ξ η ξ η

⎧⎪ = ∈ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + ∈ ∈⎪⎪⎩

 (4.7) 

 Với mỗi *(0, ]T T∈  và 0M >  ta đặt 

  2 2

2 2

(0, ; ) (0, ; ) ( )

2
1

( , ) { (0, ; ) : (0, ; ), ( ),

|| || , || || , || || },

( , ) { ( , ) : (0, ; )}.

T

t tt T

t ttL T V H L T V L Q

tt

W M T u L T V H u L T V u L Q

u M u M u M

W M T u W M T u L T L

∞ ∞

∞ ∞

∩

∞

⎧⎪ = ∈ ∩ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤ ≤⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = ∈ ∈⎪⎪⎩

 (4.8) 

trong đó  (0,1) (0, ).
T
Q T= ×   

4.3. Thuật giải xấp xỉ tuyến tính  

 Trong phần này, với sự lựa chọn M  và T  thích hợp ta xây dựng một dãy { }
m
v  trong 

1
( , )W M T  bằng quy nạp. Dãy { }

m
v  sẽ được chứng minh hội tụ về nghiệm yếu của bài 

toán (4.1). 
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 Chọn số hạng ban đầu  
0

0.v =  Giả sử rằng  

  
1 1

( , ),
m
v W M T− ∈  (4.9) 

Ta liên kết bài toán (4.3) với bài toán biến phân tuyến tính sau. 

 Tìm 
1
( , ), 1

m
v W M T m∈ ≥  sao cho 

  
0 1

( ), ( ) ( ), ( ), , ,

(0) , (0) ,

m m m m

m m

v t w b t v t w F t w w V

v v v v

⎧⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎩

 (4.10) 

trong đó 

        
2 2

1 1

1 1

( ) ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( ) ( )|| ),

( , ) ( , , ( )) ( , , ( ) ( , )) ( ).

m m m

m m m

b t B t v t B t v t g t

F x t f x t v t f x t v t x t xg t

− −

− −

⎧⎪ = ∇ = ∇ +⎪⎪⎨⎪ ′′⎪ = = +Φ −⎪⎩

 (4.11) 

 Sự tồn tại 
m
u  cho bởi định lý sau đây. 

 Định lý 4.1. Giả sử (A1) – (A4) đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 0M >  độc lập với 

0 1
, , ,v v B g  và 0T >  độc lập với 

0 1
, , , ,v v B g f  sao cho, với 

0
0,v =  tồn tại một dãy quy 

nạp tuyến tính 
1

{ } ( , )
m
v W M T⊂  xác định bởi (4.10) và (4.11). 

 Chứng minh định lý 4.1.  Gồm các bước sau. 

 Bước 1. Xấp xỉ Galerkin. 

 Giả sử { }
j
w  với 1

( ) 2 sin( ) ,
2j

w x j x jπ= + ∈  là cơ sở đặc biệt của 2V H∩  gồm 

các hàm riêng 
j
w  của toán tử 

2

2x

∂
−Δ =

∂
 sao cho ,

j j j
w wλ−Δ =  2.

j
w V H∈ ∩  

 Sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin để xây dựng nghiệm xấp xỉ     

  ( ) ( )

1

( ) ( ) ,
k

k k
m mj j

j

v t c t w
=

= ∑  (4.12) 

với ( )k
mj
c  thỏa các hệ phương trình vi phân tuyến tính 

  

( ) ( )

( ) ( )
0 1

( ), ( ) ( ), ( ), , 1 ,

(0) , (0) ,

k k
m j m m j m j

k k
m k m k

v t w b t v t w F t w j k

v v v v

⎧⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ≤ ≤⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (4.13) 

trong đó  

  ( )
0 0

1

k
k

k mj j
j

v w vα
=

≡ →∑  mạnh trong V ∩ 2,H  (4.14) 
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  ( )
1 1

1

k
k

k mj j
j

v w vβ
=

≡ →∑  mạnh trong .V  (4.15) 

 Chứng minh tương tự như Bổ đề 3.1 ở chương 3 ta cũng khẳng định được hệ phương 

trình vi phân (4.13) – (4.15) có nghiệm duy nhất ( )( )k
m
v t  trên một khoảng [0, ].T  

Bước 2. Đánh giá tiên nghiệm. Đặt 

  

( ) ( ) 2 ( ) 2

( ) ( ) 2 ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2

0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ,

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ,

( ) ( ) ( ) || ( )|| .

k k k
m m m m

k k k
m m m m

t
k k k k
m m m m

X t v t b t v t

Y t v t b t v s

Z t X t Y t v s ds

⎧⎪⎪ = + ∇⎪⎪⎪⎪⎪ = ∇ + Δ⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = + +⎪⎪⎩ ∫

  (4.16) 

 Nhân (4.13)1 bởi ( )( )k
m
c t và lấy tổng theo ,j  sau đó tích phân theo biến thời gian với cận 

từ 0 đến ,t  ta đạt được 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) ( )|| ( )|| .

t t
k k k k
m m m m m m
X t X F s v s ds b s v s ds′= + 〈 〉 + ∇∫ ∫  (4.17) 

Trong (4.13)1 bằng cách thay 
j
w  bởi  

j
wΔ  và sau một số bước biến đổi đơn giản ta có 

  ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k
m j m m j m j
v t w b t v t w F t w〈∇ ∇ 〉+ 〈Δ Δ 〉 = 〈∇ ∇ 〉   (4.18) 

Nhân (4.18) bởi ( )( )k
m
c t  và lấy tổng theo ,j  sau đó tích phân theo biến thời gian với cận từ 

0 đến ,t  ta được 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) ( )|| ( )|| .

t t
k k k k
m m m m m m
Y t Y F s v s ds b s v s ds′= + 〈∇ ∇ 〉 + Δ∫ ∫  (4.19) 

Tổ hợp (4.16), (4.17) và (4.19) ta được 

  ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) 2 ( ), ( )

t t
k k k k
m m m m m m
Z t Z F s v s ds F s v s ds= + 〈 〉 + 〈∇ ∇ 〉∫ ∫  

   ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2

0 0
( ) || ( )|| || ( )|| || ( )||.

t t
k k k

m m m m
b s v s v s ds v s ds⎡ ⎤′+ ∇ + Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

   
4

( )

1

(0) .k
m j

j

Z I
=

= +∑  (4.20) 

Ta sẽ đánh giá các tích phân 
j
I , 1,..., 4,j =  trong vế phải của (4.20). 

Tích phân thứ nhất. Từ giả thiết (A3), (4.6), (4.8), (4.9), (4.11)2 và (4.16). Ta thu được 

  ( ) ( )
1 0 0

2 | ( ), ( ) | 2 || ( )||.|| ( )||
t t

k k
m m m m

I F s v s ds F s v s ds≤ 〈 〉 ≤∫ ∫   
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    ( ) 2 ( )
0 00 0

[2 ( , ) ] ( ) [2 ( , ) ] ( ) .
t t

k k
m m

K M f M X s ds T K M f M Z s ds≤ + ≤ + +∫ ∫  (4.21) 

Tích phân thứ hai. Từ giả thiết (A3), (4.6), (4.8), (4.9), (4.11)2 và (4.16). Ta có 

  
1 1

( ) ( , , ( )) ( , , ( ) ( )) ( )
m m m
F t f x t v t f x t v t t g t

− −
′′∇ = ∇ = ∇ +Φ −  

   
1 1 3 1 1

( , , ) ( , , )[ ( ) ( )] ( ),
m m m

D f x t v D f x t v v t g t g t
− − −

′′= +Φ + +Φ ∇ + −  

nên 

  
1 1 3 1 1

( ) | ( , , )|+| ( , , )|.| ( ) ( )|+| ( )|
m m m m
F t D f x t v D f x t v v t g t g t

− − −
′′∇ ≤ +Φ +Φ ∇ +  

   *
1 1
( , )(1 | ( ) ( )|) ,

m
K M f v t g t M

−
≤ + ∇ + +  

hay 

  
1 1 1

|| ( )|| ( , )(1 || ( ) ( )||) ( , )(1 ) .
m m
F t K M f v t g t M K M f M M

−
∇ ≤ + ∇ + + ≤ + +  

Điều này dẫn đến 

  ( )
2 0

2 || ( )||.|| ( )||
t

k
m m

I F s v s ds≤ ∇ ∇∫  

  ( )
1 0

2[ ( , )(1 ) ] ( )
t

k
m

K M f M M Y s ds≤ + + ∫  

  2 ( )
1 0

[ ( , )(1 ) ] ( ) .
t

k
m

T K M f M M Z s ds≤ + + + ∫   (4.22) 

Tích phân thứ ba. Từ giả thiết (A2), (4.7), (4.8), (4.9), (4.11)1, (4.16). Ta suy ra rằng 

  2 2
1

( ) ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )
m m m
b t B t v t B t tη

−
′ ′ ′= ∇ =  

   2 2
1 2

( ,|| ( )|| ) 2 ( ,|| ( )|| ) ( ), ( ) ,
m m m m

D B t t D B t t t tη η η η′= + 〈 〉  

ở đây 
1

( ) ( ) ( ),
m m
t v t g tη

−
= ∇ + nên 

 2
1 2 1

| ( )| (| | | |)(1 2|| ( )||.|| ( )||) ( , )[1 2 ].
m m m
b t D B D B t t K M B Mη η′ ′≤ + + ≤ +   

Do đó 

  2 ( )1
3 0

0

( , )
(1 2 ) ( ) .

t
k
m

K M B
I M Z s ds

b
≤ + ∫  (4.23) 

Tích phân thứ tư. Ta viết lại (4.13)1 dưới dạng 

  ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k
m j m m j m j
v t w b t v t w F t w〈 〉 = 〈Δ 〉+〈 〉  (4.24) 

Nhân (4.24) bởi ( )( )k
m
c t , sau đó lấy tổng theo ,j  thì (4.24) trở thành 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,k k k k k
m m m m m m m
v t v t b t v t v t F t v t〈 〉 = 〈Δ 〉+〈 〉  
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hay 

  ( ) 2 ( ) ( ) ( )|| ( )|| | ( )|.|| ( )||.|| ( )|| || ( )||.|| ( )||k k k k
m m m m m m
v t b t v t v t F t v t≤ Δ +  

          2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 21 1
( )|| ( )|| || ( )|| || ( )|| || ( )|| .

4 4
k k k

m m m m m
b t v t v t F t v t≤ Δ + + +  (4.25) 

Từ các giả thiết (A2), (A3) và (4.6)1, (4.7)1, (4.9), (4.25). Ta thu được đánh giá 

  ( ) 2 ( ) 2 2
0 0

|| ( )|| 2 ( , ) ( )|| ( )|| 2[ ( , ) ] .k k
m m m
v t K M B b t v t K M f M≤ Δ + +  (4.26) 

Lấy tích phân hai vế của (4.26) theo ,t  ta được 

  ( ) 2
4 0 00

2 ( , ) ( ) 2 [ ( , ) ] .
t

k
m

I K M B Z s ds T K M f M≤ + +∫   (4.27) 

Tổ hợp (4.20) - (4.23),  (4.27), ta được 

  ( ) ( ) ( )
1 2 0

( ) (0) ( , ) ( ) ( ) ,
t

k k k
m m m
Z t Z C M T C M Z s ds≤ + + ∫  (4.28) 

trong đó 

  
( )

1

0

2 2
1 0 1

( , ) 2
2 0

( , ) 3[ ( , ) ] [ ( , )(1 ) ] ,

( ) (1 2 ) 2 ( , ) 2.K M B

b

C M T T K M f M K M f M M

C M M K M B

⎧⎪ = + + + +⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + + +⎪⎪⎩

 (4.29) 

Bây giờ ta cần đánh giá số hạng ( )(0)k
m
Z . Ta có 

  ( )( )( ) 2 2 2 2 2
1 1 0 0 0

(0) || || || || 0,|| || || || || || .k
m k k k k
Z v v B v v v= + ∇ + ∇ ∇ + Δ  (4.31) 

 Từ giả thiết (A2), (4.9), (4.14), (4.15) và (4.31). Ta suy ra rằng tồn tại hằng số 

0,M >  độc lập với k  và m , sao cho: 

  
2

( )(0)
2

k
m

M
Z ≤ , với mọi k  và .m  (4.32) 

Chú ý rằng, từ (4.29), ta suy ra rằng 

   
1

0
lim ( , ) 0,
T
C M T

+→
=  (4.33) 

Từ (4.28) – (4.33), chúng ta luôn chọn được hằng số 0T >  sao cho: 

   2

2
( ) 2

1
( , ) ,

2
TC MM

C M T e M−
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (4.34) 

và  

   
2( , )(1 2 )11

22 0
[2 ]

2 4 2
0 1 1

(1 ) ( ( , ) 4 ( , )) 1.
K M B M T

b

T
k b T K M f M K M B e

+
+−

= + + <  (4.35) 

Cuối cùng, ta suy từ (4.28) và (4.34) rằng 
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   2( )( ) 2 ( )
2 0

( ) ( ) ( ) ,
tTC Mk k

m m
Z t M e C M Z s ds−≤ + ∫  0 .t T≤ ≤  (4.36) 

Sử dụng bổ đề Gronwall, chúng ta suy từ (4.36) rằng 

   2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 2 2( ) ,TC M C M t TC M C M Tk
m
Z t M e e M e e M− −≤ ≤ ≤   0 .t T≤ ≤  (4.37) 

Vậy, từ (4.26) và (4.37) ta có 

   ( )
1
( , ),k

m
v W M T∈  , .m k∀  (4.38) 

Bước 3. Qua giới hạn. 

 Từ (4.38) ta suy ra rằng tồn tại một dãy con của dãy ( ){ },k
m
v  mà vẫn ký hiệu ( ){ }k

m
v  

sao cho 

   ( )k
m m
v v→   trong 2(0, ; )L T V H∞ ∩  yếu *, (4.39) 

   ( )k
m m
v v→   trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (4.40) 

   ( )k
m m
v v→   trong 2( )

T
L Q  yếu , (4.41) 

   ( , ).
m
v W M T∈  (4.42) 

 Từ (4.39) – (4.42) qua giới hạn trong (4.13) ta có thể kiểm tra dễ dàng rằng 
m
v  thỏa 

(4.10) – (4.11) trong 2(0, )L T  yếu. 

 Mặt khác, từ (4.10)1, (4.39) – (4.41), ta được 

  ( )
m m m m
v b t v F′′ = Δ + 2(0, ; ).L T L∞∈  (4.43)  

Do vậy, 
1
( , ).

m
v W M T∈  (4.44) 

Định lý 4.1 được chứng minh hoàn tất  

4.4. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

 Định lý 4.2. Giả sử (A1) – (A4) đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 0,M >  0T >  

thỏa (4.32), (4.34), (4.35) sao cho bài toán (4.1) có duy nhất  nghiệm yếu 
1
( , )v W M T∈ . 

Mặt khác, dãy quy nạp tuyến tính { }
m
v  được xác định bởi (4.10) – (4.11) hội tụ mạnh về 

nghiệm v  trong không gian 

  2
1
( ) { (0, ; ) : (0, ; )}.W T v L T V v L T L∞ ∞′= ∈ ∈  (4.45) 

Hơn nữa, ta cũng có đánh giá sai số 

  2(0, ; ) (0, ; )
|| || || || m
m m TL T V L T L
v v v v Ck∞ ∞

′ ′− + − ≤ , với mọi m, (4.46) 

trong đó 
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2( , )(1 2 )11

22 0
[2 ]

2 4 2
0 1 1

(1 ) ( ( , ) 4 ( , ))
K M B M T

b

T
k b T K M f M K M B e

+
+−

= + +  (4.47) 

và C  là một hằng số chỉ phụ thuộc vào ,T  
0 1
,v v , và .

T
k  

Chứng minh định lý 4.2. 

i) Sự tồn tại nghiệm 

Trước tiên, ta chú ý rằng 
1
( )W T  là một không gian Banach đối với chuẩn 

 2
1( ) (0, ; ) (0, ; )

|| || || || || || .
W T L T V L T L
u u u∞ ∞

′= +  (4.48) 

Ta sẽ chứng minh rằng { }
m
v  là một dãy Cauchy trong 

1
( ).W T  

Đặt 
1m̂ m m

v v v+= − . Khi đó, 
m̂
v thỏa bài toán biến phân 

   

1 1

1

ˆ ˆ( ), ( ) ( ), ( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ), , ,

ˆ ˆ(0) (0) 0.

m m m m m m

m m

m m

v t v b t v t v b t b t v t v

F t F t v v V

v v

+ +

+

⎧⎪ ′′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉⎪⎪⎪⎪⎪ = 〈 − 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (4.49) 

Chọn 
m̂

v v ′=  trong (4.49)1, ta được 

   ( ) ( )2
2

1
ˆ ˆ|| ( )|| ( ) || ( )||
m m m

d d
v t b t v t

dt dt+
′ + ∇ =  

                    
1 1

ˆ ˆ2( ( ) ( )) ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( ) .
m m m m m m m
b t b t v t v t F t F t v t+ +

′ ′− 〈Δ 〉+ 〈 − 〉  

Tích phân theo biến thời gian, cận từ 0 đến t  của đẳng thức trên ta thu được 

   2
1 10 0

ˆ ˆ( ) ( )|| ( )|| 2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t t

m m m m m m m
t b s v s ds b s b s v s v s dsσ + +

′ ′= ∇ + − 〈Δ 〉∫ ∫  

    
3

10
1

ˆ2 ( ) ( ), ( ) ,
t

m m m i
i

F s F s v s ds J
+

=

′+ 〈 − 〉 = ∑∫  (4.50) 

trong đó 

   2 2
1

ˆ ˆ( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .
m m m m
t v t b t v tσ +

′= + ∇  (4.51) 

Bây giờ, ta đánh giá các tích phân ở vế phải của (4.50) như sau 

Tích phân thứ nhất. Ta có 

   2 2
1 1 2
( ) ( ,|| ( )|| ) 2 ( ,|| ( )|| ) ( ), ( ) ,

m m m m m
b t D B t t D B t t t tη η η η+
′ ′= + 〈 〉    

ở đây ( ) ( ) ( )
m m
t v t g tη = ∇ +  nên 

  2 2
1 1 2

| ( )| (| ( ,|| ( )|| )| | ( ,|| ( )|| )|)(1 2|| ( )||.|| ( )||)
m m m m m
b t D B t t D B t t t tη η η η

+
′ ′≤ + +  
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  2
1
( , )[1 2 ].K M B M≤ +   

Do đó 

   
2

1
1 0

0

( , )[1 2 ]
( ) .

t

m

K M B M
J s ds

b
σ

+
≤ ∫  (4.52) 

Tích phân thứ hai.  

   2 2
1 1

| ( ) ( )|=| ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )|
m m m m
b t b t B t t B t tη η+ −− −  

    ( )2 2
1 1
( , ) || ( )|| || ( )||

m m
K M B t tη η −≤ −  

    
1 1

2 ( , ) || ( )|| || ( )||
m m

MK M B t tη η
−

≤ −  

    
11 1 1 1 ( )

ˆ ˆ2 ( , )|| ( )|| 2 ( , )|| || ,
m m W T

MK M B v t MK M B v
− −

≤ ∇ ≤  

nên 

   
2 10

ˆ2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t

m m m m
J b s b s v s v s ds+

′= − 〈Δ 〉∫  

 
11 1 ( ) 0

ˆ ˆ4 ( , )|| || || ( )||.|| ( )||
t

m W T m m
MK M B v v s v s ds−

′≤ Δ∫  

 
1

4 2 2 2
1 1 ( ) 0

ˆ ˆ4 ( , )|| || || ( )||
t

m W T m
TM K M B v v s ds−

′≤ + ∫  

 
1

4 2 2
1 1 ( ) 0

ˆ4 ( , )|| || ( ) .
t

m W T m
TM K M B v s dsσ−≤ + ∫  (4.53) 

Tích phân thứ ba. Do 

   
1 1

|| ( ) ( )|| || ( , , ( ) ( )) ( , , ( ) ( ))||
m m m m
F t F t f x t v t t f x t v t t+ −− = +Φ − +Φ  

 
1 1 1 1

ˆ( , )|| ( ) ( )|| ( , )|| ( )||
m m m

K M f v t v t K M f v t
− −

≤ − ≤
11 1 ( )

ˆ( , )|| || ,
m W T

K M f v
−

≤  

nên ta suy ra rằng 

   
3 1 10 0

ˆ ˆ2 ( ) ( ), ( ) 2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t t

m m m m m m
J F s F s v s ds F s F s v s ds+ +

′ ′= 〈 − 〉 ≤ −∫ ∫  

 
1

2 2
1 1 ( ) 0

ˆ( , )|| || ( ) .
t

m W T m
TK M f v s dsσ−≤ + ∫  (4.54) 

Tổ hợp (4.50), (4.52) - (4.54) ta được 

   
1

2 4 2 2
1 1 1 ( )

( ) ( ( , ) 4 ( , ))|| ||
m m W T
t T K M f M K M B vσ

−
≤ +  

  
2

1

0

( , )(1 2 )

0
[2 ] ( ) .

tK M B M

mb
s dsσ++ + ∫  (4.55) 

Áp dụng bổ đề Gronwall cho (4.55), ta suy ra rằng 
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2( , )(1 2 )1

0

1

[2 ]
2 4 2 2
1 1 1 ( )

( ) ( ( , ) 4 ( , ))|| || .
K M B M

b
T

m m W T
t T K M f M K M B v eσ

+
+

−≤ +   (4.57) 

Do đó 

   
1 1( ) 1 ( )

ˆ ˆ|| || || ||
m W T T m W T
v k v −≤ ,  với mọi ,m  (4.58) 

trong đó 

   
2( , )(1 2 )11

22 0
[2 ]

2 4 2
0 1 1

(1 ) ( ( , ) 4 ( , )) .
K M B M T

b

T
k b T K M f M K M B e

+
+−

= + +  (4.59) 

Như vậy 

   
1 1( ) 1 0 ( )1

|| || || || ,
m
T

T

k

m p m W T W Tk
v v v v

+ −
− ≤ −   với mọi , .m p  (4.60) 

 Từ (4.60) ta có { }
m
v  là dãy Cauchy trong không gian 

1
( )W T  và do đó tồn tại 

1
( )v W T∈ , sao cho: 

  
m
v v→  trong 

1
( )W T mạnh. (4.61) 

 Ta cũng lưu ý rằng do 
1
( , )

m
v W M T∈ , nên ta trích ra một dãy con { }

jm
v  của dãy 

{ },
m
v  sao cho: 

   
jm
v v→     trong 2(0, ; )L T V H∞ ∩  yếu *, (4.62) 

  
jm
v v′ ′→      trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (4.63) 

  
jm
v v′′ ′′→      trong 2( )

T
L Q  yếu , (4.64) 

   ( , ).v W M T′′ ∈  (4.65) 

 Mặt khác, ta lại có 

  2( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )
m m
b t v t B t v t v t∇ − ∇ ∇  

   2 2
1

( ,|| ( )|| ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )
m m

B t v t v t B t v t v t
−

≤ ∇ ∇ − ∇ ∇  

   2
1

( ,|| ( )|| ) | ( ) ( )|
m m

B t v t v t v t
−

≤ ∇ ∇ −∇  

   2 2
1

( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| ) .| ( )|
m

B t v t B t v t v t
−

+ ∇ − ∇ ∇  

   
0
( , )| ( ) ( )|

m
K M B v t v t≤ ∇ −∇  

   
1 1 1
( , )|| ( ) ( )||(|| ( )|| || ( )||)| ( )|

m m
K M B v t v t v t v t v t− −+ ∇ +∇ ∇ − ∇ ∇  
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0 1 1
( , )| ( ) ( )| 2 ( , )|| ( ) ( )||.| ( )|,

m m
K M B v t v t MK M B v t v t v t

−
≤ ∇ −∇ + ∇ −∇ ∇  

hay 

  2|| ( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )||
m m
b t v t B t v t v t∇ − ∇ ∇  

  
0 1 1
( , )|| ( ) ( )|| 2 ( , )|| ( ) ( )||.|| ( )||.

m m
K M B v t v t MK M B v t v t v t

−
≤ ∇ −∇ + ∇ −∇ ∇  

Do đó 

  2

2

(0, ; )
|| ( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( )||
m m L T L
b t v t B t v t v t ∞∇ − ∇ ∇  

   
1 1

2
0 ( ) 1 1 ( )
( , )|| || 2 ( , )|| || .

m W T m W T
K M B v v M K M B v v

−
≤ − + −  (4.66) 

Ta suy ra từ (4.61) và (4.66) rằng 

  2( ) ( ,|| || )
m m
b t v B t v v∇ → ∇ ∇  trong 2(0, ; )∞L T L  mạnh. (4.67) 

Tương tự, ta cũng có 

  
1 1 1

( ) ( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( , )| ( ) ( )|,
m m m
F t f t f x t v t f x t v t K M f v t v t

− −
− = − ≤ −  

  2 2
11 1 1 1 ( )(0, ; ) (0, ; )

|| || ( , )|| || ( , )|| || .
m m m W TL T L L T L
F f K M f v v K M f v v∞ ∞− −

− ≤ − ≤ − (4.68) 

Vậy từ (4.61) và (4.68), ta thu được 

  ( ) ( , , ( ))
m
F t f x t v t→  trong 2(0, ; )∞L T L  mạnh. (4.69) 

Sau đó qua giới hạn (4.10) với m  thay bằng .
j
m → ∞  

Từ (4.61) – (4.64), (4.67), (4.69) ta có ( , )v W M T∈  thỏa bài toán biến phân 

  
2

0 1

( ), ( ,|| ( )|| ) ( ), ( ), , ,

(0) ( ), (0) ( ).

v t w B t v t v t w f t w w V

v v x v v x

⎧⎪ ′′〈 〉+ ∇ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎨⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (4.70) 

Mặt khác từ giả thiết (A2), (A3), (4.65), (4.67) và (4.69), ta lại có 

  2 2( ,|| ( )|| ) ( , , ) (0, ; ),
x xx

v B t v t v f t x v L T L∞′′ = + ∈   (4.71) 

Điều này dẫn đến 
1
( , ).v W M T∈  

Sự tồn tại nghiệm được chứng minh. 

ii) Sự duy nhất nghiệm 

 Lấy 
1 2 1
, ( , )v v W M T∈   là hai nghiệm yếu của bài toán (4.1). Thì 

1 2
v v v= −  

thỏa mãn bài toán biến phân sau 
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1 1 2 2

1 2

( ), ( ) ( ), ( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ), , ,

(0) (0) 0,

v t w B t v t w B t B t v t w

F t F t w w V

v v

⎧⎪ ′′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉⎪⎪⎪⎪ = 〈 − 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪ ′⎪ = =⎪⎩

 (4.72) 

trong đó 

   2( ) ( ,|| ( )|| ), ( ) ( , , ( )), 1,2.
i i i i
B t B t v t F t f x t v t i= ∇ = =      (4.73) 

 Trong (4.72)1 ta thay w v ′= , sau đó lấy tích phân theo ,t  ta được 

  2
1 1 2 20 0

( ) ( )|| ( )|| 2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t t

t B s v s ds B s B s v s v s ds′ ′Ψ = ∇ + − 〈Δ 〉∫ ∫  

            
3

1 20
1

2 ( ) ( ), ( ) ,
t

i
i

F s F s v s ds J
=

′+ 〈 − 〉 = ∑∫  (4.74) 

trong đó 

  2 2
1

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .t v t B t v t′Ψ = + ∇  (4.75) 

Bây giờ, ta đánh giá các tích phân ở vế phải của (4.74) như sau 

Tích phân thứ nhất.  

   
2

1

0

( , )(1 2 ).2
1 10 0

( )|| ( )|| ( ) .
t tK M B M

b
J B s v s ds s ds+′= ∇ ≤ Ψ∫ ∫  (4.76) 

Tích phân thứ hai.  

   2 2
1 2 1 2
( ) ( ) ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )B t B t B t v t B t v t− ≤ ∇ − ∇  

     ( )2 2
1 1 2 1
( , ) || ( )|| || ( )|| 2 ( , )|| ( )||,K M B u t u t MK M B v t≤ ∇ − ∇ ≤ ∇  

nên 

   
2 1 2 20

2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t

J B s B s v s v s ds′= − 〈Δ 〉∫  

 
1 20

4 ( , ) || ( )||.|| ( )||.|| ( )||
t

MK M B v s v s v s ds′≤ ∇ Δ∫  

 2
1 0

4 ( , ) || ( )||.|| ( )|| .
t

M K M B v s v s ds′≤ ∇∫  (4.77) 

Tích phân thứ ba.  

   
1 2 1 2

|| ( ) ( )|| || ( , , ( )) ( , , ( ))||F t F t f x t v t f x t v t− = −  

  
1 1 2 1 1
( , )|| ( ) ( )|| ( , )|| ( )|| ( , )|| ( )||,K M f v t v t K M f v t K M f v t≤ − ≤ ≤ ∇  

suy ra rằng 
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3 1 2 1 20 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t t

J F s F s v s ds F s F s v s ds′ ′= 〈 − 〉 ≤ −∫ ∫  

 
1 0

2 ( , ) || ( )||.|| ( )|| .
t

K M f v s v s ds′≤ ∇∫  (4.78) 

Tổ hợp (4.74), (4.76) - (4.78) ta được 

  
2

1

0

( , )(1 2 )

0
( ) ( )

tK M B M

b
t s ds+Ψ ≤ Ψ∫  

   2
1 1

0

2[ ( , ) 2 ( , )] || ( )||.|| ( )|| ,
t

K M f M K M B v s v s ds′+ + ∇∫   (4.79) 

hay 

  
0

( ) ( ) ,
t

t K s dsΨ ≤ Ψ∫  

trong đó 

  
0

2 21
1 1 1 0
( , )(1 2 ) ( ( , ) 2 ( , ))(1 ) .

b
K K M B M K M f M K M B b⎡ ⎤= + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

Sử dụng bổ đề Gronwall ta có ( ) 0,tΨ ≡  nghĩa là 
1 2

.v v≡  

Định lý 4.2 được chứng minh hoàn tất  
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Chương 5 

THUẬT GIẢI HỘI TỤ CẤP HAI 
 

5.1. Giới thiệu 

 Kết quả thu được ở chương 3 cho thấy sự hội tụ và đánh giá sai số của dãy quy 

nạp tuyến tính { }
m m
u

∈
 chỉ là cấp một. Để tiếp nối và mở rộng kết quả của chương 3. 

Chúng tôi, xây dựng một dãy lặp phi tuyến { }
m m
u ∈

 nhằm nâng tốc độ hội tụ, chúng 

tôi sẽ tìm kiếm một điều kiện đủ cho bài toán (1.1) – (1.3) bằng một thuật giải tinh tế 

hơn với một dãy lặp hội tụ bậc hai được thiết lập mà chúng tôi sẽ trình bày dưới đây. 

 Trong chương này, chúng tôi xét dãy lặp cấp hai cho bài toán 

  

2

0 1

( ,|| ( )|| ) ( , , ) [ ], 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

tt x xx

x

t

u B t u t u f x t u f u x t T

u t u t

u x u x u x u x

⎧⎪ − = ≡ < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

     (5.1) 

trong đó 
0
,u  

1
,u  ,B  f  là các hàm cho trước thỏa các điều kiện mà ta sẽ chỉ ra sau và 

số hạng phi tuyến 2( ,|| ( )|| )
x

B t u t  phụ thuộc vào tích phân: 

  
1

2 2

0
|| ( )|| ( , ) .
x x
u t u x t dx= ∫  (5.2) 

 Bài toán (5.1) được xét với các giả thiết tăng thêm như sau: 

 (A1)  2
0 1

, ,u V H u V∈ ∩ ∈  

 (B2)  1 2( )+∈B C  sao cho tồn tại 
0 1 2 3

1, , , , 0,p b b b b> >  thỏa các đánh giá sau 

i) 
0 1

0 ( , ) (1 ),pb B bξ η η< ≤ ≤ +  với mọi 2( , ) ,ξ η
+

∈  

ii) 
1 2

| ( , )| (1 ),pD B bξ η η≤ +  với mọi 2( , ) ,ξ η
+

∈  

iii) 1

2 3
| ( , )| (1 ),pD B bξ η η −≤ +  với mọi 2( , ) ,ξ η

+
∈  

 (B3)  2( )f C∈  thỏa (0, , 0) 0, 0.f t t= ∀ ≥   

 Xét * 0,T >  cố định.  Với 0M >  ta định nghĩa 

  
*

0 | | 2

max ( , ) { sup| ( , , )| : ( , , ) ( )},
i i

i

K K K M f D f x t z x t z A Mα

α≤ = ≤

= = = ∈∑  (5.3) 
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trong đó  *
*
( ) {( , , ) [0,1] [0, ] : | | }.A M x t z T z M= ∈ × × ≤  

 Với mỗi *(0, ]T T∈  và 0M >  ta đặt 

 2 2

2 2

(0, ; ) (0, ; ) ( )

2
1

( , ) { (0, ; ) : (0, ; ), ( ),

|| || , || || , || || },

( , ) { ( , ) : (0, ; )}.

T

t tt T

t ttL T V H L T V L Q

tt

W M T u L T V H u L T V u L Q

u M u M u M

W M T u W M T u L T L

∞ ∞

∞ ∞

∩

∞

⎧⎪ = ∈ ∩ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤ ≤⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = ∈ ∈⎪⎪⎩

 (5.4) 

trong đó  (0,1) (0, ).
T
Q T= ×  

 Các kí hiệu sử dụng trong chương này vẫn tương tự như trong chương 3, tuy 
nhiên chúng tôi còn sử dụng thêm các kí hiệu sau: 

 
2 2

2

1 3 3 2
( , , ), ( , , ).DD f f x t z D f f x t z

x z z
∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂

 

5.2.   Thuật giải xấp xỉ phi tuyến 

 Trong phần này, với sự lựa chọn M  và T  thích hợp ta xây dựng một dãy { }
m
u  

trong 
1
( , )W M T  bằng quy nạp. Dãy { }

m
u  sẽ được chứng minh hội tụ về nghiệm yếu 

của bài toán (5.1). 

 Chọn số hạng ban đầu  
0

0.u =  Giả sử rằng  

  
1 1

( , ).
m
u W M T

−
∈  (5.5) 

 Ta liên kết bài toán (5.1) với bài toán biến phân sau. Tìm 
1
( , ), 1

m
u W M T m∈ ≥  

sao cho 

  
0 1

( ), ( ) ( ), ( , ), , ,

(0) , (0) ,

m m m m

m m

u t v b t u t v F x t v v V

u u u u

⎧⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (5.6) 

trong đó 

  
2

1 1 3 1

( ) ( ,|| ( )|| ),

( ) [ ] [ ( ) ( )] [ ].

m m

m m m m m

b t B t u t

F t f u u t u t D f u
− − −

⎧⎪ = ∇⎪⎪⎨⎪⎪ = + −⎪⎩

  (5.7) 

Sự tồn tại 
m
u  cho bởi định lý sau đây. 

 Định lý 5.1. Giả sử (A1), (B2), (B3) đúng. Khi đó tồn tại các hằng số 0M >  và 

0T >  sao cho, với 
0

0,u =  tồn tại một dãy quy nạp phi tuyến 
1

{ } ( , )
m
u W M T⊂  xác 

định bởi (5.5) – (5.7). 
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 Chứng minh định lý 5.1.  Gồm các bước sau. 

 Bước 1. Xấp xỉ Galerkin. Giả sử { }
j
w  cơ sở của 2V H∩  như trong chương 3. 

Dùng phương pháp Galerkin để xây dựng nghiệm yếu xấp xỉ  cho bài toán (5.6), (5.7). 

  ( ) ( )

1

( ) ( ) ,
k

k k
m mj j

j

u t c t w
=

= ∑  (5.8) 

với ( )k
mj
c  thỏa các hệ phương trình vi phân tuyến tính 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 1

( ), ( ) ( ), ( ), , 1 ,

(0) , (0) ,

k k k k
m j m m j m j

k k
m k m k

u t w b t u t w F t w j k

u u u u

⎧⎪〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉 = 〈 〉 ≤ ≤⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎩

 (5.9) 

trong đó  

  ( )
0 0

1

k
k

k mj j
j

u w uα
=

≡ →∑  mạnh trong V ∩ 2,H  (5.10) 

  ( )
1 1

1

k
k

k mj j
j

u w uβ
=

≡ →∑  mạnh trong ,V  (5.11) 

và 

  

( ) ( ) 2

( ) ( )
1 1 3 1

( ) ( ,|| ( )|| ),

( ) [ ] ( ) [ ].

k k
m m

k k
m m m m m

b t B t u t

F t f u u u D f u
− − −

⎧⎪ = ∇⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + −⎪⎪⎩

 (5.12) 

Giả sử 
1m

u
−

 thỏa (5.5). Khi đó, ta có bổ đề sau. 

 Bổ đề 5.1. Giả sử (A1), (B2), (B3) đúng. Khi đó, tồn tại ( ) (0, ]k

m
T T∈  sao cho hệ 

phương trình (5.9) – (5.12) có nghiệm duy nhất ( )k
m
u  xác định trên ( )[0, ] [0, ].k

m
T T⊂  

 Chứng minh bổ đề 5.1. Bỏ qua các chỉ số ,m k  trong cách viết và ta viết 

( ),  ,  , ( )
j j j
c t b tα β  lần lượt thay cho ( ) ( ) ( ) ( )( ),  ,  , ( ).k k k k

mj mj mj m
c t b tα β  Khi đó, hệ phương 

trình (5.9) – (5.12) được viết lại dưới dạng như sau: 

 

1 1 3 1

3 1
1

( ) ( ) ( ) [ ] [ ], ,

( ) [ ] , , 1 ,

(0) , (0) .

j j j m m m j

k

i m i j
i

j j j j

c t b t c t f u u D f u w

c t D f u w w j k

c c

λ

α β

− − −

−
=

⎧ ′′⎪ = − +〈 − 〉⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ + 〈 〉 ≤ ≤⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

∑  (5.13) 
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Hệ phương trình này tương đương với hệ phương trình tích phân phi tuyến sau 

  

0 0

3 1
10 0

1 1 3 1
0 0

( ) ( ) ( )

( ) [ ] ,

[ ] [ ], , 1 .

t

j j j j j

t k

i m i j
i

t

m m m j

c t t d b s c s ds

d c s D f u w w ds

d f u u D f u w ds j k

τ

τ

τ

α β λ τ

τ

τ

−
=

− − −

= + −

+ 〈 〉

+ 〈 − 〉 ≤ ≤

∫ ∫

∑∫ ∫

∫ ∫

 (5.14) 

 Với mỗi ( ) (0, ]k

m
T T∈  và 0ρ >  (ta sẽ chỉ ra sau). Ta đặt  

  0 ( )([0, ]; ), { :|| || }.k k

m X
X C T S c X c ρ= = ∈ ≤   

Ở đây, chuẩn trong không gian Banach X  được định nghĩa như sau: 

  
( )

1 1
0 1

|| || sup | ( )| , | ( )| | ( )|,
k
m

k

X j
t T j

c c t c t c t
≤ ≤ =

= = ∑   với mỗi 
1

( ,..., ) .
k

c c c X= ∈  

 Ta viết lại (5.14) dưới dạng phương trình điểm bất động như sau 

  0 ( )( ) [ ]( ) [ ]( ) + ( ), ([0, ]; ),k k
m

c t H c t L c t G t c C T= ≡ ∈   (5.15) 

trong đó 

  
1 1

( ) ( ( ),..., ( )), [ ]( ) ( [ ]( ),..., [ ]( )),

[ ]( ) [ ]( ) ( ),

k k

j j j

c t c t c t H c t H c t H c t

H c t L c t G t

⎧⎪ = =⎪⎪⎨⎪ = +⎪⎪⎩

 

và 

  
3 10 0

10 0

1 1 3 1
0 0

[ ]( )= ( ) ( ) ( ) [ ] , ,

( ) [ ] [ ], , 1 .

t kt

j j j i m i j
i

t

j j j m m m j

L c t d b s c s ds d c s D f u w w ds

G t t d f u u D f u w ds j k

τ
τ

τ

λ τ τ

α β τ

−
=

− − −

⎧⎪⎪⎪ − + 〈 〉⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ = + + 〈 − 〉 ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎩

∑∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

 Sự tồn tại nghiệm ( )( )k
m
u t  trên đoạn ( )[0, ]k

m
T  sẽ được suy ra từ sự tồn tại nghiệm 

( )k
m
c ∈X  thỏa mãn phương trình tích phân nói trên. Như vậy ta cần chứng minh toán tử 

:H X X→  có duy nhất điểm bất động, hay chứng minh :H S S→  là ánh xạ co khi 

ρ  đủ lớn và ( )k
m
T  đủ bé. 

 Ta bắt đầu bằng việc chứng minh tồn tại 0ρ >  và ( ) 0k

m
T >  sao cho H  biến S  

thành chính nó. Thật vậy, lấy 
1 2

( , ,..., ) ,
k

c c c c S= ∈  ta có  
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( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

1

|| ( )|| | ( )|.|| || , [0, ],

|| ( )|| || ( )|| | |.| ( )|.|| || , [0, ].

k
k k k

m mj j m
j

k
k k k k

m m j mj j k m
j

u t c t w t T

u t u t c t w t T

ρ

λ λ ρ

=

=

⎧⎪⎪ ≤ ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪ ∇ ≤ Δ ≤ ≤ ∀ ∈⎪⎪⎪⎩

∑

∑
 (5.16) 

 Do đó, từ giả thiết B2 (i) ta suy ra 

  ( ) 2 ( ) 2 2 2

1 1
( ) ( ,|| ( )|| ) (1 || ( )|| ) (1 ).k k p p p

m m k
b t B t u t b u t b λ ρ= ∇ ≤ + ∇ ≤ +  (5.17) 

Mặt khác, ta có 

 
1 3 10 0

10 0

| [ ]( )| | ( )|.| ( )| | ( )|.| [ ] , |
t kt

j j j i m i j
i

L c t d b s c s ds d c s D f u w w ds
τ

τ
λ τ τ −

=

≤ + 〈 〉∑∫ ∫ ∫ ∫  

   2 2
1 1 10 0

0 0

(1 ) | ( )| | ( )| .|| ||.|| ||
t

t
p p

j k j i j
b d c s ds K d c s w w ds

τ
τ

λ λ ρ τ τ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫  

   2 2
1 1 10 0

0 0

(1 ) | ( )| | ( )| ,
t

t
p p

j k j
b d c s ds K d c s ds

τ
τ

λ λ ρ τ τ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫  

hay 

 2 2
1 1 1 1 10 0

0 0

| [ ]( )| (1 ) | ( )| | ( )|
t

t
p p

k k
L c t b d c s ds kK d c s ds

τ
τ

λ λ ρ τ τ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫  

   2 2
1 1

0 0

[ (1 ) ] || ||
t

p p
k k X
b kK d c ds

τ

λ λ ρ τ≤ + + ∫ ∫  

   
( ) 2( )2 2 ( ) 2

1 1 12
[ (1 ) ] ( ) ,

k
mTp p k

k k m
b kK D Tλ λ ρ ρ≤ + + ≤  (5.18) 

trong đó, hằng số dương 
1
D , độc lập với ( ).k

m
T  

Hơn nữa, ta lại có 

  
1 1 3 1

0 0

| ( )| | | | | | [ ] [ ]|,| |
t

j j j m m m j
G t t d f u u D f u w ds

τ

α β τ
− − −

≤ + + 〈 − 〉∫ ∫  

  
0 1

0 0

| | | | ( ) 1,| |
t

j j j
t K MK d w ds

τ

α β τ≤ + + + 〈 〉∫ ∫  

  
( ) 2( )( )

0 1 2
| | | | ( ) ,

k
mTk

j j m
T K MKα β≤ + + +  

hay 

  
( ) 2( ) ( ) 2

1 1 1 0 1 2 32
| ( )| | | | | ( ) ( ) ,

k
mT k

m
G t T K MK D D Tα β≤ + + + ≤ +  (5.19) 
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trong đó, hằng số dương 
3
D , độc lập với ( )k

m
T  và .ρ  

Từ (5.15), (5.18) và (5.19) ta suy ra rằng 

  ( ) 2
2 2

|| [ ]|| ( ) .k
X m

H c D D T≤ +  

Ta chọn 
2
Dρ >  và ( ) (0, ]k

m
T T∈  thỏa 

2

( ) 1
2

( )k
m D
T Dρ≤ − , ta suy ra điều phải chứng 

minh. 

 Kế tiếp, ta chứng minh H  là ánh xạ co khi ( )k

m
T  đủ bé. Lấy , ,c d S∈  ta kí hiệu 

  2 2( ) ( ,|| ( )|| ), ( ) ( ,|| ( )|| ),
c d
b t B t u t b t B t v t= ∇ = ∇  

trong đó, 
1 1

( ) ( ) , ( ) ( ) .
k k

j j j j
j j

u t c t w v t d t w
= =

= =∑ ∑  

Từ giả thiết B2 (iii) và với 0 1,θ< < ta có  

  2 2 2 2

2
( ) ( ) ( , || ( )|| (1 )|| ( )|| )(|| ( )|| || ( )|| )
c d
b s b s D B t u t v t u t v tθ θ− = ∇ + − ∇ ∇ − ∇  

   2 2 1

3
(1 [ || ( )|| (1 )|| ( )|| ] )2 || ( )|| || ( )||p

k
b u t v t u t v tθ θ λ ρ−≤ + ∇ + − ∇ ∇ − ∇  

   2 2

3
2 [1 ( ) ]|| ( ) ( )||p

k k
b u t v tλ ρ λ ρ −≤ + ∇ −∇  

   2 2 2

3 1
2 [1 ( ) ].| ( ) ( )| .p

k k
b c s d sλ ρ λ ρ −≤ + −  (5.20) 

Từ (5.3), (5.17), (5.20) ta thu được đánh giá 

  | [ ]( ) [ ]( )| = | [ ]( ) [ ]( )|
j j j j
H c t H d t L c t L d t− −  

  
0 0 0 0

| ( )[ ( ) ( )]| |[ ( ) ( )] ( )|
t t

j c j j j c d j
d b s c s d s ds d b s b s d s ds

τ τ

λ τ λ τ≤ − + −∫ ∫ ∫ ∫  

   
3 1

10 0

| ( ) ( )|.| ( , , ) , |
t k

i i m i j
i

d c s d s D f x s u w w ds
τ

τ
−

=

+ − 〈 〉∑∫ ∫  

  2 2

1
0 0

(1 ) | ( ) ( )|
t

p p

j k j j
b d c s d s ds

τ

λ λ ρ τ≤ + −∫ ∫  

   2 2 2

3 1
0 0

2 [1 ( ) ] | ( ) ( )| .| ( )|
t

p

j k k j
b d c s d s d s ds

τ

λ λ ρ λ ρ τ−+ + −∫ ∫  

   
1 1

0 0

| ( ) ( )| ,
t

K d c s d s ds
τ

τ+ −∫ ∫  

hay  
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  2 2

1 1 1
0 0

| [ ]( ) [ ]( )| (1 ) | ( ) ( )|
t

p p

k k
H c t H d t b d c s d s ds

τ

λ λ ρ τ− ≤ + −∫ ∫  

   3 2 2 2

3 1
0 0

2 [1 ( ) ] | ( ) ( )|
t

p

k k
b d c s d s ds

τ

λ ρ λ ρ τ−+ + −∫ ∫  

   
1 1

0 0

| ( ) ( )| .
t

kK d c s d s ds
τ

τ+ −∫ ∫  

Do đó  

  ( ) 2 ( )

1
| [ ]( ) [ ]( )| ( ) || || , [0, ]k k

m X m
H c t H d t T c d t Tξ− ≤ − ∀ ∈  và 1 ,j k≤ ≤  

trong đó, 2 2 3 2 2 2

1 1
(1 ) 2 [1 ( ) ] .p p p

k k k k
b K kξ λ λ ρ λ ρ λ ρ −= + + + +  

Điều này dẫn đến  

  ( ) 2|| [ ] [ ]|| ( ) || || .k

X m X
H c H d T c dξ− ≤ −  

 Vậy, ta có thể chọn ( )k

m
T  đủ nhỏ sao cho :H S S→  là ánh xạ co. Áp dụng định 

lý Banach, ta suy ra được H  có một điểm bất động duy nhất .c X∈  Khi đó, hệ 

phương trình vi phân (5.9) – (5.12) có nghiệm duy nhất ( )( )k
m
u t  trên một khoảng 

( )[0, ].k
m
T  Bổ đề 5.1 được chứng minh hoàn tất. 

Chú thích 5.1. Trong việc chứng minh sự tồn tại nghiệm xấp xỉ Galerkin. Nếu ta 

chứng minh tồn tại n ∈  sao cho :nH X X→  là ánh xạ co, thì ta thu được sự tồn 

tại và duy nhất nghiệm ( )( )k
m
u t  toàn cục. Nhưng ở đây ta chỉ cần chỉ ra sự tồn tại của 

nghiệm ( )( )k
m
u t  nên chúng tôi đã chọn giải pháp trên để đơn giản trong việc trình bày 

với lại kỹ thuật chứng minh không bị trùng lắp với chương 3. 

Bước 2. Đánh giá tiên nghiệm. Đặt 

  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2

0

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ,

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| ,

( ) ( ) ( ) || ( )|| .

k k k k
m m m m

k k k k
m m m m

t
k k k k
m m m m

P t u t b t u t

Q t u t b t u s

S t P t Q t u s ds

⎧⎪⎪ = + ∇⎪⎪⎪⎪⎪ = ∇ + Δ⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = + +⎪⎪⎩ ∫

 (5.21) 

 Nhân (5.9)1 bởi ( )( )k
m
c t  và lấy tổng theo ,j  sau đó tích phân theo biến thời gian với 

cận từ 0 đến ,t  ta được 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) ( )|| ( )|| .

t t
k k k k k k
m m m m m m
P t P F s u s ds b s u s ds= + 〈 〉 + ∇∫ ∫  (5.22) 

Trong (5.9)1 bằng cách thay 
j
w  bởi ,

j
wΔ  ta đạt được 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k k k
m j m m j m j
u t w b t u t w F t w〈∇ ∇ 〉+ 〈Δ Δ 〉 = 〈∇ ∇ 〉  (5.23) 

Nhân (5.23) bởi ( )( )k
m
c t , sau đó lấy tổng theo ,j  thì (5.23) trở thành 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .k k k k k k k
m m m m m m m
u t u t b t u t u t F t u t〈∇ ∇ 〉+ 〈Δ Δ 〉= 〈∇ ∇ 〉  (5.24) 

Tích phân theo biến thời gian, cận từ 0 đến ,t  ta được 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) ( )|| ( )|| .

t t
k k k k k k
m m m m m m
Q t Q F s u s ds b s u s ds= + 〈∇ ∇ 〉 + Δ∫ ∫  (5.25) 

Tổ hợp (5.21) – (5.25), ta suy ra rằng 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
( ) (0) 2 ( ), ( ) 2 ( ), ( )

t t
k k k k k k
m m m m m m
S t S F s u s ds F s u s ds= + 〈 〉 + 〈∇ ∇ 〉∫ ∫  

                     ( )( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2

0 0
( ) || ( )|| || ( )|| || ( )||

t t
k k k k
m m m m
b s u s u s ds u s ds+ ∇ + Δ +∫ ∫  

           
4

( )

1

(0) ,k
m j

j

S I
=

= +∑  (5.26) 

Ta sẽ đánh giá các tích phân 
j
I , 1,..., 4,j =  trong vế phải của (5.26). 

Tích phân thứ nhất.  

  ( ) ( )

1 1 3 1
| ( )| | [ ( )]| | ( ) ( )|.| [ ( )]|k k

m m m m m
F t f u t u t u t D f u t

− − −
≤ + −  

   ( )

0 1 1
| ( ) ( )|,k

m m
K K u t u t

−
≤ + −  

nên 

  
0

( ) ( ) ( )1
0 1 1 0 1

|| ( )|| (|| ( )|| + || ( )||) ( ( ) + )k k k

m m m mb
F t K K u t u t K K S t M

−
≤ + ≤ +  

   
0

( )1(1 ) ( ).k

mb
K M K S t≤ + +  

Do đó 

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0

2 | ( ), ( ) | 2 || ( )||.|| ( )||
t t

k k k k
m m m m

I F s u s ds F s u s ds≤ 〈 〉 ≤∫ ∫   

   ( ) ( )
0 10 0

2 ( ) 2 ( ) .
t t

k k
m m

a S s ds a S s ds≤ +∫ ∫  (5.27) 

trong đó, 
0

1
0 1

(1 ), .
b

a K M a K= + =  
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Tích phân thứ hai. Ta có 

  

( )

1 1 3 1 1

( )

1 3 1

( ) 2

1 1 3 1 3 1 1

( ) [ ( )] [ ( )]. ( )

[ ( ) ( )]. [ ( )]

[ ( ) ( )][ [ ( )] [ ( )]. ( )],

k

m m m m

k

m m m

k

m m m m m

F t D f u t D f u t u t

u t u t D f u t

u t u t D D f u t D f u t u t

− − −

− −

− − − −

∇ = + ∇

+ ∇ −∇

+ − + ∇

 

nên 

  ( ) ( )

1 1 1 1
| ( )| (1 | ( )|) | ( ) ( )|k k

m m m m
F t K u t K u t u t

− −
∇ ≤ + ∇ + ∇ −∇     

 ( )

2 1 1
| ( ) ( )|.(1 | ( )|),k

m m m
K u t u t u t

− −
+ − + ∇    

hay 

  

0 0

0

( ) ( )

1 1 1 1

( )

2 1 1

( ) ( )1 1
1 1 2

2 ( )1

|| ( )|| (1 || ( )||) (|| ( )|| + || ( )||)

(|| ( )|| + || ( )||)(1 || ( )||)

(1 ) ( ( ) + ) (1 )( ( ) + )

(1 3 ) (2 ) ( ).

k k

m m m m

k

m m m

k k

m mb b

k

mb

F t K u t K u t u t

K u t u t u t

K M K S t M K M S t M

K M M K M S t

− −

− −

∇ ≤ + ∇ + ∇ ∇

+ + ∇

≤ + + + +

≤ + + + +

  

Điều này dẫn đến 

  ( ) ( )
2 0

2 || ( )||.|| ( )||
t

k k
m m

I F s u s ds≤ ∇ ∇∫  

    ( ) ( )
0 10 0

2 ( ) 2 ( ) .
t t

k k
m m

c S t ds c S s ds≤ +∫ ∫   (5.28) 

trong đó, 
0

2 1
0 1

(1 3 ), (2 )
b

c K M M c K M= + + = +  

Tích phân thứ ba.  

  

( ) ( ) 2

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

1 2

( ) ( ,|| ( )|| )

( ,|| ( )|| ) 2 ( ,|| ( )|| ) ( ), ( ) ,

k k

m m

k k k k

m m m m

b t B t u t

D B t u t D B t u t u t u t

= ∇

≤ ∇ + ∇ 〈∇ ∇ 〉
 

nên 

  ( ) ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) ( )
2 3

| ( )| (1 || ( )|| ) 2 (1 || ( )|| )|| ( )||.|| ( )||.k k p k p k k
m m m m m
b t b u t b u t u t u t−≤ + ∇ + + ∇ ∇ ∇  

    
( ) ( ) 1 ( )

1
0 0 0

( ( )) ( ( )) ( )

2 3
(1 ) 2 (1 )

k p k p k
m m m
p p

S t S t S t

b b b
b b

−

−≤ + + +  

    ( ) ( )[1 ( ) ( ( )) ],k k p
m m

b S t S t≤ + +  

với  2 3 03

00

22

2
.p

b b bb

bb
b b

+= + +  
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Do đó 

  ( )( ) ( ) 2 ( ) 2
3 0

( ) || ( )|| || ( )||
t
k k k
m m m

I b s u s u s ds= ∇ + Δ∫  

  ( )( ) ( ) 2 ( ) 2

0
| ( )|. || ( )|| || ( )||
t

k k k
m m m
b s u s u s ds≤ ∇ + Δ∫  

  
0

( ) ( ) ( )

0
[1 ( ) ( ( )) ]. ( )
t

k k p kb
m m mb
S s S s S s ds≤ + +∫  

  
0

( ) ( ) 2 ( ) 1

0
[ ( ) ( ( )) ( ( )) ] .
t

k k k pb
m m mb
S s S s S s ds+≤ + +∫  (5.29) 

Tích phân thứ tư. Ta viết lại (5.9)1 dưới dạng 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ), .k k k k
m j m m j m j
u t w b t u t w F t w〈 〉 = 〈Δ 〉+〈 〉  (5.30) 

Nhân (5.30) bởi ( )( )k
m
c t , sau đó lấy tổng theo ,j  thì (5.30) trở thành 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,k k k k k k k
m m m m m m m
u t u t b t u t u t F t u t〈 〉 = 〈Δ 〉+〈 〉  

hay 

  ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )|| ( )|| | ( )|.|| ( )||.|| ( )|| || ( )||.|| ( )||k k k k k k
m m m m m m
u t b t u t u t F t u t≤ Δ +  

          ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 21 1
( ( )) || ( )|| || ( )|| || ( )|| || ( )|| ,

4 4
k k k k k
m m m m m
b t u t u t F t u t≤ Δ + + +  

hay 

  ( )( )

0 0

2
( ( ))( ) 2 ( ) ( )1

1
|| ( )|| 2 (1 ) ( ) 2 [1 ] ( )

k p
m
p

S tk k k
m m mb b
u t b S t K M K S t≤ + + + +  

   
( ) 1

0

( ( ))( ) 2 2 ( )
1 0 1

2 ( ( ) ) 4[ ( )]
k p
m

p

S tk k
m mb

b S t a a S t
+

≤ + + +  

   ( ) ( ) 1
0 1 2

( ) ( ( )) ,k k p
m m

d d S t d S t +≤ + +   (5.31) 

Với 1

0

22 2
0 0 1 1 1 2

4 , 2 4 , .p
b

b
d a d b a d= = + =  

Lấy tích phân hai vế của (5.31) theo ,t  ta được 

  ( ) ( ) 1
4 0 1 20 0

( ) ( ( )) .
t t

k k p
m m

I d T d S s ds d S s ds+≤ + +∫ ∫  (5.32) 

Tổ hợp (5.26) - (5.29),  (5.32) và sử dụng bất đẳng thức  

  11 , 0, (0, 1],q px x x q p+≤ + ∀ ≥ ∀ ∈ +   

ta được 

  ( ) ( ) ( ) 1 ( )
1 2 0

( ) (0) ( , ) ( ) [ ( )] , [0, ],
t

k k k p k
m m m m
S t S C M T C M S s ds t T+≤ + + ∀ ∈∫   (5.33) 
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trong đó 

  
0

0

2
1 0 1 0 1 0 1

3
2 0 1 0 1 1 2

( , ) [2( ) ] ,

( ) 2( ) .

b
b

b
b

C M T a a c c d d T

C M a a c c d d

⎧⎪ = + + + + + +⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + + + + + +⎪⎪⎩

 (5.34) 

Bây giờ ta cần đánh giá số hạng ( )(0)k
m
S . Ta có 

  ( )( )( ) 2 2 2 2 2
1 1 0 0 0

(0) || || || || 0,|| || || || || || .k
m k k k k
S u u B u u u= + ∇ + ∇ ∇ + Δ  (5.35) 

 Từ giả thiết (A1), (5.10), (5.11) ta suy ra rằng tồn tại hằng số 0,M >  độc lập với 

k  và m , sao cho: 

  
2

( )(0)
2

k
m

M
S ≤  với mọi k  và .m  (5.36) 

Kết hợp (5.33) và (5.36), ta suy ra rằng 

   2( ) ( ) 1
1 22 0

( ) ( , ) ( ) [ ( )] .
t

k k pM
m m
S t C M T C M S s ds+≤ + + ∫  (5.37) 

Bổ đề 5.2. Tồn tại  ( ) 0k

m
T >  đủ bé độc lập với ,k m  sao cho  

  ( ) 2 ( )( ) , [0, ]k k
m m
S t M t T≤ ∀ ∈  với mọi , .k m  (5.38) 

Chứng minh. Đặt   

  2 ( ) 1
1 22 0

( ) ( , ) ( ) [ ( )] .
t

k pM
m

Y t C M T C M S s ds+= + + ∫  

Khi đó, rõ ràng ta có 

  

2

( )

( ) 1 1
2 2

12

( ) 0, 0 ( ) ( ),

( ) ( )[ ( )] ( )[ ( )] ,

(0) ( , ),

k
m

k p p
m

M

Y t S t Y t

Y t C M S t C M Y t

Y C M T

+ +

⎧⎪ > ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪ ′ = ≤⎨⎪⎪⎪⎪ = +⎪⎪⎩

 (5.39) 

với mọi ( )[0, ].k
m

t T∈  Do đó, nếu đặt ( ) ( )pZ t Y t−=  thì ta suy ra từ (5.39)2 rằng 

  
21

( )
( ).

[ ( )]p
Y t

C M
Y t +

′
≤  (5.40) 

Lấy tích phân hai vế của (5.40) theo biến thời gian từ 0 đến t  ta được 

  1
2

[ ( ) (0)] ( ),p p
p
Y t Y C M− −

−
− ≤  

hay 
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  2

2 1 22
( ) ( ) (0) ( ) [ ( , )] ( )p p pMZ t Y t Y pC M t C M T pC M t− − −= ≥ − = + −  

   2

1 22
[ ( , )] ( ) .pM C M T pC M T−≥ + −  

Mặt khác, ta lại có 

  2 2
1 22

0
lim[( ( , )) ( ) ] ( ) ,p pM

T
C M T pC M T M

+

− −

→
+ − >  

do đó, ta có thể chọn 0T >  sao cho  

  
( ) ( )

2

1
1 2 12

0 0 0

2
1 22

. 2 21
0 22 2

[( ( , )) ( ) ] ( ) ,

1 exp 1 1.

p pM

M MM K T
T b b b

C M T pC M T M

k b K T

− −

−

⎧⎪ + − >⎪⎪⎪⎨ ⎡ ⎤⎪⎪ = + + + + <⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 (5.41) 

Kết hợp (5.39) – (5.41) ta được 

  ( ) 2 ( )1
0 ( ) ( ) , [0, ].

( )

k k
m mp
S t Y t M t T

Z t
≤ ≤ = < ∀ ∈  (5.42) 

Vậy bổ đề 5.2 được chứng minh xong  

Từ (5.38) ta có suy ra rằng 

   ( ) ( , ),k
m
u W M T∈  , .m k∀  (5.43) 

Bước 3. Qua giới hạn. 

 Từ (5.43) ta suy ra rằng tồn tại một dãy con của dãy ( ){ },k
m
u  mà vẫn ký hiệu ( ){ }k

m
u  

sao cho 

   ( )k
m m
u u→   trong 2(0, ; )L T V H∞ ∩  yếu *, (5.44) 

   ( )k
m m
u u→   trong (0, ; )L T V∞  yếu *, (5.45) 

   ( )k
m m
u u→   trong 2( )

T
L Q  yếu , (5.46) 

   ( , ).
m
u W M T∈  (5.47) 

 Từ (5.44) – (5.46) qua giới hạn trong (5.9) ta có thể kiểm tra dễ dàng rằng 
m
u  thỏa 

(5.6) trong 2(0, )L T  yếu. 

 Mặt khác, từ (5.9)1 và (5.47), ta được 

  ( ) ( )( )k k
m m m m
u b t u F′′ = Δ + 2(0, ; ).L T L∞∈  (5.48)  

Do vậy, 
1
( , ).

m
u W M T∈  

Định lý 5.1 được chứng minh hoàn tất  
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5.3. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

 Định lý 5.2. Giả sử (A1), (B2), (B3) đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 0,M >  

0T >  thỏa (5.36), (5.41) sao cho bài toán (5.1) có duy nhất  nghiệm yếu 

1
( , )∈u W M T . 

Mặt khác, dãy quy nạp tuyến tính { }
m
u  được xác định bởi (5.5) – (5.7) hội tụ mạnh về 

nghiệm u  trong không gian 

  2
1
( ) { (0, ; ) : (0, ; )}.W T u L T V u L T L∞ ∞′= ∈ ∈  (5.49)  

Hơn nữa, ta cũng có đánh giá sai số 

  2

2

(0, ; ) (0, ; )
|| || || || , 1,

m

m m T TL T V L T L
u u u u C k m∞ ∞

′ ′− + − ≤ ∀ ≥  (5.50)  

trong đó 

  ( )1
1 2 12

0 0 0

. 2 21
0 22 2

(1 ) exp 1 .M MM K T
T b b b
k b K T

− ⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 (5.51)  

và 
T
C  là một hằng số chỉ phụ thuộc vào ,T  

0
u ,

1
u  và .

T
k  

Chứng minh định lý 5.2. 

i) Sự tồn tại nghiệm 

Trước tiên, ta chú ý rằng 
1
( )W T  là một không gian Banach đối với chuẩn 

 2
1( ) (0, ; ) (0, ; )

|| || || || || || .
W T L T V L T L
u u u∞ ∞

′= +  (5.52) 

Ta sẽ chứng minh rằng { }
m
u  là một dãy Cauchy trong 

1
( ).W T  

Đặt 
1

, .
m m m
v u u m+= − ∈  Khi đó, 

m
v thỏa bài toán biến phân 

   

1 1

1

( ), ( ) ( ), ( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ), , ,

(0) (0) 0.

m m m m m m

m m

m m

v t v b t v t v b t b t u t v

F t F t v v V

v v

+ +

+

⎧⎪ ′′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉⎪⎪⎪⎪⎪ = 〈 − 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (5.53) 

trong đó 

   
2

1 1 3 1

( ) ( ,|| ( )|| ),

( ) [ ] [ ( ) ( )] [ ].

m m

m m m m m

b t B t u t

F t f u u t u t D f u
− − −

⎧⎪ = ∇⎪⎪⎨⎪⎪ = + −⎪⎩

 (5.54) 

Chọn 
m

v v ′=  trong (5.53)1, ta được 
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   ( ) ( )2
2

1
|| ( )|| ( ) || ( )||
m m m

d d
v t b t v t

dt dt+
′ + ∇ =  

                    
1 1

2( ( ) ( )) ( ), ( ) 2 ( ) ( ), ( ) .
m m m m m m m
b t b t u t v t F t F t v t

+ +
′ ′− 〈Δ 〉+ 〈 − 〉  

Tích phân theo biến thời gian, cận từ 0 đến ,t  ta thu được 

   2
1 10 0

( ) ( )|| ( )|| 2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t t

m m m m m m m
X t b s v s ds b s b s u s v s ds

+ +
′ ′= ∇ + − 〈Δ 〉∫ ∫  

    
3

10
1

2 ( ) ( ), ( ) ,
t

m m m i
i

F s F s v s ds J+
=

′+ 〈 − 〉 = ∑∫  (5.55) 

trong đó 

   2 2
1

( ) || ( )|| ( )|| ( )|| .
m m m m
X t v t b t v t

+
′= + ∇  (5.56) 

Bây giờ, ta đánh giá các tích phân ở vế phải của (5.55) như sau 

Tích phân thứ nhất. Do 
1
( , ),

m
u W M T m∈ ∀  và tương tự như cách đánh giá tích 

phân I3 ở mục trước ta suy ra tồn tại hằng số dương 
1
M  độc lập với m  sao cho  

 
1 1

| ( )| , [0, ].
m
b t M t T

+
′ ≤ ∀ ∈  

Do đó 

   1

0

.2
1 10 0

( )|| ( )|| ( ) .
t tM

m m mb
J b s v s ds X s ds+

′= ∇ ≤∫ ∫  (5.57) 

Tích phân thứ hai. Từ giả thiết của hàm B  và 
1
( , ),

m
u W M T m∈ ∀  ta suy ra tồn tại 

hằng số dương 
2
M  độc lập với m  sao cho 

   2 2
1 1

| ( ) ( )|=| ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )|
m m m m
b t b t B t u t B t u t+ +− ∇ − ∇  

    ( )2 2 2 2
2 1 1

( , || ( )|| (1 )|| ( )|| ) || ( )|| || ( )||
m m m m

D B t u t u t u t u tθ θ+ +≤ ∇ + − ∇ ∇ − ∇  

    
2
|| ( )||, [0, ],

m
M v t t T≤ ∇ ∀ ∈  

do đó, ta có đánh giá tích phân thứ 2 như sau 

   
2 10

2 [ ( ) ( )] ( ), ( )
t

m m m m
J b s b s u s v s ds

+
′= − 〈Δ 〉∫  

 
2 0

2 || ( )||.|| ( )||.|| ( )||
t

m m m
M v s u s v s ds′≤ ∇ Δ∫  

 
2 0

2 || ( )||.|| ( )||
t

m m
MM v s v s ds′≤ ∇∫  2

0

2

0
( ) .

tMM

mb
X s ds≤ ∫  (5.58) 
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Tích phân thứ ba. Từ giả thiết (B3), ta có 

   
1 1
( ) ( ) [ ] [ ]

m m m m
F t F t f u f u

+ −
− = −  

    
1 3 1 3 1

( ( ) ( )) [ ] ( ( ) ( )) [ ].
m m m m m m
u t u t D f u u t u t D f u+ − −+ − − −  

Mặt khác, ta lai có khai triển Taylor 
1 1

[ ] [ ]
m m m

f u f u v
− −

= +  quanh điểm 
1m

u
−
đến cấp 2      

  2 2

1 1 1 1 3 1 1 3

1
[ ] [ ] ( ). [ ] ( ) ( ), 0 1,

2m m m m m m
f u v f u v t D f u v t D f θ θ

− − − − − −
+ = + + < <  

do đó 

 2 21
21 3 1 3

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ).
m m m m m
F t F t v t D f u v t D f θ

+ −
− = +    

Suy ra 

 
1

21
21 1 1 ( ) 2

|| ( ) ( )|| || ( )|| || || .
m m m m W T
F t F t v t K v K

+ −
− ≤ ∇ +  

Điều này đưa đến 

  
3 1 10 0

2 ( ) ( ), ( ) 2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t t

m m m m m m
J F s F s v s ds F s F s v s ds+ +

′ ′= 〈 − 〉 ≤ −∫ ∫  

    ( )
1

21
1 1 ( ) 220

2 || ( )|| || || .|| ( )||
t

m m W T m
v s K v K v s ds

−
′≤ ∇ +∫  

    
1

2
1 2 1 ( )0 0

2 || ( )||.|| ( )|| || || .|| ( )||
t t

m m m W T m
K v s v s ds K v v s ds

−
′ ′≤ ∇ +∫ ∫  

      
2

1 2

10

2 4
1 ( )40 0

( ) || || ( ) .
t tK K

m m W T mb
X s ds v X s ds−≤ + +∫ ∫   (5.59) 

Tổng hợp (5.55), (5.57) - (5.59) ta được 

   ( )2
2 1 2 1

1 0 0 0

. 2 24
1 ( )4 0

( ) || || 1 ( ) .
tK M MM K

m m W T mb b b
X t T v X s ds

−
≤ + + + + ∫  (5.60) 

Áp dụng bổ đề Gronwall cho (5.60), ta suy ra rằng 

  ( )2
2 1 2 1

1 0 0 0

. 2 24
1 ( )4

( ) || || exp 1 .K M MM K

m m W T b b b
X t T v T−

⎡ ⎤
≤ + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  (5.61) 

Do đó 

   
1 1

2
( ) 1 ( )

|| || || ||
m W T T m W T
v k v −≤ ,  với mọi ,m  (5.62) 

trong đó 

   ( )1
1 2 12

0 0 0

. 2 21
0 22 2

(1 ) exp 1 .M MM K T
T b b b
k b K T

− ⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 (5.63) 

Bằng phương pháp qui nạp, ta chứng minh được rằng 
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1 1

2 1 2
( ) 0 ( )

|| || || || , 1.
m m

m W T T W T
v k v m−≤ ∀ ≥  

Như vậy, với , ,m p∀ ∈  thì ta có 

  
1 1 1( ) 1 ( ) 1 ( )

|| || || || || ||
m p m W T m p m p W T m m W T
u u u u u u

+ + + − +
− ≤ − + + −  

  
1 1 11 ( ) 2 ( ) ( )

|| || || || || ||
m p W T m p W T m W T
v v v

+ − + −
≤ + + +  

    
1 1 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2 21
0 ( ) 0 ( ) 0 ( )

( || || || || || || ).
m p m p m p m p m m

Tk T W T T W T T W T
k v k v k v

+ − + − + − + −

≤ + + +  (5.64) 

Do 
1 10 ( ) 1 0 ( )

|| || || || ,
W T W T

v u u M= − ≤  nên nếu đặt 
T T
Mkμ =  thì (5.64) được viết lại 

  
1 2

1

2
2 2 21

( )
|| || ( ) .

(1 )

m

m p m p m

T

T
km p m W T T T T

T T

u u
k

μ
μ μ μ

μ
+ − + −

+
− ≤ + + + ≤

−
    (5.65) 

Khi đó, chọn 0T >  sao cho 1
T T
Mkμ = <  thì từ (5.65) ta có { }

m
u  là dãy Cauchy 

trong không gian 
1
( )W T  và do đó tồn tại 

1
( )u W T∈ , sao cho: 

  →
m
u u  trong 

1
( )W T mạnh. (5.66) 

 Lập luận tương tự như trong chứng minh của định lý 3.2 của chương 3 ta cũng chỉ 

ra được rằng 
1
( , )u W M T∈  là nghiệm yếu của bài toán (5.1). Hơn nữa, cố định m  

trong (5.65) và qua giới hạn khi p → +∞  ta thu được đánh giá (5.50). Cuối cùng, 

việc chứng minh tính duy nhất của nghiệm yếu tương tự như chương 3, nên cho phép 

chúng tôi bỏ qua chứng minh này. 

 Định lý 5.2 được chứng minh hoàn tất  



Chương 6 

DÁNG ĐIỆU TIỆM CẬN  

VÀ KHAI TRIỂN TIỆM CẬN CỦA NGHIỆM YẾU 
 

6.1. Dáng điệu tiệm cận của nghiệm yếu khi 0ε →  

 Trong mục này, ta cần thêm giả thiết sau 

  (A5)  1
f  thỏa mãn giả thiết (A3).   

    Ta xét bài toán nhiễu sau đây: 

   

0 1

[ ] ( , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) 0, (1, ) ( ),

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

tt xx

x

t

u B u u f x t u x t T

u t u t g t

u x u x u x u x

ε
⎧⎪ − = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎩

� �

 ( )Pε  

trong đó 2
1 1

[ ] ( ,|| ( )|| ), ( , , ) ( , , ) ( , , ) [ ] [ ],
x

B u B t u t f x t u f x t u f x t u f u f uε ε ε= = + ≡ +  với 

tham số 
*

, | |ε ε ε<  và 
0
,u�  

1
,u�  ,B  

1
, ,f g f  lần lượt thỏa các giả thiết từ (A1) – (A5). 

Khi đó, theo các định lý 4.1 và 4.2, bài toán ( )Pε  tương ứng f fε=  có duy nhất 

nghiệm yếu phụ thuộc ,ε  kí hiệu uε . Ta nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của bài toán 

( )Pε  theo tham số .ε  

 Ta sử dụng các giả thiết  (A1) – (A5) thì các đánh giá tiên nghiệm của dãy xấp xỉ 

Galerkin ( ){ }k
m
u  trong chứng minh của định lý 4.1 cho bài toán ( )Pε  thỏa 

 ( )
1
( , ), , ,k

m
u W M T m k∈ ∀    (6.1) 

trong đó ,M T  là các hằng số độc lập với ,m k  và .ε  Hơn nữa, cũng giống như khi 

chọn các hằng số ,M T  ở (4.32), (4.34), (4.35) với ( , ), 0,1
i
K M f i =  được thay thế 

bởi  
1

( , ) ( , ), 0,1
i i
K M f K M f i+ = . Do đó, giới hạn uε  trong các không gian hàm của 

dãy ( ){ }k
m
u  khi k → +∞  sau đó m → +∞  sẽ là nghiệm yếu duy nhất của bài toán 

( )Pε  thỏa 

  
1
( , )u W M Tε ∈    (6.2) 
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Hơn nữa, ta có định lý sau 

 Định lý 6.1. Giả sử các giả thiết (A1) – (A5) đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 

0, 0M T> >  sao cho với mọi 
*

, | |ε ε ε< , bài toán ( )Pε  có duy nhất nghiệm yếu 

1
( , )u W M Tε ∈  thỏa một đánh giá tiệm cận. 

   
10 ( )

|| || | |,
W T

u u Cε ε− ≤   (6.4) 

trong đó, C  là hằng số phụ thuộc , , .M T ε  

Chứng minh. 

 Đặt 
0

v u uε= − . Khi đó v  thỏa bài toán biến phân sau: 

   

( )0 0

0 1

( ), [ ] ( ), [ ] [ ] ( ),

[ ] [ ], [ ], , ,

(0) (0) 0.

v t w B u v t w B u B u u t w

f u f u w f u w w V

v v

ε ε

ε εε

⎧⎪ ′′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉⎪⎪⎪⎪⎪ = 〈 − 〉+ 〈 〉 ∀ ∈⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (6.5) 

 Thay ( )w v t= �  trong (6.5)1 ta được 

  
( )0 0

0 1

( ), ( ) [ ] ( ), ( ) [ ] [ ] ( ), ( )

[ ] [ ], ( ) [ ], ( ) ,

v t v t B u v t v t B u B u u t v t

f u f u v t f u v t

ε ε

ε εε

′′ ′ ′ ′〈 〉+ 〈∇ ∇ 〉− − 〈Δ 〉

′ ′= 〈 − 〉+ 〈 〉
    (6.6) 

hay  

   
( )2 2

0 0

0 1

|| ( )|| [ ] || ( )|| 2 [ ] [ ] ( ), ( )

2 [ ] [ ], ( ) 2 [ ], ( ) .

d d
v t B u v t B u B u u t v t

dt dt

f u f u v t f u v t

ε ε

ε εε

′ ′+ ∇ = − 〈Δ 〉

′ ′+ 〈 − 〉+ 〈 〉

    (6.7) 

 Lấy tích phân (6.7) theo biến thời gian ,t  ta được 

 ( )2
0 0

0 0

( ) [ ]|| ( )|| 2 [ ] [ ] ( ), ( )
t t

d
ds

t B u v s ds B u B u u s v s dsε εη ′= ∇ + − 〈Δ 〉∫ ∫  

  
0 1

0 0

2 [ ] [ ], ( ) 2 [ ], ( )
t t

f u f u v s ds f u v s dsε εε′ ′+ 〈 − 〉 + 〈 〉∫ ∫  

  
1 2 3 4

,L L L L= + + +  (6.8) 

trong đó 

 2 2( ) || ( )|| [ ].|| ( )|| .t v t B u v tεη ′= + ∇   (6.9) 

 Ta sẽ đánh giá các tích phân 
j
L , 1,..., 4,j =  trong vế phải của (6.8). 
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Tích phân thứ nhất. Ta có 

 2 2
1 2

[ ] | ( ,|| ( )|| )| 2| ( ,|| ( )|| ) ( ), ( ) |d
ds
B u D B t u t D B t u t u t u tε ε ε ε ε

′≤ ∇ + ∇ 〈∇ ∇ 〉  

    2
1 1
( , )(1 2|| ( )||.|| ( )||) ( , )(1 2 ),K M B u t u t K M B Mε ε

′≤ + ∇ ∇ ≤ +� �  

nên 

 
2

1

0

( , )(1 2 )

1 0
( ) .

tK M B M

b
L s dsη+≤ ∫

�
 (6.10) 

Tích phân thứ hai. Ta có 

 2 2
0 0

[ ] [ ] ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )B u B u B t u t B t u tε ε− = ∇ − ∇  

  2 2 2 2
2 0 0

= | ( , || ( )|| (1 )|| ( )|| )(|| ( )|| || ( )|| )|D B t u t u t u t u tε εθ θ∇ + − ∇ ∇ − ∇  

  2 2
1 0 1
( , ) || ( )|| || ( )|| 2 ( , )|| ( )||,K M B u t u t MK M B v tε≤ ∇ − ∇ ≤ ∇� �  

với (0,1),θ ∈  do đó 

 
2 0 0

0

2 | [ ] [ ]|.|| ( )||.|| ( )||
t

L B u B u u s v s dsε
′≤ − Δ∫  

   
2

1

0

4 ( , )2
1

0 0

4 ( , ) || ( )||.|| ( )|| ( ) .
t t

M K M B

b
M K M B v t v s ds s dsη′≤ ∇ ≤∫ ∫

��  (6.11) 

Tích phân thứ ba. Ta có 

 
0 0

[ ] [ ] ( , , ) ( , , )f u f u f x t u f x t uε ε− = −  

   
3 0 0 1

| ( , , (1 ) )|.| ( ) ( )| ( , )| ( )|D f x t u u u t u t K M f v tε εθ θ≤ + − − ≤ , 

với (0,1),θ ∈  nên 

 
3 0 1

0 0

2 || [ ] [ ]||.|| ( )|| 2 ( , ) || ( )||.|| ( )||
t t

L f u f u v s ds K M f v s v s dsε
′ ′≤ − ≤∫ ∫  

   1

0

2 ( , )

1
0 0

2 || ( )||.|| ( )|| ( ) .
t t

K M f

b
K v s v s ds s dsη′≤ ∇ ≤∫ ∫  (6.12) 

Tích phân thứ tư. Ta có 

 2 2 2
4 0 1 0 1

0 0

2| |. ( , ) || ( )|| ( , ) || ( )||
t t

L K M f v s ds TK M f v s dsε ε′ ′≤ ≤ +∫ ∫  

    2 2
0 1

0

( , ) ( ) .
t

TK M f s dsε η≤ + ∫  (6.13) 
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 Từ (6.9) – (6.13) ta được 

  ( )2 2
1 1 1

0 0 0

( , )(1 2 ) 4 ( , ) 2 ( , )2 2
0 1

0

( ) ( , ) 1 ( ) .
t

K M B M M K M B K M f

b b b
t TK M f s dsη ε η+≤ + + + + ∫

� �
 

 Áp dụng bồ đề Gronwall cho bất đẳng thức trên, ta thu được 

  ( )2 2
1 1 1

0 0 0

( , )(1 2 ) 4 ( , ) 2 ( , )2 2
0 1

( ) ( , )exp 1 .K M B M M K M B K M f

b b b
t TK M f Tη ε +⎡ ⎤

≤ + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

� �
  (6.14)  

 Điều này dẫn đến 

  
1( )

|| || | |,
W T
v C ε≤    (6.15)      

trong đó  

  ( )1 2 2
1 1 1 12

0 0 0

( , )(1 2 ) 4 ( , ) 2 ( , )

0 1 0 2
( , )(1 )exp 1 .K M B M M K M B K M f T

b b b
C T K M f b

− +⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

� �
 

 Định lý 6.1 được chứng minh xong  

6.2.  Khai triển tiệm cận nghiệm theo một tham số ε  đến cấp 1N +  

 Trước tiên, ta thành lập thêm các giả thiết sau  

 /
2(A )    1 2( )NB C +

+∈ \  với 
0

( , ) 0, , 0,B bξ η ξ η≥ > ∀ ≥  

 /
3(A )   1([0,1] )Nf C +

+ +∈ × ×\ \  thỏa (0, , 0) 0, 0,f t t= ∀ ≥  

 /
5(A )    

1
([0,1] )Nf C + +∈ × ×\ \  thỏa 

1
(0, , 0) 0, 0.f t t= ∀ ≥  

 Giả sử 
0 1

( , )u W M T∈  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán 
0

( )P  ứng với 0,ε =  

nghĩa là  

0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 1

[ ] ( , , ) [ ], 0 1, 0 ,

(0, ) 0, (1, ) ( ),

( , 0) ( ), ( , 0) ( ),

xx

x

u B u u f x t u f u x t T

u t u t g t

u x u x u x u x

⎧⎪ ′′− = ≡ < < < <⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩
� �

 
0

( )P  

và 1 1,..., ( , )Nu u W M T∈  (với ,M T  được chọn một cách thích hợp) lần lượt là 

nghiệm yếu duy nhất của các bài toán dưới đây 

  

1 0 1 1 1

1 1

1 1

[ ] [ ], 0 1, 0 ,

(0, ) (0, ) 0,

(0) (0) 0,

x

u B u u F u x t T

u t u t

u u

⎧⎪ ′′− Δ = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 
1

( )Q  
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trong đó 

  
1 1 1 0 1 1 0
[ ] [ ] [ ] [ ] ,F u f f B uπ π ρ= + + Δ  (6.16) 

với 
0 1 0 1
[ ], [ ], [ ], [ ]f f B Bπ π ρ ρ  được xác định như sau: 

  
0 0 0
[ ] [ ] ( , , ),f f u f x t uπ = ≡  

1 0 3 1
[ ] [ ] ,f D f uπ π=  (6.17) 

  2

0 0 0
[ ] [ ] ( ,|| ( )|| ),B B u B t u tρ = ≡ ∇  

1 0 2 0 1
[ ] 2 [ ] , ,B D B u uρ ρ= 〈∇ ∇ 〉  (6.18) 

với 2 ,i N≤ ≤  

  

0
[ ] [ ], 0 1, 0 ,

(0, ) (0, ) 0,

(0) (0) 0,

i i i i

i ix

i i

u B u u F u x t T

u t u t

u u

⎧⎪ ′′− Δ = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 ( )
i
Q  

trong đó  

  
1 1

1

[ ] [ ] [ ] [ ] , 2 .
i

i i i i k i k
k

F u f f B u i Nπ π ρ
− −

=

= + + Δ ≤ ≤∑  (6.19) 

Với 
0 1 0 1

[ ] [ , , ,..., ], [ ] [ , , ,..., ],
i i i i i i
B f u u u B B u u uπ π ρ ρ= =  xác định theo công thức 

truy hồi sau: 

  
1

3
0

[ ] [ ] , 2 ,
i

i k
i k i ki

k

f D f u i Nπ π
−

−
−

=

= ≤ ≤∑  (6.20) 

  
1 1

2
2

0 0

[ ] ( ) [ ] , , 2 .
i i k

i k j i k ji
k j

B i k j D B u u i Nρ ρ
− − −

− −
= =

= − − 〈∇ ∇ 〉 ≤ ≤∑ ∑  (6.21) 

Chúng ta chú ý rằng [ ]
i
fπ  là làm bậc nhất đối với 

i
u . Thật vậy, 

  
0 3

[ ] [ ]
i i
f D f uπ π=  

  + các phần tử phụ thuộc vào 
3

( , [ ], ), 0, 1.
k k

i D f u k iπ = −   

Tương tự, ta cũng có 

  
0 2 0

[ ] [ ] ,
i i
B D B u uρ ρ= 〈 〉  

  + các phần tử phụ thuộc vào 
3

( , [ ], ), 0, 1.
k k

i D B u k iρ ∇ = −   

 Gọi 
1
( , )u W M T

ε
∈  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán ( )P

ε
. Khi đó 

  
0

,
N

i

i
i

v u u u h
ε ε

ε
=

= − ≡ −∑   
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thỏa bài toán 

  

( )

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( [ ] [ ]) ( , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,

(0) (0) 0,

x

v B v h v f v h f h B v h B h h

f v h f h E x t x t T

v t v t

v v

ε
ε

⎧⎪ ′′ − + Δ = + − + + − Δ⎪⎪⎪⎪⎪ + + − + < < < <⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

   (6.22) 

với  

  ( )1 0 0
1

( , ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] .
N

i

i i
i

E x t f h f h f u B h B u h F u
ε

ε ε
=

= + − + − Δ −∑  (6.23) 

 Ta có các bổ đề sau 

 Bổ đề 6.1. Các hàm [ ], [ ]
i i
f Bπ ρ  được xác định bằng công thức truy hồi sau đây: 

    i)  
0

1
[ ] [ ] , 0 ,

!

i

i i
f f h i N

i ε
π

ε =

∂
= ≤ ≤

∂
 (6.24) 

  ii)  
0

1
[ ] [ ] , 0 .

!

i

i i
B B h i N

i ε
ρ

ε =

∂
= ≤ ≤

∂
 (6.25) 

 Chứng minh.   
Chứng minh i). Ta có  

  
0 0 00
[ ] [ ] [ ] ( , , ),f f h f u f x t u

ε
π

=
= = =    

  
1 3 3 10 0
[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] .f f h D f h h D f h u

ε εε ε
π ∂ ∂

∂ ∂= =
= = =   

 Vậy (6.24) đúng với 0, 1.i =  

 Với 1,i ≥  ta có 

  1

1

1
1 1 1

1 3! ! !
0

[ ] ( [ ]) ( [ ]) ( ).
i i k i k

i i k i k

i
k
ii i i

k

f h f h C D f h h
εε ε ε ε

− −

− −

−
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

−∂∂ ∂ ∂ ∂
=

= = ∑  (6.26) 

 Từ các công thức 

 
0

,
N

i

i
i

h u ε
=

= ∑    1

0
,

N
i

i
i

h iuε ε −∂
∂

=
= ∑  

0
! ,( )

i

i i
h i u

ε ε

∂
∂ =

=   (6.27)  

 Giả sử ta đã xác định được các hàm 
3

[ ], [ ], 0,1, , 1
k k
f D f k iπ π = −…  từ các công 

thức (6.17) và (6.24). Do đó, từ (6.26) ta suy ra rằng: 

 
1

1 1
1 3! !0 0

0

[ ] ( [ ]) ( )
i k i k

i k i k

i
k
ii i

k

f h C D f h h
ε ε εε ε

−

−

−
∂ ∂ ∂

−∂ ∂ ∂= =
=

= ∑  
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1

!
1 3! 0

0

[ ] ( )
i k

i k

i
kk
i ki

k

C D f h
ε ε

π −

−

−
∂

− ∂ =
=

= ∑  

  
1

!( )!
1 3!

0

[ ]
i

k i k k
i k i ki

k

C D f uπ
−

−
− −

=

= ∑
1

3
0

[ ] [ ].
i

i k
k i k ii

k

D f u fπ π
−

−
−

=

= =∑   

 Vậy (6.24) đúng , 0 .i i N∀ ≤ ≤  

Chứng minh ii). Ta có  

  2
0 0 00
[ ] [ ] [ ] ( ,|| ( )|| ).B B h B u B t u t

ε
ρ

=
= = = ∇    

  2
1 2 20 00

,[ ] [ ] [ ] (|| || ) 2 [ ] h hB B h D B h h D B h
ε ε εε εε

ρ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= ==

∇ ∇= = ∇ = 〈 〉  

  
2 0 1 0 1 0

,2 [ ] ( )u uD B h u u
ε ε

ε ε∂
∂ =

∇ ∇= 〈 + ∇ + ∇ 〉  

  
2 0 1

,2 [ ] .u uD B h ∇ ∇= 〈 〉  (6.28) 

 Vậy (6.25) đúng với 0, 1.i =  

 Với 1,i ≥  ta có 

  1

1

1
21 1 1

1 2! ! !
0

[ ] ( [ ]) ( [ ]) (|| || ).
i i k i k

i i k i k

i
k
ii i i

k

B h B h C D B h h
εε ε ε ε

− −

− −

−
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

−∂∂ ∂ ∂ ∂
=

= = ∇∑  (6.29) 

Do 

  1

1

1
2

1
0

2 , 2 ,(|| || ) ,
m m j m j

m m j m j

m
j
m

j

h h h h hC
εε ε ε ε

− −

− −

−
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

−∂∂ ∂ ∂ ∂
=

∇ = =〈∇ ∇ 〉 〈 ∇ ∇ 〉∑  (6.30)  

nên 

  
1

2
10

0

2 !( )! ,(|| || ) .
m

m

m
j
m j m j

j

h j m j C u u
ε ε

−
∂

− −∂ =
=

∇ = − ∇ ∇〈 〉∑  (6.31) 

 Giả sử ta đã xác định được các hàm 
2

[ ], [ ], 0,1, , 1
k k
B D B k iρ ρ = −…  từ các 

công thức (6.18) và (6.25). Do đó, từ (6.29) ta suy ra rằng: 

 
1

21 1
1 2! !0 0

0

[ ] [ ] (|| || )
i i k

i i k

i
k
i ki i

k

B h C D B h
ε εε ε

ρ −

−

−
∂ ∂

−∂ ∂= =
=

= ∇∑  

   
1 1

1
1 1 2!

0 0

2 ,!( )! [ ]
i i k

k j
i i k k j i k ji

k j

u uC j i k j C D Bρ
− − −

− − − − −
= =

∇= − − 〈∇ 〉∑ ∑  

  
11

2
2

0 0

,( ) [ ] [ ].
i ji

k j i k j ki
k i

u ui k j D B Bρ ρ
− −−

− −
= =

∇= − − 〈∇ 〉 =∑∑   
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 Vậy (6.25) đúng , 0 .i i N∀ ≤ ≤  

Bổ đề 6.1 đã được chứng minh hoàn tất  

 Bổ đề 6.2. Giả sử 
*

1, | |<N ε ε≥  và các giả thiết (A1), /
2(A ),  / /

3 5(A ), (A )  thỏa. 

Khi đó, tồn tại hằng số dương NC  sao cho 

  2

1

*(0, ; )
|| ( , )|| | | , ( , ).N

NL T L
E x t C

ε
ε ε ε ε∞

+
∗

≤ ∀ ∈ −�  (6.32) 

trong đó 
N
C�  là hằng số chỉ phụ thuộc vào , ,M T N  và các hằng số  

 
3

0 1, 0
( , , ) sup {| ( , , )|:| | ( 1) }, 0,1,..., 1,i
i

x t T
K M T f D f x t u u N M i N

≤ ≤ ≤ ≤
= ≤ + = +  

 
1 3 1

0 1, 0
( , , ) sup {| ( , , )|:| | ( 1) }, 0,1,..., ,i
i

x t T
K M T f D f x t u u N M i N

≤ ≤ ≤ ≤
= ≤ + =  

 2 2
2

0 1, 0
( , , ) sup {| ( , )|:0 ( 1) }, 0,1,..., 1,i
i

x t T
K M T B D B t y y N M i N

≤ ≤ ≤ ≤
= ≤ ≤ + = +�  

 Chứng minh. 
 Với 1N = , việc chứng minh bổ đề 6.2 đơn giản, nên chúng tôi bỏ qua chi tiết. 
 Với 2N ≥ . Áp dụng công thức khai triển Maclaurin quanh điểm 0ε =  cho 

hàm 
1
[ ]f h  đến cấp 1N −  sau đó áp dụng bổ đề 6.1, ta được 

  
1

11
!1 1 0 1 1 10

1

[ ] [ ] [ ] ( , , )i

i

N
i N

i N
i

f h f u f h R f
ε ε

ε ε ε θ
−

∂
∂ =

=

= + +∑  

    
1

1

1 1 1
0

[ ] ( , , ),
N

i N

i N
i

f R fπ ε ε ε θ
−

=

= +∑ 1
0 1θ< <  (6.33) 

với  

  
1

1 1
!1 1 1 :

( , , ) [ ] ,
N

NNN
R f f h

ε ε θ ε
ε θ ∂

∂ =
=  (6.34) 

 Áp dụng công thức khai triển Maclaurin quanh điểm 0ε =  cho hàm [ ]f h  đến 

cấp N  và bổ đề 6.1, ta được 

  1 21
!0 1 20

1

[ ] [ ] [ ] ( , , )
i

i

N
i N

i N
i

f h f u f h R f
ε ε

ε ε ε θ+∂
+∂ =

=

− = +∑  

  1 2

1 2
1

[ ] ( , , ),
N

i N

i N
i

f R fπ ε ε ε θ+
+

=

= +∑ 2
0 1θ< < , (6.35) 

trong đó 

  1

1

1

2 1
( 1)!1 2 :

( , , ) [ ] ,
N

NNN
R f f h

ε ε θ ε
ε θ +

+
∂

++ ∂ =
=  (6.36) 
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Tổ hợp (6.33) – (6.36) ta thu được 

  1

1 0 1 1 1 1 2
1

[ ] [ ] [ ] ( [ ] [ ]) ( , , , , ),
N

i N

i i N
i

f h f h f u f f R f fε π π ε ε ε θ θ+
−

=

+ − = + +∑  (6.37) 

trong đó 

  1 2

1 1 2 1 1 1 2
( , , , , ) ( , , ) ( , , ).
N N N
R f f R f R fε θ θ ε θ ε θ

+
= +  (6.38) 

 Áp dụng công thức khai triển Maclaurin quanh điểm 0ε =  cho hàm [ ]B h  đến 

cấp N  và bổ đề 6.1, ta được 

  1

1

3

11 1
0 ! ( 1)!0

1

[ ] [ ] ( [ ]) ( [ ])
k N

k N

N
k N

k N
k

B h B u B h B h
ε εε ε θ ε

ε ε+

+

+∂ ∂
+∂ ∂= ==

− = +∑           

   1 3

1 3 3
1

[ ] ( , , ), 0 1,
N

k N

k N
k

B R Bρ ε ε ε θ θ+
+

=

= + < <∑                     

trong đó 

  1

1

3

3 1
( 1)!1 3

( [ ])( , , ) ,
N

NNN
B hR B

ε ε θ ε
ε θ +

+
∂

++ ∂ =
=   

nên 

  1

0 3
1 1

( [ ] [ ]) [ ] ( , , ),
N i

i N

k i k N
i k

B h B u h B u R Bρ ε ε ε θ+
−

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥− Δ = Δ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑  (6.39) 

với 

  1 3

3 1 3
1 1

( , , )= [ ] ( , , ) .
N k N

i N

N k i k N
k i N

R B B u R B hε θ ρ ε ε θ
+

− −
− +

= = +

Δ + Δ∑ ∑  (6.40) 

Tổ hợp (6.23), (6.36), (6.38), (6.39), (6.40) và do (6.19) ta thu được 

  
1 1

1 1 1 1

( , ) ( [ ] [ ]) [ ] [ ]
N N i N

i i i

i i k i k i i
i i k i

E x t f f B u F u
ε

π π ε ρ ε ε
− −

= = = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + Δ −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑  

  1 1

1 1 2 3
( , , , , ) ( , , )N N

N N
R f f R Bε ε θ θ ε ε θ+ ++ +  

  1

1 1 2 3
[ ( , , , , ) ( , , )].N

N N
R f f R Bε ε θ θ ε θ+= +  (6.41) 

 Từ tính bị chặn các hàm , , , 0
i i
u u i i N′ ∈ ≤ ≤]  trong 1(0, ; )L T H∞ . Ta suy ra 

rằng 

 2

1

(0, ; )
|| ( , )|| | | ,N

NL T L
E x t C

ε
ε∞

+≤ �   (6.42) 

trong đó 
N
C�  là hằng số chỉ phụ thuộc vào , ,M T N  và các hằng số ( , , ),

i
K M T f                  

1
( , , ),
i
K M T f ( , , ).

i
K M T B�  
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Bổ đề 6.2 đã chứng minh xong  

 Bây giờ ta xét dãy hàm { }
m
v  được xác định như sau: 

 

0

1 1 1

1 1 1

0,

[ ] ( ) ( ) ( [ ] [ ])

[ ( ) ( )] ( , ), 0 1 , 0 ,

(0, ) (1, ) 0,

(0) (0) 0, 1.

m m m m m

m

m m

m m

v

v B v h v f v h f h B v h B h h

f v h f h E x t x t T

v t v t

v v m

ε
ε

− − −

−

⎧⎪ ≡⎪⎪⎪⎪⎪ ′′ − + Δ = + − + + − Δ⎪⎪⎪⎪⎪⎪ + + − + < < < <⎨⎪⎪⎪⎪ = =⎪⎪⎪⎪⎪ ′⎪ = = ≥⎪⎪⎩

 (6.43) 

Với 1m = , ta có bài toán 

 

1 1

1 1

1 1

[ ] ( , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,

(0) (0) 0.

v B h v E x t x t T

v t v t

v v

ε
⎧⎪ ′′− Δ = < < < <⎪⎪⎪⎪⎪ = =⎨⎪⎪⎪⎪ ′= =⎪⎪⎩

 (6.44) 

Nhân hai vế (6.34) cho 
1
v�  rồi lấy tích phân theo t  ta được 

 2 2

1 1
|| ( )|| [ ]|| ( )||v t B h v t+ ∇�

2

1 2

1 1(0, ; )
0

2 || || [ ].|| ( )|| ,
t

N d
dsN L T L

C T v B h v s dsε ∞

+≤ + ∇∫� �  (6.45) 

Ta có   

 

2 2 2 2

1 2

2 2

1 2

[ ] ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )(|| ( )|| )

[ ( ,|| ( )|| ) ( ,|| ( )|| )](1 2 | ( )|,| ( )| ),

d d
dt dt
B h B t h t D B t h t D B t h t h t

D B t h t D B t h t h t h t

′= ∇ = ∇ + ∇ ∇

′≤ ∇ + ∇ + 〈∇ ∇ 〉
 

nên 

 2 2

1 1
| [ ]| ( , )[1 2( 1) ] .d
dt
B h K M B N M η≤ + + ≡�  (6.46) 

Từ (6.35) và (6.36) suy ra rằng  

 1
2

0

2 2 1 2

1 0 1 1 1(0, ; )
0

|| ( )|| || ( )|| 2 || || || ( )|| .
t

N

bV N VL T L
v t b v t C T v v s dsηε ∞

++ ≤ + ∫�� �  (6.47) 

Sử dụng bổ đề Gronwall ta được 

 
1

12
2

0

2 2 1

1 1 0(0, ; ) (0, ; )
|| || || || 2(1 ) exp( )| | .T N

bNL T L L T V
v v b TC η ε∞ ∞

− ++ ≤ + ��  (6.48) 

Ta sẽ chứng minh tồn tại hàm số TC  độc lập với m  và ε  sao cho 

 2

2 2 1

*(0, ; ) (0, ; )
|| || || || | | , | | , .N

m m TL T L L T V
v v C mε ε ε∞ ∞

++ ≤ < ∀�  (6.49) 
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 Nhân hai vế (6.33)2 với  mv�  sao đó lấy tích phân theo t  và một số bức biến đổi đơn 

giản ta thu được 

 2 2 2

0 1
0

|| ( )|| || ( )|| [ ].|| ( )||
t

d
dsm m V m m

v t b v t B v h v s ds
−

+ ≤ + ∇∫�  

   
1

0

2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t

m m
f v h f h v s ds

−
+ + −∫ �  

   
1

0

2 | [ ] [ ]|.|| ||.|| ( )||
t

m m
B v h B h h v s ds

−
+ + − Δ∫ �  

 
1 1 1

0

2 || ( ) ( )||.|| ( )||
t

m m
f v h f h v s dsε

−
+ + −∫ � 1

0

2 | | || ( )|| ,
t

N

N m
C v s dsε ++ ∫� � (6.50) 

Ta lần lượt đánh giá các tích phân bên vế phải của (6.50) như sau 

Tích phân thứ nhất. Ta có   

 2 2

1 1 1 1
[ ] ( ,|| || ) ( ,|| || )d d

dt dtm m m
B v h B t v h D B t v h

− − −
+ = ∇ +∇ = ∇ +∇  

 2

2 1 1 1
2 ( ,|| || ) ,

m m m
D B t v h v h v h

− − −
′ ′+ ∇ +∇ 〈∇ +∇ ∇ +∇ 〉 

nên 

 2 2

1 1 2
| [ ]| ( , )[1 2( 2) ] .d
dt m
B v h K M B N M η

−
+ ≤ + + ≡�   

Do đó 

 2 2

0 0

2 2 2

1
0 0 0

[ ].|| ( )|| || ( )|| || ( )|| .
t t t

d
ds b bm m m m V
B v h v s ds v s ds v s dsη η

−
+ ∇ ≤ ∇ ≤∫ ∫ ∫  (6.51) 

Tích phân thứ hai. Ta có  

 
1 3 1 1 1

| ( ) ( )| | ( , , )|.| ( )|
m m m

f v h f h D f x t v h v tθ
− − −
+ − ≤ +  

  
11 1 1 1 ( )

( , )|| ( )|| ( , )|| || ,
m V m W T

K M f v t K M f v
− −

≤ ≤  

nên 

 
11 1 1 ( )

0 0

2 || ( ) ( )||.|| ( )|| 2 ( , )|| || || ( )||
t t

m m m W T m
f v h f h v s ds K M f v v s ds

− −
+ − ≤∫ ∫� �  

  
1

2 2 2

1 1 ( )
0

( , )|| || || ( )|| .
t

m W T m
TK M f v v s ds

−
≤ + ∫ �  (6.52) 

Tích phân thứ ba. Ta có 

 2 2

1 1
| [ ] [ ]| ( ,|| ( ) ( )|| ) ( ,|| ( )|| )

m m
B v h B h B t v t h t B t h t

− −
+ − = ∇ +∇ − ∇  
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1

2 1 1 1

1 1 ( )

[ ](|| || 2|| ||)|| ||

( , )(2 3) || || ,

m m m

m W T

D B v h v h v

K M B N M v

θ
− − −

−

≤ + ∇ + ∇ ∇

≤ +�
 

do đó 

 
1

0

2 | [ ] [ ]|.|| ||.|| ( )||
t

m m
B v h B h h v s ds

−
+ − Δ∫ �  

  
1

2

1 1 ( )
0

2 ( , )(2 3)( 1) || || || ( )||
t

m W T m
K M B N N M v v s ds

−
≤ + + ∫� �  

  
1

2 2 2 2

1 1 ( )
0

[ ( , )(2 3)( 1) ] || || || ( )|| .
t

m W T m
T K M B N N M v v s ds

−
≤ + + + ∫� �  (6.53) 

Tích phân thứ tư. Ta có  

 
1 1 1 3 1 3 1 1

| ( ) ( )| | ( , , )|.| ( )|
m m m

f v h f h D f x t v h v tθ
− − −
+ − ≤ +  

 
11 1 1 1 1 1 ( )

( , )|| ( )|| ( , )|| || ,
m V m W T

K M f v t K M f v
− −

≤ ≤  

nên 

 
11 1 1 * 1 1 1 ( )

0 0

2 || ( ) ( )||.|| ( )|| 2 ( , )|| || || ( )||
t t

m m m W T m
f v h f h v s ds K M f v v s dsε ε

− −
+ − ≤∫ ∫� �  

 
1

2 2 2 2

* 1 1 1 ( )
0

( , )|| || || ( )|| .
t

m W T m
T K M f v v s dsε

−
≤ + ∫ �  (6.54) 

Tích phân thứ năm 

 1

0 0

2 || ( , )||.|| ( )|| 2 | | || ( )||
t t

N

m N m
E x s v s ds C v s ds

ε
ε +≤∫ ∫�� �   

 2 2 2 2

0

| | || ( )|| .
t

N

N m
TC v s dsε +≤ + ∫� �   (6.55) 

Tổng hợp (6.50) – (6.55) ta được 

 
1

2 2 2 2 2 2

0 3 1 ( )
|| ( )|| || ( )|| | | || ||N

m m V N m W T
v t b v t TC T vε η+

−
+ ≤ +��  

 2

0

2 2

0

( 4) (|| ( )|| || ( )|| ) ,
t

b m m V
v s v s dsη+ + +∫ �  (6.56) 

trong đó 

 2 2 2 2 2

3 1 1 * 1 1
( , ) [ ( , )(2 3)( 1) ] ( , ).K M f K M B N N M K M fη ε= + + + +�  (6.57) 
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Áp dụng bổ đề Gronwall cho (6.56) ta được 

 ( ) 2

01 1

2 2 2 2 2

( ) 3 1 ( )
|| ( )|| | | || || exp[( 4) )N

bm W T N m W T
v t TC T v Tηε η+

−
≤ + +�  (6.58) 

hay 

 
1 1( ) 1 ( )

|| ( )|| || || ,
m W T m W T
v t vγ η

−
≤ +  (6.59) 

trong đó  

 

1
22

0

1
22

0

23 0 3

1

20

(1 ) exp[( 4) ),

(1 ) exp[( 4) )| | .

T
b

NT
bN

T b

T b C

η

η

γ η η

η ε

−

− +

⎧⎪ = + +⎪⎪⎪⎨⎪⎪ = + +⎪⎪⎩
�

 (6.60) 

Từ (6.60) ta suy ra rằng 

 
0 0

lim 0, lim 0
T T

γ η
+ +→ →

= = . (6.61) 

Do đó, tồn tại  T  đủ nhỏ thì  0 1γ≤ <  và 0.η ≥  

 Bổ đề 6.3. Cho dãy { }
m

ψ  thỏa  

  
0 1

0, 0 , 1,
m m

mψ ψ γψ η
−

= ≤ ≤ + ≥   

trong đó  0 1, 0γ η≤ < ≥  là các hằng số cho trước. Khi đó 

  
1m

η
ψ

γ
≤

−
 với mọi 1.m ≥  

Áp dụng bổ đề 6.3 cho (6.59) với  
1( )

|| ||
m m W T

vψ = , ta được 

 
1

1

( )
|| || | | , 1

1
N

m W T T
v C m

η
ε

γ
+≤ ≤ ∀ ≥

−
� ,  (6.62) 

 Mặt khác dãy qui nạp tuyến tính { }mv  được xác định ở (6.43) hội tụ mạnh trong 

không gian 
1
( )W T  đến nghiệm v  của bài toán (6.19). Do đó, khi m → +∞  trong 

(6.62) ta được  

 
1

1

( )
|| || | | ,N

W T T
v C ε +≤ �  (6.63) 

hay   

 
1

1

( )
0

|| || | | .
N

i N

i W T T
i

u u C
ε

ε ε +

=

− ≤∑ �  (6.64) 

Do đó, ta có định lý sau 
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 Định lý 6.2. Giả  sử các giả thiết (A1), /
2(A ),  / /

3 4 5(A ), (A ), (A )  thỏa. Khi đó, tồn tại 

các hằng  số 0, 0M T> >   sao cho, với mỗi , | |ε ε ε
∗

< , bài toán ( )P
ε

 có duy nhất 

nghiệm yếu 
1
( , )u W M T

ε
∈  thoả một đánh giá  tiên nghiệm đến cấp 1N +  như  trong 

(6.64), các hàm , 0,...,iu i N=  lần lượt là nghiệm yếu của các bài toán 

0 1
( ), ( ),...,( ).

N
P Q Q  
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Phần kết luận 
 

 

Qua luận văn này, tác giả thực sự bắt đầu làm quen với công việc nghiên cứu 

khoa học một cách nghiêm túc và có hệ thống. Tác giả cũng học tập được phương 

pháp nghiên cứu qua việc tìm đọc tài liệu và sự phân tích thảo luận các đề tài liên 

quan trong nhóm seminar định kỳ do quí thầy hướng dẫn. Tác giả cũng học tập được 

phương pháp chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của bài toán biên phi 

tuyến nhờ vào các phương pháp: xấp xỉ tuyến tính, xấp xỉ Galerkin, các kỹ thuật đánh 

giá tiên nghiệm, kỹ thuật về tính compact và các kết quả về sự hội tụ yếu. 

Nội dung chính của luận văn bao gồm các chương 3, 4, 5, 6. 

Trong chương 3, chúng tôi khảo sát bài toán. Tìm hàm u  thỏa phương trình 

sóng phi tuyến có dạng 2( ,|| ( )|| ) ( , , )tt x xxu B t u t u f x t u− =  liên kết với điều kiện biên 

hỗn hợp thuần nhất. Chúng tôi thu được kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu 

bằng thuật giải xấp xỉ tuyến tính. 

Trong chương 4, chúng tôi khảo sát bài toán giống chương 3, nhưng có điều 

kiện biên hỗn hợp không thuần nhất. Kế thừa phương pháp ở chương 3, chúng tôi 

cũng thu được kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu.   

Trong chương 5, Để tiếp nối và mở rộng kết quả của chương 3. Chúng tôi, trình 

bày một thuật giải tinh tế hơn bằng cách  xây dựng một dãy lặp phi tuyến { }
m m
u ∈

 

nhằm nâng tốc độ hội tụ của 
m
u về nghiệm yếu u . 

Trong chương 6, chúng tôi trình bày các kết quả về dáng điệu tiệm cận và khai 

triển tiệm cận cho bài toán của chương 4. 

Tuy nhiên, do sự hạn chế của hiểu biết bản thân nên tác giả chưa tìm hiểu cặn 

kẻ khả năng ứng dụng của các kết quả thu được trong luận văn vào các bài toán vật lý 

và các bài toán khác. Vì vậy tác giả kính mong nhận được sự chỉ bảo của quí Thầy, Cô 

trong và ngoài hội đồng. 
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