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MỞ ĐẦU 
 

Nhiều vấn đề trong toán học (phương trình vi phân với điều kiện biên hay điều kiện ban đầu, 

phương trình đạo hàm riêng), cơ học, vật lí và các ngành kĩ thuật khác dẫn đến những phương trình 

trong đó hàm chưa biết chứa dưới dấu tích phân. Những loại phương trình đó được gọi là phương 

trình tích phân. Phương trình tích phân là công cụ toán học hữu ích trong nhiều lĩnh vực nên được 

quan tâm nghiên cứu theo nhiều khía cạnh khác nhau như sự tồn tại nghiệm, sự xấp xỉ nghiệm, tính 

chỉnh hay không chỉnh, nghiệm chỉnh hóa,… 

Lí thuyết tổng quát về các loại phương trình tích phân tuyến tính được xây dựng ở buổi giao 

thời của các thế kỉ XIX, XX, chủ yếu là trong các công trình của Volterra, Fredholm và Hilbert. 

Trong các tài liệu [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9],  các tác giả đã trình bày một cách tổng quát về 

phương trình tích phân tuyến tính, chủ yếu phương trình tích phân tuyến tính Fredholm và phương 

trình tích phân tuyến tính Volterra. Tuy nhiên, các tài liệu này chưa trình bày chi tiết và chưa có 

những ví dụ minh họa cụ thể. 

Với đề tài “Phương trình tích phân tuyến tính và các ứng dụng”, chúng tôi khảo sát sự tồn tại 

nghiệm, dạng nghiệm của phương trình tích phân tuyến tính với nhân suy biến, nhân đối xứng, nhân 

có bình phương khả tích bất kì, nhân liên tục, đồng thời chúng tôi cũng đưa ra một số minh họa cụ 

thể cho từng vấn đề và một số ứng dụng của phương trình tích phân tuyến tính. Các kết quả trong 

luận văn là sự tổng hợp từ những tài liệu [4], [5], [9].  

Với vấn đề đặt ra, luận văn bao gồm các nội dung sau 

Chương 0. Kiến thức chuẩn bị. Chương này trình bày một số không gian hàm và một số kết 

quả về toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục, làm cơ sở cho các chương sau. 

Chương 1. Một số bài toán dẫn đến phương trình tích phân tuyến tính. Chương này trình bày 

một số khái niệm cơ bản liên quan đến phương trình tích phân tuyến tính và một số bài toán dẫn đến 

phương trình tích phân tuyến tính. 

Chương 2. Phương trình tích phân tuyến tính Fredholm. Chương này trình bày về sự tồn tại 

nghiệm của phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 trong các trường hợp nhân suy biến, 

nhân đối xứng, nhân có bình phương khả tích bất kì, sử dụng phương pháp xấp xỉ liên tiếp cho 

phương trình này trong trường hợp nhân liên tục và có bình phương khả tích, xây dựng  minh họa 

cho từng vấn đề. 

Chương 3. Phương trình tích phân tuyến tính Volterra. Chương này trình bày phương pháp 

xấp xỉ liên tiếp cho phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 và một số phương pháp đưa 

phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 1 về phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 

2. 



 

Chương 4. Một số ứng dụng của phương trình tích phân tuyến tính. Chương này trình bày 

một số ứng dụng của phương trình tích phân tuyến tính trong  phương trình vi phân thường với giá 

trị ban đầu, bài toán biên, phương trình mô tả dao động tự do của dây đàn hồi. 

 

 



 

Chương 0. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 
 

Trong chương này chúng tôi trình bày một số kết quả làm cơ sở cho các chương sau. Các kết 

quả này là sự tổng hợp từ [1], [4], [6]. 

0.1. Một số không gian hàm 

Định nghĩa 0.1.1. Kí hiệu 
2
([ , ])L a b  là không gian những hàm (thực hoặc phức) ( )t  xác định trên 

[ , ]a b  thỏa mãn 

   2| ( )|
b

a

t dt . 

Mệnh đề 0.1.2. Không gian 
2
([ , ])L a b  là không gian Hilbert với tích vô hướng xác định bởi  

    ( , ) ( ) ( )
b

a

t t dt . 

Tích vô hướng sinh ra chuẩn là 

   2|| || | ( )|
b

a

t dt   với  
2
([ , ])L a b . 

Mệnh đề 0.1.3. Không gian 
2
([ , ])L a b  là không gian Hilbert tách được. 

Định nghĩa 0.1.4. Cho { }
k
 là tập vô hạn hoặc hữu hạn trong  

2
([ , ])L a b . Tập { }

k
  được gọi là trực 

giao nếu   ( , ) 0
i j

 với i j . Tập { }
k
  được gọi là trực chuẩn nếu  

0,   ,
( , )

1,   .i j

i j

i j
 

   
 

Mệnh đề 0.1.5. Giả sử { }
k

  là hệ hàm độc lập tuyến tính trong 
2
([ , ])L a b . Khi đó, hệ { }

k
 xác định 

bởi  

1
1

1
|| ||





 ,  

1

1
1

1

( ) ( , )
( )

|| ( ) ( , ) ||

k

k k i i
i

k k

k k i i
i

s
s

s

   


   
















  

 là hệ trực chuẩn trong 
2
([ , ])L a b . 

Định nghĩa 0.1.6. Cho { }
k

 là một hệ trực chuẩn trong 
2
([ , ])L a b . Với mọi  

2
([ , ])L a b , số 

  ( , )
i i
a  được gọi là hệ số Fourier của hàm   đối với hệ trực chuẩn { }

k
. Chuỗi 






1

( )
i i

i

a s  

được gọi là chuỗi Fourier của   theo hệ { }
k

. 

Định lí 0.1.7. Giả sử { }
k

 là một hệ trực chuẩn trong 
2
([ , ])L a b . Với mọi  

2
([ , ])L a b , ta có bất 

đẳng thức Bessel 



 

     2 2

1

|( , )| || ||
i

i

  




 .    

Định lí 0.1.8. (Định lí Riesz – Fischer) Nếu { }
i
  là một hệ trực chuẩn trong 

2
([ , ])L a b  và dãy { }

i
 

thỏa mãn 2

1

| |
i

i






   thì tồn tại duy nhất hàm ( )f s  nhận 
i

  làm hệ số Fourier đối với hệ trực 

chuẩn { }
i
  và  

   
1

|| || 0
n

i i
i

f  


   khi n   . 

Định nghĩa 0.1.9. Hệ  trực chuẩn { }
i
  trong 

2
([ , ])L a b  được gọi là một cơ sở trực chuẩn hay hệ trực 

chuẩn đầy đủ nếu mọi hàm 
2
([ , ])f L a b  là tổ hợp tuyến tính của hệ { }

i
 . 

Định nghĩa 0.1.10. Kí hiệu 
2
([ , ] [ , ])L a b a b  là không gian các hàm (thực hoặc phức) ( , )s t  xác 

định trên [ , ] [ , ]a b a b   thỏa mãn 

    2| ( , )|
b b

a a

s t dsdt . 

Mệnh đề 0.1.11. Không gian 
2
([ , ] [ , ])L a b a b  là không gian Hilbert với tích vô hướng xác định bởi  

     ( , ) ( , ) ( , )
b b

a a

s t s t dsdt . 

Tích vô hướng sinh ra chuẩn là  

     2| , |
b b

a a

s t dsdt . 

Định lí 0.1.12. Nếu { }
i
  là cơ sở trực chuẩn trong 

2
([ , ])L a b  thì hệ { }

i j
 là cơ sở trực chuẩn trong 


2
([ , ] [ , ])L a b a b . 

Định lí 0.1.13. Không gian [ , ]C a b , các hàm liên tục trên [ , ]a b , là không gian định chuẩn với chuẩn 

|| || max{| ( )| : }x x t a t b   . 

0.2. Toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục 

Định nghĩa 0.2.1. Cho A  là toán tử tuyến tính liên tục trong không gian Hilbert H. Toán tử tuyến 

tính liên tục A  được gọi là đối xứng nếu ( , ) ( , )Ax y x Ay . 

Định nghĩa 0.2.2. Số   được gọi là giá trị riêng của toán tử A  nếu phương trình Ax x  có 

nghiệm không tầm thường. Nghiệm đó được gọi là vectơ riêng ứng với giá trị riêng  . 

Định lí 0.2.3. Nếu A  là toán tử đối xứng thì các vectơ riêng của A  ứng với hai giá trị riêng khác 

nhau bao giờ cũng trực giao với nhau. 

Định lí 0.2.4. Nếu A  là toán tử đối xứng thì  

|| || 1 || || 0

|( , )|
|| || sup|( , )| sup

|| ||x x

Ax x
A Ax x

x 
  . 



 

Định nghĩa 0.2.5. Toán tử tuyến tính A  trong không gian Hilbert H  được gọi là hoàn toàn liên tục 

nếu A  biến tập bị chặn thành tập hoàn toàn bị chặn. 

Định lí 0.2.6. Giả sử A  là toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục. Khi đó 

(i) Tồn tại một giá trị riêng   thỏa || ||A  . 

(ii) Tập các giá trị riêng của A  cùng lắm là đếm được. Nếu là đếm được thì tập đó lập thành 

một dãy hội tụ đến 0. 

Định lí 0.2.7. Nếu toán tử liên tục A  có miền giá trị là không gian con hữu hạn chiều của không 

gian Hilbert H thì A  là toán tử hoàn toàn liên tục. 

Định lí 0.2.8. Nếu { }
n
A  là dãy các toán tử hoàn toàn liên tục và 0

n
A A   thì toán tử A  cũng là 

toán tử hoàn toàn liên tục. 

Định lí 0.2.9. Trong không gian Hilbert tách được, mọi toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục đều có 

một hệ trực chuẩn đầy đủ vectơ riêng.   

 

 



 

Chương 1.  MỘT SỐ BÀI TOÁN DẪN ĐẾN 

PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN TUYẾN TÍNH 
 

1.1. Các khái niệm cơ bản 

Định nghĩa 1.1.1. Phương trình tích phân là phương trình trong đó hàm cần tìm chứa dưới một 

hoặc nhiều dấu tích phân. 

Ví dụ 1.1.2. Các phương trình sau là phương trình tích phân 

( ) ( , ) ( )
b

a

f s K s t t dt  ,      (1.1.1) 

   ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt ,      (1.1.2) 

    
2

( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt ,      (1.1.3) 

trong đó a s b  ,a t b  , ( )s  là hàm cần tìm, các hàm còn lại đã biết. 

Người ta còn xét các phương trình tích phân mà hàm cần tìm là hàm nhiều biến. 

Ví dụ 1.1.3. Với 
1

( ,..., )
n

s s s ,   �
1

( ,..., ) n
n

t t t , n  � , phương trình sau là phương trình tích 

phân 

 


  ( ) ( ) ( , ) ( )s f s K s t t dt .      (1.1.4) 

Định nghĩa 1.1.4. Phương trình tích phân tuyến tính là phương trình biểu diễn được dưới dạng 

 [ ( )] ( )L s f s         (1.1.5) 

với L  là toán tử tuyến tính theo hàm cần tìm ( )s . 

Ví dụ 1.1.5. Trong Ví dụ 1.1.2, phương trình (1.1.1), (1.1.2) là phương trình tích phân tuyến tính, 

phương trình (1.1.3) là phương trình tích phân không tuyến tính. 

Nhận xét 1.1.6. Phương trình tích phân tuyến tính có dạng 

    ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
a

h s s f s K s t t dt      (1.1.6) 

trong đó cận trên của tích phân có thể là biến số hoặc cố định; hàm ( )f s , ( , )K s t  đã biết; ( )s  là hàm 

cần tìm,   là giá trị thực hoặc phức hoặc tham số khác không. 

Hàm ( , )K s t  được gọi là nhân của phương trình tích phân. 

Định nghĩa 1.1.7. Nếu cố định cận trên là b , ( ) 0h s  thì (1.1.6) trở thành  

  ( ) ( , ) ( ) 0
b

a

f s K s t t dt .      (1.1.7) 

Phương trình (1.1.7) được gọi là phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 1. 

Nếu cố định cận trên là b , ( ) 1h s  thì (1.1.6) trở thành  

    ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt .     (1.1.8) 

Phương trình (1.1.8) được gọi là phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2. 



 

Nếu ( ) 0f s  thì phương trình (1.1.8) trở thành  

   ( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt .      (1.1.9) 

Phương trình (1.1.9) được gọi là phương trình thuần nhất của (1.1.8). 

Định nghĩa 1.1.8. Nếu cận trên là biến số s , ( ) 0h s  thì (1.1.6) trở thành  

  ( ) ( , ) ( ) 0
s

a

f s K s t t dt .      (1.1.10) 

Phương trình (1.1.10) được gọi là phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 1. 

Nếu cận trên là biến số s , ( ) 1h s  thì (1.1.6) trở thành  

    ( ) ( ) ( , ) ( )
s

a

s f s K s t t dt .     (1.1.11) 

Phương trình (1.1.11) được gọi là phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2. 

Nếu ( ) 0f s  thì phương trình (1.1.11) trở thành  

   ( ) ( , ) ( )
s

a

s K s t t dt .      (1.1.12) 

Phương trình (1.1.12) được gọi là phương trình thuần nhất của (1.1.11). 

Định nghĩa 1.1.9. Nhân ( , )K s t  được gọi là 
2
L - nhân nếu nhân ( , )K s t  thỏa mãn các điều kiện sau 

(i) Với mỗi a s b  ,a t b  , ta có    2| ( , )|
b b

a a

K s t dsdt , 

(ii) Với mỗi a s b  , ta có   2| ( , )|
b

a

K s t dt , 

(iii) Với mỗi a t b  , ta có   2| ( , )|
b

a

K s t ds . 

Định nghĩa 1.1.10. Số   thỏa mãn phương trình (1.1.9)  với ( )s  khác không được gọi là giá trị 

riêng của nhân ( , )K s t . Hàm ( )s  ứng với giá trị riêng   thỏa mãn phương trình (1.1.9) được gọi là 

hàm riêng ứng với giá trị riêng   của nhân ( , )K s t . 

1.2. Một số bài toán dẫn đến phương trình tích phân tuyến tính 

Phương trình tích phân tuyến tính là một công cụ toán học hữu ích trong giải tích. Nhiều bài 

toán trong vật lí, cơ học, khoa học kĩ thuật và cả các bài toán trong toán học dẫn đến phương trình 

tích phân tuyến tính. Trong phần này, chúng tôi giới thiệu một số bài toán đó. 

1.2.1. Bài toán Abel 

Cho sợi dây là một đường cong trơn đặt trong mặt phẳng đứng như hình 1.1. 

Cho một chất điểm được giữ đứng yên tại P và sau đó được thả chuyển động dọc theo sợi dây dưới 

tác dụng của trọng lực. Hỏi bao lâu chất điểm tụt xuống vị trí thấp nhất O ? 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Lời giải. Chọn O  là gốc tọa độ, Ox  là trục đứng, chiều dương hướng lên, Oy  là trục nằm ngang. 

Gọi ( , )P x y ,  ( , )Q  và s  là độ  dài đường cong OQ . 

Ta có vận tốc của chất điểm tại Q  là    2 ( )
ds

g x
dt

. Do đó 
 2

Q

P

ds
t

g x 
 


 .     

Vậy tổng thời gian chất điểm tụt xuống đến O  là 






2 ( )

P

O

ds
T

g x
. 

Vì đường cong đã cho nên ta có thể giả sử  ( )s u . Khi đó   ( )ds u d  và 

 






0

( )

2 ( )

x u d
T

g x
. 

Bài toán của Abel là tìm độ dài đường cong mà thời gian chất điểm tụt hết đường cong là một hàm 

( )f x  cho trước. Khi đó, bài toán trở thành tìm hàm u  từ phương trình  

 






0

( )
( )

2 ( )

x u d
f x

g x
.      (1.2.13)  

Phương trình (1.2.13) là phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 1. 

1.2.2. Bài toán về sự cân bằng của dây chịu tải 

Xét một sợi dây là một sợi vật chất đàn hồi có độ dài l , có thể uốn tự do nhưng chống lại sự 

dãn bằng một lực tỉ lệ với độ lớn của sự dãn đó. Giả sử các đầu mút của dây bị giữ chặt tại các điểm 

0x   và x l . Khi đó, ở vị trí cân bằng, dây trùng với đoạn thẳng của trục x , 0 x l  . Giả sử tại 

x   đặt một lực thẳng đứng P  lên dây. Dưới tác dụng của lực này sợi dây bị lệch khỏi vị trí cân 

bằng và có dạng như hình 1.2.  

 

 

 

 

 

 

Tìm độ lớn  của độ lệch tại điểm   dưới tác dụng của lực P . 

A B

P

  

Hình 1.2 

Hình 1.1 

s 

O

( , )P x y

 ( , )Q



 

Lời giải. Nếu lựcP  nhỏ hơn lực căng 
0
T  của dây không tải thì hình chiếu nằm ngang của lực căng 

của dây có tải có thể coi bằng 
0
T . Khi đó, từ điều kiện căng bằng của dây ta nhận được đẳng thức  

0 0
T T P

l 

 
 
 


. Suy ra 

 
0

l
P

T l 

 



 . 

Giả sử ( )u x  là độ võng của dây tại điểm x  nào đó dưới tác dụng của lực P . Khi đó 

      ( ) ( , )u x PG x  

trong đó  

0

0

( )
,  0 ,

( , )
( )

,  .

x l
x

T l
G x

l
x l

T l

 


  

 
     



. 

Bây giờ giả sử rằng trên dây tác dụng một lực, phân bố liên tục dọc theo nó với mật độ ( )p . Nếu 

lực đó nhỏ thì sự biến dạng phụ thuộc tuyến tính vào lực và dạng của dây có tải được mô tả bởi hàm  

   
0

( ) ( , ) ( )
l

u x G x p d .     (1.2.14) 

Như vậy, nếu cho một lực tác dụng lên dây thì công thức (1.2.14) cho biết dạng của dây dưới tác 

dụng của lực đó. Ngược lại, xét bài toán tìm lực p  để dây có dạng u . Bài toán này dẫn đến xét 

phương trình (1.2.14) trong đó p  là hàm cần tìm. Phương trình này là phương trình tích phân tuyến 

tính Fredholm loại 1. 

1.2.3. Bài toán về dao động tự do và dao động cưỡng bức của dây 

Xét Bài toán 1.2.2 trong trường hợp dây thực hiện một dao động nào đó. Giả sử ( , )u x t  là vị 

trí tại thời điểm t  của điểm thuộc dây có hoành độ x  và mật độ của dây là const  . Khi dây có 

độ dài dx , lực quán tính tác dụng lên dây là  




2

2

( , )u x t
dx

t
. Do đó  

 
 



2

2

( , )
( )

u t
p

t
.      (1.2.15) 

Thay (1.2.15) vào (1.2.14), ta được  

  
 


2

2
0

( , )
( , ) ( , )

l u t
u x t G x d

t
.    (1.2.16) 

Nếu dây thực hiện dao động điều hòa với tần số   cố định nào đó và với biên độ ( )u x , phụ thuộc 

vào x  thì 

( , ) ( )sinu x t u x t .      (1.2.17) 

Thay (1.2.17) vào phương trình (1.2.16) ta được 

    2
0

( ) ( , ) ( )
l

u x G x u d .     (1.2.18) 

Phương trình (1.2.18) là phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 1. 



 

Nếu dây thực hiện dao động cưỡng bức dưới tác dụng của ngoại lực thì ta nhận được phương trình  

     2
0

( ) ( ) ( , ) ( )
l

u x f x G x u d .     (1.2.19) 

Phương trình (1.2.19) là phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2. 

1.2.4. Mối liên hệ giữa phương trình vi phân tuyến tính và phương trình tích phân tuyến tính 

Xét phương trình vi phân tuyến tính cấp n  
1

1 11
( ) ... ( ) ( ) ( ),

n n

n nn n

d y d y dy
A s A s A s y F s

dsds ds




       (1.2.20) 

với điều kiện ban đầu   


  1

0 1 1
( ) ,  ( ) ,...,  ( )

n

n
y a q y a q y a q ,   (1.2.21) 

trong đó các hàm 
1 2
, ,...,

n
A A A và F  liên tục trên [ , ]a b  được cho trước. 

Đặt   ( )
n

n

d y
g s

ds
.        (1.2.22) 

Từ (1.2.21) và (1.2.22) ta nhận được n phương trình  



 

1

11
( )

sn

nn
a

d y
g t dt q

ds
,       (1.2.23) 



 
    

2

1 22
( ) ( ) ( )
sn

n nn
a

d y
s t g t dt s a q q

ds
,     (1.2.24) 

…………………………………….…. 
  

 

  
  

  
2 2 3

1 2

( ) ( ) ( )
( )

( 2)! ( 2)! ( 3)!

s n n n

n n
a

dy s t s a s a
g t dt q q

ds n n n
  

      
2 1

... ( )s a q q .   (1.2.25) 

  

 

  
  

  
1 1 2

1 2

( ) ( ) ( )
( )

( 1)! ( 1)! ( 2)!

s n n n

n n
a

s t s a s a
y g t dt q q

n n n
  

   
1 0

... ( )s a q q .   (1.2.26) 

Nhân phương trình (1.2.22) với 1, phương trình (1 .2.23) với 
1
( )A s ,…, phương trình cuối với ( )

n
A s , 

sau đó cộng lại, ta nhận được phương trình  

  ( ) ( ) ( , ) ( )
s

a

g s f s K s t g t dt  ,     (1.2.27) 

trong đó 





 


1

1

( )
( , ) ( )

( 1)!

kn

k
k

s t
K s t A s

k
 và 

      
1 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) [( ) ] ( )
n n n

f s F s q A s s a q q A s  

                                         





     



1

1 1 0

( )
... [ ... ( ) ] ( )

( 1)!

n

n n

s a
q s a q q A s

n
. 

Phương trình (1.2.27) là phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2. 



 

Chương 2. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN TUYẾN TÍNH FREDHOLM 
 

Trong [3], tác giả đã chứng minh phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 1 không 

giải được trong trường hợp tổng quát.  

Đối với phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2, có nhiều phương pháp khảo sát 

sự tồn tại nghiệm của phương trình và mỗi phương pháp đó cho ta một dạng nghiệm của phương 

trình. Phương trình này cũng được khảo sát với nhân suy biến, nhân đối xứng và cả trường hợp nhân  

là
2
L - nhân bất kì. 

Trong chương này chúng tôi chủ yếu trình bày một số phương pháp khảo sát phương trình 

tích phân tuyến tính Fredolm loại 2 dựa trên các tài liệu [4], [5], [9]. 

Nếu không nói gì khác thì các hàm được xét ở Mục 2.1 – 2.3 dưới đây là hàm nhận giá trị thực. 

2.1. Phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 với nhân suy biến 

Định nghĩa 2.1.1. Nhân ( , )K s t  được gọi là  nhân suy biến nếu ( , )K s t  là 
2
L - nhân và được viết 

dưới dạng   

                                             


 
1

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

K s t p s q t , (2.1.1) 

trong đó 
1
( ),..., ( )

n
p s p s  và 

1
( ),..., ( )

n
q t q t  là các hàm  trong 

2
([ , ])L a b . 

Chú ý 2.1.2. Có thể giả sử các hàm ( )
i
p s , ( )

i
q t  độc lập tuyến tính trong 

2
([ , ])L a b . Thật vậy, nếu 

các ( )
i
p s  không độc lập tuyến tính thì có một 

0
( )
i
p s nào đó  là tổ hợp tuyến tính của các ( )

i
p s  khác, 

tức là  
 

 
0

01,

( ) ( )
n

i i i
i i i

p s p s . Thay tổ hợp tuyến tính này vào ( , )K s t  ta có  

0

0 0 01, 1, 1,

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i i i
i i i i i i i i i

K s t p s q t p s q t p s q t 

     

     . 

Lặp lại quá trình đó một số lần cần thiết, ta thu được một biểu thức có dạng (2.1.1), trong đó các 

hàm ( )
i
p s  và  ( )

i
q t  đều độc lập tuyến tính. 

Xét phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 với nhân suy biến 

     ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt . (2.1.2) 

Từ (2.1.1) phương trình (2.1.2) trở thành 

                            


   
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
bn

i i
i a

s f s p s q t t dt .      (2.1.3) 

Đặt     ( ) ( )
b

i i
a

q t t dt .         (2.1.4)  

Phương trình (2.1.3) trở thành 

                                          


  
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

s f s p s .      (2.1.5) 



 

Từ (2.1.3) và (2.1.5) suy ra 

                
  

     
1 1 1

( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]
b bn n n

i i i j i j i
i i j a a

p s p s q t p t dt q t f t dt .         (2.1.6) 

Đặt      ( ) ( )
b

ij i j
a

a q t p t dt ,      (2.1.7) 

      ( ) ( )
b

i i
a

b q t f t dt .      (2.1.8) 

Từ (2.1.6) – (2.1.8) ta có  

  
  

   
1 1 1

( ) ( )[ ]
n n n

i i i ij j i
i i j

p s p s a b .    (2.1.9) 

Do các hàm ( )
i
p s , 1,2,...,i n  độc lập tuyến tính nên từ (2.1.9) suy ra  

                                 
1

n

i ij j i
j

a b  


  , 1,2,...,i n .      (2.1.10) 

Đây là hệ phương trình tuyến tính thuần nhất n  ẩn 
i
  . Giải hệ phương trình tuyến tính (2.1.10), ta 

tìm được các 
i
 và suy ra   từ (2.1.5). Do các biến đổi (2.1.2) - (2.1.10) là tương đương nên hàm  

  


  
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

s f s p s  là nghiệm của phương trình (2.1.2). 

Như vậy, việc khảo sát phương trình (2.1.2)  tương đương với việc khảo sát hệ phương trình tuyến 

tính (2.1.10). Ta sẽ khảo sát hệ phương trình (2.1.10). 

Đặt   

  
  



  

  
  



  





   



11 12 1

21 22 2

1 2

1

1
( )

1

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

.     (2.1.11) 

Nếu  ( ) 0D  thì hệ phương trình (2.1.10)  có nghiệm duy nhất là  




 
 1 1

...

( )
i ni n

i

D b D b

D
, 1,2,...,i n .    (2.1.12) 

trong đó 
ki
D  là phần phụ đại số thứ ( , )k i  của ( )D . 

Thay (2.1.12) vào (2.1.5), ta có nghiệm của phương trình (2.1.2) là 

 


 
   1 1

1

...
( ) ( ) ( )

( )

n
i ni n

i
i

D b D b
s f s p s

D
.   (2.1.13) 

Thay (2.1.8) vào (2.1.13), ta được 

      

 

      1 1
1

( ) ( ) { ( ) ... ( ) ( )}
( )

b n

i ni n i
ia

s f s D q t D q t p s
D

.  (2.1.14) 

Đặt  



 

  


  

  
 

  





    



1 2

1 11 12 1

1 2

0 ( ) ( ) ( )

( ) 1
( , , )   

( ) 1

n

n

n n n nn

p s p s p s

q t a a a
D s t

q t a a a

,    (2.1.15) 




 
( , , )

( , , )
( )

D s t
s t

D
.       (2.1.16) 

Đại lượng ( , , )s t  được gọi là giải thức của phương trình (2.1.2). 

Vậy, nếu  ( ) 0D  thì từ (2.1.13) – (2.1.16) suy ra nghiệm phương trình (2.1.2) là 

     ( ) ( ) ( , , ) ( )
b

a

s f s s t f t dt .    (2.1.17) 

Nhận xét 2.1.3. Nếu  ( ) 0D  thì hệ phương trình tuyến tính (2.1.10) có thể vô nghiệm hoặc vô số 

nghiệm tùy thuộc vào 
i
b . Do đó phương trình (2.1.2) có thể vô nghiệm hoặc vô số nghiệm phụ thuộc 

vào f .  

Như vậy, ta cần tìm điều kiện của hàm f  để phương trình (2.1.2) có nghiệm trong trường hợp 

 ( ) 0D .  

Kí hiệu I  là ma trận đơn vị cấp n,  ( )
ij n n

A a ,  ( )
i

b b ,   ( )
i

 hệ phương trình (2.1.10) được 

viết ở dạng 

  ( )I A b .          (2.1.18) 

Tiếp theo chúng tôi xét phương trình thuần nhất tương ứng phương trình (2.1.2) 

                                          ( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt .     (2.1.19) 

Nhận xét 2.1.4. Khi  ( ) 0D  thì tương ứng với mỗi nghiệm không tầm thường  của hệ phương 

trình tuyến tính thuần nhất 

  ( ) 0I A       (2.1.20) 

có một nghiệm không tầm thường của phương trình thuần nhất (2.1.19). 

Nhận xét 2.1.5. Nếu   ( ) | |D I A  có giá trị riêng 
0
  trùng với giá trị   trong phương trình 

(2.1.19) và  
0

( )rankD p  với 1 p n   thì  hệ phương trình thuần nhất (2.1.10)  có r n p   

nghiệm độc lập tuyến tính.  Số r  được gọi là chỉ số của 
0
 . Giả sử r  nghiệm độc lập tuyến tính đó 

là   
01 02 0
( ), ( ),..., ( )

r
s s s . Khi đó, với 

0
  có chỉ số r , mỗi nghiệm 

0
( )s  ứng với

0
  của phương 

trình thuần nhất  (2.1.19) có dạng  

  


 0 0
1

( ) ( )
r

k k
k

s s  với 
k

  là hằng số.     (2.1.21) 

Bây giờ xét phương trình liên hợp của phương trình (2.1.2) là 



 

                               ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s g s K t s t dt     (2.1.22) 

với nhân 


 
1

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

K t s p t q s . 

Lập luận tương tự các lập luận từ (2.1.2) - (2.1.10), ta suy ra việc khảo sát phương trình (2.1.23) 

được đưa về việc khảo sát hệ phương trình tuyến tính  

                                     
1

n

i ji j i
j

a c  


  , 1,2,...,i n ,      (2.1.23) 

với   ( ) ( )
b

ji i j
a

a p t q t dt ,   ( ) ( )
b

i i
a

c p t g t dt ,    ( ) ( )
b

i i
a

p t t dt . 

Hệ thức  


 
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

s q s f s  thiết lập một tương ứng 1-1 giữa tập nghiệm của phương trình 

(2.1.22) với tập nghiệm của hệ phương trình tuyến tính (2.1.23). 

Kí hiệu TA  là ma trận chuyển vị của A ,  ( )
i

c c ,   ( )
i

 thì hệ phương trình (2.1.23) được viết 

dưới dạng 

  ( )TI A c .      (2.1.24) 

Phương trình thuần nhất của phương trình  (2.1.22) là 

                                 ( ) ( , ) ( )
b

a

s K t s t dt .               (2.1.25) 

Nhận xét 2.1.6. Khi  ( ) 0D thì với mỗi nghiệm không tầm thường của hệ phương trình tuyến tính 

thuần nhất  

  ( ) 0TI A                   (2.1.26) 

có một nghiệm không tầm thường của phương trình thuần nhất (2.1.25)  

Nhận xét 2.1.7. Nếu   ( ) | |D I A  có giá trị riêng là 
0
  với chỉ số r  thì   ( ) | |TD I A  cũng 

có giá trị riêng là
0
 với chỉ số là r . Suy ra số nghiệm độc lập tuyến tính của (2.1.19) và (2.1.25) là 

bằng nhau. Giả sử r  nghiệm độc lập tuyến tính của phương trình (2.1.25) ứng với giá trị riêng 
0
  

là    
01 02 0
( ), ( ),..., ( )

r
s s s . Khi đó, với 

0
  có chỉ số r , nghiệm 

0
( )s ứng với 

0
  của phương trình 

thuần nhất (2.1.25) có dạng  

  


 0 0
1

( ) ( )
r

k k
k

s s với 
k

  là hằng số.    (2.1.27) 

Định lí 2.1.8. Nếu ( )s  là nghiệm của phương trình thuần nhất (2.1.19) ứng với 
1
  và  ( )s là 

nghiệm của phương trình thuần nhất (2.1.25) ứng với 
2
   

1 2
( )  thì  ( )s  và  ( )s  trực giao với 

nhau. 

Chứng minh.  Ta có     



 

   1( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt ,      (2.1.28)  

         2( ) ( , ) ( )
b

a

s K t s t dt .      (2.1.29) 

Nhân hai vế của (2.1.28) với 
2

( )s  và hai vế của (2.1.29) với 
1

( )s ta được   

      2 1 2
( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

b

a

s s s K s t t dt ,    (2.1.30) 

           1 1 2
( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

b

a

s s s K t s t dt .    (2.1.31) 

Lần lượt lấy tích phân hai vế của (2.1.30) và (2.1.31) theo s  từ a  đến b , sau đó trừ hai vế của hai 

đẳng thức nhận được, ta có 

    1 2
( ) ( ) ( ) 0

b

a

s s ds .     (2.1.32) 

Do 
1 2
   nên từ (2.1.32) suy ra    ( ) ( ) 0

b

a

s s ds  hay   và   trực giao với nhau. 

Định lí 2.1.9. Giả sử 
0

( ) 0D    và r  là chỉ số của 
0
 . Khi đó phương trình (2.1.2) ứng với 

0
  có nghiệm nếu và chỉ nếu ( )f s  trực giao với r  nghiệm 

0i
  của phương trình liên hợp thuần 

nhất (2.1.25).  

Chứng minh. Điều kiện cần. Giả sử ( )s  là nghiệm của phương trình (2.1.2) ứng với 
0

  , tức là  

0
( ) ( ) ( , ) ( )

b

a

s f s K s t t dt     .    (2.1.33) 

Nhân 
0i

  vào hai vế của (2.1.33), sau đó lấy tích phân theo s  từ a  đến b , ta được 

             
0

( ) ( ) 0
b

i
a

f s s ds  .  

Do đó ( )f s  trực giao với r  nghiệm 
0i

  của phương trình  thuần nhất (2.1.25). 

Điều kiện đủ. Giả sử ( )f s  trực giao với r  nghiệm 
0i

  của phương trình liên hợp thuần nhất 

(2.1.25). Khi đó, hệ phương trình (2.1.10) có n r  phương trình độc lập tuyến tính và do đó 

( )rank I A n r    hay hệ phương trình (2.1.10) giải được. Thay các nghiệm này vào (2.1.5) ta 

được nghiệm của phương trình (2.1.2). 

Từ  Nhận xét 2.1.4, 2.1.5,  2.1.6, 2.1.7, Định lí 2.1.8, 2.1.9, ta có định lí sau 

Định lí 2.1.10. (Fredholm Alternative Theorem) Với  cố định, các phương trình  

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt     ,     (2.1.34) 



 

( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt    ,      (2.1.35) 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s g s K t s t dt     ,     (2.1.36) 

( ) ( , ) ( )
b

a

s K t s t dt    ,      (2.1.37) 

xảy ra hai khả năng 

(i) Hoặc phương trình  thuần nhất (2.1.35) không có nghiệm nào khác 0. Khi đó, phương trình liên 

hợp thuần nhất (2.1.37) cũng không có nghiệm khác 0 với mọi 
2

, ([ , ])f g L a b  cho trước và  mỗi 

phương trình (2.1.34), (2.1.36) có nghiệm duy nhất. 

(ii) Hoặc phương trình thuần nhất (2.1.35) có một số hữu hạn r nghiệm độc lập tuyến tính 

01 02 0
( ), ( ),..., ( )

r
s s s   . Khi đó phương trình liên hợp thuần nhất (2.1.37) cũng có một số hữu hạn 

r nghiệm độc lập tuyến tính 
01 02 0
( ), ( ),..., ( )

r
s s s    và phương trình (2.1.34) có nghiệm khi và chỉ 

khi ( )f s  trực giao với mọi nghiệm 
01 02 0
( ), ( ),..., ( )

r
s s s    của (2.1.37); phương trình (2.1.36) có 

nghiệm khi và chỉ khi ( )g s  trực giao với mọi nghiệm 
01 02 0
( ), ( ),..., ( )

r
s s s    của (2.1.35). 

Ví dụ 2.1.11. Giải phương trình tích phân Fredholm loại 2  
1

2 2

0

( ) ( ) ( )s s st s t t dt    .       (2.1.38) 

Lời giải. Ta có 2 2( , )K s t st s t   là nhân suy biến với  

1
( )p s s , 2

2
( )p s s  và 2

1
( )q t t , 

2
( )q t t . 

Đặt 
1

2

1
0

( )t t dt    và 
1

2
0

( )t t dt   . Khi đó phương trình (2.1.38) trở thành 

2

1 2
( )s s s s      .      (2.1.39) 

Ta có 
1

11 1 1
0

1
( ) ( )

4
a q t p t dt  , 

1

12 1 2
0

1
( ) ( )

5
a q t p t dt  , 

1

21 2 1
0

1
( ) ( )

3
a q t p t dt  ,  

1

22 2 2
0

1
( ) ( )

4
a q t p t dt  , 

1

1 1
0

1
( ) ( )

4
b q t f t dt  , 

1

2 2
0

1
( ) ( )

3
b q t f t dt  . 

Phương trình (2.1.39) dẫn đến  hệ phương trình  tuyến tính 

1 2

1 2

3 1 1
,

4 5 4
2 1 1

.
3 4 3

 

 


 


  


.      (2.1.40) 

Nghiệm của hệ phương trình  (2.1.40) là 
1

61

119
  , 

2

80

119
  . 

Do đó nghiệm của phương trình (2.1.38) là  



 

  2 261 80 180 80
( )

119 119 119 119
s s s s s s      . 

Ví dụ 2.1.12.  Xét phương trình tích phân  
2

0

1
( ) ( ) [sin( )] ( )s f s s t t dt



 


   .    (2.1.41) 

Chứng minh rằng phương trình (2.1.41) không có nghiệm khi ( )f s s  nhưng có nghiệm khi 

( ) 1f s  . 

Lời giải. Ta có ( , ) sin( ) sin cos cos sinK s t s t s t s t     là nhân suy biến với 

     
1 2
( ) sin ,  ( ) cosp s s p s s   và 

1 2
( ) cos ,  ( ) sinq t t q t t  . 

Do đó   
2

11 1 1
0

( ) ( ) 0a q t p t dt


  ,  
2

12 1 2
0

( ) ( )a q t p t dt


  , 

2

21 2 1
0

( ) ( )a q t p t dt


  ,    
2

22 2 2
0

0a q t p t dt


  . 

Ta có 2 2
1

( ) 1
1

D


  



  


. Khi đó ( ) 0D    có nghiệm
1

1


 , 
2

1


  .  

Ta nhận thấy phương trình (2.1.41) chứa 
1

1


 . Xét phương trình thuần nhất liên hợp của (2.1.41) 

là 
2

0

1
( ) [sin( )] ( )s s t t dt



 


  .     (2.1.42) 

Phương trình (2.1.42) tương đương với hệ phương trình tuyến tính  

1 2

1 2

0,

0.

 
 

  
  

.       (2.1.43) 

Với 
1

1


 , từ (2.1.43) suy ra 
1 2

   . Do đó nghiệm của (2.1.42) là 

( ) (sin cos )s c s s    với c  là hằng số. 

Vì 
2

0

(sin cos ) 2 0s s s ds


     và 
2

0

(sin cos ) 0s s ds


   nên theo Định lí 2.1.10 ta có điều phải 

chứng minh. 

Ví dụ 2.1.13. Giải phương trình tích phân  
1

0

( ) ( ) (1 3 ) ( )s f s st t dt     .      (2.1.44) 

Lời giải. Ta có ( , ) 1 3K s t st   là nhân suy biến với 

  
1 2
( ) 1, ( ) 3p s p s s    và 

1
( ) 1q t  , 

2
( )q t t . 



 

Ta có 
1

11 1 1
0

( ) ( ) 1a q t p t dt  , 
1

12 1 2
0

3
( ) ( )

2
a q t p t dt   , 

1

21 2 1
0

1
( ) ( )

2
a q t p t dt  , 

1

22 2 2
0

( ) ( ) 1a q t p t dt   , 

1 1

1 1
0 0

( ) ( ) ( )b q t f t dt f t dt   ,
1 1

2 2
0 0

( ) ( ) 3 ( )b q t f t dt tf t dt    . 

Đặt 
1

1
0

( )t dt    và 
1

2
0

( )t t dt   . Khi đó hệ phương trình tuyến tính tương ứng với phương trình 

(2.1.44) là  

   
1 2 1

1 2 2

3
(1 ) ,

2
1

(1 ) .
2

b

b

  

  


  


   


.     (2.1.45) 

Ta có 2

3
1 12( ) (4 )

1 41
2

D
 

 
 


  
 

. 

Nếu 2    thì ( ) 0D   . Khi đó hệ phương trình có nghiệm duy nhất  

1 2
1 2

4(1 ) 6

4

b b 



 




  và 2 1
2 2

4(1 ) 2

4

b b 



 




. 

Khi đó phương trình (2.1.44) có nghiệm là 

1 2 2 1
2 2

4(1 ) 6 4(1 ) 2
( ) 3 ( )

4 4

b b b b
s s f s

   


 
   

  
 

. 

Khi 2   hoặc 2   , xét phương trình liên hợp thuần nhất của (2.1.44) là 
1

0

( ) (1 3 ) ( )s st t dt    .      (2.1.46) 

Hệ phương trình tuyến tính tương ứng với phương trình (2.1.46) là  

1 2

1 2

1
(1 ) 0,

2
3

(1 ) 0.
2

  

  


  


   


.      (4.1.47) 

Với 2   hệ (2.1.47)  trở thành 
1 2

   . Khi đó phương trình (2.1.46) có nghiệm  

( ) (1 )s c s   . Do đó phương trình 
1

0

( ) ( ) 2 (1 3 ) ( )s f s st t dt     có nghiệm khi 

1

0

(1 ) ( ) 0s f s ds  . 



 

Với 2    hệ (2.1.47)  trở thành 
2 1

3   . Khi đó phương trình (2.1.46) có nghiệm  

( ) (1 3 )s c s   . Do đó phương trình 
1

0

( ) ( ) 2 (1 3 ) ( )s f s st t dt     có nghiệm khi   

1

0

(1 3 ) ( ) 0s f s ds  . 

2.2. Phương pháp xấp xỉ liên tiếp cho phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2  

Xét phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt          (2.2.1) 

trong đó các hàm f , K  cho trước,   là tham số,   là hàm cần tìm. 

Sử dụng phương pháp xấp xỉ liên tiếp, ta thiết lập điều kiện tồn tại nghiệm cũng như dạng 

nghiệm của phương trình (2.2.1) khi các hàm f , K  thỏa mãn một trong hai giả thiết sau 

Giả thiết ( )A : 

1
( )A : Hàm ( ) 0f t   và ( )f t  liên tục trên [ , ]a b , 

2
( )A : Hàm ( , ) 0K s t  , ( , )K s t  liên tục và | ( , )|K s t M  trên [ , ] [ , ]a b a b . 

Giả thiết ( )B : 

1
( )B : Hàm 

2
([ , ])f L a b , 0f   , 

 2
B : Hàm ( , )K s t  là 

2
L - nhân, 0K  . 

Ta xây dựng dãy { }
n

  như sau 

0
( ) ( )s f s  , 

1 0
( ) ( ) ( , ) ( )

b

a

s f s K s t t dt     ,…, 

1
( ) ( ) ( , ) ( )

b

n n
a

s f s K s t t dt      .      (2.2.2) 

Theo cách xây dựng ( )
n
s  ta có 

1

( ) ( ) ( , ) ( )
bn

m
n m

m a

s f s K s t f t dt 


    ,     (2.2.3) 

với 
1

( , ) ( , ) ( , )
b

m m
a

K s t K s x K x t dx  , 
1
( , ) ( , )K s t K s t  .   (2.2.4) 

Biểu thức (2.2.4) được gọi là nhân lặp thứ m  của phương trình (2.2.1). 

Bổ đề 2.2.1. Với , 0r r m  � , ta có 

( , ) ( , ) ( , )
b

m r m r
a

K s t K s x K x t dx  .      (2.2.5) 



 

Chứng minh. Sử dụng công thức (2.2.4) liên tiếp, ta được 

   
1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
b

m m
a

K s t K s x K x t dx    

    
1 1 2 1 1 1 1

... ( , ) ( , )... ( , ) ...
b b

m m m
a a

K s x K x x K x t dx dx     . 

Do đó ( , )
m
K s t  có 1m   dấu tích phân .  

Tương tự, ( , )
r
K s t  có 1r   dấu tích phân và ( , )

m r
K s t  có 1m r   dấu tích phân. Do đó 

( , ) ( , )
b

r m r
a

K s x K x t dx  có 1m   dấu tích phân. Vậy ta có đẳng thức (2.2.5).  

Định lí 2.2.2. Giả sử giả thiết ( )A  đúng và | | ( ) 1M b a   . Khi đó phương trình (2.2.1) có duy 

nhất nghiệm [ , ]C a b   được cho bởi chuỗi Neumann 

1

( ) ( ) ( , ) ( )
b

m
m

m a

s f s K s t f t dt 




    .    (2.2.6) 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh sự tồn tại nghiệm. Do ( )f s  liên tục trên [ , ]a b  nên tồn tại 

0U  để | ( )|f s U , [ , ]x a b . 

Bằng qui nạp, ta chứng minh được  

| ( , ) ( ) | ( )
s

m m

m
a

K s t f t dt UM b a  với 1,2,...m     (2.2.7) 

Do đó    

1 1

| ( , ) ( ) | [| | ( )]
s

m m
m

m ma

K s t f t dt U M b a 
 

 

   .    (2.2.8) 

Vì| | ( ) 1M b a    nên chuỗi ở vế phải của (2.2.8) hội tụ . Do đó vế trái của (2.2.8) là chuỗi hội tụ 

đều trên [ , ]a b , suy ra chuỗi 
1

( ) ( , ) ( )
b

m
m

m a

f s K s t f t dt




    hội tụ tuyệt đối và đều trên [ , ]a b . 

Đặt  
1

( ) ( ) ( , ) ( )
b

m

m
m a

s f s K s t f t dt 




    .     (2.2.9) 

Theo giả thiết ( )A  ta có [ , ]C a b  .  

Mặt khác, từ (2.2.3) và  (2.2.9) suy ra  

lim ( ) ( )
nn
s s 


   với  a s b  .     (2.2.10) 

Từ (2.2.2) và (2.2.10) suy ra   xác định bởi (2.2.9) là nghiệm phương trình (2.2.1). 

Bây giờ ta chứng minh sự duy nhất nghiệm. Giả sử 
1

  và 
2

  là hai nghiệm bất kì của phương trình 

(2.2.1). Đặt 
1 2

( ) ( ) ( )s s s    . Khi đó,   là nghiệm của phương trình thuần nhất 



 

( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt    .       (2.2.11) 

Với mọi a s b  , từ (2.2.11) ta có | ( )| | | | ( , ) | | ( )| | | .|| ||( )
b

a

s K s t t dt M b a       . 

Suy ra [1 | | ( )]|| || 0M b a    . Do| | ( ) 1M b a    nên 0   hay 0  . Vậy nghiệm   là duy 

nhất. 

Định lí 2.2.3. Giả sử giả thiết ( )B đúng và | |.|| || 1K  . Khi đó phương trình (2.2.1) có duy nhất 

nghiệm 
2
([ , ])L a b   xác định bởi 

1

( ) ( ) ( , ) ( )
s

m

m
m a

s f s K s t f t dt 




    .    (2.2.12) 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh sự tồn tại nghiệm.  Đặt  

   ( ) ( , ) ( )
b

m
m m

a

u s K s t f t dt  ,  

2 2sup{ | ( , )| , [ , ]}
b

m m
a

C K s t dt s a b  . 

Theo bất đẳng thức Schwartz  ta có 

2 2 2 2 2| ( , ) ( ) | [ | ( , )| ][ | ( )| ] || ||
b b b

m m m
a a a

K s t f t dt K s t dt f t dt C f    . (2.2.13) 

Từ Bổ đề 2.2.1 suy ra  

1
( , ) ( , ) ( , )

b

m m
a

K s t K s x K x t dx  .     (2.2.14) 

Do đó 

2 2 2

1
| ( , ) | [ | ( , )| ][ | ( , ) | ]

b b

m m
a a

K s t K s x dx K x t dx   .   (2.2.15) 

Lấy tích phân hai vế của (2.2.15)  theo t từ a  đến b , ta được 2 2 2

1
|| ||

m m
C K C  . 

Tương tự, ta có dãy các đánh giá  
2 2 2

1 2
|| ||

m m
C K C  ,  2 2 2

2 1
|| ||

m m
C K C  , …, 2 2 2

2 1
|| ||C K C . 

Do đó 
2 2 2 2 2 2

1 2
|| || || || || || ....

m m m
C K C K K C     

2 2 2 2 2 2

1 1

2 2

|| || .....|| || || || m

m

K K C K C



 


 .  (2.2.16) 

Từ (2.2.13) và (2.2.16) suy ra 

2 2 2 2 2

1
| ( , ) ( ) | || || || ||
b

m

m
a

K s t f t dt C K f .    (2.2.17) 



 

Vậy 
1 1

1 1
| ( )| || || | | || || | ||| || (| ||| ||)m m m
m
u s f C K f C K     .  (2.2.18) 

Vì| |.|| || 1K   nên chuỗi 
1

( )
m

m

u s



  hội tụ tuyệt đối và đều trên [ , ]a b . 

Do đó chuỗi 
1

( ) ( , ) ( )
s

m

m
m a

f s K s t f t dt




    hội tụ tuyệt đối và đều trên [ , ]a b .  

Đặt  

1

( ) ( ) ( , ) ( )
s

m

m
m a

s f s K s t f t dt 




    .    (2.2.19) 

Nhân hai vế của (2.2.19) với ( , )K x s , sau đó lấy tích phân theo s  từ a  đến b , kết hợp với (2.2.19), 

ta được 

1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
b s

m

m
ma a

K x s s ds K s t f t dt x f x   




    . 

Vậy công thức (2.2.19) là nghiệm của phương trình (2.2.1).  

Mặt khác, từ (2.2.18) ta có 
2
([ , ])

m
u L a b . Do đó 

2
([ , ])L a b  . 

Bây giờ ta chứng minh sự duy nhất nghiệm. Với  cho trước, giả sử 
1
( )s  và 

2
( )s  là hai nghiệm 

của phương trình (2.2.1). Đặt 
1 2

( ) ( ) ( )s s s    .  Khi đó ( )s  là nghiệm của phương trình thuần 

nhất 

( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt    .      (2.2.20) 

Sử dụng bất đẳng thức Schwarts, từ (2.2.20) ta có 

2 2 2 2| ( )| | | [ | ( , )| ][ | ( )| ]
b b

a a

s K s t dt t dt     .    (2.2.21) 

Lấy tích phân hai vế của (2.2.21) theo s  từ a  đến b  và biến đổi ta được 
2 2(1 | | )|| || 0B   .       

Do | | 1B   nên || || 0  , suy ra ( ) 0s   hầu hết với [ , ]s a b . Do đó phương trình (2.2.1) có 

nghiệm duy nhất.  

Ví dụ 2.2.4.    Giải phương trình tích phân  

0

( ) 1 [sin( )] ( )s s t t dt


     .     (2.2.22) 

Lời giải. Ta thiết lập dãy nhân lặp ( , )
n
K s t  như sau 

     
1
( , ) ( , ) sin( )K s t K s t s t   , 

2
0

1
( , ) ( , ) ( , ) cos( )

2
K s t K s x K x t dx s t



   , 



 

3 2
0

( , ) ( , ) ( , )K s t K s x K x t dx


  21
( ) sin( )
2

s t  , 3

4

1
( , ) ( ) cos( )

2
K s t s t  , 

4

5

1
( , ) ( ) sin( )

2
K s t s t  ,…và 2

0 0

|| || sin ( )
2

K s t dsdt
  

    . 

Điều kiện | ||| || 1K   trở thành  
2 2

 


  .  

Do đó,  với   thỏa mãn 
2 2

 


  , nghiệm của phương trình (2.2.22) là 

2 2 3

0 0 0

1 1
( ) 1 sin( ) cos( ) ( ) sin( ) ...

2 2
s s t dt s t dt s t dt

  

               

2 2 4 41 1
1 2 [1 ( ) ( ) ...]cos

2 2
s                                                  

2 2 2 4 41 1
[1 ( ) ( ) ...]sin

2 2
s        

2

2 2

8 cos 4 sin
1

4

s s  
 


 


. 

Như vậy, trong  Định lí 2.2.2 và Định lí 2.2.3 nghiệm của phương trình (2.2.1) được cho bởi công 

thức (2.2.12). Vấn đề đặt ra là giải thức của phương trình (2.2.1) xác định như thế nào và có tính 

chất gì đặc biệt? Trong phần kế tiếp, chúng tôi sẽ khảo sát vấn đề này. 

Định lí 2.2.5. Giả sử giả thiết ( )B  đúng và | |.|| || 1K  . Khi đó phương trình (2.2.1) có duy nhất 

giải thức xác định bởi 

1

1

( , ; ) ( , )m

m
m

s t K s t 






   .    (2.2.23) 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh sự tồn tại. Theo chứng minh Định lí 2.2.3, ta có chuỗi sau 

1

( , ) ( )
b

m

m
m a

K s t f t dt



  . 

Do đó nghiệm của phương trình (2.2.1) viết được dưới dạng 

1

1

( ) ( ) [ ( , )] ( )
b

m
m

ma

s f s K s t f t dt  






   .    (2.2.24) 

Mặt khác, theo 2.1,  nghiệm của phương trình (2.2.1) có dạng 

( ) ( ) ( , ; ) ( )
b

a

s f s s t f t dt     .     (2.2.25) 

So sánh (2.2.24) và (2.2.25), ta được 1

1

( , ; ) ( , )m

m
m

s t K s t 






   . Ta chứng minh chuỗi 

1

1

( , )m

m
m

K s t





  hội tụ. 



 

Đặt   2 sup{ | ( , ) | , [ , ]}
b

a

E K s t ds t a b  . Ta có  

1
( , ) ( , ) ( , )

b

m m
a

K s t K s x K x t dx  .     (2.2.26) 

Sử dụng bất đẳng thức Schwarts, từ (2.2.26) ta được 

2 2 2 2 2
1

| ( , )| [ | ( , )| ][ || ( , ) ]
b b

m m m
a a

K s t K s x dx K x t dx E C   .   (2.2.27) 

Từ (2.2.16) và (2.2.27), ta có 1

1
| ( , ) | || ||m
m
K s t C E K  . 

Suy ra 1 1 1
1

| ( , ) | || ||m m m
m
K s t C E K    .     (2.2.28) 

Do | ||| || 1K   nên 1 1

1
1

|| ||m m

m

C E K


 


  hội tụ. 

Khi đó, từ (2.2.28) suy ra chuỗi 1

1

( , )m

m
m

K s t





  hội tụ tuyệt đối. 

Do đó giải thức 1

1

( , ; ) ( , )m
m

m

s t K s t 






    tồn tại. 

Bây giờ ta chứng minh ( , ; )s t   duy nhất. Giả sử với   thỏa mãn | ||| || 1K  , phương trình (2.2.1) 

có hai giải thức là 
1
( , ; )s t   và 

2
( , ; )s t  . Khi đó phương trình (2.2.1) có hai nghiệm là 

1
( )s , 

2
( )s . 

Do tính duy nhất nghiệm của phương trình (2.2.1) nên với mọi 
2
([ , ])f L a b , ta có 

1 2
( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )

b b

a a

s t f t dt s t f t dt     .              (2.2.29) 

Đặt  
0 1 2
( , ; ) ( , ; ) ( , ; )s t s t s t       . Từ (2.2.29), ta suy ra 

0
( , ; ) ( ) 0

b

a

s t f t dt   với bất kì 
2
([ , ])f L a b .          (2.2.30) 

Chọn 
0

( ) ( , ; )f t s t    với s  cố định, từ (2.2.30) ta có 2
0

| ( , ; )| 0
b

a

s t dt  . 

Suy ra 
0
( , ; ) 0s t    với hầu hết [ , ]t a b . Vậy giải thức ( , ; )s t   duy nhất. 

Định lí 2.2.6.  Giả sử giả thiết ( )B  đúng và ( , ; )s t   là giải thức của phương trình tích phân 

(2.2.1). Khi đó 

( , ; ) ( , ) ( , ; ) ( , )
b

a

s t K s t s x K x t dx         (2.2.31) 

và 



 

     
, ;

, ; , ;
b

a

s t
s x x t dx


 




  

  .     (2.2.32) 

Chứng minh. Theo Định lí 2.2.5, ta có  

1 1

1
1 2

( , ; ) ( , ) ( , ) ( , )m m

m m
m m

s t K s t K s t K s t  
 

 

 

     . 

Từ (2.2.26), ta suy ra ( , ; ) ( , ) ( , ; ) ( , )
b

a

s t K s t s x K x t dx      . Vậy ta có (2.2.31). 

Ta lại có 1 1

1 1

( , ; ) ( , ; ) ( , ) ( , )
b b

m n

m n
m na a

s x x t dx K s x K x t dx   
 

 

 

       

       2

1 1

( , ) ( , )
b

m n
m n

m n a

K s x K x t dx
 

 

 

   . 

hay 

2

1 1

( , ; ) ( , ; ) ( , )
b

m n

m n
m na

s x x t dx K s t  
 

 


 

    .    (2.2.33) 

Mặt khác, đặt m n p  , ta có 

1
2 2

1 1 2 1

( , ) ( , )
p

m n p
m n p

m n p n

K s t K s t 
  

  


   

  2

2

( 1) ( , )p
p

p

p K s t






  .    

hay  

2

1 1

( , ; )
( , )m n

m n
m n

s t
K s t




 
 


 




 .     (2.2.34)  

So sánh (2.2.33) và (2.2.34), ta suy ra (2.2.32). 

2.3. Các định lí Fredholm 

Trong Mục 2.1 và Mục 2.2, chúng tôi đã mô tả nghiệm của phương trình tích phân Fredholm 

loại 2 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt          (2.3.1) 

là một chuỗi hội tụ đều theo tham số   với   thích hợp.  

Trong Mục 2.1, chúng tôi khảo sát phương trình (2.3.1) trong trường hợp ( , )K s t  là nhân suy 

biến.  

Fredholm đã khảo sát phương trình (2.3.1) trong trường hợp ( , )K s t  là 
2
L -nhân bất kì với 

tham số   bất kì và ông xem phương trình (2.3.1) như là giới hạn của hệ phương trình tuyến tính. 

Phương pháp mà Fredholm sử dụng  giống phương pháp được áp dụng cho tích phân xác định trên 

[ , ]a b . Với phương pháp này, Fredholm đưa ra nghiệm của phương trình (2.3.1) rõ ràng hơn Mục 

2.1. Trong phần này, chúng tôi trình bày phương pháp khảo sát này thông qua các định lí Fredholm. 

Chia [ , ]a b  thành n  phần  bằng nhau bởi các điểm chia 



 

1 1
s t a  , 

2 2
s t a h   ,…, ( 1)

n n
s t a n h    , trong đó 

b a
h

n


 . 

Khi đó 
1

( , ) ( ) ( , ) ( )
b n

j j
ja

K s t t dt h K s s s 

 � . Do đó (2.3.1) xấp xỉ phương trình  

1

( ) ( ) ( , ) ( )
n

j j
j

s f s h K s s s  


    với mọi [ , ]s a b .  (2.3.2) 

Phương trình (2.3.2) thỏa mãn với mọi [ , ]s a b  nên cũng thỏa mãn tại n  điểm chia 
i
s , 

1,2,...,i n , tức là  

1

( ) ( ) ( , ) ( )
n

i i i j j
j

s f s h K s s s  


   , 1,2,...,i n .   

Đặt ( )
i i
f f s , ( )

i i
s  , ( , )

ij i j
K K s s . Khi đó, phương trình (2.3.1) xấp xỉ với mỗi phương 

trình của hệ phương trình tuyến tính  n  ẩn 
1 2
, ,...,

n
    sau 

1

n

i ij i i
j

h K f  


  , 1,2,...,i n .    (2.3.3) 

Giải hệ (2.3.3), ta tìm được  
i

  là các nghiệm xấp xỉ của phương trình (2.3.1). 

Như vậy, việc khảo sát phương trình (2.3.1) quy về  khảo sát hệ phương trình (2.3.3). 

Xét định thức của hệ phương trình (2.3.3)  

11 12 1

21 22 2

1 2

1

1
( )

1

n

n
n

n n nn

hK hK hK

hK hK hK
D

hK hK hK

  
  



  

  
  



  





   



.   (2.3.4) 

Khai triển định thức ( )
n
D   theo các lũy thừa của ( )h , ta được 

  
2

1 , 1

( )
( ) 1

2!

n n
pp pq

n vv
v p q qp qq

K Kh
D h K

K K
 

 


      

   
3

, , 1

( )

3 !

pp pq prn

qp qq qr
p q r

rp rq rr

K K K
h

K K K

K K K





    

    

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2

, ,..., 1

( )

!

n

n

n

n n n n

p p p p p p

n n
p p p p p p

p p p

p p p p p p

K K K

K K Kh

n

K K K





 





   



. (2.3.5) 



 

Kí hiệu 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 2

1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) , ,...,

, ,...,

( , ) ( , ) ( , )

n

n n

n

n n n n

K s t K s t K s t

K s t K s t K s t s s s
K
t t t

K s t K s t K s t

 
   

 





   



.   (2.3.6) 

Khi đó (2.3.5) được viết lại  

2

1 , 1

,( )
( ) 1 ( , )

,2 !

n n
p q

n p p
v p q p q

s sh
D h K s s K

s s
 

 

 
     

 
        

  
3

, , 1

, ,( )
...

, ,3 !

n
p q r

p q r p q r

s s sh
K
s s s




 
   

 
    (2.3.7) 

Khi n    thì 0h   và mỗi số hạng của tổng (2.3.7) lần lượt tiến về tích phân xác định, tích 

phân hai lớp, tích phân ba lớp,… Do đó với mọi tham số  , ta có ( )
n
D   tiến về ( )D   xác định bởi 

2
1 2

1 2
1 2

,
( ) 1 ( , )

,2 !

b b b

a a a

s s
D K s s ds K ds ds

s s
 

 
     

 
    

3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

, ,
...

, ,3 !

b b b

a a a

s s s
K ds ds ds
s s s

  
   

 
     (2.3.8) 

Định lí 2.3.1. Chuỗi ( )D   xác định bởi (2.3.8) hội tụ tuyệt đối và hầu khắp theo  . 

Chứng minh. Phép chứng minh được trình bày trong [5, tr.32-33]. 

Khi ( ) 0D   , ta sẽ tìm nghiệm phương trình (2.3.1) dưới dạng 

( ) ( ) ( , ; ) ( )
b

a

s f s s t f t dt           (2.3.9) 

trong đó 
( , ; )

( , ; )
( )

D s t
s t

D




  .       (2.3.10) 

Như vậy chúng ta cần xác định ( , ; )D s t  . 

Theo Định lí 2.2.4, ta có  

( , ; ) ( , ) ( , ) ( , ; )
b

a

s t K s t K s x x t dx      .    (2.3.11) 

Thay (2.3.10) vào (2.3.11), ta được 

( , ; ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ; )
b

a

D s t K s t D K s x D x t dx      .   (2.3.12) 

Ta tìm ( , ; )D s t   dưới dạng chuỗi theo tham số   như sau 

   
0

1

( )
( , ; ) ( , ) ( , )

!

p

p
p

D s t C s t C s t
p







   .    (2.3.13) 

Ta viết chuỗi (2.3.8) ở  dạng 



 

1

( )
( ) 1

!

p

p
p

D c
p







          (2.3.14) 

trong đó    1 2

1 2
1 2

, ,...,
... ...

, ,...,

b b
p

p p
pa a

s s s
c K ds ds ds

s s s

 
   

 
  .    (2.3.15) 

Thay (2.3.14) và (2.3.13) vào vế phải của (2.3.12), ta được 

( , ; ) ( , )D s t K s t 
1

1

( )
[ ( , ) ( , ) ( , ) ]

!

bp

p p
p a

c K s t p K s x C x t dx
p







    (2.3.16) 

So sánh (2.3.13) và (2.3.16), ta được 

0
( , ) ( , )C s t K s t ,        (2.3.17) 

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

b

p p p
a

C s t c K s t p K s x C x t dx   .    (2.3.18) 

Bổ đề 2.3.2. Số hạng ( , )
p
C s t  thỏa mãn (2.3.18) có dạng 

1 2

1 2
1 2

, , ,...,
( , ) ... ...

, , ,...,

b b
p

p p
pa a

s x x x
C s t K dx dx dx

t x x x

 
   

 
  , 1p     (2.3.19) 

Chứng minh. Ta có  

1

1 2 1 1 1 1

1 2

1

( , ) ( , ) ( , )

, , ,..., ( , ) ( , ) ( , )

, , ,...,

( , ) ( , ) ( , )

p

p p

p

p p p p

K s t K s x K s x

s x x x K x t K x x K x x
K
t x x x

K x t K x x K x x

 
  

 





   



  (2.3.20) 

Suy ra  

1

1 2 1 1 1 1

1 2

1

( , ) ( , ) ( , )

, , ,..., ( , ) ( , ) ( , )

, , ,...,

( , ) ( , ) ( , )

p

p p

p

p p p p

K s t K x t K x t

s x x x K s x K x x K x x
K
t x x x

K s x K x x K x x

 
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 





   



  (2.3.21) 

Khai triển định thức trong vế phải của (2.3.21) theo cột thứ nhất, ta được 

1 2 1 2 1 1 2 1

1
1 2 1 2 1 2 1

, , ,..., , ,..., , ,...,
( , ) ( , )

, , ,..., , ,..., , ,...,
p p p

p p p

s x x x x x x x x x
K K s t K K s x K
t x x x x x x t x x

 

 

     
           

     
    

  2 1 3 1

2
1 3 1

, , ,...,
( , ) ...

, , ,...,
p

p

x x x x
K s x K

t x x x




 
   

 
  (2.3.22) 

Lấy tích phân hai vế của (2.3.22) lần lượt theo các biến 
1 2
, ,...,

p
x x x  và sử dụng kí hiệu (2.3.15), ta 

có (2.3.19). 

Khi đó, từ (2.3.13), (2.3.17) và (2.3.19), ta được 



 

     1 2

1 2
1 1 2

, , ,...,( )
( , ; ) ( , ) ... ...

, , ,...,!

b bp
p

p
p pa a

s x x x
D s t K s t K dx dx dx

t x x xp






 
    

 
   . (2.3.23) 

Định lí 2.3.3. Chuỗi ( , ; )D s t   xác định bởi (2.3.23) hội tụ tuyệt đối và hầu khắp theo tham số  . 

Chứng minh. Phép chứng minh được trình bày trong [5, tr.33-34]. 

Cuối cùng, chúng ta kiểm tra rằng công thức ( ) ( ) ( , ; ) ( )
b

a

s f s s t f t dt      với ( , ; )s t   xác định 

bởi (2.3.10), ( )D   xác định bởi (2.3.8), ( , ; )D s t   xác định bởi (2.3.23) là nghiệm của phương trình 

(2.3.1) và nghiệm này là duy nhất.  

Nhân ( , ; )s t   vào hai vế phương trình (2.3.1), ta được  

( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )
b b

a a

s x x dx s x f x dx        

         [ ( , ; ) ( , ) ] ( )
b b

a a

s x K x t dx t dt     .   (2.3.24) 

Thay (2.3.11) vào vế trái của (2.3.24), ta có 

 [ ( , ) ( , ) ( , ; ) ] ( , ; ) ( )
b b b

a a a

K s x K s t t x dt x dx s x f x dx          

     [ ( , ; ) ( , ) ] ( )
b b

a a

s x K x t dx t dt      

hay 

( , ) ( ) ( , ; ) ( )
b b

a a

K s x x dx s x f x dx        (2.3.25) 

Kết hợp (2.3.1) và (2.3.25), ta được 

( ) ( ) ( , ; ) ( )
b

a

x f x s t f t dt          (2.3.26) 

Công thức (2.3.26) là nghiệm của phương trình (2.3.1) và nghiệm này là duy nhất. 

Từ các kết quả trên, ta có định lí sau 

Định lí 2.3.4. (Định lí Fredholm thứ nhất)  

Nếu   0D    thì phương trình (2.3.1) với 
2
([ , ])f L a b , ( , )K s t  bị chặn và  ( , )K s t  là 

2
L - nhân, 

có nghiệm duy nhất được cho bởi 

( ) ( ) ( , ; ) ( )
b

a

s f s s t f t dt          (2.3.27) 

trong đó giải thức ( , ; )s t   xác định bởi 

( , ; )
( , ; )

( )

D s t
s t

D




         (2.3.28) 



 

với 
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 và  

1 2

1 2
1 1 2

, ,...,( )
( ) 1 ... ...

, ,...,!

b bp
p

p
p pa a

s s s
D K ds ds ds

s s sp






 
    

 
   .    (2.3.30) 

Nhận  xét 2.3.5. Với các kí hiệu như (2.3.15) và (2.3.19) ta có 

(i) ( , )
b

p p
a

c C s s ds  .         (2.3.31) 

(ii) Nếu kí hiệu 
0

1c   thì giải thức (2.3.28) được viết dưới dạng 

0

0

( )
( , )

!
( , ; )

( )

!

p
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Ví dụ 2.3.6. Giải phương trình tích phân Fredholm loại 2  

0

( ) 1 sin( ) ( )s s t t dt


     .     (2.3.33) 

Lời giải. Ta có  
0

1c  , 
0
( , ) ( , ) sin( )C s t K s t s t   ,  

    
1 0

0

( , ) 0c C s s ds


  , 
1 1 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )C s t c K s t K s x C x t dx


  
1

cos( )
2

s t    

    2

2 1
0

1
( , )

2
c C s s ds



   ,  
2 2 1

0

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) 0C s t c K s t K s x C x t dx


   . 

Từ (2.3.31) suy ra 0
p
c   với 2p  .  

Do đó, từ (2.3.18) suy ra ( , ) 0
p
C s t   với 2p  . 

Khi đó, với 
2


  ,  phương trình (2.3.33) có nghiệm là 

2

2 2 2 2
0

1
sin( ) cos( ) 8 cos 4 sin2( ) 1 4 1

4 4

s t s t s
s dt

    
   

   
   

  . 

Định lí Fredholm thứ nhất không đúng khi   là nghiệm của phương trình ( ) 0D   . Khi nhân 

( , )K s t  suy biến và   là nghiệm của phương trình  ( ) 0D    thì theo 2.1  phương trình thuần nhất 

( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt         (2.3.34) 

có nghiệm không tầm thường.  



 

Khi ( , )K s t  là 
2
L - nhân thì kết quả trên còn đúng không? Ta sẽ khảo sát vấn đề này. 

Bổ đề 2.3.7. Không điểm của ( )D   là cực của giải thức (2.3.28) và cấp của cực này không quá cấp 

của không điểm ( )D  .  

Chứng minh. Lấy đạo hàm hai vế của (2.3.30) và so sánh với (2.3.29), ta được 

( ) ( , , )
b

a

D D s s    .     (2.3.35) 

Nếu 
0
  là không điểm cấp k  của ( )D   thì 

0
  là không điểm cấp 1k   của ( )D  . 

Khi đó, từ (2.3.35) suy ra 
0
  là không điểm của ( , , )D s t   có cấp không quá 1k  .  

Do đó 
0
  là cực của giải thức (2.3.28) có cấp không quá k . 

Bổ đề 2.3.8. Nếu 
0
  là không điểm cấp 1 của ( )D   thì 

0
( , , )D s t   là nghiệm của phương trình 

thuần nhất 

0
( ) ( , ) ( )

b

a

s K s t t dt    .     (2.3.36) 

Hơn nữa, nếu 
0

( , , )D s t   là nghiệm của phương trình thuần nhất (2.3.36) thì 
0

( , , )D s t   cũng là 

nghiệm của phương trình thuần nhất (2.3.36). 

Chứng minh. Nếu 
0
  là không điểm cấp 1 của ( )D   thì 

0
( ) 0D   , 

0
( ) 0D   .  

Từ (2.3.35) suy ra 
0

( , , ) 0D s t   . Do đó, từ (2.3.12)  suy ra 
0

( , , )D s t   là nghiệm của phương trình 

thuần nhất (2.3.36). 

Bây giờ chúng ta khảo sát trường hợp 
0
  là không điểm cấp m  của ( )D  . 

Theo Bổ đề 2.3.7, ta có 

0
( ) 0D   ,…, ( )

0
( ) 0rD   , ( )

0
( ) 0mD     với 1,..., 1r m  . (2.3.37) 

Đặt  
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trong đó { }
i
s  và { }

i
t , 1,...,i n , là hai dãy bất kì. 

Do  chuỗi (2.3.29) và (2.3.30) hội tụ với mọi tham số   nên chuỗi (2.3.38) cũng hội tụ với mọi 

tham số  . 

Bổ đề 2.3.9. Nếu 
0
  là không điểm cấp m  của ( )D   thì  

1 2
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D
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
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     (2.3.39) 



 

Khi đó tồn tại những 
r
D  với r m  mà 0

r
D  . 

Chứng minh. Lấy đạo hàm hai vế  (2.3.30) n  lần và so sánh với (2.3.38), ta suy ra 
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Do đó, nếu 
0
  là không điểm cấp m  của ( )D   thì từ (2.3.40) suy ra 
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Với kí hiệu (2.3.6), ta có 
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    (2.3.41) 

Khai triển định thức (2.3.41) theo dòng thứ nhất, sau  đó lấy tích phân bội p   lần lượt đối với 

1 2
, ,...,

p
x x x ( 1)p  , ta được 
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                    2 11
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Ta nhận thấy, trong tổng thứ hai  của (2.3.42) nếu chuyển giá trị 
h
x  ở dòng thứ nhất đến vị trí thứ 

nhất thì các số hạng trong tổng thứ hai này bằng nhau. Do đó (2.3.42) trở thành 
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              2 1 1
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Thay (2.3.43) vào (2.3.38), ta được 
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Ngoài ra, nếu khai triển (2.3.41) theo cột thứ nhất và thực hiện các phép biến đổi tương tự như trên, 

ta sẽ được 
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Theo Bổ đề 2.3.9, nếu 
0
  là không điểm cấp m  của ( )D   thì 0

m
D   và do đó  có  những 

1 2 1
, ,...,

m
D D D   cũng không bị triệt tiêu. Giả sử 

r
D  là số hạng đầu tiên trong dãy 

1 2 1
, ,...,

m
D D D   mà 

0
r
D   (số r  được gọi là chỉ số của

0
 ) . Khi đó 

1
0

r
D    và  từ (2.3.44) ta có 
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Từ (2.3.46) suy ra phương trình thuần nhất (2.3.34) có một nghiệm là 
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.     (2.3.47) 

Lần lượt thay đổi vị trí của s  trong dòng thứ nhất của 
r
D , ta nhận được r  nghiệm của phương trình 

thuần nhất xác định bởi 
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Đặt  
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Khi đó ( )
i
s , 1,...,i r , là những nghiệm của phương trình thuần nhất (2.3.34). 



 

Mặt khác, nếu dãy 
1 2 1 2
, ,..., , , ,...,

p p
s s s x x x  có hai giá trị 

i
s  nào đó bằng nhau thì định thức (2.3.41) 

có hai dòng giống nhau nên bằng 0. Suy ra 
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Do đó, nếu 
1

( ) 0
r

k k
k

s


   thì lần lượt chọn 
i

s s , kết hợp với (2.3.50), ta được 0
i

   với 

1,...,i r . Vậy ( )
i
s  là những nghiệm độc lập tuyến tính của phương trình thuần nhất (2.3.34). Do 

đó mọi tổ hợp tuyến tính của ( )
i
s  đều là nghiệm của phương trình (2.3.34). 

Bổ đề 2.3.10. Mọi nghiệm của phương trình (2.3.34) đều là tổ hợp tuyến tính của những nghiệm độc 

lập tuyến tính ( )
i
s xác định bởi (2.3.49). 

Chứng minh. Đặt  
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Trong (2.3.45), lấy n r  và bổ sung thêm hai giá trị s  và t , ta được  
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Đối với 
r
D  trong (2.3.51), chuyển s  vào giữa 
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ta được 
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Giả sử ( )s  là nghiệm của phương trình (2.3.34). Khi đó, nhân ( )t  vào hai vế của phương trình 

(2.3.34) và lấy tích phân theo t , ta được 
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Vậy 
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  .        (2.3.54) 

Từ Bổ đề 2.3.7 – 2.3.10 ta có định lí sau 

Định lí 2.3.11. (Định lí Fredholm thứ hai) 

Nếu 
0
  là không điểm cấp m  của ( )D   thì phương trình thuần nhất (2.3.34) có ít nhất một nghiệm 

và nhiều nhất m  nghiệm khác không , độc lập tuyến tính, xác định bởi 

       1 1 1

0
1

,..., , , ...,
( )

,.....................,
i i r

i r
r

s s s s s
s D

t t
  

 
 
 
 

 1,...,i r , 1 r m     (2.3.55) 

Hơn nữa, mọi nghiệm khác của phương trình (2.3.34) đều là tổ hợp tuyến tính của các nghiệm 

( )
i
s . 

Định lí Fredholm thứ nhất chứng tỏ rằng phương trình  

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt         (2.3.56) 

có nghiệm duy nhất nếu   thỏa mãn ( ) 0D   . 

Định lí Fredholm thứ hai khảo sát nghiệm của phương trình thuần nhất  

( ) ( , ) ( )
b

a

s K s t t dt         (2.3.57) 

với   thỏa mãn ( ) 0D   . 

Tiếp theo, chúng ta khảo sát điều kiện để phương trình (2.3.56) có nghiệm trong trường hợp  thỏa 

mãn   0D   . Các lập luận và kết quả trong phần này tương tự 

trường hợp nhân suy biến nhưng công thức nghiệm được cho rõ ràng hơn.   

Bây giờ, ta xét phương trình liên hợp với phương trình (2.3.56) là 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K t s t dt     .    (2.3.58) 

Lập luận tương tự định lí Fredholm thứ nhất, ta nhận được định lí sau 

Định lí 2.3.13. Nếu ( ) 0D    thì phương trình (2.3.58) có nghiệm duy nhất và nghiệm được cho 

bởi 

( ) ( ) ( , ; ) ( )
b

a

s f s t s f t dt         (2.3.59) 

trong đó  giải thức ( , ; )t s   xác định bởi 

( , ; )
( , ; )

( )

D t s
t s

D




        (2.3.60) 



 

với 

1 2

1 2
1 1 2

, , ,...,( )
( , ; ) ( , ) ... ...

, , ,...,!

b bp
p

p
p pa a

t x x x
D t s K t s K dx dx dx

s x x xp






 
    

 
    (2.3.61) 

 và  

1 2

1 2
1 1 2

, ,...,( )
( ) 1 ... ...

, ,...,!

b bp
p

p
p pa a

s s s
D K ds ds ds

s s sp






 
    

 
       (2.3.62) 

Đối với phương trình thuần nhất của phương trình (2.3.58) ta có kết quả 

Định lí 2.3.14. Với 
0
  là không điểm của ( )D   có chỉ số r thì phương trình thuần nhất  

( ) ( , ) ( )
b

a

s K t s t dt         (2.3.63) 

 có r  nghiệm độc lập tuyến tính xác định bởi 

 

1

0
1 1 1

1

0
1 1 1

,....................,

,..., , , ...,
( )

,....................,

,..., , , ...,

r

r
i i r

i

r
r

i i i r

s s
D
t t t t t

s
s s

D
t t t t t





 

 

 
 
 
  
 
 
 
 

, 1,...,i r   (2.3.64) 

trong đó các giá trị 
1
,...,

r
s s  và 

1
,...,

r
t t  được chọn sao cho mẫu không bị triệt tiêu. 

Điều kiện có nghiệm của phương trình (2.3.56) với  thỏa mãn   0D    thể hiện qua định lí sau 

Định lí 2.3.15. Giả sử
0
  là cực điểm cấp m  của ( )D  . Khi đó phương trình (2.3.56) ứng với 

0
  có 

nghiệm nếu và chỉ nếu ( )f s  trực giao với mọi nghiệm ( )
i
s  của phương trình (2.3.63) ứng với

0
 . 

Chứng minh. Giả sử phương trình (2.3.56) có nghiệm là ( )s  ứng với 
0
 , tức là 

    
0

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt     .    (2.3.65) 

Nhân hai vế của (2.3.65) với ( )
k
s   1,...,k r , sau đó lấy tích phân theo s , ta được 

( ) ( ) 0
b

k
a

f s s ds  . Suy ra là ( )f s  trực giao với mọi nghiệm ( )
i
s . 

Ngược lại, giả sử ( )f s  trực giao với mọi nghiệm ( )
i
s  của phương trình (2.3.63) ứng với

0
 . Ta 

chứng minh nghiệm của phương trình (2.3.56) ứng với 
0
  cho bởi 

     
0 0
( ) ( ) ( , ; ) ( )

b

a

s f s H s t f t dt         (2.3.66) 

với giải thức ( , ; )H s t   được cho bởi (2.3.51). Thật vậy, thay (2.3.66) vào phương trình (2.3.56), ta 

nhận được        



 

0
( )[ ( , ; ) ( , ) ( , ) ( , ; ) ] 0

b b

a a

f t H s t K s t K s x H x t dx dt      .  (2.3.67) 

Thay (2.3.52) vào (2.3.67), ta được 
1

( , ) ( ) ( ) 0
br

h h
h a

K s t t f t dt


   .  (2.3.68) 

Do ( )f s  trực giao với mọi nghiệm ( )
i
s  nên (2.3.68) thỏa mãn.  

Vậy công thức (2.3.66) là một nghiệm của phương trình (2.3.56) ứng với 
0
  . 

Nhận xét 2.3.16. Do hiệu hai nghiệm bất kì của phương trình (2.3.56) ứng với 
0
  là nghiệm của 

phương trình thuần nhất (2.3.34) ứng với 
0
  nên nghiệm của phương trình (2.3.56) ứng với 

0
  có 

dạng  

0
1

( ) ( ) ( , ; ) ( ) ( )
b r

h h
ha

s f s H s t f t dt s   


    .   

Từ Định lí 2.3.15 và Nhận xét 2.3.16 ta có định lí sau  

Định lí 2.3.17. (Định lí Fredholm thứ ba) 

Cho phương trình tích phân tuyến tính  Fredholm loại 2 

0
( ) ( ) ( , ) ( )

b

a

s f s K s t t dt          (2.3.69) 

với 
0

( ) 0D   . 

Phương trình (2.3.69) có nghiệm khi và chỉ khi ( )f s  trực giao với mọi nghiệm ( )
i
s  của phương 

trình liên hợp thuần nhất của phương trình (2.3.69) 

0
( ) ( , ) ( )

b

a

s K t s t dt    .      (2.3.70) 

Khi đó, nghiệm tổng quát của phương trình (2.3.69) có dạng 

0
1

( ) ( ) ( , ; ) ( ) ( )
b r

h h
ha

s f s H s t f t dt s   


       (2.3.71) 

trong đó giải thức ( , ; )H s t   xác định bởi  

 

1

1 0
1

1

0
1

, ,...,

, ,...,
( , ; )

,...,

,...,

r
r

r

r

r
r

s s s
D

t t t
H s t

s s
D
t t









 
 
 
 
 
 
 
 

.    (2.3.72) 

2.4. Phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 với nhân đối xứng 

Trong mục này chúng tôi khảo sát phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 với 

nhân đối xứng  

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt         (2.4.1) 



 

Ở trường hợp này, nghiệm của phương trình được biểu diễn qua các giá trị riêng và hàm 

riêng của nhân ( , )K s t . 

Định nghĩa 2.4.1. Nhân ( , )K s t  được gọi là nhân đối xứng nếu ( , ) ( , )K s t K t s . 

Bổ đề 2.4.2. Nếu ( , )K s t  là nhân đối xứng thì nhân lặp ( , )
n
K s t , 2n   đối xứng. 

Chứng minh. Dễ dàng chứng minh bằng phương pháp qui nạp. 

Bây giờ ta xây dựng toán tử như sau: Với 
2
([ , ])L a b  , ( , )K s t  là 

2
L - nhân, xét toán tử K  xác 

định bởi 

     ,
b

a

K s K s t t dt   .    (2.4.2) 

Toán tử liên hợp của toán tử K  xác định bởi  

   ,
b

a

K K t s t dt   .     (2.4.3) 

Định lí 2.4.3. Công thức (2.4.2) xác định toán tử hoàn toàn liên tục trong 
2
([ , ])L a b . 

Chứng minh. Với  2
,L a b     , ,t a b    , ta có  

2 2 2 2 2| ( )| | ( , )| | ( )| || || | ( , )|
b b b

a a a

K s K s t dt t dt K s t dt      .   (2.4.4)   

Lấy tích phân hai vế của (2.4.4) theo s  từ a  đến b , ta được 

 2 2| ( )| || || | ( , )|
b b b

a a a

K s ds K s t dtds      .     (2.4.5) 

Suy ra 
2
([ , ])K L a b   hay toán tử K hoàn toàn xác định. 

Từ (2.4.5) ta cũng có   2

,
b b

a a

K K s t dsdt    . Suy ra   2

,
b b

a a

A K s t dsdt   . 

Ta thấy K  là tuyến tính và do đó K  là toán tử tuyến tính liên tục. 

Việc chứng minh K  là toán tử hoàn toàn liên tục được chia thành hai bước. 

Bước 1: Nếu nhân ( , )K s t suy biến thì toán tử K  hoàn toàn liên tục trong 
2
([ , ])L a b . 

Do nhân ( , )K s t  suy biến nên ( , )K s t  được viết dưới dạng 

1

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

K s t p s q t


   với 
2

, ([ , ])
i i
p q L a b . 

Khi đó   
1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b n

i i
ia a

K s K s t t dt p s q t t dt  


   
1 1

( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )
bn n

i i i i
i ia

q t t p s dt t q t p s 
 

    

Điều này có nghĩa là miền giá trị của K  nằm trong không gian con sinh bởi n  vectơ ( )
i
p s  hay K  

là toán tử suy biến, do đó K  là toán tử hoàn toàn liên tục. 

Bước 2: Nhân ( , )K s t  là 
2
L - nhân. 



 

Giả sử { }
i
e  là hệ trực chuẩn đầy đủ trong 

2
([ , ])L a b . Suy ra hệ { }

i j
e e  là hệ trực chuẩn đầy đủ trong 

 2
[ , ] [ , ]L a b a b . 

Do  2
[ , ] [ , ]K L a b a b   nên  

,

( , ) ( ) ( )
ij i j

i j

K s t a e s e t


  . 

Gọi 
,m n

K  là toán tử sinh bởi nhân  ,
, ( ) ( )

m n

m n ij i j
i j

K s t a e s e t  .  

Khi đó, 
,m n

K  là dãy nhân suy biến và do đó theo bước 1 ta có 
,m n

K  là toán tử hoàn toàn liên tục 

trong 
2
([ , ])L a b . 

Ta có 

        2

, , ,
| ( ) ( )| |[ ( , ) ( , )] ( )| || || | ( , ) ( , )|

b b

m n m n m n
a a

K s K s K s t K s t t dt K s t K s t dt         . 

Suy ra  

2 2
2

, ,
( ) ( ) || || ( , ) ( , )

b

m n m n
a

K s K s K s t K s t dt     .   (2.4.6) 

Lấy tích phân hai vế của (2.4.6) theo s  từ a  đến b , ta được 

      2 2 2

, , ,
|| || | ( ) ( )| || || | ( , ) ( , )|

b b b

m n m n m n
a a a

K K K s K s ds K s t K s t dtds           . (2.4.7) 

Suy ra 
,

|| || 0
m n

K K   khi ,m n   . Theo Định lí 0.2.8 suy ra K  là toán tử hoàn toàn liên tục 

trong 
2
([ , ])L a b . 

Định lí 2.4.4. Giả sử ( , )K s t  là
2
L - nhân đối xứng. Khi đó toán tử K  xác định bởi (2.4.2) là toán tử 

đối xứng, tự liên hợp trong 
2
([ , ])L a b . 

Chứng minh. Ta có  

            ( , ) ( )[ ( , ) ( ) ]
b b

a a

K s K s t t dt ds       

   ( )[ ( , ) ( ) ]
b b

a a

t K s t s ds dt    ( )[ ( , ) ( ) ]
b b

a a

s K t s t dt ds     

   ( )[ ( , ) ( ) ]
b b

a a

s K t s t dt ds    ( , )K  .    (2.4.9) 

Nếu ( , )K s t  là nhân đối xứng thì từ (2.4.9) ta có ( , ) ( , )K K     hay K  là toán tử đối xứng. Khi 

đó K K  hay K  là toán tử tự liên hợp. 

Nhận xét 2.4.5. Theo phần chứng minh Định lí 2.4.4 ta có ( , ) ( , )K K     nên tích vô hướng 

( , )K   là số thực. 

Với kí hiệu toán tử trong (2.4.2), phương trình thuần nhất của (2.4.1) được viết dưới dạng 



 

K   .      (2.4.10) 

Nhận xét 2.4.6. Số 0   là giá trị riêng của nhân ( , )K s t  khi và chỉ khi 
1


 là giá trị riêng của 

toán tử K . 

Dựa vào những kết quả về giá trị riêng, vectơ riêng của toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục ta suy ra 

một số tính chất của giá trị riêng và hàm riêng của nhân đối xứng ( , )K s t  như sau   

Định lí 2.4.7. Giả sử ( , )K s t là 
2
L - nhân đối xứng . Khi đó 

(i) Nếu 
1
( )s và 

2
( )s  lần lượt là hai hàm riêng ứng với hai giá trị riêng 

1
 ,

2
  của ( , )K s t  thì 

1
( )s  

trực giao với 
2
( )s . 

(ii) Nhân ( , )K s t luôn có ít nhất một giá trị riêng. Hơn nữa, nếu 
1
  là giá trị riêng nhỏ nhất của 

( , )K s t  thì  

1 1

1
max{| ( , ) ( ) ( ) |.|| || }

b b

a a

K s t t s dtds       . 

(iii) Số giá trị riêng của ( , )K s t cùng lắm là một dãy đếm được { }
n
  có giới hạn vô hạn. 

(iv) Nhân ( , )K s t luôn có hệ trực chuẩn gồm các hàm riêng. 

Chứng minh. Phép chứng minh được trình bày trong [4,tr.139-142]. Ở đây chúng tôi trình bày cách 

chứng minh khác. 

(i) Suy ra từ Định lí 0.2.3. 

(ii) Suy ra từ Định lí 0.2.4 và Định lí 0.2.6 (i). 

(iii) Suy ra từ Định lí 0.2.6 (ii). 

(iv) Suy ra từ Mệnh đề 0.1.3 và Định lí 0.2.9. 

Ngoài ra, tính chất của giá trị riêng và hàm riêng của nhân đối xứng ( , )K s t còn được thể hiện qua 

định lí sau   

Định lí 2.4.8. Giả sử ( , )K s t là 
2
L - nhân đối xứng . Khi đó 

(i) Giá trị riêng của nhân đối xứng là số thực. 

(ii) Các giá trị riêng của nhân lặp ( , )
n
K s t  chính là lũy thừa bậc n  giá trị riêng của nhân ( , )K s t . 

(iii) Số bội của mỗi giá trị riêng của ( , )K s t  là hữu hạn. 

Chứng minh. (i) Giả sử   là giá trị riêng và ( )s  là hàm riêng tương ứng với giá trị riêng  , tức là  

   ( ) ( , ) ( ) 0
b

a

s K s t t dt    .    (2.4.11) 

Nhân hai vế của (2.4.11) với ( )s , sau đó lấy tích phân theo s , ta có 

2| ( )| [ ( , ) ( ) ] ( ) 0
b b b

a a a

s ds K s t t dt s ds       .   (2.4.12) 



 

Từ (2.4.12) và nhận xét 2.4.5 ta được  
|| ||

( , )K


 

  là số thực. 

(ii) Ta chứng minh cho trường hợp 2n  . Giả sử   là giá trị riêng của ( , )K s t  và ( )s  là hàm 

riêng ứng với giá trị riêng  , tức là  ( ) ( , ) ( ) 0
b

a

s K s t t dt     hay  

( ) 0I K   .     (2.4.13) 

Tác động hai vế (2.4.13) với toán tử I K , ta được 2

2
( ) ( , ) ( ) 0

b

a

s K s t t dt    . 

Điều này có nghĩa 2  là giá trị riêng của nhân 
2
( , )K s t . 

Ngược lại, giả sử 2   là giá trị riêng của nhân 
2
( , )K s t  và ( )s  là hàm riêng ứng với giá trị 

riêng 2 . Khi đó 2 2( ) 0I K    hay  

( )( ) 0I K I K     .     (2.4.14) 

Nếu   là giá trị riêng của ( , )K s t  thì ta có điều phải chứng minh. Ngược lại, giả sử  

( )I K    .      (2.4.15) 

Từ (2.4.14) và (2.4.15), ta có ( ) 0I K   . Vì   không là giá trị riêng của ( , )K s t  nên ( ) 0s  . 

Khi đó ( ) 0I K    hay   là giá trị riêng của ( , )K s t . Suy ra   là giá trị riêng của ( , )K s t . 

(iii) Giả sử 
1 2

( ), ( ),...., ( ),...
n

s s s      là những hàm riêng ứng với giá trị riêng 0  . Bằng phép 

trực giao Gram – Schmidt, ta tìm được hệ trực chuẩn { ( )}
k
u s . Khi đó hệ { ( )}

k
u s  cũng là hệ trực 

chuẩn. 

Với s  cố định, ta có 
1

( , ) ( )
i i

i

K s t a u t




�   với 1( , ) ( ) ( )

b

i i i
a

a K s t u t dt u s   . 

Sử dụng bất đẳng thức Bessel, ta có 

2 1 2 2

1

| ( , )| ( ) | ( )|
b

i
ia

K s t dt u s






  .     (2.4.16) 

Lấy tích phân hai vế của (2.4.16) theo s , ta được 

2 1 2 1 2

1

| ( , )| ( ) ( )
b b

ia a

K s t dsdt m 


 



    với m  là số bội của  . 

Do 2| ( , )|
b b

a a

K s t dsdt     nên m  hữu hạn. 

Bây giờ ta xét ( , )K s t  là 
2
L - nhân đối xứng khác rỗng có hữu hạn hoặc vô hạn giá trị riêng .Ta sắp 

xếp các giá trị riêng thành dãy sao cho mỗi giá trị riêng có số lần lặp lại bằng với số bội của chúng  

1 2
, ,..., ,...

n
        (2.4.17) 

Đánh số các giá trị riêng này sao cho trị tuyệt đối của chúng thỏa mãn 



 

1 2 1
0 | | | | ... | | | | ...

n n
           

Giả sử  

1 2
( ), ( ),..., ( ),...

n
s s s        (2.4.18) 

là dãy các hàm riêng ứng với các giá trị riêng trong dãy (2.4.17), được sắp xếp sao cho chúng không 

lặp lại và mỗi nhóm các hàm riêng ứng với cùng giá trị riêng là độc lập tuyến tính. Do đó, mỗi giá 

trị riêng 
k
  trong (2.4.17) ứng với một hàm riêng trong (2.4.18). Theo Định lí 2.4.7(iv), ta có thể giả 

sử các hàm riêng này trực chuẩn. 

Định lí 2.4.9. Giả sử { ( )}
k
s  là hệ trực chuẩn các hàm riêng của 

2
L - nhân đối xứng ( , )K s t  ứng 

với các giá trị riêng { }
k
 . Khi đó, chuỗi  

2

1

| ( )|
k

k k

s





  hội tụ và  

2
2

1

| ( )|
sup{ | ( , )| , [ , ]}

b
k

k ak

s
K s t dt s a b








   . 

Chứng minh. Với s  cố định, hệ số Fourier 
k
a  của ( , )K s t  đối với hệ trực chuẩn { ( )}

k
s  là  

( )
( , ) ( )

b
k

k k
a k

s
a K s t t dt





  . 

Sử dụng bất đẳng thức Bessel, ta có 
2

2

2
1

| ( )|
| ( , )|
b

k

k ak

s
K s t dt








   với mọi [ , ]s a b .  (2.4.19) 

Từ (2.4.19) ta có điều phải chứng minh. 

Bây giờ ta xây dựng dãy nhân “cụt” như sau 

Lấy 
1
  là giá trị riêng nhỏ nhất của ( , )K s t và 

1
( )s  là  hàm riêng ứng  với 

1
 . 

Khi đó, nhân “cụt”  đối xứng (“truncated” symmetric kernel) xác dịnh bởi 

(2) 1 1

1

( ) ( )
( , ) ( , )

s t
K s t K s t

 


   

là nhân khác rỗng. Theo Định lí 2.4.7(ii), ta có thể một chọn một giá trị riêng nhỏ nhất của (2)( , )K s t  

là 
2
  và  hàm riêng tương ứng là 

2
( )s . Hơn nữa, ta có 

1 2
( ) ( )s s  . Thật vậy 

(2) 21
1 1 1

1

( )
( , ) ( ) ( , ) ( ) | ( )| 0

b b b

a a a

s
K s t t dt K s t t dt t dt


  


     . 

Suy ra 
1
( )s  không là hàm riêng của nhân (2)( , )K s t . Do đó 

1 2
( ) ( )s s  . 

Lập luận tương tự, ta có nhân “cụt”  thứ ba xác định bởi 

2
(3) (2) 2 2

12

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) i i

i i

s t s t
K s t K s t K s t

   
 

     

có giá trị riêng nhỏ nhất là 
3
  và hàm riêng tương ứng là 

3
( )s . 



 

Kết quả của quá trình trên thể hiện qua định lí sau 

Định lí 2.4.10. Giả sử { ( )}
k
s  là hệ trực chuẩn các hàm riêng của

2
L - nhân đối xứng ( , )K s t  ứng 

với các giá trị riêng { }
k
 . Khi đó, nhân “cụt” thứ 1n   

( 1)

1

( ) ( )
( , ) ( , )

k
k m m

m m

s t
K s t K s t

 






       (2.4.20) 

có các giá trị riêng là 
1 2
, ,...

k k
   với các hàm riêng tương ứng là 

1 2
( ), ( ),...

k k
s s   . Hơn nữa, 

nhân ( 1)( , )kK s t  không có giá trị riêng và hàm riêng nào khác. 

Chứng minh. Với 1j k  , ta có 

( ) ( , ) ( ) 0
b

j j j
a

s K s t t dt    .     (2.4.21) 

Thay (2.4.20) và (2.4.21), ta được 

( 1)

1

( )
( ) ( , ) ( , ) ( ) 0

bk
km

j j j m j j
m am

s
s K s t t dt


     






    .  (2.4.22) 

Do 1j k m     nên ( , ) 0
j m

   .      (2.4.23) 

Từ (2.4.22) và (2.4.23), ta có 

( 1)( ) ( , ) ( ) 0
b

k

j j j
a

s K s t t dt    . 

Điều này có nghĩa là ( 1)( , )kK s t  có các giá trị riêng là 
1 2
, ,...

k k
   với các hàm riêng tương ứng là 

1 2
( ), ( ),...

k k
s s   . 

Giả sử ( 1)( , )kK s t  có giá trị riêng là   và hàm riêng tương ứng là ( )s  

1

( )
( ) ( , ) ( ) ( , ) 0

b k
m

m
ma m

s
s K s t t dt


     



   .   (2.4.24) 

Nhân hai vế của (2.4.24) với ( )
j
s , j k , sau đó lấy tích phân theo s , ta được 

( , ) ( , ) ( , ) 0
j j j

i

K
      


   . Mà 
1

( , ) ( , ) ( , )
j j j

j

K K     


  . Do đó   

( , ) 0
j

   .      (2.4.25) 

Thay (2.4.25) vào (2.4.24), ta có ( ) ( , ) ( ) 0
b

a

s K s t t dt    . Điều này có nghĩa  là giá trị riêng và 

( )s hàm riêng tương ứng của nhân ( , )K s t  mà 
j

  , j k . Hơn nữa,   trực giao mọi với 
j

 , 

j k  nên ( )s  và   là hàm riêng và giá trị riêng trong dãy { ( )}
j
s  và { }

j
  với 1j k  . 

Nhận xét 2.4.11. Từ Định lí 2.4.10, ta nhận thấy nếu nhân đối xứng ( , )K s t  có  hữu hạn các giá trị 

riêng thì ( 1)( , )kK s t  không có giá trị riêng hay ( 1)( , ) 0kK s t  . Do đó 



 

1

( ) ( )
( , )

k
m m

m m

s t
K s t

 


  . 

Theo Mục 2.1, nhân suy biến có hữu hạn các giá trị riêng và hàm riêng nên từ Nhận xét 2.4.11 ta có 

định lí sau 

Định lí 2.4.12. Điều kiện cần và đủ để nhân ( , )K s t  suy biến là ( , )K s t  có hữu hạn các giá trị riêng. 

Dựa vào Định lí 2.4.10 và Định lí 2.4.11 ta chứng minh được định lí Hibert – Schmidt. Kết quả của 

định lí này là cơ sở quan trọng để thiết lập dạng nghiệm của phương trình tích phân tuyến tính 

Fredholm loại 2 với ( , )K s t  là 
2
L - nhân đối xứng.  

Định lí 2.4.13. (Định lí Hibert – Schmidt) Nếu 
2
([ , ])f L a b  biểu diễn được dưới dạng 

( ) ( , ) ( )
b

a

f s K s t h t dt      (2.4.26) 

trong đó ( , )K s t  là 
2
L - nhân đối xứng, 

2
([ , ])h L a b  thì ( )f s  được khai triển thành chuỗi Fourier 

hội tụ tuyệt đối và đều đối với hệ  trực chuẩn { ( )}
n
s  của nhân ( , )K s t   

1

( ) ( )
n n

n

f s f s




    với ( , )
n n
f f   

trong đó hệ số Fourier 
n
f  của f xác định bởi n

n
n

h
f


  với ( , )

n n
h h  , 

n
  là giá trị riêng ứng với 

hàm riêng ( )
n
s . 

Chứng minh. Sử dụng tính tự liên hợp của toán tử K  và 
n n n
K   , ta có hệ số Fourier của hàm 

( )f s  đối với hệ trực chuẩn { ( )}
n
s  là 

1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n n n n

f Kh h K h       . 

Khi đó chuỗi Fourier của hàm ( )f s  là 
1 1

( , )
( ) ( ) ( )n

n n n
n n n

h
f s f s s


 



 

 

 � . 

Ta có  

     
2

2 2

2
1 1 1

( ) | ( )|
| ( , ) | |( , )|
n p n p n p

k k
k k

k n k n k nk k

s s
h h

 
 

 

  

     

  
2

2

2
1 1

| ( )|
|( , )|

n p
k

k
k n k k

s
h






 

  

   . (2.4.27) 

Đặt 2sup{ | ( , )| , [ , ]}
b

a

M K s t dt s a b  , theo Định lí 2.4.9, ta có 

2

2
1

| ( )|
k

k k

s
M








 .      (2.4.28) 

Sử dụng bất đẳng thức Bessel, ta có 

2 2

1

|( , )| || ||
k

k

h h




    hay chuỗi 2

1

|( , )|
k

k

h 



  hội tụ. 



 

Suy ra với mọi 0  , tồn tại 
0
n  sao cho với mọi 

0
p n , ta có 

2

1

|( , )|
n p

k
k n

h
M




 

 .      (2.4.29) 

Từ (2.4.27) – (2.4.29), ta có 

2

1

( )
| ( , ) |
n p

k
k

k n k

s
h


 





 

  với 
0

p n . 

Suy ra chuỗi 
1

( , )
( )n
n

n n

h
s









  hội tụ tuyệt đối và đều trên [ , ]a b . 

Đặt 
1

( , )
( ) ( )n

n
n n

h
s s


 







  . Ta chứng minh chuỗi 
1

( , )
( )n
n

n n

h
s









  hội tụ đến ( )f s . 

Đặt   
1

( , )
( ) ( )

n
m

n m
m m

h
s s


 



  . Ta có 

|| ( ) ( )|| 0
n
s s     khi n   .     (2.4.30) 

Ta lại có 

( 1)

1

( , )
( ) ( ) ( )

n
nm

n m
m m

h
f s s Kh s K h


 






    . 

Do đó 
2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)|| ( ) ( )|| || || ( , )n n n

n
f s s K h K h K h       

       ( 1) ( 1) ( 1)
2

( , ) ( , )n n nh K K h h K h    .  (2.4.31) 

Từ Định lí 2.4.8(ii) và Định lí 2.4.10 suy ra giá trị riêng nhỏ nhất của nhân ( 1)

2
( , )nK s t  là 2

( 1)n
  . 

Theo Định lí 2.4.7(ii), ta có   
( 1)
2

2
( 1)

( , )1
max

( , )

n

n

h K h

h h





 .     (2.4.32) 

Từ (2.4.31) và (2.4.32), ta được     2 ( 1)
2 2

( 1)

( , )
|| || ( , )n

n

n

h h
f s s h K h






   . 

Theo định lí 2.4.7(iii), ta có 
( 1)n
     khi n   . Do đó 

|| ( ) ( )|| 0
n

f s s   khi n   .    (2.4.33) 

Từ (2.4.30) và (2.4.33), suy ra 

|| ( ) ( )|| || ( ) ( )|| || ( ) ( )|| 0
n n

f s s f s s s s          khi n   . 

hay || ( ) ( )|| 0f s s   khi n    .Vậy 
1

( , )
( ) ( )n

n
n n

h
f s s










  . 

Nghiệm của phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 với ( , )K s t  là 
2
L - nhân đối xứng 

được thể hiện qua định lí sau 



 

Định lí 2.4.14.  Xét phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt         (2.4.34) 

với 
2
([ , ])f L a b , ( , )K s t  là 

2
L - nhân đối xứng. 

Giả sử { }
k
  là dãy các giá trị riêng và { ( )}

k
s  là dãy các hàm riêng trực chuẩn của nhân  ( , )K s t  

và được sắp xếp dưới dạng (2.4.25), (2.4.26). Khi đó 

(i) Nếu   không là giá trị riêng của nhân ( , )K s t thì phương trình (2.4.42) có nghiệm là  

1

( ) ( ) ( )k
k

k k

a
s f s s  

 





 
  với ( ) ( )

b

k k
a

a f s s ds  .    (2.4.35) 

(ii) Nếu   là giá trị riêng bội m  của nhân ( , )K s t thì điều kiện cần và đủ để phương trình (2.4.42) 

có nghiệm là ( )f s  trực giao với 
1
,...,

i i m
   . Khi đó, nghiệm của phương trình là 

( ) ( ) ( ) ( )k
k k k

k H k Hk

a
s f s s s   

 

 

 

  
  ,    (2.4.36) 

với  ( ) ( )
b

k k
a

a f s s ds  ,
k

  là hằng số, 

           1 2 laø chæ soá cuûa  sao cho ...k i i i mH k . 

Chứng minh. Từ (2.4.34), ta có 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

s f s K s t t dt    .    (2.4.37) 

Phương trình (2.4.37) có dạng (2.4.26) nên theo Định lí 2.4.13, ta có 

1

( ) ( ) ( )
k k

k

s f s c s 




   .     (2.4.38) 

trong đó hệ số Fourier của ( ) ( )s f s   là  

[ ( ) ( )] ( )
b

k k k k
a

c s f s s ds b a     .   (2.4.39) 

với ( ) ( )
b

k k
a

b s s ds   ,  ( ) ( )
b

k k
a

a f s s ds    và k
k

k

b
c




 .   (2.4.40) 

(i) Nếu   không là giá trị riêng của nhân ( , )K s t  thì từ (2.4.39) và (2.4.40), ta có  

k
k

k

a
c


 




.      (2.4.41) 

Từ (2.4.38) và (2.4.41), ta có  (2.4.35). 

(ii) Giả sử   là giá trị riêng bội m  của nhân ( , )K s t . Đặt 
1

...
i i m

      . 

Nếu 
1

{ ,..., }
k i i m
     thì hệ số 

k
c  trong (2.4.38) xác định. 



 

Nếu 
1

{ ,..., }
k i i m
     thì ta phải có 0

k
a  . Khi đó, điều kiện cần và đủ để phương trình (2.4.34) 

có nghiệm là ( )f s  trực giao với 
1
,...,

i i m
   . Lúc đó, nghiệm của phương trình (2.4.34) có dạng 

(2.4.36). 

Ví dụ 2.4.15. Giải phương trình tích phân  
1

2 2 2

1

( ) ( 1) ( ) ( )s s st s t t dt 


    .    (2.4.42) 

Lời giải. Nhân 2 2( , )K s t st s t   có giá trị riêng là 
1

3

2
  , 

2

5

2
   và hàm riêng trực chuẩn lần 

lượt tương ứng là 
1

6
( )

2

s
s  , 

2

2

10
( )

2

s
s  . 

Ta có  
1

2

1
1

6 2 6
( 2 1)

2 3

t
a t t dt



    , 
1 2

2

2
1

10 8 6
( 2 1)

2 15

t
a t t dt



    . 

Do 1   không là giá trị riêng của ( , )K s t  nên nghiệm của phương trình (2.4.42) là 

225
( ) 6 1

9
s s s    . 

Ví dụ 2.4.16. Giải phương trình tích phân  
1

2 2 2

1

3
( ) 1 ( ) ( )

2
s s st s t t dt 



    .   (2.4.43) 

Lời giải. Nhân 2 2( , )K s t st s t   có giá trị riêng là 
1

3

2
  , 

2

5

2
   và hàm riêng trực chuẩn lần 

lượt tương ứng là 
1

6
( )

2

s
s  , 

2

2

10
( )

2

s
s  . 

Do 
3

2
    là giá trị riêng của ( , )K s t   và 2( ) 1f s s   trực giao với

1
( )s  nên nghiệm của (2.4.43) 

có dạng (2.4.36). 

Ta  có 
1

0a  ,  
1 2

2
2

1

10 8 6
2 1

2 15

t
a t t dt



    . 

Nghiệm của phương trình (2.4.43) là 2( ) 5 1s s cs     với c  là hằng số. 

Đối với phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 1 

( ) ( , ) ( )
b

a

f s K s t t dt      (2.4.44) 

với ( , )K s t  là 
2
L - nhân đối xứng, ta có kết quả sau: 

Định lí 2.4.17. Giả sử { }
k
  là dãy các giá trị riêng và { ( )}

k
s  là dãy các hàm riêng trực chuẩn 

của 
2
L - nhân đối xứng ( , )K s t  và được sắp xếp dưới dạng (2.4.17), (2.4.18). Khi đó, nếu chuỗi 



 

2 2

1
k k

k

a 



  phân kì thì phương trình (2.4.52) không có nghiệm, trường hợp ngược lại, phương trình 

(2.4.44) có nghiệm được cho bởi 

1

( ) lim ( )
n

k k kn
k

s a s  




   với ( ) ( )
b

k k
a

a f s s ds  . 

Chứng minh. Với các kí hiệu như trong Định lí 2.4.14, theo Định lí Hilbert – Schmidt ta có 

k
k

k

b
a


   hay  

k k k
b a  . 

Áp dụng Định lí Riesz – Fischer ta có điều phải chứng minh. 



 

Chương 3. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN TUYẾN TÍNH VOLTERRA 
 

Phương trình tích phân tuyến tính Volterra được xem là trường hợp riêng của phương trình 

tích phân tuyến tính Fredholm với nhân thỏa mãn ( , ) 0K s t  , t s . Tuy nhiên, phương trình tích 

phân tuyến tính Volterra có một vài tính chất riêng biệt. Trong chương này, chúng tôi trình bày một 

số kết quả riêng biệt đó. Cũng như phương trình tích phân tuyến tính Fredholm, phương trình tích 

phân tuyến tính Volterra loại 2 cũng có những kết quả phong phú hơn phương trình tích phân tuyến 

tính Volterra loại 1 và được ưu tiên trình bày trước. 

Trong chương này, nếu không nói gì khác thì các hàm được xét là hàm thực. 

3.1. Phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 

Xét phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 

( ) ( ) ( , ) ( )
s

a

s f s K s t t dt      với a s b    (3.1.1) 

trong đó các hàm f , K  cho trước,  là tham số,   là hàm cần tìm. 

Sử dụng phương pháp xấp xỉ liên tiếp, ta thiết lập điều kiện tồn tại nghiệm cũng như dạng nghiệm 

của phương trình (3.1.1) khi các hàm f , K  thỏa mãn một trong hai giả thiết sau. 

Giả thiết ( )C : 

1
( )C : Hàm ( ) 0f t   và ( )f t  liên tục trên [ , ]a b , 

2
( )C : Vớia s b  , ( , ) 0K s t  , ( , )K s t  liên tục trên [ , ] [ , ]a b a s . 

Giả thiết ( )D : 

1
( )D : Hàm 

2
([ , ])f L a b , 0f  , 

 2
D : Hàm ( , )K s t  là 

2
L - nhân, 0K  . 

Ta xây dựng dãy { }
n

  như sau 

0
( ) ( )s f s  , 

1 0
( ) ( ) ( , ) ( )

s

a

s f s K s t t dt     ,…, 

1
( ) ( ) ( , ) ( )

s

n n
a

s f s K s t t dt      .     (3.1.2) 

Theo cách xây dựng của ( )
n
s , ta có 

1

( ) ( ) ( , ) ( )
sn

m
n m

m a

s f s K s t f t dt 


        (3.1.3) 

với  
1

( , ) ( , ) ( , )
s

m m
t

K s t K s x K x t dx  ,    1
, ,K s t K s t .   (3.1.4) 

Biểu thức (3.1.4) được gọi là nhân lặp thứ m  của phương trình (3.1.1). 



 

Định lí 3.1.1. Giả sử giả thiết ( )C  đúng. Khi đó phương trình (3.1.1) luôn có duy nhất nghiệm 

[ , ]C a b   được cho bởi 

1

( ) ( ) ( , ) ( )
s

m
m

m a

s f s K s t f t dt 




    .   (3.1.5) 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh sự tồn tại nghiệm. Xem ( , ) 0K s t   với t s  thì nhân 

( , )K s t  liên tục với t s .  

Khi đó, | ( , )| max{| ( , )|, , , }K s t M K s t a s t b s t     . Đặt | ( )|
b

a

N f s ds  .  

Bằng qui nạp ta chứng minh được  
1( )

| ( , ) ( ) |
( 1)!

s m
m

m
a

s a
K s t f t dt NM

m




 .   (3.1.6) 

Từ (3.1.6) ta có 
1

1 1

( )
| ( , ) ( ) | | |

( 1)!

s m
m m m

m
m ma

b a
K s t f t dt NM

m
 

 

 




  .  (3.1.7) 

Do chuỗi ở vế phải của (3.1.7) hội tụ nên vế trái của (3.1.7) là chuỗi hội tụ đều trên [ , ]a b . Suy ra 

chuỗi 
1

( ) ( , ) ( )
s

m

m
m a

f s K s t f t dt




    hội tụ tuyệt đối và đều trên [ , ]a b . 

Đặt  
1

( ) ( ) ( , ) ( )
s

m

m
m a

s f s K s t f t dt 




    .     (3.1.8) 

Theo giả thiết( )C  , ta có [ , ]C a b  .  

Mặt khác, từ (3.1.3) và  (3.1.8) suy ra  

lim ( ) ( )
nn
s s 


   với a s b  .    (3.1.9) 

Khi đó, từ (3.1.2) và (3.1.9) suy ra   là nghiệm của phương trình (3.1.1). 

Bây giờ ta chứng minh sự duy nhất nghiệm. Giả sử 
1

  và 
2

  là hai nghiệm bất kì của phương trình 

(3.1.1). Đặt 
1 2

    . Khi đó,   là nghiệm của phương trình thuần nhất 

( ) ( , ) ( )
s

a

s K s t t dt     với a s b  .   (3.1.10) 

Bằng qui nạp ta chứng minh được  

( )
| ( )| || ||

!

n nM s a
s

n
  

   với a s b  , 0,1,...n   

Cho n   , ta được | ( )|=0s  với a s b   hay || || 0  . Do đó 
1 2

  . 

Định lí 3.1.2. Giả sử giả thiết ( )D đúng. Khi đó phương trình (3.1.1) luôn có duy nhất nghiệm 

2
([ , ])L a b   được cho bởi 



 

1

( ) ( ) ( , ) ( )
s

m
m

m a

s f s K s t f t dt 




    .   (3.1.11) 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh sự tồn tại nghiệm. Đặt  

2 2( ) ( , )
b

a

A s K s x dx  , 2 2( ) ( , )
b

a

B t K t x dx  .  

Bằng qui nạp ta chứng minh được 
2 2 2

2
( , ) ( ) ( ) ( , )

n n
K s t A s B t F s t  , 1,2,...n      (3.1.12) 

với 2

1
( , ) ( )

s

t

F s t A x dx  , 2

2 1
( , ) ( ) ( , )

s

t

F s t A x F x t dx   và 

2

1
( , ) ( ) ( , )

s

n n
t

F s t A x F x t dx  , 2,3,...n      (3.1.13) 

Bằng qui nạp ta chứng minh được 

   
1

1
( , ) ( , )

!
n

n
F s t F s t

n
 , 1,2,...n      (3.1.14) 

Thật vậy, hiển nhiên (3.1.14) đúng với 1n  . 

Giả sử (3.1.14) đúng với 1 1n k   . Ta chứng minh (3.1.14) đúng với n k .  

Từ (3.1.13) ta có 

2 1 1 1
1 1

( , )1 1
( , ) ( ) ( , ) ( , )

( 1)! ( 1)!

s s
n n

n
t t

F x t
F s t A x F x t dx F x t dx

n n x
  

 
      

           1

1 1

1 1 1
( , ) ( , )

( 1)! !

x s

n n

x t

F x t F s t
n n n







 
    

. 

Vậy (3.1.13) được chứng minh. 

Do  2 2| ( , )|
b b

a a

K s t dsdt N   nên  2 2
1

0 ( , ) ( )
b

a

F s t A x dx N   .   (3.1.15) 

Từ (3.1.14) và (3.1.15), ta có    21
0 ( , )

!
n

n
F s t N

n
  .    (3.1.16) 

Từ (3.1.12) và (3.1.16), ta có 

2
| ( , )| ( ) ( )

!

n

n

N
K s t A s B t

n
  , 0,1,2,...n     (3.1.17) 

Suy ra 

2 2

2

( )
| ( , ) | | | ( ) ( )

!

m

m

m

N
K s t A s B t

m


 

  , 0,1,2,...n    (3.1.18) 

 



 

Do chuỗi 2

1

( )
| | ( ) ( )

!

m

m

N
A s B t

m







  luôn hội tụ hầu hết trên [ , ] [ , ]a b a b  nên từ (3.1.18) suy ra chuỗi 

1

( , )m
m

m

K s t



  hội tụ tuyệt đối hầu hết trên [ , ] [ , ]a b a b  . 

Do đó 
1 1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )
s s

m m
m m

m ma a

f s K s t f t dt f s K s t f t dt 
 

 

      hội tụ. 

Lập luận tương tự phần chứng minh Định lí 3.1.1, ta có (3.1.11) là nghiệm của phương trình (3.1.1). 

Do 
2
([ , ] [ , ])K L a b a b   nên 

2
([ , ] [ , ])

n
K L a b a b  . Do đó 

2
([ , ])L a b  . 

Bây giờ ta chứng minh sự duy nhất nghiệm. Giả sử 
1

  và 
2

  là hai nghiệm bất kì của phương trình 

(3.1.1). Đặt 
1 2

    .Khi đó,   là nghiệm của phương trình thuần nhất 

( ) ( , ) ( )
s

a

s K s t t dt     với a s b  .   (3.1.19) 

Ta có đánh giá 2 2 2 2 2 2 2( ) | | ( , ) ( ) | | ( )|| ||
s s

a a

s K s t dt t dt A s       .  (3.1.20) 

Từ (3.1.19) và (3.1.20), ta có 

2 2 2 2 4 2 2 2( ) | | ( , ) ( ) | | || || ( , ) ( )
s s s s

a a a a

s K s t dt t dt K s t dt A t dt              

       4 2 2 2| | || || ( ) ( )
s

a

A s A t dt   .  (3.1.21) 

Từ (3.1.19) và 3.1.21), ta có 

 2 2 2 2 6 2 2 2 2( ) | | ( , ) ( ) | | || || ( , ) ( )
s s s s t

a a a a a

s K s t dt t dt K s t dt A t dt A x dx              

   6 2 2 2 2| | || || ( ) ( ) ( )
s t

a a

A s A t dt A x dx    . 

Tổng quát ta được 
1

2 6 2 2 2 2

1 1
( ) | | || || ( ) ( ) .... ( )

nt ts

n n
a a a

s A s A t dt A t dt      .  (3.1.22) 

Mặt khác, theo (3.1.14), ta có 

1

2 2 2 2

1 1

1 1
( ) .... ( ) [ ( ) ]

! !

nt ts s
n n

n n
a a a a

A t dt A t dt A x dx N
n n

     .   (3.1.23) 

Từ (3.1.2) và (3.1.23), ta có 
2 2

2 2 2 2 (| | )
( ) | | || || ( )

!

nN
s A s

n

   , 0,1,2,...n    

Suy ra ( ) 0s  . Do đó 
1 2

   hầu hết trên [ , ]a b . Vậy nghiệm của phương trình (3.1.11) là duy 

nhất. 

Ví dụ 3.1.3. Giải phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 a 



 

0

( ) 1 ( ) ( )
s

s s s t t dt      .    (3.1.24) 

Lời giải. Dãy nhân lặp được xác định như sau 

1
( , )K s t s t  , 

3

2

( )
( , ) ( , ) ( , )

3!

s

t

s t
K s t K s x K x t dx


  , 

5

3 2

( )
( , ) ( , ) ( , )

3!

s

t

s t
K s t K s x K x t dx


  ,…. 

Tiếp tục như vậy, ta nhận được dạng nghiệm của phương trình (3.1.24) là 
2 3 4 5

2( ) 1 ( ) ( ) ...
2! 3! 4 ! 5!

s s s s
s s          

Nếu 1   thì nghiệm của phương trình (3.1.24) là ( ) ss e  . 

Ví dụ 3.1.4. Xét phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2  

0

( ) ( ) ( )
s
s ts f s e t dt     .     (3.1.25) 

Lời giải. Dãy nhân lặp được xác định như sau 

1
( , ) s tK s t e  ,  2

( , ) ( , ) ( , )
s

s t

t

K s t K s x K x t dx s t e    , 

2

3 2

( )
( , ) ( , ) ( , )

2!

s
s t

t

s t
K s t K s x K x t dx e 

  ,… 

Tổng quát ta được   
1( )

( , )
( 1)!

m
s t

m

s t
K s t e

m







. 

Do đó nghiệm của phương trình (3.1.25) được cho bởi 
1 1

( 1)( )

10 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)!

s sm m
s t s t

m

s t
s f s e f s e f t dt

m
  

 
  




   

  . 

3.2. Phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 1 

Xét phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 1 

( ) ( , ) ( ) 0
s

a

f s K s t t dt   .     (3.2.1) 

Với điều kiện thích hợp của ( , )K s t  và ( )f s , phương trình (3.2.1)  được đưa về phương trình 

tích phân tuyến tính Volterra loại 2. Từ đó, việc khảo sát phương trình (3.2.1) được quy về việc 

khảo sát phương trình tích phân tuyến tính loại 2 tương ứng. Trong phần này, ta trình bày hai cách 

biến đổi đưa về phương trình tích phân loại 2. 

Định lí 3.2.1. Nếu  giả thiết ( )C đúng, 0  , ( , ) 0K s s  , các hàm ( )f s , ( , )
s
K s t  tồn tại và liên tục 

thì phương trình (3.2.1) được đưa về phương trình tích phân tuyến tính loại 2 có dạng 



 

( , )( )
( ) ( )

( , ) ( , )

s
s

a

K s tf s
s t dt

K s s K s s
 




    .    (3.2.2) 

Chứng minh. Lấy đạo hàm hai vế của phương trình (3.2.1) theo s , ta được 

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 0
s

s
a

f s K s s s K s t t dt       .   (3.2.3) 

Chia hai vế (3.2.3) cho ( , )K s s , ta được (3.2.2). 

Định lí 3.2.2. Nếu giả thiết  C đúng, 0  , ( , ) 0K s s  , ( , )
t
K s t  tồn tại và liên tục thì phương trình 

(3.2.1) được đưa về phương trình tích phân tuyến tính loại 2 có dạng 

( , )( )
( ) ( )

( , ) ( , )

s
t

a

K s tf s
s t dt

K s s K s s


       với 
0

( ) ( )
s

s t dt   .   (3.2.4) 

Chứng minh. Sử dụng tích phân từng phân, phương  trình (3.2.1) trở thành 

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 0
s

t s

tt a
a

f s K s t t K s t t dt 



         . 

hay  

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 0
s

t
a

f s K s s s K s t t dt       .   (3.2.5) 

Chia hai vế của (3.2.5) cho ( , )K s s , ta được (3.2.4). 

Ví dụ 3.2.3. Giải phương trình tích phân Volterrra loại 1 

0

( ) 0
s
s ts e t dt  .      (3.2.6) 

Lời giải. So sánh phương trình (3.2.6) với phương trình (3.2.1), ta có ( )f s s , ( , ) s tK s t e  . Ta 

chuyển phương trình (3.2.6) về phương trình tích phân Volterra loại 2. 

Cách 1: Theo (3.2.3), ta có phương trình trình tích phân Volterra loại 2 

0

( ) 1 ( )
s
s ts e t dt     .     (3.2.7) 

Theo Ví dụ 3.1.4, suy ra nghiệm của (3.2.7) là 
0

( ) 1 1
s

s dt s       . 

Vậy (3.2.6) có nghiệm là ( ) 1s s    . 

Cách 2: Theo (3.2.4), ta có phương trình trình tích phân Volterra loại 2 

0

( ) ( )
s
s ts s e t dt          (3.2.8) 

Theo Ví dụ 3.1.4, suy ra nghiệm của (3.2.8) là 
2

0

( )
2

s s
s s tdt s       . 

Do đó  
2

0

( )
2

s s
t dt s     hay ( ) 1s s    . Vậy (3.2.6) có nghiệm là ( ) 1s s    . 



 

Chương 4. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA 

PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN TUYẾN TÍNH 
 

Chương này trình bày ứng dụng của phương trình tích phân tuyến tính trong một số bài toán 

giá trị ban đầu, bài toán biên đơn giản, bài toán dao động tự do của dây đàn hồi. Tuy nhiên, chúng 

tôi chỉ mới đưa được bài toán đang xét về một phương trình tích phân tuyến tính thích hợp, còn việc 

thiết lập nghiệm của các phương trình tích phân này chưa được trình bày. 

4.1. Bài toán giá trị ban đầu cho phương trình vi phân thường 

Bài toán 4.1.1. Tìm hàm  y s  thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y s A s y s B s y s F s    , a s b    (4.1.1) 

0 1
( ) ,  ( )y a q y a q  ,      (4.1.2) 

trong đó , ,A B F  là các hàm liên tục trên [ , ]a b  cho trước. 

Sử dụng một số phép biến đổi ta đi tìm mối liên hệ giữa Bài toán (4.1.1) – (4.1.2) với một phương 

trình tích phân tuyến tính nào đó. 

Bổ đề 4.1.2. Với F  là  hàm liên tục trên ,a b   ,n  là số nguyên dương và 
1

, ,..., ,
n

s s s a b    , ta có 

       
3 2 1

1 1 2 1

1
... ...

1 !

ns s ss s
n

n n
a a a a a

F s ds ds ds ds s t F t dt
n



  
     . (4.1.3) 

Chứng minh. Đặt  1( ) ( ) ( )
s

n
n

a

I s s t F t dt  ,      (4.1.4)     

1( , ) ( ) ( )nf s t s t F t  .      (4.1.5) 

Với 1n  , theo (4.1.4) ta có  1 ( )
dI

F s
ds

 .      (4.1.6) 

Với 1n  , sử dụng công thức đạo hàm tích phân phụ thuộc tham số, ta được 

2 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
s

n nn

t s
a

dI
n s t F t dt s t F t

ds
 


       1

( 1)
n

n I   .  (4.1.7) 

Từ (4.1.7), suy ra  ( 1)( 2)...( )
k
n

n kk

d I
n n n k I

ds       với n k .  (4.1.8) 

Với 1k n  , ta được  
1

11
( 1)!

n
n

n

d I
n I

ds




  .     (4.1.9) 

Lấy vi phân hai vế của (4.1.9), kết hợp với (4.1.6), ta được 

( 1)! ( )
n
n
n

d I
n F s

ds
  .      (4.1.10) 

Từ (4.1.4) và (4.1.9) suy ra ( )
n
I s  và các đạo hàm của nó triệt tiêu tại s a . Khi đó, từ (4.1.7) và 

(4.1.11), ta có 



 

1 1 1
( ) ( )

s

a

I s F s ds  ,  
2

2 1 2 2 1 1 2
( ) ( ) ( )

ss s

a a a

I s I s ds F s ds ds    ,…, 

3 2

1 1 2 1
( ) ( 1)! ... ( ) ...

ns s ss

n n n
a a a a

I s n F s ds ds ds ds      .   (4.1.11) 

So sánh (4.1.4) và (4.1.11) ta có (4.1.3). Vậy Bổ đề 4.1.2 được chứng minh. 

Bây giờ ta khảo sát bài toán (4.1.1) – (4.1.2). 

Lấy tích phân hai vế của (4.1.1) từ a đến s , kết hợp với (4.1.2), ta được 

  
1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )
s

a

y s q A s y s B s A s y s ds      1 1 0
( ) ( )

s

a

F s ds A a q  . (4.1.12) 

Lấy tích phân hai vế của (4.1.12) từ a đến s , kết hợp với (4.1.2), ta được 

2

0 1 1 1 1 1 1 1 2
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )

ss s

a a a

y s q A s y s ds B s A s y s ds ds        

2

1 1 2 0 1
( ) [ ( ) ]( )

ss

a a

F s ds ds A a q q s a     . (4.1.13) 

Theo Bổ đề 4.1.2, ta có 

2

1 1 2
( ) ( ) ( )

ss s

a a a

F s ds ds s t F t dt    ,     (4.1.14) 

2

1 1 1 1 2
[ ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )

ss s

a a a

B s A s y s ds ds s t B t A t y t dt        . (4.1.15) 

Thay (4.1.14) và (4.1.15) vào (4.1.13), ta được 

0 0 1
( ) [ ( ) ]( ) ( ) ( )

s

a

y s q A a q q s a s t F t dt       

    { ( ) ( )[ ( ) ( )]} ( )
s

a

A t s t B t A t y t dt    .  (4.1.16) 

Đặt  

( , ) { ( ) ( )[ ( ) ( )]}K s t A t s t B t A t     ,    (4.1.17) 

0 0 1
( ) [ ( ) ]( ) ( ) ( )

s

a

f s q A a q q s a s t F t dt      .   (4.1.18) 

Từ (1.1.16) – (1.1.17), ta nhận được phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 như sau 

( ) ( ) ( , ) ( )
s

a

y s f s K s t y t dt   .     (4.1.19) 

Ngược lại, dễ dàng kiểm tra mọi nghiệm ( )y s  của phương trình (4.1.19) đều là nghiệm của Bài toán 

(4.1.1) – (4.1.2). 

Ví dụ 4.1.3. Tìm hàm ( )y s  thỏa mãn 

                       ( ) ( ) ( )y s y s F s   , (4.1.20) 

  (0) 1y  , (0) 0y  .      (4.1.21) 



 

Lời giải. So sánh Bài toán (4.1.20) – (4.1.21) với Bài toán (4.1.1) – (4.1.2), ta có  

( ) 0A s  , ( )B s  . 

Bài toán (4.1.20) – (4.1.21) dẫn đến phương trình tích phân tuyến tính Volterra loại 2 sau 

0 0

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
s s

y s s t F t dt t s y t dt      .    

4.2. Bài toán biên cho phương trình vi phân thường 

Bài toán 4.2.1. Tìm hàm ( )y s  thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y s A s y s B s y s F s    , a s b     (4.2.1) 

0 1
( ) ,  ( )y a y y b y  ,      (4.2.2) 

trong đó , ,A B F  là các hàm liên tục trên [ , ]a b  cho trước. 

Sử dụng một số phép biến đổi ta đi tìm mối liên hệ giữa Bài toán (4.2.1) – (4.2.2) với một 

phương trình tích phân tuyến tính nào đó. 

Lấy tích phân hai vế của (4.2.24) từ a  đến s , kết hợp điều kiện biên 
0

( )y a y , ta được 

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s

a

y s C F s ds A s y s A a y     [ ( ) ( )] ( )
s

a

A s B s y s ds   (4.2.3) 

với C  là hằng số . 

Lấy tích phân hai vế của (4.2.3) từ a  đến s , ta được 

2

0 0 1 1 2
( ) [ ( ) ]( ) ( )

ss

a a

y s y C A a y s a F s ds ds         

    
2

1 1 1 1 1 1 1 2
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )

ss s

a a a

A s y s ds A s B s y s ds ds     . (4.2.4) 

Sử dụng Bổ đề 4.1.2, từ (4.2.4) ta được 

0 0
( ) [ ( ) ]( ) ( ) ( )

s

a

y s y C A a y s a s t F t dt       

{ ( ) ( )[ ( ) ( )]} ( )
s

a

A t s t A t B t y t dt    .  (4.2.5) 

Trong (4.2.5), thay s b , kết hợp với điều kiện biên 
1

( )y b y , ta được 

1 0 0
[ ( ) ]( ) ( ) ( )

b

a

y y C A a y b a b t F t dt       

{ ( ) ( )[ ( ) ( )]} ( )
b

a

A t b t A t B t y t dt    .  (4.2.6) 

Từ (4.2.6), suy ra 

0 1 0
( ) {( ) ( ) ( )

b

a

s a
C A a y y y b t F t dt

b a


    

   



 

 { ( ) ( )[ ( ) ( )]} }
b

a

A t b t A t B t y t dt    .  (4.2.7) 

Từ (4.2.5) và (4.2.7), ta được 

0 1 0
( ) ( ) ( ) [( ) ( ) ( ) ]

s b

a a

s a
y s y s t F t dt y y b t F t dt

b a


      

   

{ ( ) ( )[ ( ) ( )]} ( )
s

a

A t s t A t B t y t dt     

{ ( ) ( )[ ( ) ( )]} ( ) }
b

a

s a
A t b t A t B t y t dt

b a

    
 .  (4.2.8) 

Đặt  

0 1 0
( ) ( ) ( ) [( ) ( ) ( ) ]

s b

a a

s a
f s y s t F t dt y y b t F t dt

b a


      

  ,  (4.2.9) 

{ ( ) ( )[ ( ) ( )]},  ,
( , )

( )( )
( ) 1 ( ) ( ) ,  .

s a
A t b t A t B t t s

b aK s t
s a t a b s

A t A t B t t s
b a b a

                      

  (4.2.10) 

Từ (4.2.9) và (4.2.10) ta đưa (4.2.8) về dạng phương trình phương trình tích phân tuyến tính 

Fredholm loại 2 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

y s f s K s t y t dt   .     (4.2.11) 

Ví dụ 4.2.2. Tìm hàm  y s  thỏa mãn 

                       ( ) ( ) ( ) ( )y s P s y s Q s   , (4.2.12) 

  ( ) 0y a  , ( ) 0y b  .      (4.2.13) 

Lời giải. So sánh Bài toán (4.2.12) – (4.2.13) với Bài toán (4.2.1) – (4.2.2), ta có  

( ) 0A s  , ( ) ( )B s P s , ( ) ( )F s Q s , 
0

0y  , 
1

0y  .  

Thay các kết quả này vào (4.2.9), (4.2.10), ta được 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s b

a a

s a
f s s t Q t dt b t Q t dt

b a


   

  ,    (4.2.14) 

( )( ) ( )
,  ,

( , )
( )( ) ( )

,  .

s a b t P t
t s

b aK s t
t a b s P t

t s
b a





  
     

 

.    (4.2.15) 

Bài toán (4.2.12) – (4.2.13) dẫn đến phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

y s f s K s t y t dt   .      

Ví dụ 4.2.3. Giải phương trình tích phân Fredholm loại 1 



 

1

0

( ) ( , ) ( )f s K s t t dt      (4.2.16) 

trong đó   
(1 ),  ,

( , )
(1 ) ,  .

s t s t
K s t

s t s t

     
.       

Lời giải. Phương trình (4.2.16) – (4.2.17) có nhân đối xứng, ta khảo sát phương trình này dựa vào 

kết quả của Định lí 2.4.16. 

Từ Ví dụ 4.2.2 suy ra bài toán biên 
2

2
0,  (0) (1) 0

d y
y y y

ds
    ,    (4.2.17) 

tương đương với phương trình  
1

0

( ) ( , ) ( )s K s t t dt    .     (4.2.18) 

Bài toán (4.2.17) có các giá trị riêng là 
2 2 2 2

1 2
,  2 ,...,  ,...

n
n           (4.2.19) 

và các hàm riêng trực chuẩn tương ứng là 

1 2
( ) 2 sin ,  ( ) 2 sin 2 ,...,  ( ) 2 sin ,...

n
s s s s s n s         (4.2.20) 

Do đó ( , )K s t  có các giá trị riêng là (4.2.19) và hàm riêng trực chuẩn là (4.2.20). 

Ta có  
1

0

2 ( )sin
k
a f t k tdt  . Theo Định lí 2.4.17, phương trình (4.2.16) có nghiệm khi và chỉ khi 

chuỗi 4 4 2

1
k

k

k a



  hội tụ. Lúc đó, nghiệm của (4.2.16) là   

  4 4 2

1

lim 2 sin
n

kn
k

s k a n s  




  . 

4.3. Bài toán dao động tự do của dây đàn hồi 

Dao động tự do của dây đàn hồi được mô tả bởi bài toán: Tìm hàm ( , )y x t  thỏa mãn 

2 2
2

2 2

y y
c

t x

 


 
 với c  là hằng số,    (4.3.1) 

(0, ) 0,   (1, ) 0y t y t  ,     (4.3.2) 

( , 0) ( ),   ( , 0) 0
t

y x g x y x  .    (4.3.3) 

Bằng phương pháp tách biến, ta có nghiệm của bài toán (4.3.1) – (4.3.3)  là 

1

( , ) cos( )sin( )
n

n

y x t b n ct n x 




     với 
1

0

2 ( )sin
n
b g x n xdx  . 

Ở đây ta đưa bài toán (4.3.1) – (4.3.3) về phương trình tích phân. Việc khảo sát bài toán (4.3.1) – 

(4.3.3) được quy về khảo sát phương trình tích phân. 

Đặt  ( , ) ( ) ( )y x t u x t . Bài toán (4.3.1) – (4.3.3) dẫn đến hai bài toán sau: 



 

Bài toán biên (4.3.3) – (4.3.4) 

( ) ( ) 0u x u x   ,       (4.3.3) 

(0) (1) 0u u  .      (4.3.4) 

Bài toán giá trị ban đầu  (4.3.5) – (4.3.6) 
2( ) ( ) 0t c t     ,      (4.3.5) 

( )
(0) ,  (0) 0

( )

u x

g x
   .     (4.3.6) 

Từ Ví dụ 4.2.3, ta có Bài toán biên (4.3.3) – (4.3.4)  tương đương với phương trình tích phân thuần 

nhất 
1

0

( ) ( , ) ( )u s K s t u t dt       (4.3.7) 

trong đó  
(1 ),  ,

( , )
(1 ) ,  .

s t s t
K s t

s t s t

     
.     

Sử dụng kết quả Bài toán (4.1.1) – (4.1.2), suy ra Bài toán (4.3.5) – (4.3.6) tương đương với phương 

trình tích phân Volterra  

2

0

( )
( ) ( ) ( )

( )

tg x
t c s t s ds
u x

     .    (4.3.8) 

Khảo sát phương trình tích phân (4.3.7) và (4.3.8), ta có kết quả của Bài toán (4.3.1) – (4.3.3). 

 



 

KẾT LUẬN 

 

Trên cơ sở tổng hợp, phân tích các tài liệu tham khảo, luận văn đạt được một số kết quả sau 

đây 

Thứ nhất, luận văn hệ thống và chi tiết hóa các kết quả về điều kiện tồn tại nghiệm, dạng 

nghiệm của phương trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 với nhân suy biến, nhân đối xứng, 

2
L -nhân bất kì; sử dụng phương pháp xấp xỉ liên tiếp khảo sát điều kiện tồn tại nghiệm của phương 

trình tích phân tuyến tính Fredholm loại 2 và Volterrra loại 2 trong trường hợp nhân liên tục và 
2
L -

nhân. 

Thứ hai, luận văn xây dựng ví dụ minh họa cho các vấn đề trên và một số ứng dụng đơn giản 

của phương trình tích phân tuyến tính. 

Qua luận văn này, tác giả đã thật sự làm quen với công tác nghiên cứu khoa học một cách 

nghiêm túc và có hệ thống. Tác giả cũng học tập được phương pháp nghiên cứu tài liệu, phương 

pháp làm việc nhóm. Những kiến thức, kinh nghiệm đạt được trong quá trình nghiên cứu là rất quí 

báu đối với bản thân tác giả. Tuy nhiên, do năng lực và kiến thức còn hạn chế nên khó tránh khỏi 

những sai sót. Tác giả rất mong nhận được sự chỉ bảo của quí Thầy cô  và các bạn, xin chân thành 

cảm ơn. 
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