
����������	�
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �����������������������  ��������!���"#����������$%���&'(�������)*+,-�-./-)0� )12-.�3)43�564-�72�893�%:�7;0�<=>?<>?=��� ����@%��A��B&C��"D�������EF�G�HI����������� �/��J-.�K��LM�N=OO



�����������	�
���	�����	��	�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	����������	� �	!"�#$%�&'��(����#)*����� �+	,��-�.��/"�#$%�&0��,��#�1���+	,��-�.��2"�+�$%�#$���134���� ��5�	�� ���&16��78��
���-,��7.�������9��
:���	;<�&16��78���=����	�.>��	��?@��	� �	!�	!>���������	!�����A���7�������3�2B��	C���//��8<�2D//�����E��	F���<�	�F1�G16��78�����"�H�#�1����I<�#	��������J��!�G�.1K�����	!�����A���H��#	��7�.�������������	!�$��+	�<K�����	!�����A���



1

Më ®Çu
1. Lý do chän ®Ò tµi

Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nghiÖm nguyªn lµ ph−¬ng tr×nh ®¹i sè víi hÖ sè nguyªn

vµ sè Èn bÊt kú, nghiÖm cña nã ®−îc t×m trong tËp hîp sè nguyªn, sè nguyªn

d−¬ng.

Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nãi chung vµ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nghiÖm nguyªn nãi

riªng cã mét vai trß quan träng trong to¸n häc vµ trong thùc tÕ, nã ®· ®−îc c¸c

nhµ to¸n häc trªn thÕ giíi nghiªn cøu tõ rÊt l©u, ®−îc ®Ò cËp tíi trong bÊt kú

mét cuèn s¸ch Sè häc c¬ b¶n nµo vµ hiÖn nay nã vÉn chiÕm mét vÞ trÝ quan träng

trong nghiªn cøu vµ häc tËp.

V× vËy, t«i ®· chän nghiªn cøu ®Ò tµi "Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nghiÖm nguyªn"

víi mong muèn tÝch lòy thªm vèn kiÕn thøc cho b¶n th©n vµ lµm c¬ së phôc vô

cho viÖc gi¶ng d¹y cña m×nh.

2. Môc ®Ých nghiªn cøu

N¾m ®−îc c¸c ph−¬ng ph¸p t×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt

hai Èn vµ ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt nhiÒu Èn.

N¾m ph−¬ng ph¸p t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai hai Èn trªn

c¬ së tiÕp cËn ph−¬ng tr×nh Pell.

T×m hiÓu ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh d¹ng ®Æc biÖt: Ph−¬ng tr×nh Pythagore.

3. §èi t−îng vµ ph¹m vi nghiªn cøu

4. Ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu

5. CÊu tróc luËn v¨n

Më ®Çu.

Ch−¬ng I: HÖ thèng nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n.

Ch−¬ng II: §iÒu kiÖn cã nghiÖm vµ c¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh v«

®Þnh bËc nhÊt hai Èn, ®iÒu kiÖn tån t¹i nghiÖm vµ quy tr×nh t×m nghiÖm cña

ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt nhiÒu Èn víi c¸c vÝ dô minh häa.

Ch−¬ng III: Th«ng qua ph−¬ng tr×nh Pell ®Ó ®−a ra ph−¬ng ph¸p gi¶i

ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai hai Èn, ®ång thêi t×m hiÓu mét d¹ng ph−¬ng tr×nh

®Æc biÖt - Ph−¬ng tr×nh Pythagore.

KÕt luËn.
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Ch−¬ng 1

C¸c kiÕn thøc c¬ b¶n

1.1 Liªn ph©n sè

a) §Þnh nghÜa liªn ph©n sè h÷u h¹n

b) §Þnh nghÜa liªn ph©n sè v« h¹n

1.2 Phi-hµm Euler

§Þnh nghÜa Phi-hµm Euler

C¸c ®Þnh lý liªn quan ®Õn Phi-hµm Euler
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Ch−¬ng 2

Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt

2.1 Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt hai Èn

§Þnh nghÜa 2.1. D¹ng tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt hai Èn x

vµ y lµ

ax + by + c = 0 (2.1)

ë ®©y a, b, c lµ nh÷ng sè nguyªn gäi lµ hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh.

Mçi cÆp sè (x0, y0) tháa m·n ®¼ng thøc (2.1), nghÜa lµ ax0 + by0 + c = 0 gäi lµ

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (2.1)

§Þnh lý 2.1. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ph−¬ng tr×nh (2.1) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm sè

nguyªn lµ −íc sè chung lín nhÊt cña c¸c sè a vµ b lµ −íc sè cña c.

§Þnh lý 2.2. NÕu (x0, y0) lµ mét nghiÖm nguyªn cña (2.1) vµ (a, b) = 1 th× khi

®ã mäi nghiÖm nguyªn cña (2.1) cã d¹ng:






x = x0 + bt

y = y0 − at

ë ®©y t lµ sè nguyªn tïy ý.

2.2 Ph−¬ng ph¸p t×m nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt

2.2.1 Ph−¬ng ph¸p biÕn sè nguyªn

VÝ dô 2.1. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh:

12x − 19y + 21 = 0.
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Lêi gi¶i

Tõ ph−¬ng tr×nh 12x − 19y + 21 = 0, suy ra:

x =
19y − 21

12
= y − 1 +

7y − 9

12
.

§Ó x nguyªn th×
7y − 9

12
= z ∈ Z ⇒ y =

12z + 9

7
= z + 1 +

5z + 2

7
.

§Ó y nguyªn th×
5z + 2

7
= t ∈ Z ⇒ z =

7t − 2

5
= t + 2.

t − 1

5
.

V× z ∈ Z nªn
t − 1

5
= u ⇒ t = 5u + 1

⇒ z = 5u + 1 + 2u = 7u + 1

⇒ y = 7u + 1 + 1 + 5u + 1 = 12u + 3

⇒ x = 12u + 3 − 1 + 7u + 1 = 19u + 3.

VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho cã d¹ng:






x = 19u + 3

y = 12u + 3
, u ∈ Z.

2.2.2 Ph−¬ng ph¸p hµm Euler

VÝ dô 2.2. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh:

12x − 19y + 21 = 0.

Lêi gi¶i

Ta cã: 12x − 19y + 21 = 0

⇔ 12x + 19y′ + 21 = 0, víi y′ = −y.

Do 19 lµ sè nguyªn tè nªn ϕ(19) = 19 − 1 = 18. Do ®ã:










x0 = −21.12ϕ(19)−1 = −21.1217

y0 = 21.
12ϕ(19) − 1

19
= 21.

1218 − 1

19

lµ mét nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh 12x + 19y′ + 21 = 0. Suy ra tÊt c¶ c¸c

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh nµy cã d¹ng:










x = −21.1217 + 19t

y′ = 21.
1218 − 1

19
− 12t

, t ∈ Z.
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VËy ph−¬ng tr×nh 12x − 19y + 21 = 0 cã nghiÖm lµ:










x = −21.1217 + 19t

y = −21.
1218 − 1

19
+ 12t

, t ∈ Z.

2.2.3 Ph−¬ng ph¸p dïng liªn ph©n sè

VÝ dô 2.3. T×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh:

12x − 19y + 21 = 0.

Lêi gi¶i

Ta cã: 12x − 19y + 21 = 0 ⇔ 12x − 19y = −21.

Ta sÏ t×m mét nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh

12x − 19y = 1.

Khai triÓn
12

19
thµnh liªn ph©n sè:

Ta cã: 12 = 0.19 + 12

19 = 1.12 + 7

12 = 1.7 + 5

7 = 1.5 + 2

5 = 2.2 + 1

2 = 2.1

VËy
12

19
= (0, 1, 1, 1, 2, 2). Ta cã n = 5 vµ

p0 = a0 = 0; q0 = 1;

p1 = a0a1 + 1 = 1; q1 = a1 = 1;

p2 = a2p1 + p0 = 1; q2 = a2q1 + q0 = 2;

p3 = a3p2 + p1 = 2; q3 = a3q2 + q1 = 3;

p4 = a4p3 + p2 = 5; q4 = a4q3 + q2 = 8.

Do b = −19 < 0, nªn ph−¬ng tr×nh 12x − 19y = 1 cã mét nghiÖm riªng lµ:






x0 = (−1)4q4 = 8

y0 = (−1)4p4 = 5

VËy ph−¬ng tr×nh 12x − 19y + 21 = 0 nhËn






x1 = −8.21 = −168

y1 = −5.21 = −105



6

lµ mét nghiÖm riªng.

VËy tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 12x − 19y + 21 = 0 lµ:






x = −168 − 19t

y = −105 − 12t
, t ∈ Z.

Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt k Èn cã d¹ng

a1x1 + a2x2 + · · · + akxk = b, (2.31)

trong ®ã k ≥ 2; a1, a2, . . . , ak, b lµ nh÷ng sè nguyªn vµ ai 6= 0,∀i = 1, k.

2.2.4 §iÒu kiÖn tån t¹i nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt nhiÒu

Èn

§Þnh lý 2.3. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ph−¬ng tr×nh (2.31) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm

nguyªn lµ −íc chung lín nhÊt cña nh÷ng sè a1, a2, . . . , ak lµ −íc cña b.

2.2.5 Qui tr×nh t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt nhiÒu

Èn

Tõ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh k Èn ta ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh k − 1 Èn vµ

tiÕp tôc nh− vËy cuèi cïng nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh 2 Èn. Mçi lÇn gi¶m

sè Èn nh− thÕ ta l¹i gi¶i ph−¬ng tr×nh 2 Èn qua tham sè. Cuèi cïng ta ®−îc hÖ

nghiÖm phô thuéc vµo k − 1 tham sè.

VÝ dô 2.4. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh

2x + 3y + 4z + 6w = 5.

Lêi gi¶i

Ta ®−a vµo Èn míi u = 2z+3w, ph−¬ng tr×nh ®· cho viÕt l¹i 2x+3y+2u = 5.

Ph−¬ng tr×nh sau l¹i ®−a vµo Èn míi v = 3y + 2u vµ nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh

2x + v = 5.

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2z + 3w = u trong sè nguyªn ®èi víi z, w, ta cã nghiÖm

riªng z0 = −u,w0 = u ⇒ tÊt c¶ c¸c nghiÖm lµ:






z = −u + 3t1

w = u − 2t1
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víi t1 = 0,±1,±2, . . .

NghiÖm nguyªn y, u cña ph−¬ng tr×nh 3y + 2u = v víi mét nghiÖm riªng

y0 = v, u0 = −v lµ






y = v + 2t2

u = −v − 3t2

víi t2 = 0,±1,±2, . . .

TÊt c¶ nh÷ng nghiÖm nguyªn cña 2x + v = 5 víi mét nghiÖm riªng x0 =

1, v0 = 3 lµ






x = 1 + t3

v = 3 − 2t3

víi t3 = 0,±1,±2, . . .

Tõ ®©y suy ra nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ:






























x = 1 + t3

y = v + 2t2 = 3 − 2t3 + 2t2

z = −u + 3t1 = v + 3t2 + 3t1 = 3 − 2t3 + 3t2 + 3t1

w = u − 2t1 = −v − 3t2 − 2t1 = −3 + 2t3 − 3t2 − 2t1

víi t1 = 0,±1,±2, . . . ; t2 = 0,±1,±2, . . . ; t3 = 0,±1,±2, . . .
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Ch−¬ng 3

Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai hai Èn

Tr−íc khi t×m hiÓu d¹ng vµ c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai hai Èn, ta

xÐt d¹ng ®Æc biÖt cña ph−¬ng tr×nh nµy ®ã lµ ph−¬ng tr×nh Pell.

3.1 Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I

§Þnh nghÜa 3.1. Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I lµ ph−¬ng tr×nh cã d¹ng:

x2 − dy2 = 1 (3.1)

ë ®©y d lµ sè nguyªn.

Khi nãi ®Õn nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Pell, ta lu«n lu«n hiÓu ®ã lµ nghiÖm

nguyªn d−¬ng. Sau ®©y ta sÏ kh¶o s¸t c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n nhÊt cña ph−¬ng

tr×nh Pell lo¹i I.

TÝnh chÊt 3.1. NÕu d lµ sè chÝnh ph−¬ng (d = m2) th× (3.1) kh«ng cã nghiÖm

nguyªn d−¬ng.

TÝnh chÊt 3.2. NÕu d lµ sè nguyªn ©m th× (3.1) kh«ng cã nghiÖm nguyªn d−¬ng.

TÝnh chÊt 3.3. (§iÒu kiÖn tån t¹i nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I). Ph−¬ng

tr×nh Pell lo¹i I cã nghiÖm nguyªn d−¬ng khi vµ chØ khi d lµ sè nguyªn d−¬ng

vµ kh«ng ph¶i lµ sè chÝnh ph−¬ng.

TÝnh chÊt 3.4. (C«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I). XÐt d·y {xn}
vµ {yn} ®−îc cho bëi hÖ thøc truy håi sau:







x0 = 1; x1 = a; xn+2 = 2axn+1 − xn, víi n = 0, 1, . . .

y0 = 0; y1 = b; yn+2 = 2ayn+1 − yn, víi n = 0, 1, . . .
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trong ®ã (a, b) lµ nghiÖm nguyªn d−¬ng bÐ nhÊt cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I.

Khi ®ã (xn, yn) víi n = 1, 2, . . . lµ tÊt c¶ c¸c nghiÖm d−¬ng cña ph−¬ng tr×nh

Pell lo¹i I.

VÝ dô 3.1. Chøng minh r»ng tån t¹i v« h¹n nh÷ng bé ba sè nguyªn liªn tiÕp mµ

mçi sè trong ®ã ®Òu lµ tæng cña hai sè chÝnh ph−¬ng.

Lêi gi¶i

B»ng phÐp thö trùc tiÕp, ta thÊy bé ba sè nguyªn liªn tiÕp tháa m·n yªu cÇu

®Ò bµi lµ 8, 9, 10 (8 = 22 + 22; 9 = 32 + 02; 10 = 32 + 12). §iÒu nµy gîi ý ®Õn viÖc

ta xÐt bé ba sè liªn tiÕp: x2 − 1, x2, x2 + 1.

V× x2 = x2 + 02; x2 + 1 = x2 + 12. Do vËy nÕu nh− x2 − 1 = y2 + z2 tháa m·n

víi v« h¹n bé sè nguyªn (x, y, z) th× ta chøng minh ®−îc bµi to¸n nµy. Trªn c¬

së ®ã ta xÐt tr−êng hîp ®Æc biÖt khi z = y. Cô thÓ ta t×m nghiÖm nguyªn cña

ph−¬ng tr×nh:

x2 − 1 = 2y2 ⇔ x2 − 2y2 = 1. (3.30)

(3.30) lµ ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I víi d = 2. Râ rµng ph−¬ng tr×nh nµy tån t¹i

v« h¹n nghiÖm nguyªn d−¬ng.

Tãm l¹i, tån t¹i v« h¹n nh÷ng bé ba sè nguyªn liªn tiÕp mµ mçi sè trong ®ã

®Òu lµ tæng cña hai sè chÝnh ph−¬ng.

∗ NhËn xÐt:
Ta cã thÓ chØ ra cô thÓ v« h¹n nh÷ng bé ba Êy, b»ng c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh

(3.30).

Ta thÊy (x, y) = (3, 2) lµ nghiÖm nguyªn d−¬ng bÐ nhÊt cña (3.30), nªn

ph−¬ng tr×nh (3.30) cã d·y nghiÖm sau:

x0 = 1; x1 = 3; xn+2 = 6xn+1 − xn; n = 0, 1, 2, . . .

y0 = 0; y1 = 2; yn+2 = 6yn+1 − yn; n = 0, 1, 2, . . .

VËy tån t¹i Ýt nhÊt bé ba sè h¹n: x2
i − 1; x2

i ; x
2
i + 1 víi i = 1, 2, . . . c¸c bé ba

®Çu tiªn ®−îc cho trong b¶ng sau:

i 1 2 3 . . .

Bé ba 8,9,10 288,289,290 9800,9801,9802 . . .
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3.2 Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II

§Þnh nghÜa 3.2. Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II lµ ph−¬ng tr×nh cã d¹ng:

x2 − dy2 = −1 (3.38)

ë ®©y d lµ sè nguyªn d−¬ng. Còng gièng nh− khi xÐt ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I, ë

®©y ta chØ quan t©m ®Õn viÖc t×m nghiÖm nguyªn d−¬ng cña ph−¬ng tr×nh nµy.

TÝnh chÊt 3.5. NÕu d lµ sè chÝnh ph−¬ng (d = m2) th× ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II

kh«ng cã nghiÖm nguyªn d−¬ng.

TÝnh chÊt 3.6. Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II kh«ng cã nghiÖm khi d cã −íc nguyªn

tè p = 4k + 3.

TÝnh chÊt 3.7. NÕu d lµ sè nguyªn tè th× ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II

x2 − dy2 = −1 (3.40)

cã nghiÖm nguyªn d−¬ng khi vµ chØ khi d kh«ng cã d¹ng 4k + 3.

TÝnh chÊt 3.8. (§iÒu kiÖn ®Ó ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II cã nghiÖm). Gäi (a, b) lµ

nghiÖm nhá nhÊt cña ph−¬ng tr×nh Pell liªn kÕt víi ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II.

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II

x2 − dy2 = −1 (3.44)

cã nghiÖm khi vµ chØ khi hÖ sau:






a = x2 + dy2 (3.45)

b = 2xy (3.46)

cã nghiÖm nguyªn d−¬ng.

TÝnh chÊt 3.9. (C«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II). XÐt ph−¬ng

tr×nh Pell lo¹i II:

x2 − dy2 = −1 (3.57)

XÐt ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I liªn kÕt víi nã:

x2 − dy2 = 1 (3.58)

Gi¶ sö (a, b) lµ nghiÖm nguyªn bÐ nhÊt cña (3.58). XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh:






x2 + dy2 = a (3.59)

2xy = b (3.60)
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Gi¶ thiÕt r»ng hÖ (3.59) - (3.60) cã nghiÖm vµ (u, v) lµ nghiÖm duy nhÊt cña

nã. XÐt hai d·y sè nguyªn d−¬ng {xn}, {yn} sau ®©y:






x0 = u; x1 = u3 + 3duv2; xn+2 = 2axn+1 − xn, n = 0, 1, 2, . . .

y0 = v; y1 = dv3 + 3u2v; yn+2 = 2ayn+1 − yn, n = 0, 1, 2, . . .

Khi ®ã (xn, yn) lµ tÊt c¶ c¸c nghiÖm nguyªn d−¬ng cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i

II.

VÝ dô 3.2. T×m tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d−¬ng n cã tÝnh chÊt n2 + (n + 1)2 lµ sè

chÝnh ph−¬ng.

Lêi gi¶i

Gi¶ sö n lµ sè nguyªn d−¬ng ph¶i t×m. Khi ®ã ta cã:

n2 + (n + 1)2 = y2

⇒ 2n2 + 2n + 1 = y2

⇒ 4n2 + 4n + 2 = 2y2

⇒ (2n + 1)2 − 2y2 = −1. (3.73)

§Æt x = 2n + 1. Khi ®ã tõ (3.73) dÉn ®Õn ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II:

x2 − 2y2 = −1. (3.74)

Liªn kÕt víi (3.74) lµ ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I sau:

x2 − 2y2 = 1 (3.75)

Ph−¬ng tr×nh (3.75) cã nghiÖm d−¬ng nhá nhÊt lµ x = 3, y = 2. (Theo lý

thuyÕt ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II, th× trong tr−êng hîp nµy a = 3, b = 2).

XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh sau:






u2 + 2v2 = 3

2uv = 2

DÔ thÊy (u, v) = (1, 1) lµ nghiÖm d−¬ng bÐ nhÊt cña hÖ nµy.

Theo lý thuyÕt x©y dùng d·y th× ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i II (3.74) cã nghiÖm lµ:






x0 = 1; x1 = 7; xn+2 = 6xn+1 − xn, n = 0, 1, 2, . . .

y0 = 1; y1 = 5; yn+2 = 6yn+1 − yn, n = 0, 1, 2, . . .

Ta thÊy xk ≡ 1( mod 2),∀k = 0, 1, . . .. Tõ ®ã suy ra d·y nghiÖm {nk} : nk =
xk − 1

2
c¸c sè nguyªn d−¬ng cÇn t×m (víi k = 1, 2, . . .) ®−îc cho theo c«ng thøc:

n0 = 0; n1 = 3; nk+2 = 6nk+1 − nk + 2.
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(ThËt vËy, tõ

xk+2 = 6xk+1 − xk ⇒ 2nk+2 + 1 = 6(2nk+1 + 1) − (2nk + 1)

⇒ nk+2 = 6nk+1 − nk + 2).

Ba kÕt qu¶ ®Çu tiªn ph¶i t×m lµ: n = 3; n = 20; n = 119.

3.3 Ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n

Ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n lµ ph−¬ng tr×nh cã d¹ng:

x2 − dy2 = n

ë ®©y d lµ sè nguyªn d−¬ng vµ kh«ng ph¶i lµ sè chÝnh ph−¬ng, cßn n lµ sè nguyªn.

NÕu n = 1 hoÆc n = −1 th× t−¬ng øng ta cã ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I vµ lo¹i

II.

TÝnh chÊt 3.10. XÐt ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n

x2 − dy2 = n (3.82)

Ph−¬ng tr×nh (3.82) hoÆc v« nghiÖm, hoÆc cã v« sè nghiÖm.

TÝnh chÊt 3.11. XÐt ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n

x2 − dy2 = n. (3.85)

Gi¶ sö (3.85) cã nghiÖm vµ gäi (x0, y0) lµ nghiÖm nguyªn d−¬ng nhá nhÊt cña

nã. Khi ®ã ta cã:

y2
0 ≤ max

{

nb2;
−na2

d

}

ë ®©y (a, b) lµ nghiÖm nguyªn d−¬ng nhá nhÊt cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I t−¬ng

øng:

x2 − dy2 = 1 (3.86)

TÝnh chÊt 3.12. XÐt ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n:

x2 − dy2 = n (3.89)

Gi¶ sö (3.89) cã nghiÖm vµ gäi (α1, β1); (α2, β2); . . . ; (αm, βm) lµ tÊt c¶ c¸c

nghiÖm cña (3.89) tháa m·n bÊt ®¼ng thøc

β2
i ≤ max

{

nb2;
−na2

d

}
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XÐt m d·y sau ®©y. D·y thø i :
{

xn,i , yn,i

}

, víi i = 1,m ®−îc x¸c ®Þnh nh−

sau:


















x0,i = αi, y0,i = βi

xn+1,i = xn,ia + dyn,ib

yn+1,i = xn,ib + yn,ia

ë ®©y (a, b) lµ nghiÖm nguyªn d−¬ng nhá nhÊt cña ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I t−¬ng

øng:

x2 − dy2 = 1 (3.90)

Khi ®ã c¸c d·y
{

xn,i , yn,i

}

sÏ vÐt c¹n hÕt nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Pell víi

tham sè n.

VÝ dô 3.3. Chøng minh r»ng tÊt c¶ nh÷ng nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh

x2 + x + 1 = 3y2

trong nh÷ng sè tù nhiªn x, y, nhËn ®−îc th«ng qua c«ng thøc håi quy sau víi

x0 = y0 = 1

xn = 7xn−1 + 12yn−1 + 3; yn = 4xn−1 + 7yn−1 + 2.

Lêi gi¶i

Ta cã:

x2 + x + 1 = 3y2

⇔ 4x2 + 4x + 4 = 12y2

⇔ (2x + 1)2 − 12y2 = −3. (3.96)

§Æt u = 2x + 1, v = y th× ph−¬ng tr×nh (3.96) thµnh:

u2 − 12v2 = −3 (3.97)

(3.97) chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n = −3.

Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I liªn kÕt víi nã lµ:

u2 − 12v2 = 1. (3.98)

Ph−¬ng tr×nh (3.98) cã nghiÖm nguyªn d−¬ng nhá nhÊt lµ (a, b) = (7, 2). Khi

®ã:

max
{

nb2;
−na2

d

}

= max
{

− 3.22;
3.72

12

}

=
3.49

12
=

49

4

Sè nguyªn d−¬ng β lín nhÊt tháa m·n β2 ≤ 49

4
lµ β = 3. XÐt ph−¬ng tr×nh

(3.97):

u2 − 12v2 = −3
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Víi v = 1 ⇒ u = 3; v = 2, 3 th× (3.97) kh«ng dÉn ®Õn u nguyªn.

Nh− thÕ b»ng c¸ch thö trùc tiÕp nãi trªn, ta thÊy (3,1) lµ nghiÖm duy nhÊt

cña ph−¬ng tr×nh (3.97) tháa ®iÒu kiÖn

β2 ≤ max
{

nb2;
−na2

d

}

Theo tÝnh chÊt 3.12, ph−¬ng tr×nh Pell øng víi n = −3:

u2 − 12v2 = −3

cã d·y nghiÖm sau:

u0 = 3; v0 = 1; un = 7un−1 + 24vn−1; vn = 2un−1 + 7vn−1.

Mµ u = 2x + 1, v = y, suy ra:

x0 =
u0 − 1

2
= 1

y0 = v0 = 1

(2xn + 1) = 7(2xn−1 + 1) + 24yn−1 ⇔ xn = 7xn−1 + 12yn−1 + 3

yn = 2(2xn−1 + 1) + 7yn−1 ⇔ yn = 4xn−1 + 7yn−1 + 2.

Nh− vËy, tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh

x2 + x + 1 = 3y2

trong nh÷ng sè tù nhiªn x, y, nhËn ®−îc th«ng qua c«ng thøc håi quy:

xn = 7xn−1 + 12yn−1 + 3; yn = 4xn−1 + 7yn−1 + 2

víi x0 = y0 = 1.

B©y giê ta quay l¹i xÐt ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai.

§Þnh nghÜa 3.3. Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai d¹ng tæng qu¸t cã d¹ng:

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0 (3.110)

víi a, b, c, d, e, f ∈ Z.

Ta gäi D = b2 − ac lµ ®Þnh thøc cña ph−¬ng tr×nh (3.110).

3.4 Ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai hai Èn

3.4.1 Ph−¬ng tr×nh d¹ng elip

Víi D < 0, (3.110) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng elip.

∗ C¸ch gi¶i:
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ViÕt l¹i (3.110) d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh bËc hai theo Èn x, ta cã:

(3.110) ⇔ ax2 + 2(by + d)x + (cy2 + 2ey + f) = 0 (3.111)

Ta cã: ∆′ = (by + d)2 − a(cy2 + 2ey + f)

= b2y2 + 2bdy + d2 − acy2 − 2aey − af

= (b2 − ac)y2 + 2(bd − ae)y + (d2 − af)

= Dy2 + 2my + n

víi m = bd − ae, n = d2 − af .

§Ó ph−¬ng tr×nh (3.111) cã nghiÖm x th× ∆′ = Dy2 + 2my + n ≥ 0.

V× D < 0 nªn bÊt ®¼ng thøc trªn ®óng trong mét kho¶ng y ∈ [y1, y2] nµo ®ã

mµ chØ cã h÷u h¹n sè nguyªn, vµ víi nh÷ng gi¸ trÞ nguyªn nµy cña y th× sè x

x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc:

x =
−(by + d) ±

√

Dy2 + 2my + n

a

lµ sè thùc vµ ta kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn x nguyªn n÷a th× sÏ t×m ®−îc c¸c nghiÖm

nguyªn cña ph−¬ng tr×nh (3.110).

VÝ dô 3.4. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh:

2x2 − 2xy + 3y2 − 2x − 2y − 1 = 0 (3.112)

Lêi gi¶i

Ta cã a = 2, b = −1, c = 3, d = −1, e = −1, f = −1 nªn D = b2 − ac =

1 − 6 = −5 < 0 ⇒ ®©y lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng elip.

ViÕt l¹i ph−¬ng tr×nh (3.112) d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh bËc hai theo Èn x:

2x2 − 2(y + 1)x + 3y2 − 2y − 1 = 0 (3.113)

Ta cã ∆′ = Dy2 + 2my + n, víi m = bd − ae, n = d2 − af

Ph−¬ng tr×nh (3.112) cã nghiÖm (x, y) nguyªn khi ph−¬ng tr×nh (3.113) cã

nghiÖm x nguyªn.

Nh− vËy ∆′ ≥ 0

⇔ −5y2 + 6y + 3 ≥ 0

⇔ −3 + 2
√

6

−5
≤ y ≤ −3 − 2

√
6

−5
V× y ∈ Z nªn y = 0 hoÆc y = 1.

∗ Víi y = 0, ta cã:

x =
(y + 1) ±

√

−5y2 + 6y + 3

2
=

1 ±
√

3

2
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Ta lo¹i tr−êng hîp nµy v× x 6∈ Z.

∗ Víi y = 1, ta cã:

x =
(y + 1) ±

√

−5y2 + 6y + 3

2
=

2 ±
√

4

2

VËy x = 0 hoÆc x = 2.

Tãm l¹i c¸c nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ: x = 0, y = 1 vµ

x = 2, y = 1.

3.4.2 Ph−¬ng tr×nh d¹ng parabol

Víi D = 0, (3.110) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng parabol.

∗ C¸ch gi¶i:
Gi¶i ph−¬ng tr×nh (3.110) theo Èn x, ta cã biÓu thøc

x =
−(by + d) ±√

2my + n

a

víi m = bd − ae; n = d2 − af .

§Æt ax + by + d = z, khi ®ã ph−¬ng tr×nh (3.110) cã d¹ng

z2 − n = 2my

B©y giê chØ cßn t×m nh÷ng gi¸ trÞ nguyªn cña z sao cho z2 − n chia hÕt cho

2m. Tõ ®©y ta sÏ t×m ®−îc c¸c nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh.

VÝ dô 3.5. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh

9x2 + 24xy + 16y2 + 4x + 6y + 3 = 0 (3.114)

Lêi gi¶i

Ta cã a = 9, b = 12, c = 16, d = 2, e = 3, f = 3 ⇒ D = b2−ac = 122−9.16 =

0. §©y lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng parabol.

Gi¶i ph−¬ng tr×nh (3.114) theo Èn x, ta cã:

x =
−(12y + 2) ±√−6y − 23

9

§Æt 9x + 12y + 2 = z th× ph−¬ng tr×nh (3.114) cã d¹ng:

z2 + 23 = −6y (3.115)

B©y giê ta cÇn t×m nh÷ng gi¸ trÞ nguyªn cña z ®Ó z2 + 23 chia hÕt cho 6.

V× mét sè nguyªn z bÊt k× thuéc mét trong c¸c d¹ng sau: z = 6t; z = 6t+1; z =
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6t + 2; z = 6t + 3; z = 6t + 4 hoÆc z = 6t + 5 trong ®ã t ∈ Z. Ta thÊy chØ cã

z = 6t + 1 vµ z = 6t + 5 tháa ®iÒu kiÖn z2 + 23
... 6.

∗ Víi z1 = 6t + 1 ⇒ y1 =
z2 + 23

−6
=

(6t + 1)2 + 23

−6
= −6t2 − 2t − 4

∗ Víi z2 = 6t + 5 ⇒ y1 =
z2 + 23

−6
=

(6t + 5)2 + 23

−6
= −6t2 − 10t − 8

Tõ (3.115) suy ra x =
z − 12y − 2

9
. Tõ ®©y ta cã:

x1 =
z1 − 12y1 − 2

9
=

(6t + 1) − 12(−6t2 − 2t − 4) − 2

9

=
72t2 + 30t + 47

9
(lo¹i v× x1 6∈ Z)

x2 =
z2 − 12y1 − 2

9
=

(6t + 5) − 12(−6t2 − 2t − 4) − 2

9

=
72t2 + 30t + 51

9
(lo¹i v× x2 6∈ Z)

x3 =
z1 − 12y2 − 2

9
=

(6t + 1) − 12(−6t2 − 10t − 8) − 2

9

=
72t2 + 126t + 95

9
(lo¹i v× x3 6∈ Z)

x4 =
z2 − 12y2 − 2

9
=

(6t + 5) − 12(−6t2 − 10t − 8) − 2

9

=
72t2 + 126t + 99

9
= 8t2 + 14t + 11

VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (3.114) lµ






x = 8t2 + 14t + 11

y = −6t2 − 10t − 8
, t ∈ .

3.4.3 Ph−¬ng tr×nh d¹ng hyperbol

Víi D > 0, (3.110) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng hyperbol. Ta xÐt hai tr−êng

hîp sau:

a) NÕu D = k2, th× ta biÕn ®æi vÒ d¹ng:

[k(ax + by + d) − (m + k2y)][k(ax + by + d) + (m + k2y)]

= a(c − f)D − ac(b − d)2 (3.116)

Thùc tÕ, ®Ó biÕn ®æi tõ d¹ng (3.110) sang d¹ng (3.116), ta thùc hiÖn b»ng c¸ch
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thªm vµo hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (3.110) ®¹i l−îng λ, mµ nã ®Ó x¸c ®Þnh sao

cho vÕ tr¸i cña (3.110) cã thÓ ph©n tÝch thµnh hai thõa sè. Sau ®ã hai biÓu thøc

k(ax + by + d) ± (m + k2y) cÇn ph¶i lµ nh÷ng sè nguyªn, nªn ta so s¸nh mäi

kh¶ n¨ng cã thÓ cã nh÷ng cÆp sè mµ nã cã tÝch b»ng a(c− f)D−ac(b−d)2. Suy

ra trong tr−êng hîp nµy ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai chØ cã h÷u h¹n nghiÖm

nguyªn.

VÝ dô 3.6. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh

y2 = x2 + x + 4

Lêi gi¶i

Ta viÕt ph−¬ng tr×nh ®· cho vÒ d¹ng: x2 + x + 4− y2 + λ = λ vµ gi¶i ph−¬ng

tr×nh x2 + x + 4 − y2 + λ = 0 ®èi víi x, ta cã:

∆ = 1 − 4(4 − y2 + λ) = 4y2 − 4λ − 15

⇒ x =
−1 ±

√

4y2 − 4λ − 15

2
.

Chän λ = −15

4
⇒ x =

−1 ±
√

4y2

2

⇒ x = −1

2
+ y hoÆc x = −1

2
− y.

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh ®· cho cã d¹ng

(x +
1

2
− y)(x +

1

2
+ y) = −15

4

⇔ (2x − 2y + 1)(2x + 2y + 1) = −15

Mµ −15 = 1.(−15) = (−1).15 = 3.(−5) = (−3).5

VËy ta xÐt c¸c tr−êng hîp sau:

∗ Tr−êng hîp 1:






2x − 2y + 1 = 1

2x + 2y + 1 = −15
⇔







x = −4

y = −4

∗ Tr−êng hîp 2:






2x − 2y + 1 = −15

2x + 2y + 1 = 1
⇔







x = −4

y = 4

∗ Tr−êng hîp 3:






2x − 2y + 1 = −1

2x + 2y + 1 = 15
⇔







x = 3

y = 4
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∗ Tr−êng hîp 4:






2x − 2y + 1 = 15

2x + 2y + 1 = −1
⇔







x = 3

y = −4

∗ Tr−êng hîp 5:






2x − 2y + 1 = −5

2x + 2y + 1 = 3
⇔







x = −1

y = 2

∗ Tr−êng hîp 6:






2x − 2y + 1 = 3

2x + 2y + 1 = −5
⇔







x = −1

y = −2

∗ Tr−êng hîp 7:






2x − 2y + 1 = 5

2x + 2y + 1 = −3
⇔







x = 0

y = −2

∗ Tr−êng hîp 8:






2x − 2y + 1 = −3

2x + 2y + 1 = 5
⇔







x = 0

y = 2

Nh− vËy c¸c nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh ®· cho ë trªn lµ:

(−4,−4); (−4, 4); (3,−4); (3, 4); (−1,−2); (−1, 2); (0,−2); (0, 2)

b) NÕu D 6= k2, khi ®ã viÕt l¹i ph−¬ng tr×nh ®· cho d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh

bËc hai ®èi víi x, cßn y lµ tham sè:

ax2 + 2(by + d)x + cy2 + 2ey + f = 0

§iÒu kiÖn cÇn ®Ó cã x nguyªn lµ biÖt sè:

∆′ = (by + d)2 − a(cy2 + 2ey + f)

lµ mét sè chÝnh ph−¬ng, nghÜa lµ ∆′ = h2 (h nguyªn, kh«ng ©m), hay:

b2y2 + 2bdy + d2 − acy2 − 2aey − af = h2

⇔ (b2 − ac)y2 + 2(bd − ae)y + d2 − af − h2 = 0
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V× b2 − ac = D > 0, ta xem ®©y lµ ph−¬ng tr×nh bËc hai theo y. §Ó ph−¬ng

tr×nh nµy cã nghiÖm y nguyªn th× ®iÒu kiÖn lµ biÖt sè

δ′ = (bd − ae)2 − (b2 − ac)(d2 − af − h2)

lµ mét sè chÝnh ph−¬ng m2 (m lµ sè nguyªn kh«ng ©m).

§¼ng thøc δ′ = m2 lµ ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh cã d¹ng:

m2 − Dh2 = C, víi C = a2e2 − 2abde + ab2f + acd2 − a2cf.

§©y chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n mµ chóng ta ®· biÕt c¸ch gi¶i.

VÝ dô 3.7. T×m nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh

x2 + 4xy + 2y2 + 4x + 6y − 8 = 0 (3.121)

Lêi gi¶i

Ta cã a = 1, b = 2, c = 2, d = 2, e = 3, f = −8 nªn D = b2 − ac = 4 − 2 =

2 > 0.

ViÕt l¹i ph−¬ng tr×nh (3.121) d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh bËc hai ®èi víi x:

x2 + 4(y + 1)x + 2y2 + 6y − 8 = 0 (3.122)

Ta cã: ∆′ = 4(y + 1)2 − (2y2 + 6y − 8)

= 4y2 + 8y + 4 − 2y2 − 6y + 8

= 2y2 + 2y + 12.

§iÒu kiÖn cÇn ®Ó cã x nguyªn lµ biÖt sè ∆′ lµ mét sè chÝnh ph−¬ng, hay:

2y2 + 2y + 12 = h2, (h nguyªn, kh«ng ©m)

⇔ 2y2 + 2y + 12 − h2 = 0.

§Ó cã y nguyªn th× biÖt sè:

δ′ = 1 − 2(12 − h2) = m2 (m lµ sè nguyªn kh«ng ©m). Hay:

m2 − 2h2 = −23 (3.123)

(3.123) chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh Pell víi tham sè n = −23

Ph−¬ng tr×nh Pell lo¹i I liªn kÕt víi nã cã d¹ng:

m2 − 2h2 = 1. (3.124)

Ph−¬ng tr×nh (3.124) cã nghiÖm nguyªn d−¬ng nhá nhÊt (a, b) = (3, 2). Khi

®ã:

max
{

nb2;
−na2

d

}

= max
{

− 23.22;
23.32

2

}

=
23.9

2

Sè nguyªn d−¬ng β lín nhÊt tháa m·n β2 ≤ 23.9

2
lµ β = 10. XÐt ph−¬ng tr×nh

(3.123):
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m2 − 2h2 = −23. NÕu h = 4 ⇒ m = 3; h = 6 ⇒
m = 7; h = 1, 2, 3, 5, 7, 8, 9, 10 th× (3.123) kh«ng dÉn ®Õn m nguyªn.

Nh− thÕ b»ng c¸ch thö trùc tiÕp, ta thÊy cã hai nghiÖm (3, 4); (7, 6) cña

ph−¬ng tr×nh (3.123) tháa m·n ®iÒu kiÖn:

β2
i ≤ max

{

nb2;
−na2

d

}

VËy ph−¬ng tr×nh (3.123) cã hai d·y nghiÖm sau:






m0,1 = 3; h0,1 = 4; mn,1 = 3mn−1,1 + 4hn−1,1; hn,1 = 2mn−1,1 + 3hn−1,1

m0,2 = 7; h0,1 = 6; mn,2 = 3mn−1,2 + 4hn−1,2; hn,2 = 2mn−1,2 + 3hn−1,2

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh

2y2 + 2y + 12 − h2 = 0

cã nghiÖm y =
−1 ± m

2

∗ Víi y =
−1 + m

2

⇒ x = −2(y + 1) ± h = −2(
−1 + m

2
+ 1) ± h = −1 − m ± h.

∗ Víi y =
−1 − m

2

⇒ x = −2(y + 1) ± h = −2(
−1 − m

2
+ 1) ± h = −1 + m ± h.

Cô thÓ, d·y c¸c nghiÖm nguyªn cña ph−¬ng tr×nh (3.121) lµ:

xn,1 = −1 − mn,1 ± hn,1 ; yn,1 =
−1 + mn,1

2

xn,2 = −1 − mn,2 ± hn,2 ; yn,2 =
−1 + mn,2

2

xn,1 = −1 + mn,1 ± hn,1 ; yn,1 =
−1 − mn,1

2
vµ

xn,2 = −1 + mn,2 ± hn,2 ; yn,2 =
−1 − mn,2

2
trong ®ã (mn,1, hn,1); (mn,2, hn,2) lµ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (3.123) ®· cã

c«ng thøc nghiÖm ë trªn.

3.5 Ph−¬ng tr×nh Pythagore

§Þnh nghÜa 3.4. Ph−¬ng tr×nh (t×m nghiÖm nguyªn)

x2 + y2 = z2 (3.125)
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gäi lµ ph−¬ng tr×nh Pythagore. Bé ba sè nguyªn d−¬ng (x, y, z) tháa m·n (3.125)

gäi lµ mét bé ba Pythagore.

Ta nhËn thÊy r»ng nÕu (x, y, z) lµ mét bé ba Pythagore th× víi mäi d nguyªn

d−¬ng, bé ba (dx, dy, dz) còng lµ mét bé ba Pythagore. V× lÏ ®ã ta chØ cÇn quan

t©m ®Õn nh÷ng bé ba Pythagore (x, y, z) mµ ë ®ã (x, y, z) = 1. Khi Êy (x, y, z)

®−îc gäi lµ mét bé ba Pythagore nguyªn thñy.

§Þnh lý 3.1. Cho ph−¬ng tr×nh Pythagore

x2 + y2 = z2 (3.125)

Gi¶ sö (x, y, z) lµ mét bé ba Pythagore nguyªn thñy. Khi ®ã:

a) x, y, z ®«i mét nguyªn tè cïng nhau.

b) x, y kh«ng cïng tÝnh ch½n, lÎ vµ z lµ sè lÎ.

§Þnh lý 3.2. Cho ph−¬ng tr×nh Pythagore

x2 + y2 = z2 (3.125)

Víi y ch½n. Bé ba (x, y, z) lµ mét bé ba Pythagore nguyªn thñy khi vµ chØ khi

chóng cã d¹ng sau:


















x = m2 − n2

y = 2mn

z = m2 + n2

ë ®©y m,n nguyªn d−¬ng, m > n, (m,n) = 1 vµ m,n kh«ng cïng tÝnh ch½n, lÎ.

§Þnh lý 3.3. Mçi sè trong nh÷ng sè 3, 4, 5 lµ −íc sè Ýt nhÊt cña mét trong nh÷ng

thµnh phÇn x, y, z cña mét nghiÖm (x, y, z) tïy ý cña ph−¬ng tr×nh Pythagore

x2 + y2 = z2.

VÝ dô 3.8. T×m nghiÖm nguyªn d−¬ng x 6= y cña ph−¬ng tr×nh:

x2 + y2 = 2z2.

Lêi gi¶i

NÕu (x, y, z) lµ mét nghiÖm nguyªn d−¬ng cña ph−¬ng tr×nh

x2 + y2 = 2z2 (3.149)

vµ gi¶ sö d = (x, y, z), th× (
x

d
,
y

d
,
z

d
) còng lµ mét nghiÖm cña (3.149). V× lÏ ®ã

ta chØ cÇn t×m c¸c nghiÖm nguyªn d−¬ng (x, y, z) cña (3.149) mµ (x, y, z) = 1.

Lóc ®ã còng gièng nh− ph−¬ng tr×nh Pythagore, ta gäi (x, y, z) lµ mét nghiÖm
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nguyªn thñy cña (3.149) vµ ta chØ quan t©m ®Õn viÖc t×m nghiÖm nguyªn thñy

cña (3.149) mµ th«i.

Gi¶ sö (x0, y0, z0) lµ mét nghiÖm nguyªn thñy cña (3.149) th×: x2
0 + y2

0 = 2z2
0 .

Ta thÊy r»ng x0, y0 kh«ng thÓ cïng ch½n. ThËt vËy, nÕu x0 = 2x1, y0 = 2y1, tõ

x2
0 + y2

0 = 2z2
0 , ta ®i ®Õn:

4x2
1 + 4y2

1 = 2z2
0 ⇔ 2x2

1 + 2y2
1 = z2

0 (3.150)

Tõ (3.150) suy ra z0 ch½n, tøc z0 = 2z1. Thay l¹i vµo (3.150), ta cã:

2x2
1 + 2y2

1 = 4z2
1 ⇔ x2

1 + y2
1 = 2z2

1

Nh− vËy (x1, y1, z1) còng lµ mét nghiÖm nguyªn d−¬ng cña (3.149), trong ®ã

x0 = 2x1, y0 = 2y1, z0 = 2z1, ®iÒu nµy m©u thuÉn víi (x0, y0, z0) = 1. Do ®ã

x0, y0 kh«ng thÓ cïng ch½n.

Gi¶ sö x0 lÎ. Tõ x2
0 + y2

0 = 2z2
0 , mµ x0 lÎ, nªn suy ra y0 còng lÎ. §Æt x0 =

2x + 1, y0 = 2y + 1, ta cã:

4x2 + 4x + 4y2 + 4y + 2 = 2z2
0 ⇒ 2(x2 + x + y2 + y) + 1 = z2

0 (3.151)

Tõ (3.151) ®i ®Õn z0 còng lµ sè lÎ.

Tãm l¹i ta cã nhËn xÐt sau: NÕu (x0, y0, z0) lµ mét nghiÖm nguyªn thñy cña

(3.149) th× x0, y0, z0 ®Òu lµ sè lÎ.

Ta chøng minh tiÕp r»ng (x0, y0) = 1. ThËt vËy, nÕu (x0, y0) > 1 th× tån t¹i

sè nguyªn tè p mµ x0
... p vµ y0

... p. Tõ ®ã dùa vµo x2
0 + y2

0 = 2z2
0 , suy ra 2z2

0
... p2.

Do x0, y0 lµ sè lÎ nªn p lµ sè nguyªn tè lÎ, tõ ®ã (2, p2) = 1 ⇒ z2
0
... p2, hay z0

... p.

Tõ x0, y0, z0 ®Òu chia hÕt cho p suy ra m©u thuÉn víi (x0, y0, z0) = 1. V× thÕ

(x0, y0) = 1.

Ta lu«n cã thÓ cho lµ x0 > y0 (v× x0 6= y0 vµ do vai trß b×nh ®¼ng gi÷a x0 vµ

y0).

§Æt u =
x0 + y0

2
; v =

x0 − y0

2
, ta cã:

x2
0 + y2

0 = 2z2
0 ⇔ 2x2

0 + 2y2
0 = 4z2

0

⇔ (x0 + y0)
2 + (x0 − y0)

2 = 4z2
0

⇔
(x0 + y0

2

)2

+
(x0 − y0

2

)2

= z2
0

⇔ u2 + v2 = z2
0 (3.152)

Tõ (x0, y0) = 1 vµ do x0 = u + v; y0 = u − v, nªn suy ra (u, v) = 1. V× lÏ

®ã (u, v, z0) lµ bé ba Pythagore nguyªn thñy. Do ®ã tån t¹i c¸c sè m,n nguyªn
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d−¬ng víi m > n; (m,n) = 1 vµ m,n kh«ng cïng tÝnh ch½n, lÎ sao cho:


















u = m2 − n2

v = 2mn

z0 = m2 + n2

hoÆc



















u = 2mn

v = m2 − n2

z0 = m2 + n2

Tõ ®ã ta ®i ®Õn (do vai trß b×nh ®¼ng gi÷a x0 vµ y0):


















x0 = (m + n)2 − 2n2

y0 = (m + n)2 − 2m2

z0 = m2 + n2

§ã chÝnh lµ cÊu tróc nghiÖm nguyªn thñy cña ph−¬ng tr×nh x2 + y2 = 2z2 víi

x 6= y.

∗ Tõ kÕt qu¶ cña vÝ dô nµy, ta cã bµi to¸n: T×m tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d−¬ng

ph©n biÖt a, b, c sao cho a2, b2, c2 lËp thµnh mét cÊp sè céng. C¸ch gi¶i bµi to¸n

nµy nh− sau:

V× ÷a2, b2, c2 ⇔ a2 + c2 = 2b2 nªn bµi to¸n nµy quy vÒ bµi to¸n: T×m c¸c

nghiÖm nguyªn d−¬ng (x, y, z) víi x 6= y sao cho x2 + y2 = 2z2 mµ ta ®· gi¶i ë

trªn.
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kÕt luËn

Tãm l¹i, luËn v¨n "Ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh nghiÖm nguyªn" ®· ®Ò cËp ®Õn c¸c

vÊn ®Ò sau:

1) Nghiªn cøu c¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt hai Èn vµ

qui tr×nh t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc nhÊt nhiÒu Èn.

2) Nghiªn cøu c¸c d¹ng vµ c¸ch gi¶i cña ph−¬ng tr×nh v« ®Þnh bËc hai hai Èn

trªn c¬ së tiÕp cËn ph−¬ng tr×nh Pell.

3) T×m hiÓu mét ph−¬ng tr×nh d¹ng ®Æc biÖt - Ph−¬ng tr×nh Pythagore.


