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DANH MUC CAC KI HIEU

B™: qua cau don vi n — chiéu trong R™.

I™: hinh lap phuong n — chiéu trong R™.

E(X): tap cac diém cudi cua X.

S(X): tap cac diém cudi va dinh cia X.

CL(X): siéu khdng gian gom cac tap con dong va khac rdng cua X.

2% : siéu khong gian gom cac tap con déng, khac rdng, compact cua X.

C(X): siéu khdng gian gdm cac tap con dong, khac rong, compact, lién thong cia X.
Ord,X: bac cua diém p (theo nghia thong thudng) cua diém p trong continuum X.
pq: cung ndi hai diém p va q trong dendroid.

lim sup A,,: gigi han trén cua day cac tap A,.

lim inf A,,: gigi han dudi cua day cac tap A,,.

lim A,,: gii han cta day cac tap A,,.

N, (r, A): qua cau suy rong tam 1a tap A, ban kinh r.

H,;: metric Hausdorff cam sinh béi metric d.

Fy: quat diéu hoa.

F.: quat Cantor.

<, : thtr tu diém cét yéu tuong Ging véi diem p (trong dendroid).

< : thtr tu diém cét yéu (trong dendroid) khi khdng so nham Ian.

a=a,Ua, VU ..U aq;: kihiéucho ay,a,, ..., a; 1a phén hoach cua a.

Cl(A): bao dong cua tap A.



Fr(A): tap cac diém bién cua tap A.
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MO PAU

Li thuyét continuum va siéu khéng gian 1a mot bo phan cuaa hinh hoc tépd. Trong toan hoc hién
dai, t6p6 cb vai tro vO6 cung quan trong. Nhitng ing dung vo cung lén cia n6 da duoc dung khéng
nhitng cac nganh cua toan hoc thuan tly nhu giai tich, dai s6 ma con trong co hoc Ii thuyét, co hoc

luong tu, vat li hat nhan,....

Mot continuum (hay continua) la mot khdng gian compact lién thong Hausdorff. Khai niém
continuum duoc giéi thiéu lan dau tién bai Georg Cantor vao nam 1893. Trong [16], tAc gia da ching
minh khai niém vé continuum ciia Georg Cantor va dinh nghia continuum 1a mét. Nhing tinh chat co
ban cua mdt continua dugc suy tir cac tinh lién théng cua khong gian t6pd. Tir khi khai niém vé
continuum ciia Georg Cantor ra doi cho dén nay, nhiéu nha toan hoc tén tudi da nghién ctru vé n6 va
thu dugc nhitng két qua quan trong cé tng dung cao trong toan hoc va thuc tién. Cho dén nay, nhiéu
bai toan trong Ii thuyét continuum van con la cac bai toan ma. Giai quyét cac bai toan nay s& mo ra
nhitng huéng nghién ciu méi va nhitng (rng dung to 16n. Do d6 viéc nghién cau vé i thuyét continuum

dang rat thu hat sy quan tdm cta nhiéu nha toan hoc.

Mot continuum X duoc goi 1a c6 tinh chat unicoherent néu véi hai continuum con A4, B bét ki
cua X, ta luén c6 A N B lién thong. Mot continuum X lién thong duong co tinh chat unicoherent di
truyén duoc goi 1a dendroid. Mot dendroid c6 dung mot diém phan chia duoc goi 1a mot quat. Mot
trong nhitng tinh chat quan trong trong nghién ctru continuum 1a tinh co rat dugc cua dendroid va quat .
Tinh co rat caa mot khong gian 1a khai niém ta da biét tir Iy thuyét dong luan: mot khong gian topd X
duoc goi 1a co rat duoc néu cd mot ddng luan H: X x I — X sao cho véi diém p € X nao d6 va véi mdi
x € XtacoH(x,0) = xvaH(x,1) = p. C6 nhiéu khai niém dugc dua ra dé phuc vu cho viéc nghién
ctru tinh co rat dugc cua dendroid va quat. Cu thé trong [1], D. P. Bellamy va J. J. Charatonik da st
dung ham tap hop T dé nghién ctu tinh co rut cho continuum; trong [17], Taejin Lee di dung tinh chét
giao cong dé nghién ctu tinh co rat cho quat; trong [9], J. J. Charatonik da dua ra mdi quan hé giira

ham chon lién tuc va tinh co rut, ....

Mot trong nhitng cong cu vo cuing hiéu qua duoc sir dung dé nghién cau tinh co rat 1a Q — diém.
Khai niém Q — diém duoc gidi thiéu boi Raph Bennett, trong d6 ong di dung Q — diém dé chiing minh
cho tinh khong co rat dugc caa cac dendroid. Tir d6 Q — diém duoc dung dé tim diéu kién khéng co rat
dugc trong cac dendroid. Péi véi céc quat, khi trong quat c6 chira Q — diém thi quat d6 khong co rut

dugc. Piéu nay da duoc chimg minh boi Lex G. Oversteengen. Trong [20], Lex G. Oversteengen da sir



dung Q — diém dé dua ra cac dic trung cho quat khong co rat dugc. Mot cau hoi 16n duoc dwa ra mot
cach ty nhién la: “Cé phai dendroid co Q — diém thi khong co rut dugc?”. Pay 1a bai toan quan
trong nhat vé Q — diém va cho dén nay van con 1a mot bai toan ma. Khi tién hanh tim 1oi giai cho bai
todn trén, mot cach tu nhién, ngudi ta dua ra cau hoi: “ Néu quat cd Q — diém, liéu rang dinh cua quat
d6 1a Q — diém?”, “Néu quat khong lién thong dia phuong tai dinh ciia no thi dinh cua né c6 phai 1a Q —
diém?”. Nguoi ta da tim duoc quat ma dinh cta quat d6 khong phai 1a Q — diém nhung c6 mot day cac
Q - diém hoi ty vé dinh nén hai cau hoi trén da dugc giai quyét. Tuy nhién néu ta thay diéu kién quat
boi diéu kién manh hon 1a quat phang, ta c6 cac bai toan mai: “Néu mot quat phiang c6 mot Q — diém
thi Q — diém d6 co phai 1a dinh cua quat khéng?”; “Néu mot quat phang khéng lién thdng tai dinh
thi dinh c6 phai 12 Q — diém hay khdng?”; “Néu quat khong lién thong dia phuong tai dinh thi quat do
c6 Q — diém hay khéng?”, ....

Nhu vay cho dén nay, nhiéu bai toan trong Ii thuyét continuum va siéu khéng gian van con 1a
nhitng bai todn mo. Giai quyét duoc nhirng bai todn md nay s& tao ra nhiing ung dung 16n trong thuc
tién. Tuy nhién mudn giai quyét duoc nhitng bai todn mo nay khong don gian. Khéi niém Q — diém
duoc dua vao nham gop phan giai quyét cac bai toan ma do. Véi nhiing Ii do trén, chdng t6i quyét dinh

chon dé tai vé Q — diém dé nghién cau.

Nhu da néi ¢ trén, véi mong mudn tién gan hon bai todan mo vé Q — diém trong dendroid: “C6
phai dendroid c6 Q — diém thi khong co rut duoc?”, ma ta da c6 két qua “Néu mot quat c6 Q — diém
thi quat d6 khong co rat dugc”, ta nén xuat phét tir viéc nghién ciu Q — diém trong cac quat, tir d6 sé
ma& rong viéc nghién ciu ndy trén cac dendroid vai hiru han diém phan chia va dendroid tong quat. Do

d6 tén dé tai luan vian ma ching t6i lya chon 14 : “Q — diém trong dendroid”.

Noi dung cua luan vin gdm ba chwong. Chuong 1 trinh bay cac khai niém co ban vé Ii thuyét
continuum va siéu khéng gian. Nhing kién thirc duoc dua ra trong chuong 1 hau hét rat don gian du
gilp ching ta hiéu dugc cac khai niém céc phan sau. Chuong 2 chii yéu trinh bay cac khai niém lién
quan dén tinh co rat caa dendroid va méi lién quan gitra cac khai niém d6 véi tinh co rat duogc cua
dendroid. Chuong 3 chi ra sy ton tai cua Q — diém trong dendroid va tra 1i cho mot s6 vin dé duogc

néu & trén. Trong phan két luan, ta s& trinh bay nhan xét va cac huéng mé rong cho luan van.

Luan vin dugc hoan thanh duéi sy hudng dan khoa hoc cua Tién si Nguyén Ha Thanh. Trong
qua trinh hoc tap va l1am luan vin, thay luén dong vién gidp tac gia tiép can véi nhitng huéng mai trong

toan hoc hién dai, cac van dé 16n va cac bai todn mé trong toan. Sy dong vién va su hudng dan tan tinh



cua thay khdng nhitng gilp tac gia trong viéc hoan thanh luan vin ma con gitp tac gia c6 thém nhiing
cach nhin nhan méi trong cac linh vuc khac cua cudc séng xa hoi. Tac gia xin bay to 1ong biét on siu
sac dén thay. TA&c gia ciing xin gdi 101 cam on dén giao su Felix Capulin, Universidad Auténoma Del
Estado De México; Facultad De Ciencias, Departamento De Matematicas; Instituto Literario No 100,
Col. Centro; Cédigo Postal 50 000, Toluca, Edo. de México, México da giup d& va hd tro mot sb tai
liéu phuc vu cho luan van va nhitng gép y gilp tac gia hoan thanh luan van. Xin chan thanh cam on cac
thay trong T6 Hinh hoc, Khoa Toan — Tin Truong Pai hoc Su Pham Tp. H6 Chi Minh da gitp d& tac
gia nang cao trinh d6 chuyén mon va phuong phap lam viéc hiéu qua trong qua trinh hoc cao hoc. Chan
thanh cam on Ban giam hiéu, Phong T6 Chic Hanh chinh, Phong Khoa hoc Cong nghé va Sau dai hoc,
Phong Ké hoach — Tai chinh Truong Pai hoc Su Pham Tp.HS Chi Minh da gitip d3, tao diéu kién cho

tac gia hoan thanh luan van nay.



CHUONG 1: MO PAU VE LI THUYET CONTINUUM VA SIEU KHONG
GIAN

Trong chuong dau tién nay, ching ta s& dua ra co so |i thuyét nham phuc vu cho cac chuong tiép
theo. Céc kién thirc chu yéu trong chuong nay 1a cac khai niém co ban trong Ii thuyét continuum va

siéu khong gian.

Hau hét cac kién thic duoc dua ra rat ngan gon dé hiéu dugc cac khai niém trong phan sau. Dé

tim hiéu chi tiét, ta cd thé tham khao thém trong cac tai liéu [8], [14] va [18].
Sau day la cac khai niém nhap mon trong Ii thuyét continuum.
1.1. Céc khai niém mé dau trong li thuyét continuum . ([18] va [8])
1.1. 1. Pinh nghia continuum.
Mot continuum (hay continua) la mot khéng gian compact lién thong Hausdorff.
Néu continuum dang xét 1a mot khdng gian metric thi ta goi continuum d6 1a continuum metric.
Continuum c6 nhiéu hon mot diém dugc goi 1a continuum khong suy bién.
Sau déy 14 cac vi du vé continuum :

1.1. 2. Vi du.
Mot cung duoc hiéu 12 anh qua mot phép ddng phoi nao d6 ciia doan [0,1] cua dudng thing
thue. Vi [0,1] 12 mot continuum, hon nira tinh compact, lién théng va Hausdorff bat bién qua phép

ddng phdi nén mot cung 1a mot continuum.

Gia sur h 1a dong phdi giira [0,1] va cung da cho. Khi d6 gia sir p = h(0) va ¢ = h(1) thi ta goi

p Va q 1a cac diém cudi cta cung do.

Trong khong gian R™, qua cau don vi dugc ta ki hiéu 1a B™ = {x € R" : ||x|| < 1} vdi ||x]| ki
hiéu cho chuan Euclide cua x. Mot khong gian duoc tao thanh bai anh cua B™ qua mot phép dong phoi

nao dé duoc goi 1a mot n — té bao. Vi B™ 1a mét continuum nén n — té bao ciing 1a mét continuum.



Trong R", ta ¢c6 B™ ~ I™ = []™,[0,1]; nén trong nhiéu tai liéu cac tac gia dinh nghia n —té bao

1a khong gian dong phdi voi I™.

1.2.3. Céac khai niém lién quan.

Mot (n — 1) —mqdt cau 1a mot khong gian ddng phoi véi 0B™ hay oI™.
Mot hinh Idp phwong Hilbert 1a mot khong gian déng phoi voi I*° =[12,[0,1];.
Day cling la cac continuum.

Néu trong mot khong gian nao d6, bat ki hai diém nao ciing dwoc ndi voi nhau béi mot cung
nam trong khong gian d6 thi khong gian d6 duoc goi 1a khong gian lién théng cung (hay lién thdng

duong).

Mot khong gian duoc goi 13 lién théng cung déu néu khong gian d6 lién thong cung va vai mdi
£ > 0 cho trudc, ludn ton tai sb tu nhién k sao cho mdi cung trong d6 c¢6 k diém chia cung d6 ra thanh

cac cung con c6 duong kinh nho hon e.

Mot tinh chat P nao d6 dugc goi la di truyén trén khong gian X néu mdi tap con (déng, mo) cua

X ciing c6 tinh chat P.

Hop cua ba cung xuat phat tir mot diém v duoc goi 1a mot triod don néu giao cua hai cung bat ki
trong ba cung d6 ludn la v. Khi d6 v dugc goi 1a dinh cua triod don do va cac cung d6 goi la cdc canh

tay.

Cho khong gian X 12 hop cua cac cung theo nghia mdi diém cua X nam trong mot cung nao do
chtra trong X. Mot diém x trong X dugc goi 1a mot diém cudi cua X néu x 1a mot diém cudi caa mot

cung nao d6 trong X chira x. Khi d6 tap cac diém cudi cua X duoc ki hiéu 1a E (X).

Mot diém x cua X dugc goi 1a diém phan chia néu c6 mot triod don nao dé chua trong X va

nhan x lam dinh.
M6t continuum dugc goi 1a phang néu néu c6 mot dong phdi gitra X voi mat phang Euclide.

Mot diém p cia continuum X lién thong cung dugc goi 1a c6 bac k (theo nghia thong thudng)
néu diém p d6 1a diém cudi cua dang k cung néi diém p véi cac diém khac dong thoi cac cung nay phai
ndm trong X. Khi d6 ta ki hiéu Ord, X = k.



Khi d6 ta co p 1a diem cudi cia X khi va chi khi Ord,X = 1 vap la diém phan chia cua X khi
va chi khi Ord,X > 3.

Mét continuum X duoc goi 1a ¢6 tinh chat unicoherent néu véi hai continuum con A4, B bét ki

cua X, taluén cé A n B lién théng.

Dinh nghia sau day cung véi cac tinh chat trén d6 lién quan tryc tiép dén noi dung chinh cua

luan van.

1.1.4. Dendroid va quat.

Pinh nghia. Mot continuum X lién thong duong cé tinh chat unicoherent di truyén duoc goi la
dendroid.

Pinh nghia. Mot dendroid c6 diing mot diém phén chia duoc goi 1a mot quat .
Piém phén chia trong dinh nghia duoc goi 1a &inh cua quat .

Mot quat duoc goi 13 hitu han (dém dweoe, khong dém duoc) néu sb diém cudi cua quat d6 hizu

han (dém dwoc, khong dém dwoc).

Ta ciing ki hiéu E(X) cho tap cac diém cudi cua quat X va S(X) = E(X) U {v} trong d6 v la

dinh cua quat.

Gid sir quat X c6 dinh [a v 1a e 1a diém cudi cua X. Khi d6 ta c6 thé ki higu X = U,cgx) ve.

Sau déy 14 cac vi du Vvé quat

Vi du 1. Cho H bao dong cua diy diéu hoa cac sé thuc, nghia 1a H = {0} U {% in e N}. Khi d6
non trén H la:

Fy = (H x[0,1])/(H x{0})

la mot quat va ta goi d6 1a quat diéu hoa.

Thong thuong ta hiéu quat diéu hoa nhu khong gian con trong mit phang Euclide R?. Pit

v = (0,0),e, = (0,1), e, = (%, 1) v6i m3i n € N, ta c6 thé viét

Fy = U{ve,ne{0,12..}},



Quat diéu hoa Ia quat dém duoc.

Vi du 2. Cho tap Cantor

o 3™ 1 3k+1 3k+2
=[0,1 — .
c [O,]\mL:)1 |<L=)1[3m 3m j

Non trén tap Cantor C la
Fe = (€ x[0,1])/(C x{0})
la mot quat va dugc goi la quat Cantor.
Quat Cantor 12 quat khong dém duoc.

Quat Cantor c6 vai trd quan trong trong I thuyét continuum. Vai trd d6 s& dugc trinh bay ¢ phan

sau cua luan van.

Cho p, g 1a hai diém trong dendroid X. Néu p # g, ta ki hiéu cung duy nhat ndi p va q 1a pq.
Trong truong hop p = q, ta quy wéc pq = {p}.

Pinh nghia. Mot khong gian t0pd X duoc goi 12 lién théng dia phiong tai p € X néu mdi lan

can md G cua p déu chira mot 1an can lién thong nao do cua p.
Pinh nghia. Mt continuum lién thong dia phuong dugc goi la continuum Peano.
Pinh nghia. M6t dendroid lién thong dia phuong dugc goi la mot dendrite.
Mot dendrite c6 hiru han cac diém cubdi dugc goi 1a mot cay.

Pinh nghia. Continuum A duoc goi 13 bat kha quy giira hai diém p, g néu khdng cé continuum

con that su nao cua A chira ca p va q. (dé hiéu rd hon ta c6 thé xem thém trong [16])

Tir dinh nghia trén ta thiy rang mot cung luén 1a continuum bat kha quy gitta cac diém cudi cua

no.

Pinh nghia. Cho A, B la cac continuum con cua dendroid X. Mot cung pg théapg N P = {p} va
pq N Q = {q} dugc goi 1 dwong néi bat kha quy gitra P va Q hay cung bdt kha quy giiza P, Q.([9]).



Pinh nghia. Cho X 12 mot quat va diém p € X. Khi dé thit tw diém cat yéu (tiong 1ng Vi p)
(dugc ki hiéu <, hay < néu khong sg nham Ian) dugc xac dinh trén X nhu sau: x <, y néu va chi néu

x € py. Ta c6 thé goi thir tw diém cat yéu 12 th ty riéng.
1.2. Vai khéi niém co ban trong siéu khong gian. ( [14])
1.2.1. Céc siéu khdng gian thwong gap.
Cho khéng gian tépd X véi tépb T cho trudc, cac tap
CL(X) = {A: Alatap con dong va khac rong cua X },
2% = {4 € CL(X): A compact },
C(X) ={A € 2¥ : Alién thong }
duoc goi la céac siéu khong gian cua X.
Sau day ta s€ trang bi mot topd trén CL(X) va ta goi td pb nay 1a Ty,.

1.2.2. TopO trén siéu khong gian.

Pinh nghia. Topd T), trén CL(X) la tdpd nho nhat co tinh chat ty nhién sau : {A € CL(X): A c
UYeT, néulU €T va{A e CL(X):A c U} latap dong néu U dong trong X.

Nhu vay CL(X) tré thanh khéng gian topd vai topd T, va ta goi Ty, 1a tdpd Vietoris cua siéu
khong gian CL(X).

1.2.3. Vi du don gian veé siéu khdng gian.

Cho X = {0; 1} voi t6pd T = {X, {0}, @}. Khi d6 cac tap dong trong X l1a X, {1},@. Do d6 siéu
khéng gian cta X 1a CL(X) = {{1}, X} va t6pd Vietoris trén CL(X) 1a T, = {@, CL(X)}. Pay la topo
tho.

1.2.4. Co sé cua topo trén siéu khong gian.
Sau day ta s€ chi ra mot co sé S, cua Ty.
V&i hitu han céc tap Sq, S5, ... , S, 1a c&c tap con cua X, ta ki hiéu

(S1,S3, ., S,y ={A € CL(X):Ac U™,S; vA ANS; # @ v6imoi i}.



binh li . ([14]) Cho (X, T) la khéng gian tépd va cho
By = {U,U,,..,U,): U; ETvéimdi i va n < oo}
Khi @6 By 1a mét co so caa Ty, .
Ta c6 dinh li co ban trén siéu khong gian:
pinh li . Néu X = Y thi CL(X) = CL(Y).
Chirng minh.
Gia sir h: X — Y 1a mot phép dong phoi. Ta xac dinh anh xa h* trén CL(X) nhu sau:
h*: CL(X) = CL(Y)
h*(A) = h(4)
v6i moi A € CL(X).
Vi h 13 4nh xa déng nén h* bién CL(X) thanh CL(Y).
Véimoi B € CL(Y), tacd h™2(B) € CL(X) va h*(h™1(B)) = B nén k" la toan anh.
Do h don 4nh nén h* ciing 1a mdt don anh.
Vay h* 1a mot phép dong phdi giita CL(X) va CL(Y).

1.2.5. Metric trén siéu khong gian.

Bay gio ta gia st X la mot khdng gian metric véi metric d. Ta s€ xdy dung mot metric trén

CL(X) va nhu thé CL(X) ciling tr& thanh mat khdng gian metric.
Vi x € X va A € CL(X), ta goi khoang cach tir x dén A 1a
d(x,A) =inf {d(x,a) : a € A}.

Pinh nghia. Véir > 0va A € CL(X), ta dinh nghia N;(r,A) ={x € X : d(x,A) <r}va ta

goi ddy 14 qud cdu mé suy réng tam A ban kinh r.



Khi trong khong gian dang xét khong c6 metric nao khac ngoai metric d hay khi khéng quan
tam dén metric d, ta c6 thé ki hiéu qua cau suy rong thm A ban kinh r 14 N (r, A) hay N(4,) thay cho
N;(r, A).

Pinh nghia . Cho (X, d) la khéng gian metric bi chan. Khi d6 metric Hausdorff dugc sinh bai

metric d duoc ki hiéu la H; dugc xac dinh nhu sau : vai moi A, B € CL(X)
H;(A,B) =inf{r >0: Ac N;(r,B) vaB c Ny(r, A)}.
Chung minh H, 1a metric da dugc trinh bay trong [14], tr. 11-12 .

binh li. ([14]) Cho khong gian metric (X,d). Khi d6 (2%, Ty) metric hoa duoc vaT, = Ty,,.

Trong d6 Ty, la topd sinh bsi metric Hy.

Chua y. Khi X Ia mét continuum, vi mot tap dong trong khong gian compact ludn la tadp compact
néntacd CL(X) = 2%. Do d6 khi xét siéu khong gian cua continuum, ta chi xét hai siéu khéng gian la
2% va C(X).

1.2.7. Thém mét vi du vé siéu khong gian.
Néu S* 1a duong tron don vi trong mat phang phic thi €(S1) 1a 2 — té bao ([19], tr. 369).

Ta biét rang S* ludn dong phdi véi mot dudng cong dong, do d6 néu X 1a mot dudng cong dong
thi ta c6 C(X) = C(S) nén C(X) ciing la 2 — té bao.

1.3. Gidi han trén, gi¢i han dwéi va gioi han caa day cac tap hop trong continuum.
1.3.1. Dinh nghia.
Cho mot day cac tap khac rong {4,,}%_, cia X. Khi d6

lim sup A, = {p € X : mdilan cin U clia p trong X ta déu cé U N 4,

# @ v&inhiéu vo han cac s6 nguyén dwong n}
duoc goi la gidi han trén cua {4, }5—;.

lim inf A,, = {p € X : m6ilan cin U clia p trong X ta déu cé U N 4,

# @ v&inhiéu hitu han cac s6 nguyén dwong n}.

duoc goi la gidi han dudi cua {4, }—;.



Néu lim sup 4,, = lim infA,, = A. Ta dinh nghia lim 4,, = A duoc goi | giéi han cua {4,,}%_.

1.3.2. Céc dinh Ii va ménh dé.

Ménh dé. Cho khdng gian topd X, {4;}™, 1a day cac tap con trong X va A la mot tap con cua X.

Khi do6 (1) va (2) duéi day tuong duong.
(1) lim4; = A.
(2) limsupA; € A va liminf 4; o A.
Chirng minh.
Tur (1) suy ra (2) 12 hién nhién.

Theo dinh nghia cua lim sup 4; va lim inf A4; ta ludn c6 lim inf A; c lim sup 4; nhung tir (2) ta
c6 lim sup 4; < lim inf 4; nén lim inf A; = lim sup 4; = lim 4; = A. Vay ta cing dugc (2) suy ra (1)

nén ménh dé duoc chizng minh xong.

binh li. ([14]) Cho (X, d) la khdng gian metric compact va {A4;}:2, la dy céc tap compact khac
rong trong X. Khi d6 lim 4; = A néu va chi néu {4,332, hoi tu vé A trong 2% twong ung véi metric
Hausdorff H;.

Ménh d@é. ([3], tr. 6) Cho X Ia continuum c6 tinh chat unicoherent di truyén va A,, 1a ddy céc

continuum con trong X. Khi d6 lim sup A,, va lim inf A,, 1a c&c continuum.

Ménh d@é. ([3], tr. 7) Cho X 1a mot dendroid va a,,, b, 1a ddy cac diém trong X hoi tu. Khi d6

liminf a,b,, hoituvanéulima, = a valimb, = b thi ab c liminf a,b,,.

Pinh nghia. Mot quat X v6i dinh v duoc goi 1a tron néu mot diy cac diém a,, nao d6 trong X

hoi tu vé a thi ddy cac cung va,, hoi tu va lim va,, = va.
Tong quat hoa dinh nghia nay, ta c6 dinh nghia dendroid tron.

Pinh nghia. Dendroid X duoc goi 13 ron néu ton tai mot diém p thudc X sao cho véi mdi day

cac diém a,, nao d6 hoi tu va lim a,, = a thi ta c6 day cac cung pa,, hoi tu va lim pa,, = pa.

Piém p trong dinh nghia trén duoc goi 1a diém dau cua X. Tap tat ca cac diém dau trong X duoc

goi la tdp gac cua X.



Tu dinh nghia vé quat tron va dendroid tron, ta c6 mdi quat tron déu 1a dendroid tron va khong

c6 quat khong tron nao la dendroid tron.

Pinh Ii. ([3], [4])Tinh tron 13 tinh chat di truyén trén quat va dendroid. Piéu nay c6 nghia 12 néu

X la quat tron (dendroid tron) thi mdi quat con (dendroid con) cia X ciing tron.

Pinh li. ([3], tr. 7) Quat X vé6i dinh v 1a tron néu va chi néu voi hai day {a,,}, {b,} cac diém cua

X hoi tu thoalim a,, = a,lima,, = b va véi mdi n ta cd a, b, \{v} lién thdng ta suy ralim a,,b,, = ab.

Pinh li. ([3], tr. 9) Néu quat X véi dinh v tron va néu véi hai ddy {a, }, {b,} cac diém cua X hoi

tu théa lim a,, = a,lim a,, = b va v&i mdi n ta c6 a,, b, \{v} lién thong thi ta c6 ab\{v} lién thong.
Vi du.

Xét quat X dinh v trong mat phang gdm doan thang ab, trong 46 a = (0,1), b(0, —1) va day cac

duong gap khic a, b, c,v trong d6 a,, = (%, 1) b, = (l, —n—+1), Cp = (—l, —nTH),v = (0,0). Khi

n n n
do ta ¢6 lima, = a,limb, = b, lima,b,, = ab va a,b,\{v} lién thong nhung ab\{v} khdng lién

thong. Tir d6 ta thay duoc gia thiét X tron trong dinh Ii trén 14 can thiét.
1.4. Q — diém

Pinh nghia . Mot diém p cua dendroid X duoc goi 1a mot Q — diém cua X néu c6 mot day
{p,}-, hoi tu vé p sao cho lim sup pp,, # {p} va néu véi mdi m > 1,q,, 1a diém duy nhat trong

lim sup pp,, sao cho p,,q,, N lim sup pp,, = {q,,} thi limgq, = p.

Ta c6 dinh nghia twong duong véi dinh nghia trén nhu sau: Mot diém p cia dendroid X dugc
goi 1a mot Q — diém cua X néu c6 mot day {p,, 32>, hoi tu vé p sao cho lim sup pp,, # {p} va néu p,.q,,

la cung bat kha quy gitta p,, V6i lim sup pp,, thilimg,, = p.

Khéi niém Q — diém duoc dua ra bai Ralph Bennet trong bai viét dudi dang preprint “On some
classes of non-contractible dendroid” cia 6ng . Ong da dung khai niém nay dé chiing minh cho tinh
khong co rat dugc cuia mot vai dendroid. Tir d6 dén nay, nhiéu nha toan hoc da st dung hiéu qua khéi
niém nay dé tim diéu kién khéng co rut dugc va khong chon duoc cho dendroid. Mat trong nhitng két
qua quan trong khi sir dung khai niém Q — diém dé nghién ctu vé tinh co rut cua dendroid 1a “Mai quat
chira Q — diém 1a quat khong co rat dwoc”. Tuy nhién liéu két qua nay c6 dung trén dendroid bat ki

khong thi van con 1a mot bai toan mo.



Trong mdn topd dai cuong, ta da nghién ctru cac bat bién qua phép dong phdi nhu tinh dong,
mao, compact, lién théng, Hausdorff,..., tir d6 gitip qua trinh phan loai cac khéng gian thuan lgi va do
cac khong gian ddng phdi véi nhau ¢ thé xem nhu 1a mét nén chi can nghién ctu tinh chat caa mot
khong gian nao do, ta c6 thé suy ra tinh chat cua cac khong gian thugc cung 16p dong phdi. Tuy nhién
l6p cac khong gian dong phodi kha hep, cling véi d6 1a nhiéu bai toan khong thé giai quyét duoc vai
t6pd thuan tdy dan dén nhiéu nhanh mai cua tdpd hoc ra doi. Mot trong cac mdn hoc xuét phat tir thuc
té d6 1a 1i thuyét dong luan. Ta da biét rang cac khong gian ddng phdi véi nhau ludn c6 cuing kiéu dong
luan va phép dong luan khdng qué khit khe nhu phép dong phdi nén 16p cac khong gian dong luan da
dugc md rong, tir d6 nguoi ta tién hanh qua trinh phan loai cac khdng gian c6 cing kiéu dong luan.
Mot trong cac 16p khong gian cé cing kiéu dong luan dugc tap trung nghién ctu 1a khdng gian co ciing
kiéu ddng luan véi khdng gian gom chi mot diém do cac (ng dung rong rdi cua nd trong giai tich, dai

sd, co ho,... . Nhirng khong gian d6 con dugc goi 1a khong gian co rat duogc.

Trong li thuyét vé& continuum va siéu khong gian ciing khong ngoai 18. Tinh co rut dugc tap
trung nghién cau bai nhiéu nha toan hoc néi tiéng. Tap trung chu yéu la nghién cau vé tinh co rat cua
quat va dendroid. DU hiéu qua nhung Q — diém khong phai 1a cong cu duy nhét trong viéc nghién ciu
tinh co rat cua dendroid. Trong chuong dudi day, ta s& dua ra vai mdi lién hé gitra tinh co rdt cua céc

khéng gian vai cac khai niém cé lién quan dén tinh co rat.



CHUONG 2 : TINH CO RUT PUQC CUA DENDROID

Nhu di dé cap & trén, noi dung chinh ciia chwong hai sé tap trung dé cap dén tinh co rat cua
dendroid cuing véi nhiing khéi niém lién quan dén tinh co rGt nhu tinh tron, dendroid kiéu N, quat c6
tinh chat P, tinh tron tirng khic, sy ton tai zig — zag, ham tap hop T, R — diém, R — continuum, R —
cung, tinh chat giao cong, tinh chon dugc. Nhiing kién thiic nay sé& duoc dua ra trong phan 2.2 cua

chuong nay.

Trudce khi dua ra cac khai niém d6 va sur dung cac khai niém do cho viéc nghién cau tinh co rat
cua dendroid, trong phan dau cia chuong hai, ta s& gioi thiéu cac khai niém lién quan phuc vu cho phan

sau va vai tinh chat trén dendroid va quat.
2.1. Cac khai niém mé dau.
2.1.1. Pinh nghia. ([8])
Cho X, Y la cac continuum. Mot phép bién doi lién tuc f: X — Y duoc goi Ia:

Mgt dong phéi dia phirong néu mdi diém trong X c6 mot 1an can mé U sao cho £(U) mé trong
Y Va fly : U - f(U) la mot ddng phoi.

Anh xg trong tai x € X néu véi mdi tap mé U chia x, f(x) 1a mot diém trong cua £ (U).

Mgé néu f bién mdi tap ma trong X thanh mot tap ma trong Y (chd y rang £ ma néu va chi néu f

la &nh xa trong tai mdi diém x € X).

Pon diéu néu véi mdi continuum con Q cua Y, £~1(Q) 1a mot continuum con trong X. Pidu nay

tuong dwong vai : vai X 1a mot continuum, anh nguoc cia mdi diém trong Y lién thong.

Pon diéu twong doi véi x € X néu véi mdi continuum con Q cua Y thoa f(x) € Q ta co f~1(Q)

lién thong.

Hau nhw don diéu néu véi mdi continuum con Q caa Y ¢é phan trong khac rong, f~1(Q) ¢6 hitu

han cé&c thanh phan va mdi thanh phan trong s6 d6 qua f bién thanh Q.

Suy bién néu véi mdi continuum con Q caa Y, mdi thanh phan cua £ ~1(Q) qua f bién thanh Q.



Suy bién yéu néu véi mdi continuum con Q cua Y ¢ mot thanh phan cua f~1(Q) qua f bién
thanh Q.

Nzza suy bién néu vi mdi continuum con Q cia Y va véi hai thanh phan lién thong bat ki C; va
C, cua f~1(Q) thi ta cd hoic £ (C,) < f(C,) hoic f(C,) < f(Cy).

Suy bién dia phwong néu méi diém ciia Y c6 mét 1an can dong V sao cho f| -1y, toan anh suy

bién tir f~1(V) vao V.
Nhe néu anh nguoc ciia mdi diém trong Y ¢6 s6 chiéu bang khong.
2.1.2. Mot vai tinh chit cia quat va dendroid qua cac anh xa.

Ménh dé. ([7]) Néu dendroid X chira diém p va mot day cac diém hoi tu {a,,} sao cho ddy cac

cung pa,, hoi tu thi continuum lim pa,, lién thong dia phwong di truyén.

Ménh dé. ([7]) Néu toan anh lién tuc f: X — Y tir quat X véi dinh v vao quat Y véi dinh v’ 1a
anh xa suy bién thi véi mdi diém x € X, anh xa han ché f|,, la &nh xa don diéu va anh xa nay bién

cung vx thanh v’ £ (x) (c6 thé xay ra truong hop suy bién).

Ménh dé. ([7]) Néu toan anh lién tuc f: X — Y giira quat X va quat Y 12 &nh xa suy bién thi
f(8GD) =sm).

Ménh d@é. ([7]) Cho f: X — Y la toan &nh mo lién tyc trén quat tron X véi dinh v. Néu Y 1a quat
voi dinh v’ thi f1(v") = (v} va f(E(X)) = E(Y).

2.1.3. Pinh nghia.
Mot dong luan tir X vao Y 1a mot phép bién doi lientuc H: X x I - Y.

Hai anh xa lién tuc f,g : X — Y duoc goi 1a dong luan véi nhau theo dong luan H néu ton tai

mot anh xa liéntuc H: X x I - Y sao cho H(x,0) = f(x) va H(x, 1) = g(x) v&i mdi x € X.

Néu X c Y va dong luan H: X x I — Y théa H(x,0) = x v&i moi x € X thi H dugc goi 1a phép
bién dang cua X trong Y. Néu X = Y thi H duoc goi la phép bién dang trong X.

Phép bién dang H: X x I — Y duoc goi 1a phép co rat néu H(x, 1) = p ¢b dinh véi moi x € X.



2.1.4. Pinh nghia.

Mot khong gian X duoc goi 1a co rat duoc néu &nh xa ddng nhat i trén X dong luan véi anh xa hang
c:X — X theo dong luan H: X x I — X.

Mét khong gian X dugc goi 1a co rut suy bién yéu néu anh xa dong nhat i trén X dong luan voi

anh xa hang c: X — X theo dong ludn H sao cho H |y suy bién yéu véi mdi ¢ € 1.

Mot khong gian X duoc goi 1a co rut suy bién néu &nh xa ddng nhat i trén X déng luan vai anh

xa hang c: X — X theo dong luan H sao cho H |y Suy bién véi mdi ¢ € 1.
Mot khong gian X duoc goi 1a co rat don diéu néu anh xa ddng nhat i trén X déng luan voi anh
xa hang c: X — X theo dong luan H sao cho H |y, don diéu véi mdi ¢ € I.
2.1.5. Pinh Ii.
Mdi khong gian co rat duoc ludn lién thong dudng.
Chirng minh.

Gia st X 1a khong gian co rat duge, khi d6 4nh xa dong nhat i trén X d¢ong luan véi anh xa hang
c:X—>X. Giasat H:X X1 - X 1a phép co rat twong tng va do d6 ta c6 H(x,0) = x va H(x,1) =

c(x) = x,.
Véip € X tuy y, dat f(t) = H(p, t). Khi do f lién tyc trén I va ta co:
fO=H®O0=p; f(O)=H@E1 =x.

Vay f 1a duong trong X ndi p vai x,. Nhu vay moi diém trong X déu cd thé duoc ndi véi x, boi
moét dudng nao d6 nén véi hai diém bat ki trong X, ta ludn c6 duong ndi giita chiing hay X 1a khéng
gian lién thong duong.

2.1.6. Binh Ii.
Gia st khong gian X c6 hai tap A, B théa A # @, B # X va véi mdi phép bién dang H: X x I — X, taco

H(A x I) c B thi X khong co rit dugc.

Chirng minh.



Ta sir dung phan chang, gia sir X c6 rat duoc, nghia 13 ton tai phép co rit H: X x I — X thoa
H(AxI) c BvaH(x,1) = y véi moi x € X. Theo dinh li trén ta c6 X lién thong duong nén ta co thé
chon y 1a diém tly y trong X. Trong trudng hop nay, ta ldy y € X\B. Khi d6 véix € A, Vi H{A X I)

B néntaco H(x,1) = y € B. Piéu nay mau thuan végi cach lay y nén ta co diéu phai chang minh.

2.1.7. Pinh nghia.

Mot tap con khéc réng A cua khdng gian X duoc goi 1a bdr déng dong luan néu véi mdi phép bién
dang H: X X I - X,tacOH(A x I) c A.

2.1.8. Pinh Ii.

Néu khong gian X chira mot tap con that su A bat dong ddng luan thi khdng gian X khong co rat

duoc.
Chirng minh.

Do A la tap con that su cia X nén A # @ va A # X. Hon nita do 4 bat dong dong luan nén voi
mdi phép bién dang H: X x I - X ta c6 H(A xI) c A. Do viy theo dinh Ii trén (4p dung véi tap
B = A) ta c0 X khong co rut duoc.

2.1.9. Mgt s6 két qua trén quat Cantor. ([8] va [7])
Ménh dé. Mot quat tron néu va chi néu quat d6 c6 thé dugc nhiing vao quat Cantor.
Hé qua. Mdi quat tron ¢ thé duoc biéu dién nhu hop cua cac doan thang trong mit phang.
Ménh dé. Cho Y 1a continuum khong suy bién. Khi d6 cac diéu kién sau trong duong:

i) Y laanh cua quat Cantor dugi phép bién doi lién tuc nhe.
i) Y 1a anh cua quat Cantor dudi phép bién doi lién tuc.

iii) Y lién thong duong déu.
Hé qua. Mdi quat tron 1a anh cia quat Cantor dudi mot phép bién ddi lién tuc nhe.

Sau day sé& 1a noi dung chinh cia chuong hai. Trong d6 ta s& trinh bay cac tinh chét lién quan

phuc vu cho viéc nghién ctu tinh co rat cta dendroid va quat.



2.2. Tinh co rat va céc tinh chét lién quan.
2.2.1. Tinh tron va tinh co rut.
Sau déy ta c6 mdi lién hé gitra tinh tron véi tinh co rat cua dendroid.
Pinh Ii. ([6]) Néu mot dendroid tron thi dendroid dé co rat dugc di truyén.
Pinh Ii. ([6]) Néu mot quat co rat di truyén thi quat d6 tron.
T hai dinh li trén ta c6 hé qua sau:
Hé qua. Mot quat tron néu va chi néu quat do co rut di truyén.

2.2.2. R —cung, R —diém va R’ —continuum va tinh co rat.

Cho X 1a dendroid. Xét mot cung ab tly y trong X va mot diém x € X. Néu véi & > 0 nao do, ta
c6 x € CI(N(ab, €)) va tap xa N CI(N(ab, )) khdng lién thong, ta ki hiéu x(¢) 1a diém dau tién cua
cung xa dugc sap tha ty tir x dén a nam trong Fr(N(ab,¢)), diéu nay c6 nghia 1a x(g) € xa N

Fr(N(ab, €)) va xx(e) N Fr(N(ab, s)) = {x(e)}.
Pinh nghia. Cung ab trong dendroid X duoc goi la R — cung néu:

i) C6 hai day {u,},{v,} cac diém cudi trong X sao cho limu,, = a va limv, = b.

i) TON tai € > 0 sao cho voi hau hét sé nguyén duong n, cac tap u,b N CI(N(ab, €)) va
vpa N CI(N(ab, €)) khong lién thong (do d6 cac diém u,, () va v, (&) duoc xac dinh hop
If) va cac tap u,u, (e)\{u,, (€)} va v, v, (e)\{v, ()} khdng chira diém phan chia cua X.

i) limu,u, (¢) Nlimv, v, (¢) = ab.

Pinh nghia van duoc chap nhan trong truong hop R —cung suy bién, nghia 1a trong trudng hop

a=bh.
Pinh Ii. ([6]) Mdi R —cung chira trong dendroid X 1a tip bat dong ddng luan.

Ta da biét rang mdi khdng gian chira mot con that sy bat dong dong luan thi khong gian d6

khong co rut dugc nén theo dinh li trén ta ¢ dinh 1i sau nhu hé qua cua dinh |i trén:

Pinh Ii. ([6]) Néu dendroid X chita mot R — cung thi X khong co rit duoc.



Pinh nghia. Cho X la dendroid. Mot tap con that su A ciia X dugc goi la R — continuum
(i = 1; 2 hodc 3) néu ton tai tap mo U chira A va hai day {C1} va {C2} cua cé&c thanh phan lién théng
cua U sao cho:
limsupCl NlimsupC? wvéin=1
A= lim C! Nnlim C? véin =2
liminf C} véin =3

Néu R' — continuum A 12 tap chi gdm mét diém don {p} thi p duogc goi 1a R — diém. ([11])

Ménh d@é. ([12]) M&i R — continuum caa mot dendroid X 13 mot tap con bat dong dong luan

cua X.
Dinh Ii sau 12 hé qua cuia ménh dé trén.

Pinh li. ([22], dinh Ii 9, tr. 78) Néu dendroid X chira mot RY — continuum (i = 1; 2 hodc 3) ndo
do thi X khong co rut duogc.

Vi R — diém la truong hop dit biét cia R — continuum nén ta c6 hé qua sau:
Hé qua. Néu dendroid X chita mot R — diém thi dendroid d6 khéng co rit duoc.

2.2.3. Dendroid kiéu N va tinh co rut.

Pinh nghia dendroid kiéu N. Mot dendroid X duoc goi 1a c6 kiéu N néu ton tai mot cung
A c X véi diém cudi 1a p, g, hai day cac cung A4, B, C X véi cac diém cubi lan luot 12 p,,, p!, va q,,, ¢

va cac diém g/ € A, \ {p,, i}, v € B, \ {q,,, q5,} sao cho thoa cac diéu kién sau:
A =1limA, =limB,
p = limp, = limp,, =limp,
q =limg, =limg, =limg,,.
Pinh Ii. ([21]) Néu X 13 mot dendroid c6 kiéu N thi X khdng co rut duoc.
2.2.4. Quat c6 tinh chat P, Q — diém va tinh co rut.

Pinh nghia. Mot quat X duoc goi 13 ¢ tinh chat P néu mdi diy cac diém {x;} trong X (i =

1,2, ...) hoi tu vé dinh v cua X thi ta ¢d lim sup vx; = v.



Tir dinh nghia trén ta suy ra ngay két qua 12 néu quat X c6 tinh chat P thi dinh v caa X khong la

mot Q — diém.
Ta c6 dinh |i sau:
pinh li. ([22])Néu X 1a mot quat c6 dinh v thi hai ménh dé sau tuong duong:

i) X c6 tinh chat P.
i) X lién thong dia phuong tai dinh v.

Pinh Ii. ([23]) Néu X 12 mot quat co rat dugc co dinh 1a v thi X lién thong dia phuong tai v.

Va nhu thé ta ¢6 dugc két qua 1a néu X 1a quat co rut duoc thi X c6 tinh chat P va dinh v cia X
khong l1a Q — diém.

Ta c6 ménh dé sau:
Ménh dé. Néu mot quat co rat dugc chira mot Q — diém thi Q — diém d6 phai 1a dinh cua quat .

Truéc khi chitng minh ménh dé nay, ta giéi thiéu bd dé& dudi day, bd dé nay duoc dua ra boi
Charatonik.

Bo dé. Néu X 1a mot dendroid co rit dugc va (a,)%-, , (b))%, la cac ddy trong X lan luot hoi

tu V& ay, by. Khi d6 lim sup a, b, lién thong dia phwong di truyén.
Chitng minh bé dé.

Do X co rit dugc nén ton tai mot phép co rat F:[0,1] x X — X sao cho F(0,x) = x,Vx € X va

F(1,x) khong d6i, gia st F(1,x) = z. Gia sir v6i mdi n € N, zx,, 1a cung bat kha quy giita z v6i a,,b,,.
Ta co:
lim sup a, b,, c lim sup(x,a, U x,,b,,) c lim sup x,a,, U lim sup x,,b,,
c lim sup(zx, U x,a,) U lim sup(zx, U x,,b,,)
= lim sup za, U lim sup zb,, < lim sup F([0,1] X a,) U lim sup F([0,1] X b,,)
c lim sup F(([0,1] X a,,) U ([0,1] X by))

= F(lim sup{([0,1] x a,) U ([0,1] X b,)})



= F(lim sup([0,1] X a,)) U F(lim sup([0,1] X b))
= F([0,1] x {a}) U F([0,1] x {b}).
Do F([0,1] x {a}) U F([0,1] x {b}) lién thong dia phuong va co tinh chat unicoherent di truyén
nén lién thong dia phuong di truyén. Do d6 lim sup a,,b,, lién thong dia phuong di truyén.
Chitrng minh ménh de.
Ta gia s X 12 quat co rat dugc voi cac diém cudi (e,) 4e4 va dinh cua quat X 13 v.

Ta sir dung phuong phap chitng minh phan chang. Gia st x 1a Q — diém va x # v. Ta sé chira

sy mau thuan.

Do x 1a Q — diém nén c6 mot diy nao d6 cac diém (x,,)%-, hoi tu Vé x trong d6 x,, thudc cac
cung khéc nhau trong sé cac cung ve, sao cho lim sup xx,, # x va néu x,,y, la cung bat kha quy giira
x,, VGi lim sup xx,, thi limy,, = x. Tir d6 ta co x va v déu thuoc vao lim sup xx,,.

Theo b6 dé trén, ta c6 lim sup xx,, lién thong dia phuong di truyén nén CI{US,vy,} lién
thong dia phuong. Vi x € Cl{U%_, vy,} nén c¢6 mot 1an can ma U cua x nam trong CI{UZ_, vy,,} sao
cho U lién thdng va khong chira v. Tuy nhién U phai chaa y,, véi hau hét n va do d6 phai chira cung
y,X VGi hau hét moi n. Piéu ndy dan dén y, € vx\{c} véi hau hét moi n. Khi d6 cung x,v la
continuum con that sy cua x,,y,, nNdi x,, V&i lim sup xx,, v4i hau hét moi n. Pidu ndy mau thuan vai su

lya chon y,,. Ménh dé dugc chang minh.
Ménh dé trén twong dwong véi ménh dé sau:

Ménh dé. Néu X 12 mot quat co rat duoc voi dinh v thi khong co diém nao cua X\{v} 1a mot Q

— diém.
Pinh Ii. Néu X 12 mot quat co rat dugc véi dinh v thi X khéng chra bat ki Q — diém nao.
Chirng minh.

Do X la quat co rat dugc vai dinh v nén ta c6 X lién thong dia phuong tai v. Do do quat X co

tinh chat P nén dinh v cua quat X khdng phai 13 Q — diém.

Theo ménh dé trén, do X 1a quat co rit dugc nén khong cé diém nao cua X\{v} 1a Q — diém.



Vay X khong chira bat ki Q — diém nao.

2.2.5. Tinh tron tirng khac va tinh co rat.

Pinh nghia. Cho X 12 mot dendroid va r 1a mot diém trong X. Gia sir c6 hai diy cac diém trong
X 115, VA 15, hoi tu V& 7. Ta ndi rang day trudc tréi hon diy sau néu cé mot diém s trong X va mot day
S1, Noi tu vé s thoa tinh chat sau néu cac cung ry,5;, hoi tu V& cung rs thi ta cling c¢6 cac cung mot

day s,,, hoi tu Vé s sao cho cung r,,,S,,, hoi tu vé rs theo ting cung.

Pinh nghia. Mot dendroid duoc goi 14 trom ting khic néu co dong thoi hai day cung hoi tu vé

mot diém thi c6 mot day troi hon diy con lai.
Ménh dé. ([13]) Mdi quat co rat don diéu yéu déu tron tirng khuc.
Dinh Ii sau 12 hé qua cuia ménh dé trén.
Pinh li. Néu X 12 mot quat co rat dugc thi X tron ting khic.

2.2.6. Sw ton tai zig — zag va tinh co rut.
Pinh nghia. Mot dendroid X duoc goi la chira mot zig — zag néu c6 mot cung A véi cac diém
cudi p, q va mot day céc cung 4; (i = 1,2...) véi cac diém cudi p;, q; va cac diém p!,q; € A;\{p:, q;}
sao cho:
) limA,; = 4,
i) p=Ilimp; =limp/,
iii) g =limgq, = limgq;,
V) piq; < pipi.
Tur d6 ta thdy rang néu dendroid X chira mot zig — zag thi X c6 kiéu N. Vi mot dendroid kiéu N
khong co rat dugc nén dé ta c6 ménh dé sau:

Ménh dé. ([20]) Néu X 1a dendroid chira mét zig — zag thi X khong co rit duoc.

2.2.7. Pinh Ii.

Cho X 1a quat . Khi d6 cac phét biéu sau twong duong:

(1) X corat dugc.

(ii) X khong chira Q — diém, khong c6 kiéu N va tron ting khic.



(iii) X khong chira Q — diém, khong c6 zig — zag va tron tirng khc.
(iv) X co rat don diéu.
(v) X co rut suy bién.

(vi) X co rat suy bién yéu.
Ching minh.
(i) = (ii)

Khi X 12 quat co rat dugc, theo cac dinh 1i d3 dwa ra & trén, ta c6 X khong chaa Q — diém va X

tron tirng khdc.

Vi quat ciing 1a dendroid, dendroid kiéu N thi khong co rut dugc nén X khong cé kiéu N do X co

rut duoc.
(i) = (iii)

Theo két qua trén ta cd néu X chia mot zig — zag thi X c6 kiéu N. Theo gia thiét X khéng co

kiéu N nén X khong thé chta bat ki zig — zag nao.
(iii)) = (iv)
[13; dinh 1i 3.10].
(iv)=(v) =(vi) =(i)

Hién nhién mot quat co rat don diéu thi co rat suy bién, mot quat co rat suy bién thi co rat suy

bién yéu va mot quat co rat suy bién yéu thi co rit duoc nén ta co diéu phai chitng minh.

2.2.8. Ham tap hop T va tinh co rut.

Pinh nghia. Vi continuum X cho trudc va mot tap A X, ta ki hiéu T(A) (hay Ty (A) néu ta
xét nhiéu hon mot continuum) 1a tap cac diém x cua X sao cho mdi continuum con caa X chta x &

trong phan trong cta n6 phai c6 giao vai A.
Ta c6 két qua T (a) ludn la continuum con caa X véi mdi a € X.
Dinh 1i sau dugc giao su Ralph Bennett dua ra va da dugc chirng minh béi 6ng.

Pinh Ii. Néu mot dendroid X chira hai diém p, g sao cho



) TeNT(@Q+#9
i)  p€X\T(q)vaq e X\T(p).

thi X khong co rut dugc.
Ta c6 két qua tong quat hon va ta c6 thé xem nhu mot hé qua caa dinh Ii trén.

Hé qua. Cho S la mot continuum va A, B 1a cac tap con dong ctia X sao cho ANT(B) = @ va
B NT(A) = @. Khi d6 S khong co rut duoc.

Ta c6 két qua sau:
Pinh Ii. ([1]) Ton tai mot dendroid phang X véi mot dendroid M < X va hai diém p, g sao cho:

i) Ty() nTy(q) # 0,
i) p € M\Ty(q) vaq € X\Ty(p)

nhung X co rat dugc.

Pinh 1i. Cho X 1a mot quat voi dinh vva M < X 1a mot quat con cua X. Gia sir co hai diém

p,q € M théa man hai diéu kién:

i) Ty nTy(g) # 90,
i) p € M\Ty(q) vaq € X\Ty(p).

Khi d6 X khong co rat duoc.
Chirng minh.

Pé ching minh quat X khong co rat duoc, ta s& chitng minh M khong lién thong dia phwong tir

do6 suy ra X khong lién thong dia phuong tai dinh v.

Vi Ty (p) N Ty (q) #= @ va Ty (p), Ty (q) 12 cac continuum con cia M nén ton tai r € pg N
Ty (p) N Ty (q). Ta khiang dinh duoc v € pq vi néu diéu nay khong dung thi p € qv hoic q € pv. Ta

gia sir rang p € qu va xét hai truong hop sau:

Truong hop 1: Néu M lién thong dia phuong tai g thi Ty, (q) = g va vi vay theo (i) ta c6

q € Ty(p). Pidu nay mau thuan véi (ii).



Truong hop 2: Néu M khéng lién thong dia phuong tai g. Khi d6 q € Ty, (p). Piéu ndy mau

thuan voi (ii).

Vay v € pq. Dor € pg nénr € vp hoacr € vq. Ta gia str € vq. Tur € Ty (p) va X cé tinh
chat unicoherent di truyén ta suy ra M khong lién thong dia phuong tai v nén ta c6 diéu phai chimng

minh.

2.2.9. Tinh chat giao cong va tinh co rut.

Pinh nghia. Cho A 13 mét continuum con caia continuum X chita mot tap con B. Néu c6 hai day

continuum con A,, va A}, trong X thoa céac diéu kién sau

i) A,NA, #@véimoin€N,
i) A=1imA, =limA4;,
iii) B =lim(4,, N A4y).

thi ta ndéi B la mot tdp cong cua A.

Pinh nghia. Mot continuum X duoc goi 1a o tinh chdt giao cong néu mdi continuum con A cia

X, giao cua cac tap cong ctua A khac réng.
Tir dinh nghia trén, ta co cac két qua sau:

Ménh dé. Néu dendroid X chira Q — diém p thi c6 méot continuum con A ciia X sao cho A ¢6 {p}

nhu mot tap cong cua nd.
Ménh dé. Néu dendroid X c6 tinh chét giao cong thi X khéng c6 kiéu N.
Dinh li sau cho ta diéu kién du dé mot quat nao d6 co tinh chit giao cong.
Pinh Ii. Néu quat X khdng chtra Q — diém va khong c6 kiéu N thi quat X c6 tinh chét giao cong.

Trudc khi chimg minh dinh Ii, ta can vai két qua sau. Trong cac két qua do, bo dé 1 va b dé 2 1a

hién nhién.

B6 dé 1. Cho X Ia Ia quat vé6i dinh v va A, B 1a cac hai cung trong X sao cho AN B # @ va
v & AN B.Khido AU B la mét cung.



Bo dé 2. Cho X 1a mot quat véi dinh v va < 1 tht ty diém cat yéu twong tng véi v. Cho 4, B 1a
hai cung trong X théaANB =@, v € AN B VvaA\B # @ # B\A. Liy diém z bat ki trong A n B. Khi

d6 z < x v6i mdi x € A\B hoic z < y v6i mdi y € B\A.

Bo dé 3. Néu quat X voi dinh v khong chira bat ki Q — diém nao va néu A la continuum con cua

X chtra v thi giao cua tt ca cac tap cong cua A phai chua v.
Chwng minh.

Ta st dung phan ching, gia st ton tai mot continuum con A cia X chaa v ¢d tap cong B khdng

chtra v. Ta chang minh v 12 Q — diém cua X.
Vi B la tap cong cua A nén c6 hai ddy cac continuum con 4,,, A;, cua X thoa
A, NA, # @ véimoin € N;
A=1limA, =limAj}
B = lim(4, N 4},)

Do d6 vi v € A\B nén ton tai hai tap diy cac diém p,, va p., sao cho D, € A,\A, va

py, € AL\A,, véi mdin € Nvav = limp, = limp,,.

Lay mot diém ¢ € B va mot day {c,}nen VOi ¢, € A, N AL, (n € N) hoi tu vé c. Khi d6 theo bd
dé 2, ta cd thé chon mot trong hai day {p, }hen, (Phlnen » chang han {p,,},.cn 530 cho voi mdin € N ta
¢ ¢, < p, (< 12 tha ty diém cat yéu twong @ng voi v). Vi Vay ¢,p,, € vp,, V6i mdin € N va do do
lim c,p, € limvp,. Hon nta vilimp, = vvalimc, = v nén ta c6 cp < limc,p, c limvp, va do
d6 limvp,, # {v} Vi c # u. Vi vay diém v 12 Q — diém cua X. Pidu ndy mau thuan vai gia thiét nén ta

c6 diéu can ching minh.

Bo dé 4. Cho X 1a quat véi dinh v khdng chira zig — zag. Khi d6 véi mdi cung A = pq c X\{v}

va v&i moi tap cong B cua A, tacd p € B hoic q € B.
Chirng minh.

Cho < 1a tht ty diém cat yéu tuong Gng v6i v. Ta chitng minh dinh Ii ndy bang phan ching. Gia
sir ton tai mot cung A4 = pq < X\{v} va mot tap cong B cua A sao cho p,q & B. Theo dinh nghia, t6n

tai hai day cac cung 4,,, 4;, cua X thoa



A, NA, # @ véimoin € N;
A=1limA, =limAj}
B = lim(4, N 4},)

Vi p,q €A nén do A =1limA4, =limA), va B = lim(4, N A}), ton tai bon diy cac diém

pnf pr’u an qul Sao Cho Vél m6| ne Ni ta Cé pnf pT’l € An\A;l 1 Qnr qul € A;I\An Vé‘
limp, =limp, =p
limg, =limgqg, =q

Ta biét rang voi mdin € N, 4,, U A, 1a mot cung (b6 dé 1) valim A4, = lim A, = A. Ta xét hai
truong hop. Truong hop tha nht, néu p,, < g,, v6i nhiéu vo han céc chi s n € N thi bang cach lay hai
day thich hop néu can thiét, ta cd thé thay rang lim p,,q,, = lim g,,p,, = limp},q., = pq va do d6 ta c6
X chira mot zig — zag. Truong hop thir hai, gia sir voi mdin € N, ta cd q,, < p,,. Vi limp,p), 1a mot

cung con cua pq nén ta cé thé dat

limp,p, = pb € pq.

Theo bo @& 1.1 cua ([13], tr. 79), ta tim duoc cac diém b, € q,,p,, V6i limb, = b sao cho
limb,p,, € pb. Vi p,b € limb,p, nén ta co lim b,p,, = pq. Ldy mot diy cac diém b}, € p,pj, V6i
b = lim b, va chl y rang véi mdin € N ta c6 p, < b, vd b), < p/,. Khi d6 do limp,p), = pb € pq ta

c6 lim b, p,, = lim p,,b,, = lim b;,p;, = pq, va vi vay X lai chira mét zig — zag.

Nhu vay trong hai truong hop ta déu suy ra dugc X chira mot zig — zag. Diéu ndy mau thuan véi
gia thiét nén ta c6 diéu phai ching minh.

Chirng minh dinh [i.

Gia st quat X co6 dinh 1a v. Theo gia thiét ta c6 X khdng chita Q — diém nén theo bo dé 3, moi
continuum con A ciia X chira v thi giao cta c4c tap cong cia A phai chira v. Do d6 dé chimg minh dinh

li, ta chi xét cac continuum con cua X khéng chta v va chirng minh giao cua cac tap cong cua

continuum d6 khéc rong.

Gia st ton tai mot cung A = pg nao d6 khong chira v va hai tap cong cua né la By, B, thoa
B, N B, = @. Theo gia thiét, X khong co kiéu N nén khdng chira zig — zag. Do d6 theo bd dé 4, khong



mat tinh tong quét, ta c6 thé gia st p € B, va q € B,. Khi d6 tir dinh nghia ctia tap cong, ton tai day

cac cung A,, A, va C,, C, (n € N) thoa
A, NAL,=0,C,NC, #=Pvéimbin €N,
A =1imA, =lim4; =1limC, =lim (],
B; =1lim(4, N 4y); B, =1lim(C, n Cy).

Hon nita, Vi p € A\B, va q € A\B; nén theo cac tinh chat cua tap cong, ta c6 thé liy day cac

diém p,, pi, Va q,,, q., Sa0 cho v&i mdi n € N ta c6:
Pn € Co\Cp va pp € Cy\Cp,
Gn € An\An va qy € Ap\A,
thoa
limp, =limp, =p
limg, =limgqg, =q

Ta ciing c6 thé lay hai ddy cac diém p/ va q.; trong A, N A}, va C, N C}, véi mdin € N sao cho

limp, =pvalimgqg, =q.

Mic khac do 4, N4, =@,C,NC, # ®véimdin € Nva bé dé& 1, véi mdin € N, cac cung
DuDh VA ,,qs 1an lugt chta trong A, U A%, va C,, N C), va do {4, U AL} ey VA {C,, U Ch}en déu hoi tu
vé A =pq nén cac day {p.piinen VA {Gnqilnen cling hoi tu V& A =pq. Két hop Véi p, €
C,\Cy, va p,, € C;\Cy, ,q, € A, \An Va q,, € Ay \A, va limp, =limp, =limp, =p va limgq, =

limgq), = limq} = q tacé X c6 kiéu N. Piéu ndy mau thuin vai gia thiét.
DPinh li dugc chirng minh.
Pinh li. Mdi quat co rat duoc déu co tinh chét giao cong.
Chirng minh.

Do X co rt nén X khdng chira Q — diém, khong c6 kiéu N va tron timg khac. Do d6 theo dinh Ii

trén, X c6 tinh chét giao cong. Pinh 1i dugc ching minh.



Nguoc lai cta dinh 1i trén khong dung, nghia 1a tdn tai mot quat khong co rut dugc nhung c¢6 tin
chat giao cong. Quat d6 duoc chi ra trong ([9], ménh dé 4, tr. 111). Trong ménh dé nay, tac gia da chi
ra quat chon duoc nhung khong co rit duge. Nhung mot quat chon dugc lubn cé tinh chat giao cong

nén ta ¢ quat can tim.

2.2.10. Tinh chon dwgc va tinh co rut.

Pinh nghia. Cho X la mét continuum. Mot ham chon lién tuc trén siéu khong gian C(X) cua X
la ham o: C(X) — X sao cho a(4) € A véi mdi A € C(X).

Néu ta thém vao diéu kién: “o(B) € B c A = (B) = o (A4) véi mdi A, B € C(X)” thi o dugc

goi la mot ham chon cing.
Pinh nghia. Mot continuum X duoc goi 1a chon dirgc néu c6 mot ham chon lién tuc trén € (X).
Ta c6 mot sb két qua trén céc siéu khong gian.

Ménh dé. ([15]) Cho X 1a continuum. Khi dé cac siéu khong gian 2% va C(X) trén X la anh lién

tuc cuia quat Cantor va do d6 2% va € (X) lién thong duong.

Ménh dé. Néu S* 1a duong tron don vi trong mat phang phuc thi khdng ton tai bat ki ham chon

lién tuc nao trén S1.
Chirng minh.

Ta st dung phan chiing, gia sir ton tai mot ham chon lién tuc o: C(SY) — S*. Ta dd c6 duogc
C(S1) 1a 2 — té bao nén o 1a mot phép co rat caa C(SY) 1én bién caa nd. Tuy nhién ta biét ring khong

thé t6n tai mot phép co rat nhu vay nén ta c6 diéu mau thuan. Ménh dé duoc ching minh.
Ménh dé. Mdi continuum chon dugc metric hoa duoc duoc phai 1a mot dendroid.
Chirng minh.

Theo két qua & trén, ta biét rang voi mdi continuum X, € (X)lién thong dudng. Do d6 néu ton tai
mot ham chon lién tuc o: C(X) — X thi X phai 1a khong gian lién thong duong. Do d6 dé chang minh

X 1a mot dendroid, ta can chitng minh X c6 tinh chat unicoherent di truyén.

Ta sir dung phan ching. Gia st X khéng c6 tinh chat unicoherent di truyén. Khi d6 ton tai hai

continuum con 4, B trong X sao cho A n B khdng lién thong. Gia st x, y 1a hai diém thudc hai thanh



phan lién théng khac nhau cia A N B. Vi A = a(C(A4)) nén A lién thong duong va do d6 c6 mdt cung
] trong A ndi x véi y. Tuong ty nhu vay ta cling c6 mot cung Jz trong B ndi x véi y. Khi d6 J, U J 1a
mot duong cong dong S nén o|¢(s) 1a mot ham chon lién tyc. Nhung theo ménh dé trén ta biét rang
khéng ton tai ham chon lién tuc nao trén dudng cong dong S nén ta cd diéu mau thudn. Ménh dé duoc

ching minh.
Vi mot dendrite 1a mot dendroid lién thong dia phuong nén ta ¢6 hé qua sau:

Hé qua. Mot continuum lién thong dia phuong 14 chon duoc néu va chi néu continuum d6 1a

mot dendrite.

Ménh dé. ([9]) Mdi dendroid chon dwoc ludn 1a anh lién tuc cua quat Cantor nén lién thong

cung déu.
Ménh dé. Mot quat X co rat duogc di truyén néu va chi néu trén € (X) c6 mot ham chon cing.
Ching minh.
Ta c6 quat X co rat di truyén néu va chi néu quat X tron.
Quat X tron néu va chi néu trén C(X) c¢6 ham chon ctng. ([24], dinh 1i 2, tr. 1043)

Do d6 ta c6 diéu phai ching minh.



CHUONG 3: SU TON TAI Q - PIEM TRONG DENDROID

Trong chuong 2, ching ta da nghién cau tinh co rdt cua dendroid va cac khai niém, tinh chat
lién quan dén tinh co rat va Q — diém la mot trong céac khai niém d6. Pi véi quat bat ki, néu ta chi ra
dugc sy ton tai cia mot Q — diém trong quat do, ta co thé két luan ngay quat d6 khong co rat duoc. Vi
vay Viéc xem xét sy ton tai cua Q — diém da tré thanh van dé dang luu ¥ khi nghién ctu tinh co rat. Tuy
nhién, mot cau hoi duoc dit ra 1a diém nao caa quat d6 1a Q — diém hay c6 kha ning 1a Q — diém.
Trong c4c quat da gap trude ddy, Q — diém thuong 1a dinh cua quat, vy diéu nay c6 ding trong quat
bat ki khong hay mot quat can diéu kién gi dé Q — diém la dinh cua quat. Khi tra loi duoc cac cau hoi

nay, Viéc xem xét sy ton tai Q — diém s& duoc rat ngan rat nhiéu.

Noi dung chinh cua chuong 3 nay géom hai phan, cha yéu cho ching ta cau tra 1oi cho cac cau
hoi vira néu Ién & trén. Trong phan 3.1, dinh Ii 3.1.1 va dinh Ii 3.1.3 s& cho ta diéu kién dé mot quat cd
Q — diém thi Q — diém d6 phai 1a dinh cta quat va dinh i 3.1.2 s& cho chung ta diéu kién dé mot
dendroid khdng c6 Q — diém. Trong phan 3.2, ta s& dua ra vi du 3.2.1 dé chung t6 chiéu dao caa dinh I
3.1.3 khong dung va vi du 3.2.2 chi ra mot quat c6 dinh khdng phai 1a Q — diém nhung c6 mot day cac

Q - diém trong quat d6 hoi tu vé dinh.
3.1. Cac dinh Ii vé s ton tai Q — diém.

3.1.1. Pinh li. Cho X la mét quat véi dinh v, p 1a mot Q — diém va {p,,}%, 1a mot diy nhu trong

dinh nghia vé Q — diém. Gia st continuum L = lim sup pp,, lién théng dia phuong tai p. Khi d6 p = v.
Chirng minh.
Gia st p # v. Cho e 1a mot diém cudi cua X sao cho p € ve.

Néu c6 mot cung A trong X va mot sé nguyén duong N sao cho p,, € A véi moin > N thi do

limp, = p nén L = {p} (Mau thudn vi theo dinh nghia Q — diém thi L = lim sup pp,, # {p}).

Vi vay véi mdi cung A trong X, ton tai v han sé nguyén duong n sao cho p,, € A.



Vi X 12 quat nén ta cé thé xay dung day con {p"k}:=1 cua day {p,}>, sao cho véi mdi k > 1 ta

cO p,, € ve, vp,, Nvp, = {v} néu k # m va day {ppnk}:;l hoi tu. Tu d6 ta dugc véi k> 1,

v € ppy,. VIVay v € limpp, < L.

Véim = 1 cho trudce ta cé q,, € xp,, Voi moi x € L. NOGi riéng ta ¢ q,, € vp,,. Vip # v Vva
lim g, = p nén ta co thé gia thiét q,, # v. Voi k > 1 cho trudc, vi Dn, # Ve NN v € q,, p. Mac khac
vi L lién théng dia phuong tai p nén ton tai 1an can mé lién thong E cua p trong L sao cho v & E. Vi
day q,, chta trong L nén ton tai k, > 1 sao cho v € E. Vi X |a dendroid nén P4n,, © E. Tu dé ta co

v € E (mau thuan).

3.1.2. Pinh li. Cho X 1a mot dendroid. Gia sir X lién thong dia phuong tai mdi diém trong bao

dong cua tap cac diém phan chia ciia X. Khi d6 X khong c6 Q — diém.
Chirng minh.

Ta gia sir nguoc lai trong X ¢6 mot Q — diém p nao dé. Cho {p,,}%>, va {g, }_, la cac day trong

dinh nghia Q — diém. Pat L = lim sup pp,,. Ta da biét rang L 1a continuum con cua X.

Trudc tién ta chung minh L khéng phai la mot cung. Gia stir nguoc lai L 1a mét cung. Cho U la
mét tap con mad caa X sao cho p € U, Cly (U) chta it nhat mot diém cudi caa L va U khong chia diém
phan chia nao cua X. Néu ton tai N > 1 sao cho p,, € L hay pp,, € U véi mdi n > N, goi V 1a mot tap
conmo cua X sao chop € V < U vaV n L lién thong. Cho M > 1 théa p,, € V véi mdi n > M. Vi vay

véi mdin = M, pp,, € U nén ta c6 dugc L © Cly(U). Bidu ndy mau thuin véi cach chon U. Vi vay ton

tai mot day con {p, “ cha {p, 3>, sao cho q,,, €U, p,, & L va pp,, € U véi mdi k > 1. Véi
klg=1 k k k

k > 1 cho truéc, gy, khong phai la diém phan chia cua X, q,, € L Vapy, qn, N L = {q,,}. Dicu nay
suy ra gy, 1a mot diém cudi cua L. Vi vay p 1a mot diém cubi cua L va g, = p v6i mdi k > 1. Chi y
rang L U p,,_ gy, 1a Mot cung nhung p khdng phai la diém cudi cua cung ndy. Vi vay ton tai mot diem
Z € Pn G, \Pny qn,} = Pn,P\{Pn,, P} € X\L sa0 chopz c U. Cha y ring L, = L U pz la mét cung

va p khong 1a diém cudi cua cung do.

Véi k > 1 cho trude, ditr, € L, 1a diém thoa Pn, Tk N Ly = {n}. Vipy, qn, N L = {an} nén ta

CO 1 € Pn, qn, N Pz. Vipz c U nénr, khong phai 1a diém phan chia cia X. Vi vay r, = z. Vi vay



DZ C Dn,qn, = Pn,P- Piéu nay cho taz € L(mau thuin véi z & L). Vi vay ta di chimg minh dugc L
khong phai la mét cung.

Vi L 13 mot dendroid nén L chira mot diém phan chia a nao d6 va ta ciing c6 p # a. Do d6 ton
tai cac diém b, ¢ € L\{a} sao cho hai cung trong cac cung ba, ca, pa giao nhau bang {a}. Vi b € L nén
tén tai mot day con {p"k}:=1 cua {pp}o=y va céc di€m by, € pp,, sao cho b = lim by. Ta gia st rang
cac day {pnkbk}:;l hoi tu vé continuum con R cta X. Chl ¥ rang pb € R. Vi a € pb nén ton tai mot
day a, cac diém trong X sao cho véi mdi k > 1, a;, € Dn, bx Valima, = a. Theo gid thiét ta c6 X lién
thong dia phuong tai a. Vi vay ton tai cac 1an can dong roi nhau V caa a va W caa b sao cho V lién
thong va W nap = @. Cho k > 1 sao cho a, € V va by € W. Khi d6 aay c V. Vi pp,, € pa U

axPn, Nén tadugc by & pp,, (Mau thuan).

3.1.3. Pinh li. Cho X 12 méot quat véi dinh w. Néu ton tai mot day cac diém {z,}%2, hoi tu vé w,

limwz, # {w} va limwz, lién thong dja phuong thi w 1a mot Q — diém.
Chwng minh.

Cho L = limwz,. V&i mdin € N, cho g,, € L sao cho z,q, N L = {g,,}. Pé ching minh w 13 Q

— diém ta can chang minh lim g, = w.

Gia su lim g, # w. Ta gia thiét rang lim g,, = q v6i g € L\{w} nao d6. Ly mot tap con dong
lién théng A cua L sao cho g € int, (A) vaw & A. Vi X 1a quat nén A 12 mot cung va ton tai y € X sao

cho A c wy\{w} vay Ia mét diém cudi cua X.

C6 dinh diém x € wq\{w, q}. Ta c6 thé gia thiét q,, € A va q,, € xy véi mdin € N. Véin € N

cho truée, vi L lién théng nén wq,, < L, Vi thé z,, € q,,y < xy. Tir d6 ta dwoc w € xy (mau thuan).
Vi vay w phai 1a mot Q — diém cua X.

Nhu vy mot cau hoi dugc dit ra 1a liéu chiéu dao lai cia dinh 1i trén c6 dung khong? Vi du

3.2.1 duéi day s€ cho chdng ta cau tra loi.
3.2. Cac vi du.

3.2.1. Vi du.



Cho w=(0,0) va L la quat diéu hoa duoc xac dinh trong R? nhu sau L = w(0,1) U
(U {w (1%)11 € N}) Véi mdi n € N, cho 4, 1a mot cung trong R3 ndi diém w véi z, sao cho
H(A,, L) < % (H la metric Hausdorff), limz, =w, A, NA, ={w}vsin+mvad, nL={w} voi
moi n. PatX = L U (U {4,,:n € N}) (hinh v&). Khi d6 X la mot quat véi dinh w sao cho c6 mét day
cac diém {z,}%2, hoi tu vé w, limwz, # {w}, w 1a Q — diém cua X nhung limwz, khong lién thong

dia phuong.

Ay x
) i (L1)

- .12

\

\ (1,1/3)

(1,1/4)

(1,1/5)

-~

(1,1/8)
1o ™

Hinh 1.

Tiép theo ddy, ta s& chi ra mot vi du vé mot quat X véi dinh caa X khdng phai 14 Q — diém

nhung c6 mot day cac Q — diém hoi ty vé dinh.
3.2.2. Vi du.

Do tinh phtc tap cua vi du nén ta quy wéc lai mot sb ki hiéu. Trudce hét ta ddng nhat mat phang
Euclide R? vai khong gian con R? x {0} cua R3. V&i mbi i € {1,2,3}, goi m;: R® — R la phép chiéu
Ién thanh phan th i. Cho p, g 1 hai diém trong R3, ta ki hiéu pq 1a doan thang 16i trong R3 néi p va q.
Trong chuong 1, ta d3 dinh nghia qua cau suy rong tam A, ban kinh € 1a N; (e, 4). Ung voi khdng gian
metric R3 v6i metric thong thuong, véi tap con compact khéac rong cua R3 va véi sé thuc € > 0, ta ki
hieu N,(r,A) trd thanh N(g,A) ={g € R3: tontaip € R3saocho|p—q|<e} . Pat V=
{p € R®:m,(p) > m3(p)}.



Cho v =(0,0) Va ¥, =(0,1) va v6i mdi nnmeN,n<m, cho y,,, = (l l),vn =

)
n m

1 1 1 1 N 1 X N , - e . ~ (o] -
(0,;),xn,m = (; - m,;), Va Xy oo = (;,0). Ta thay rang véi n co dinh, day {xn,m}m=1 hoi

N 4.2 < in %) - X
tu vé diem x,, ., va day {xn,oo}n_1 hoi tu vé v.

Trude khi dua ra quat X, ta xay dung mot continuum con cua Y cia R3. Xét dendroid F, (hinh

2) nhu sau:
Fy, = U{Vn)ﬁ,n Uvy; o Uvvin € N}.

Continuum Y s I két qua cta sy thay thé mdi mot doan thang 16i x,, v, m i Mot cung thich

hop A(n, m) trong d6 cung A(n, m) NI X, Vi Yy, (VG MBI 1 < M),

Véi a 1a mot cung nao d6 trong R3 ndi hai diém p, g, ta thiy ring mot day hiru han cac cung
con a4, sy, ... , Ay cta a dugc goi 14 mot phan hoach cuia a néu a = a; Ua, U ... U ay, trong d6 a; 1a
cac cung ndi diém p;_; VOi p;, po =p Vapr =q. Taco thé vieta = a; U ar, U ... U a; dé ki hiéu

ay, Ay, ..., cuad a dugc goi la mot phan hoach cua a.
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Hinh 2.

Véi s6 thue duong € nao d6 va cac tap con compact khac rong aq, ay, ... , @ Va By, B . » Bk
cuia R3. Bat dang thac H* (@ U, U ... Uag, B U B, U ... U By) < € ¢o nghia 1a H(a;, ;) < € Vi
1 2 k» P1 2 k g

mdi i € {1,2, ..., k}. Do d6 tir bat dang thirc ndy ta cé H(a; U a, U ... Uy, B U B U ... UBy) < &.
Sau déy ta s& dua ra cac budc bién doi lién tiép trén F,.

Buéc 1. Ta ki hiéu cung con duy nhat trén Fy néi x; , V&i x4 18 [x1 55 %, 1]. Ta thay thé doan
thang 16i x; .y, , (chua trong v,y ,) bdi mot cung A(1,2) ndi x,, véi y;, (nhu hinh 3 bén dudi) théa

A(1,2) = a; U a, trong d6 x4, € a; Va y; , € ay.
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Hinh 3.
Hon ntra ta c6
1

H*(al U az, [xl,z; xl,l] U [xl,z;xl,l]) < ?

va

1
A(1,2) ([0,1] x [5, 1] x [0,1]) nv.
Nhu vy sau budc mot ta thu dugc dendroid mai va ta ki hi¢u dendroid nay la F; ;.

Buéc 2. Ta ki hi¢u cung con duy nhat trén Fy ; n6i x5 3 V6i x5, 12 [x43; %, 5] Ta thay thé doan
thang 16i x, 5y, 3 (chtra trong v;y; 5) béi mot cung A(2,3) ndi x, 3 véi ¥, 5 (nhu hinh 4 bén dudi) va

thoa A(2,3) = ay U a, trong d6 x,3 € @y VA y, 3 € as.

Hon ntra ta c6



1

H*(al U az, [x2,3; xZ,Z] U [X2,3; xZ,Z]) < ?

Vé.
A(Z 3) ([0 —] [— —] [0 1]) Ny
’ ’ 2 3 ’ 2 ’

Buéc 3. Ta ki hiéu cung con duy nhat trén Fy , ndi x; 5 V8i x1 5 12 [x1 55 %1 5] VA x; 5 VGi x4 12
[x12; %1 1] Ta thay thé doan thang 10i x1 3V 3 (X13Y13 € ¥23Y13 © Fi,) boi mot cung A(1,3) trong
R3 ndi x1 5 v&i ;5 (hinh 4) vathoa A(1,3) = a; U a, U a3 U a, trong 46 X1 3 € @y VA Y, 3 € ay.

Hon niia ta co

1

H*(a1 Uy Uas Uay, x5 % 5] U [%025 %01 U (X025 201 ] U [21,35%15]) < 26

va

A(1,3) ([0,1] x E 1] x [0,1]) nv.
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Hinh 4.
Nhu vy sau budc ba ta thu dugc dendroid moi va ta ki hiéu dendroid nay la F ,.

Buéc 4. Gia st ring ta da xdy dung dugc dendroid F;; v6i1 < i <j<n—1van=> 3. Bdy
gio ta s€ xay dung Fy ,,Fop s, Fig - bé xay dung dendroid F; ., ta goi cung con duy nhat trén
Fp_1n-1 N6i Xppypq VO Xy 18 [Xp 041 %nn]. Ta thay thé doan thang 16i x, 4 1Ynne1 (Chia trong
Vps1Vinse1) DOI MOt cung A(m,n + 1) N6i Xy sy VO Yrpiq VA théa A(n,n+ 1) = &y U a, trong d6

xn,n+1 € 0!1 va yn,n+1 € a’z-

Hon ntra ta c6
. 1
H (0-’1 U ay, [xn,n+1ixn,n] U [xn,n+11 xn,n]) < 22(n+1)
va

1 1
n+1'n

An+1) ([0%] x [ ] x [0,1]) nv.



Nhu vay ta da thu dugc dendroid F ,,.

Tiép theo ta xay dung dendroid F, ,. Goi cung con duy nhat trén F; ,, N6i x,,_1 pyq VOi Xp_q1p 12
[%n-1ni1 Xno1n] VA Xp_1n VO Xp_1n 18 [Xp 1741 Xn_1n1] - Ta thay thé doan thing 16i
xn—l,n+1yn—1,n+1 (Chﬁa trong yn,n+1y1,n+1) bOI mét Cung A(n - 1,71 + 1) néi xn—l,n+1 Vé'i yn—l,n+1

vathtaA(n—1,n+1) =a; Va, Uas U a, trongdd X1 n41 € A1 VA Yy_1p41 € Q.
Hon nira ta co:

H*(a'1 Ua,Uaz Uay,, [xn—l,n+1 s Xn—1n ] U [xn—1,n1 xn—l,n—l] U [xn—1,n1 xn—l,n—l]

1
U [xn—l,n+1 s Xn—1n ]) < 22(n+1)

va

1 1 1
An —1, 1) c{]0, X , X 10,1 )nV.
- (for ] x ] o)
Ta thu dugc dendroid F, ,,.

Tiép theo ta xay dung dendroid F,,, véi 2 <i < n— 1. Véimdij € {n —i,..,n}, ta goi cung
con duy nhat trén F;, n6i x,_;; V6i Yn_ijs1 18 [xn_ijiXn_ij+1]. Ta thay thé doan thang 16i

xn—i,n+1yn—i,n+1 (Chﬁa trong yn—i+1,n+1y1,n+1) bOI mét Cung A(n - i, n+ 1) néi xn—i,n+1 voi yn—i,n+1

vathcaA(n —1,n+1) =a; Ya, U ..U ayqiq) trong d6 Xp,_;n41 € @4 VA Yp_jni1 € Aa(isr)-
Hon nita ta co:

H*(al Ua; U..Ua,, [xn—i,n+1 y Xn—in ] u..u [xn—i,n—i+1;xn—i,n—i] U [xn—i,n—i+1;xn—i,n—i] U..

1
U [xn—i,n+1 y Xn—in ]) < 22(n+1)

va

1

At —in+1)c ([onil] x [nil,n_i] x[0,1])n V.

Ta thu dugc dendroid F;,, , va nhu vy ta da hoan thanh viéc xay dyng cac dendroid {Fl-, 1<

i < j}. Dendroid F; 5 dugc cho nhu hinh bén duéi (hinh 5).
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Hinh 5.

Véi mdi 1 < n <m, ta goi cung duy nhat trong Fp,_; ;n_q N6 vy, VI X5 13 [V X | VA U
VOT Vo 18 [V V|- Khi @6 [0 Y] = [V Xnm| U A(n,m) va ta thdy ring cac cung [vy,; X, m]
VA [Vyn; Y] khong thay d6i trong qué trinh xay dung dendroid F,. ¢ véi mdi s = m,r > n. Vi vay cac
cung d6 cling 1a cac cung con cua dendroid E, ¢ (v6i mdi s = m,r =n). Véi mdi 1 <n <m, cho

[xn,mr xn,m+1] = [vm; xn,m] U Vmm+1 U [vm+1; xn,m+1]-
Cubi cung ta xac dinh dendroid Y nhu sau:
Y = vy, Uvv U (U{[vm;yl,m]:m € N})

Ta chimg minh dugc Y compact (chimg minh duoc trinh bay trong [2], tr. 97) va hién nhién Y

lien théng cung nén Y 1a continuum con caa R3. Tiép theo ta s& xac dinh quat X nhu di néu ra.



Trén continuum Y, ta ddng nhat cua cung vy, thanh mot diém. Khi do6 ta goi X la khdng gian
méi dugc tao thanh tir phép dong nhat d6. Gia sir phép déng nhat tu nhién d6 1a :Y — X. Pat
w = @), We = @(¥1.0) V& V6i Mdi n € N, dit w, = ¢(y,,). Theo [18, dinh Ii 3.9], ta cd X la

continuum lién théng duong.

Trong X, véi hai diém p, q phan biét; goi pq la cung duy nhat trong X ndi hai diém p,q. Voi
mdil1<n< m, dat Unm = (p(xn,m)rwn,m = (p(yn,m)run,oo = (p(xn,w)r W, = (p(yn) va E, = o(5,).
Cha y rang Up mWnm = @(A(n, m)).

Ta chirmmg minh dugc X 1a mét quat vai dinh w; w khéng 1a Q — diém; véi mdin € N, ta co Up oo

la Q — diém va day {un,m}:;l hoi tu vé w (chimg minh dugc trinh bay trong [2]).

Ta d4 chi ra mot quat X vai dinh caa X khdng phai 1a Q — diém nhung c6 mot day cac Q — diém

hoi tu vé dinh.



KET LUAN

Phan dau cua luan vian dugc danh cho viéc gidi thiéu cac kién thic co ban vé i thuyét
continuum va siéu khéng gian. Nhiing van dé mé can nghién ciu trong |li thuyét continuum va siéu

khéng gian rat nhiéu, trong noi dung cua luan van, chung t6i chu yéu tap trung dé cap dén tinh co rat.

Tiép theo luan vin da trinh bay cac khéi niém lién quan phuc vu cho viéc nghién ctu tinh co rat
nhu tinh tron, cac khai niém R — diém, R — cung, R? —continua, dendroid kiéu N, quat c6 tinh chat P,
tinh tron ting khic, sy tén tai  zig — zag, ham tap hop T, tinh chit giao cong, tinh chon dugc va Q —
diém. Luan van chu yéu nghién ciu vé Q — diém va sy lién quan gitta Q — diém véi tinh co rit cua

dendroid, luan vin di cho két qua la: “Néu mot quat c6 Q — diém thi khong co rat dugc”.

Noi dung chinh cua luan van 13 nghién ciru Q — diém va su ton tai caa Q — diém trong dendroid.
Trong d6 dinh 1i 3.1.1 va 3.1.3 d4 cho ta diéu kién dé Q — diém la dinh cua quat, dinh 1i 3.1.2 d3 dua ra
diéu kién dé dendroid khong ton tai Q — diém. Trong vi du 3.2.2 ta da chi ra mot vi du vé mot quat co
dinh khdng phai 12 Q — diém nhung c6 mét ddy cac Q — diém hoi tu vé dinh. Do d6 ta da tra 101 dugc
cho cau hoi da duoc dua ra 1a: “Néu mot quat c6 Q — diém thi Q — diém d6 c¢o phai 1a dinh cua quat?”

va “Néu mot quat khong lién thong dia phuong tai dinh thi dinh cua quat d6 c6 phai la  Q — diém?”.

Tuy da tra 16i dugc cau hoi trén nhung diéu d6 cling dat ra cac bai toan mé méi can nghién cau,

Vi du nhu:

e Bai toan 1. Néu mot quat phang ¢ mot Q — diém thi Q — diém d6 c6 phai 1a dinh cua quat

khong?

e Bai todn 2. Néu mot quat phang khodng lién thong tai dinh thi dinh c6 phai la  Q — diém hay
khong?

e Bai toan 3. Néu quat khong lién thong dia phuong tai dinh thi quat d6 c6 Q — diém hay
khong ?

Vi nhitng két qua dat duoc, ta c6 thé tiép can véi bai toan 16n nhat vé Q — diém: “C6 phai

dendroid c¢6 Q — diém thi khong co rat duoc?”
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