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LOI CAM ON

Véi tinh cam chén thanh, t6i xin bay t6 10ng biét on sau sic dén PGS.TS.Lé Thi Hoai
Chau, giang vién khoa Toan- Tin cta trudng Pai hoc su pham thanh phé H6 Chi Minh. Co
12 ngudi da tan tinh hudng dan va gitp d& toi hoan thanh Luan van dung thoi han.

Xin chan thanh cdm on truong Pai hoc su pham thanh phé Hd Chi Minh, Khoa
Toan- Tin, Phong Khoa hoc cong ngh¢ - sau dai hoc truong Pai hoc su pham thanh phé HO
Chi Minh d3 tao moi diéu kién thuén lgi cho chung t6i trong thoi gian hoc tap, nghién cuu
va lam Luan van.

Xin tran trong biét on cac thiy gido, c6 gido di tham gia giang day, huéng din gitp
dd 16p Cao hoc khoa 17 chuyén nganh “Ly luan va phuong phap day hoc méon Toan”.

Xin chan thanh ci4m on cac cip lanh dao, gido vién, céng nhan vién trudng Trung
hoc phé thong Chu Van An tinh Déng Nai d3 tao moi diéu kién thuan lgi cho t6i hoan thanh
Luan van nay.

Sau cung toi xin bay to long biét on sau sic dén nhitng ngudi than yéu trong gia dinh
t61, nhitng ban bé than thiét cua toi di luén dong vién, gitp d& toi trong sudt qué trinh 1am
Luan van.

Do diéu kién thoi gian va nang luc, chic chan Luin van con nhiéu khiém khuyét,
chung t6i kinh mong céc thiy gido, cd gido va cac dong nghiép gép ¥ dé Luan vin dugc

hoan chinh.

Tac Gia

Hoang Trong Vinh



MO DAU

1. Ghi nhin ban du va ciu héi xuit phat

K& tir cudc cai cach gido duc bat dau thuc hién trén toan quéc tor nam 1980 theo hinh
thirc cudn chiéu va do d6 truc tiép anh huong dén chuong trinh trung hoc phd thong (THPT)
vao nam 1990, vecto dugc xem la mot dbi tuong giang day ¢ 16p 10. Nhu tac gia Lé Thi
Hoai Chéau (1997) da phén tich, viéc dwa vecto vao tao nén mot su thay dbi co ban trong
chwong trinh mén toan day & THPT. Néu nhu trudc d6 hoc sinh chi biét dén phuong phap
tong hop trong tiép can hinh hoc so cap thi gio day ho da dugc trang bi thém phuong phap
vecto va phuong phap toa do. Nho ¢6 cong cu vecto ma nhiéu dinh 1y di duoc chimg minh
mot cach gon gang. Phuong phép vecto (ciing gidng nhu phuong phap toa do) mang lai tinh
khai quat cao cho viéc giai quyét nhiéu bai toan phurc tap ctia hinh hoc so cap. Diéu nay
cling dugc céc tac gia viét sach gido khoa khang dinh :

“...Véi cong cu vecto, hoc sinh s& tip 1am quen v&i viée nghién ctru hinh hoc phiang biang mot phuong

phap khéc, gon gang, c6 hiéu qua va mang tim khai quat cao....” (Tran Vin Hao, Nguyén Mong Hy,

SGV Hinh Hoc 10, NXBGD, 2006, trang 7).
Khong nhitng thé trong Sach gido vién cac tac gia con giai thich :

A9

“Viéc dua “vecto va phuong phap toa d6” vao chuong trinh Hinh hoc 10 gitp cho hoc sinh som tiép

can voi mdt phuong phap tu duy hién dai mang tinh khoa hoc cao, giup cho hoc sinh c6 thém nhiing

cong cu moi dé suy ludn va tu duy mot cach chat ché va chinh xac, tranh dugc cac hiéu 1am do truc
giac mang t6i”

Chuong trinh 1990 da dugc chinh 1y vao nam 2000. Trong chuong trinh thtr hai nay,
vai tro ctia vecto khong thay doi.

Pén nam 2006, chuong trinh phan ban dugc ap dung trén toan qudc. Trong chuong
trinh mé1, ¢c6 mot su dich chuyén vé vi tri cua chuong Phép bién hinh: truée kia, nd duge
day & chuong 3, chuong cubi trong hinh hoc 16p 10, sau chuong Vecto va chuong Hé thirc
lieong, con gio ddy, nd dugc day ra sau chuong Phirong phdp toa dé trong mdt phdang (von
trude trinh bay & 16p 12). Su thay d6i nay c6 lam bién ddi vai tro ctia vecto trong nghién
ctru cac phép bién hinh hay khong ? néu c6 thi d6 1a su bién d6i nao? va diéu d6 co anh
huong gi dén viée day hoc cac phép bién hinh hay khong?

Nhitng cau hoi trén di dan ching toi dén véi dé tai Quan diém vecto trong day hoc

phép bién hinh ¢ truong phé théng.



2. Khung ly thuyét tham chiéu

Thuat ngit quan diém vecto duge ching toi st dung theo nghia khai thac vecto cho
viéc nghién ctru hinh hoc so cip, ma trong trudng hop cta ching t6i 1a cac phép bién hinh.

Dit trong khuon khod cac 1y thuyét cia Didactic, chung toi thay cau hoi vé vai tro ciia
vecto trong day hoc phép bién hinh lién quan dén khai niém quan hé thé ché cua Thuyét
nhdn hoc do Chevallard dit nén mong. Cau hoi vé dnh hueong ciia sw thay doi chwong trinh
lén hoat déng day hoc lai lién quan dén khai niém quan hé cd nhdn ciing cua 1y thuyét nay.
Sau day chiing toi s& trinh bay tom tat mot s6 khai niém co ban ma ching t6i sir dung cia 1y
thuyét 4y va cd ging chi ra tinh théa dang cho su lya chon pham vi 1y thuyét ciia minh. Cac
khai niém nay, chung toi trich tir nhitg bai giang da dugc cong bd trong cudn sach song
ngit Nhitng yéu t6 co ban ciia Didactic todn.
2.1. Quan hé thé ché ddi véi mot ddi twong tri thire. Cach tiép cin sinh thai

Mot dbi tuong la mot cai gi do tdn tai it nhat ddi véi mot ca nhan. Mdi ca nhan lai ton

tai it nhat trong mot thé ché nao do. Quan diém duoc thira nhan trong thuyét nhan hoc 1a :

“Mot tri thire khong ton tai “lo limg” trong mot x4 hoi rong : moi tri thirc déu xuét hién & mot thoi
diém nhét dinh, trong mot xa hoi nhét dinh, nhu 1a dugc cdm siu vao mot hodc nhiéu thé ché.”

(Chevallard, 1989)

Nhu thé, mot d6i tuong O khong thé ton tai doc 1ap trong bét ctr thé ché nao. Noi cach
khac, O séng trong mbi quan hé ching chit v&i nhitng d6i twong khac. O sinh ra, ton tai va
phat trién trong mdi quan hé ay. Theo céach tiép can sinh théi (écologie) thi O chi c6 thé phat
trién néu né c6 mot 1y do ton tai (raison d’étre), néu nd dwoc nudi dudng trong nhirng quan
hé, nhimg rang budc véi cac ddi twong khac. Chevallard di dung thuat ngit quan hé thé ché
[ véi tri thire O, ky hiéu R (1,0), dé chi tip hop cac mdi rang budc ma thé ché I c6 voi tri
thiuc O. R (I, O) cho biét O xuét hién ¢ dau, béng cach nao, ton tai ra sao, dong vai tro gi
trong I, ...

Tro lai voi cau hoi xudt phat vé vai tro ciia vecto trong day hoc cdc phép bién hinh
theo chwong trinh 2006, chung t6i thiy ngay su can thiét cua viéc xem xét quan hé cua thé
ché ma chung t6i quan tim d6i v6i phép bién hinh, hay néi chinh xac hon 1a di véi viée
khai thac cong cu vecto trong viéc nghién ctru cac phép bién hinh. Cu thé, theo cach tiép can
truong sinh thai, cau hoi xuét phat cia ching t6i doi hoi mot nghién ciru vé su ton tai va
phat trién cta di twong vecto trong mdi quan hé véi phép bién hinh.

2.2. T6 chirc toan hoc



Vén dé 1a 1am thé nao dé nghién ctru quan h¢ cua mdt thé ché 1 véi mot doi tuong O ?
Theo Bosch M. va Chevallard Y., diéu d6 c6 thé duoc tién hanh thong qua viéc nghién ctu
cac to chirc toan hoc gin lién véi O :

“Mdi quan hé thé ché voi mot dbi tugng [...] duoc dinh hinh va bién dbi boi mot tap hop nhitng nhiém

vy ma c4 nhan [chiém mot vi tri nao do trong thé ché nay] phai thyuc hién, nhd vao nhing k¥ thuat xac

dinh (tham khéo Bosch M. va Chevallard Y., 1999).

O day, mot t6 chirc toan hoc (organisation mathématique) — con goi 1a praxéologie
toan hoc (praxéologie mathématique), 1a mot b gdm 4 thanh phan [7, 7, 6, @), trong d6 T 1a
mot kiéu nhiém vu, 713 k¥ thuat cho phép giai quyét T, 614 cong nghé giai thich cho k¥
thuat t, @1a 1i thuyét giai thich cho 0, nghia 13 cong nghé ctia cong nghé 0.

Viéc O xuét hién trong mgt hay mot s6 td chirc toan hoc nao dé sé gidi thich ly do tdn
tai cua O, s€ phan anh vai tro, mbi quan hé cta O v6i nhiing doi tuong khéc cung c6 mat
trong thé ché.

2.3. Quan hé c4 nhén véi dbi twong O

Quan hé ca nhdn cua mot ca nhan X véi mot dbi tuong tri thire O, ky hi¢u R(X,0), la
tap hop nhing tac dong qua lai ma X c6 thé co vdi O. R (X, O) cho biét X nghi gi vé O, X
hiéu nhu thé nao O, c6 thé thao tac O ra sao.

Theo quan diém nay thi viéc hoc tap cuia ca nhan X vé dbi tuong tri thire O 1a sy diéu
chinh méi quan hé cua X d6i véi O. Cu thé, viéc hoc tap xay ra néu quan hé R (X, O) bat
dau duoc thiét 1ap (néu nod chua timg ton tai), hodc bi bién doi (néu nd da ton tai).

Hién nhién, mdi ca nhan bao gi0 cling phai ton tai, hoat dong trong it nhéat mot thé
ché nao d6. Trong thé ché I ma ca nhan X ton tai va hoat dong, quan hé R(X, O) hinh thanh
hay thay doi duéi cac rang budc cia R (I, O). Chinh vi thé, mudn tra 15i cau hoi thir hai vé
danh hwong ciia sy thay doi cdu tric chirong trinh dén viéc day hoc phép bién hinh, ching
t6i can phai nghién ctru trude hét 13 quan hé cua thé ché va sau d6 1a quan hé ca nhan.

Ciing theo Bosch M. va Chevallard Y., viéc nghién ciru cac t6 chic toan hoc gan lién
v6i O khong chi gitp chi & quan hé thé ché d6i véi O ma con cho phép hinh dung dugc mot
sO yéu td cua quan hé cd nhan cua mot chu thé X ton tai trong O, boi vi:

“Chinh viéc thyc hién nhiing nhiém vy khac nhau ma ca nhéan phai lam trong sudt cudc doi minh

trong nhiing thé ché khac nhau, & d6 n6 1a mot chii thé (1an luot hay dong thoi), dan téi 1am nay sinh

moi quan hé ca nhén ctia n6 vdi doi tugng nodi trén”.



3. Trinh bay lai cAu héi nghién ctru. Phwong phap nghién ciru va cau tric ciia
luin van

Van dé cua chung t6i 1a nghién ctru quan diém vecto trong day hoc cac phép bién
hinh & trudng phd thong. Chiing t6i nhic lai : thuat ngit quan diém vecto dugc ding theo
nghia khai thac céng cu vecto. Trong pham Vi thuyét nhdn hoc, ching toi trinh bay lai
nhirng cau héi dugc dat ra ban dau nhu sau:

e Ql. Goi dbi tugng O 1 phép bién hinh, 1 14 thé ché day hoc ¢ trudng pho thong theo
chuong trinh hién hanh. Pau 1a nhiing dic trung ctia quan hé thé ché R(I, 0)? Trong
quan hé 4y, cong cu vecto xét ¢6 vai tro gi? Vai tro 4y tao ra nhimng diéu kién thuan
lg1, hay nguoc lai, nhiing kho khan, cho viéc day hoc cac phép bién hinh nhu thé
nao?

e Q2. Su lua chon cua thé ché anh huodng ra sao dén quan h¢ ca nhan cua hoc sinh doi
vo1 O?

o) day, can phai néi ro rﬁng trong mot thé ché day hoc thi gido vién va hoc sinh 1a hai
trong nhitng d6i twong chu chdt. Nhung, do thoi gian ¢ han, ching t6i s& khong xem xét X
& cuong vi gido vién ma chi thu hep vé nghién ctru quan hé ca nhan cta hoc sinh dbi voi O.

Tuy nhién, dé phan tich quan hé R(I, O), can phai c6 mot nghién ciru vé ban than O &
cép dd mot tri thirc khoa hoc, boi vi, dé ton tai trong mat thé ché, ddi tuong O phai bi bién
d6i cho phu hop véi nhimg diéu kién va rang budc cta thé ché. Piéu d6 din dén chd thuong
t6n tai mot khoang cach (d6i khi kha 16n) giita tri thitc khoa hoc (duoc thira nhan trong
cong dong cac nha toan hoc) vai tri thitc xac dinh trong chuong trinh, trinh bay trong sach
gido khoa (tri thirc can day). Thiéu hiéu biét vé O ¢ cip do tri thirc khoa hoc thi s& khong
hinh dung dugc khoang cach nay va do d6 khé ma c6 mot hiéu biét day da vé R(1, O).

Vi Iy do trén, truée khi nghién ctru quan hé thé ché R(I, O), chung t6i can phai tim
hiéu O (phép bién hinh) & cAp d6 mét tri thirc khoa hoc. Thong thudng, mot nghién ctru tri
thirc luan vé ddi twong toan hoc O ¢ thé gitp ching ta lam rd nhiéu van dé : trong lich st O
dugc hinh thanh tir viéc giai quyét bai toan gi ? viéc hinh thanh d6 co gip phai tré ngai gi
hay c6 gan lién v6i diéu kién gi khong (chang han phai c6 mét sy thay doi quan niém hay su
tac dong cua mot doi tuong nao do) ? dén luot minh, O lai phat trién nhu thé nao, anh huong
ra sao dén lich sir toan hoc, v.v. Do 13 mot nghién ctru doi hoi nhiéu thoi gian va tu liéu,
vuot qua kha ning ciia chung toi. Vi thé, ching t6i s& chi tim kiém mat vai cong trinh trong

d6 o6 phan tich lich sir hinh thanh va phat trién cta d6i twong phép bién hinh. Trong truong



hop can thiét, chiing toi s& nghién ctru thém céc gio trinh dai hoc hodc nhiing cudn sach co
trinh bay mot cach hé thong vé dbi trong nay (danh cho gido vién, sinh vién cac trudong dai
hoc su pham). Muyc dich xem xét cac tu liéu d6 1a tim nhimng yéu t tra 10i cAu hoi QO ma
nhu chiing t6i d4 no6i 14 can thiét dé lam tham chiéu cho viéc nghién ctru quan hé thé ché :

e Q0. Trong lich sir, 1y thuyét cac phép bién hinh di trai qua nhiing giai doan phat trién
nao? Pic trung cua timg giai doan 1a gi? Khai niém phép bién hinh duoc hinh thanh
trong diéu kién nao (phai c6 sy thay dbi gi trong quan niém hay trong toan hoc)?
Vecto ¢o vai tro gi trong viéc nghién ctru cac phép bién hinh? Nhiing két luan su
pham nao co thé duoc rat ra tir lich sir?

Két qua thu dugc qua viéc nghién ctru cac loai tai lidu néu trén s& dugc trinh bay
trong chwong 1 cua luan van véi tiéu d&: Phép bién hinh va quan diém vecto : mét diéu tra
khoa hoc luan.

Nghién ctru thyc hién & chuwong 1 14 mot co s& cho viéc xem xét phép bién hinh ¢ cap
dd tri thirc can day. o) day, chung t61 s tim cau tra 161 cho cau hoi Q1. Piéu d6 duoc thuc
hién qua viéc phan tich chuong trinh va sach giao khoa hi¢n hanh, kém theo no 1a sach bai
tap, sach gido vién. Phan tich nay dugc dit trong khuon khé cua thuyét nhan hoc. Véi cau
hoi Q1 thi khi phan tich quan hé thé ché voi phép bién hinh chung t6i s€ dat trong tdm vao
viéc tim hiéu vai trd cta céng cu vecto trong xdy dung cac kién thirc vé phép bién hinh.
Phén tich d6 duoc ching t6i trinh bay trong chwong 2 cua luin vin — Phép bién hinh va
quan diém vecto: mot nghién civu thé ché.

Phén tich quan hé thé ché s& cho phép chung t6i hinh thanh nén nhitng gia thuyét lién
quan dén cau hoi Q3, Q4. Pé kiém chung (hay bac bo) cac gia thuyét nay, chung t6i s& xay
dung mét thuc nghiém tién hanh v6i hoc sinh 16p 11, sau khi cac em d3 hoan tat phan
chuong trinh vé phép bién hinh. Chuong 3 cta luan van — Mgt nghién cieu thue nghiém, 1a

chuong trinh bay nghién ctru thuc nghiém nay.



Chuong 1
PHEP BIEN HINH VA QUAN PIEM VECTO:
MOT PIEU TRA KHOA HQC LUAN

1.1. Phép bién hinh : mot diéu tra khoa hoc luin
1.1.1. Lich sir hinh thanh va phat trién 1y thuyét cac phép bién hinh

Trong diéu kién han ché vé tu liéu lich su, chiing t61 xin dugc trich dan phﬁn 16n nd1
dung lich str phép bién hinh tir cubn gido trinh Phwong phdp day hoc hinh hoc & truong
trung hoc phé théng ciia Lé Thi Hoai Chau. Trong gido trinh nay, tac gia tom luoc lai nhimg
két qua chinh ciia nghién ctru tri thirc luan vé phép bién hinh ma Jahn A. P. da thuc hién qua
phan tich lich st (Jahn A. P. , 1998").

Lich sir hinh thanh 1y thuyét vé cac phép bién hinh gin lién véi nhitng cach hiéu khéac
nhau vé& cic hinh hinh hoc. Vi thé, dé phan tich lich sir hinh thanh 1y thuyét bién hinh ta
khong thé khong noi dén sy tién trién trong quan niém vé hinh,

Vé cac phép bién hinh, lich st da trai qua 4 giai doan. Duéi day, ching toi s& trinh
bay tom lugc 4 giai doan do.

Giai doan thir nhit : phép bién hinh xuat hién ngim an trong khai niém “hinh bing
nhau”

Hinh hoc so cép da hinh thanh tir thoi ¢d xa, nhung chi thuc su tré thanh mot khoa
hoc suy dién tir cong trinh cta Euclide. Nha toan hoc vi dai nay di tip trung nhiing kién
thirc vé hinh hoc ma loai ngudi co dugce cho dén thé ky thir 3 trudc cong nguyén va xay
dung nén 1y thuyét hinh hoc theo tu twong ciia phuong phap tién dé. Trong hinh hoc cia
Euclid, hinh duoc x4c dinh boi ba yéu td: vi tri, hinh dang va sé do. Su thay dbi vi tri khong
anh huong gi dén hai yéu té kia. Cac hinh 1a nhiing ddi twong cimng, dugc xem xét trong
tong thé vé hinh dang va kich thudc. Ngudi ta ¢6 thé néi vé “diém trén mot duong”, hay
“diém trén mot hinh”, nhung khong quan niém rﬁng hinh dugc tao thanh tir mot tap hop
diém, ma chi xem n6 nhu cai gid va co thé dat cac diém 1én trén do.

Lién quan dén phép bién hinh, vGi con mét ciia todn hoc ngay nay, ta c6 thé doc

ménh dé IV cua Euclid nhu 13 sy mo ta két qua cua viéc dich chuyén mot tam giac, dan no

' Jahn A. P., 1998, Des transformations des figures aux transformations ponctuelles : étude d'une séquence
d'enseignement avec Cabri-géométre, relation entre aspects géométriques et fonctionnels en classe de seconde, Thése
en didactique des mathématiques. Universté Joseph Fourier.



dén tring vi mot tam giac khac. Piéu nay dua dén chd xem tam gidc thir hai 1a 4nh cua tam
giac thir nhat qua qua mot phép doi hinh.

Nhung sy dich chuyén (ngdm an) & day 13 sy dich chuyén hinh chir khong phai 1a
phép bién hinh thuc hién trong khong gian duoc xem xét voi tu cach 1a mot tap hop diém.
Do d6 thao tac dich chuyén khong dugc xem nhu mdt phép bién hinh theo nghia no6 co thé
1am bién d6i hinh dang ctia hinh.

Tom lai, trong hinh hoc cua Eucid, dbi twong nghién ctru 1 cac hinh dugc xét trong
tong thé voi tu cach 1a mot hinh dang. Phép bién hinh khong phai 13 d6i twong nghién ciu,
chi ngdm 4n xuét hién trong tinh hudng so sanh hai hinh, va ciing chi dugc hiéu theo nghia
1a phép chuyén doi hinh tir vi tri ndy sang vi tri khac, chua dugc xem xét nhu mot tdc dong
1én khong gian cac diém.

Giai doan thi hai : Phép bién hinh — Céng cu nghién ciru cac dwdng conic

Vén dé biéu dién cac dbi twong khong gian va bong cia ching chiém su quan tim
ciia nhiéu hoa si thé ky 15. Cac nghé si thoi Phuc hung nhu Durer, Léonard de Vinci,
Brunelleschi tim cach biéu dién chinh x4c 1én mit phang cac hinh khong gian sao cho c¢6 thé
tao nén nhitg hinh v& “trung thanh” nhit cua thuc té. Nghién ctru cta ho di dan dén chd
sang tao ra mot sO quy tac hinh hoc cuia phép phdi canh.

Nhiéu cudn sach ban vé phép phdi canh xuit hién vao dau thé ky XVI Thoat tién
chung chi dugc gioi han & pham vi nghé thuat, sau do thi phép chiéu bat dau duogc dua vao
hinh hoc nho cac cong trinh cua Girard Desargues (1591 — 1661), mot kién trac su ngudi
Phép. Theo Desargues, nhitng nguyén 1y 1am co s& cho k¥ thuét v& phdi canh khong chi cho
phép tao ra mot hinh tir mot hinh khac ma con mang nhiing tinh chét ctia hinh ban dau vao
hinh nhan dugc. Nghién ciru ciia Desargues lién quan chu yéu dén cac duong conic. Nhimng
duong nay duoc xem nhu giao clia mit phang véi mot hinh nén tron xoay. Sau d6, nhd phép
chiéu ma chiing dugc giai thich nhu hinh chiéu phdi canh cia mot duong tron 1én nhimng
mat phang khong song song:

Desargues tuong tuong 13 phép chiéu ndy chuyén mot sb tinh chat hinh hoc cua
duong tron vao cac dudng conic co thé duogc suy ra (khong can mot phép chimg minh méi)
tir tinh chat ctia dudng tron.

Tiép theo, Pascal (1623 — 1662) da st dung lai phép chiéu cua Desargues dé trinh
bay cudn sach vé cac dudng conic cia ong. Ciing xem cac dudng conic 14 anh cua duong

tron nhu Desargues, nhung Pascal da thiét lap giita hai hinh mét tuong tmg diém: “Moi



diém ciia dudng tron chiéu anh cta né 1én mit phang birc tranh”. Nhu vay, Pascal tuong
trong mdi diém cua dudng conic 14 anh ctia mot diém thudc dudng tron qua phép chiéu.
Piéu d6 dan 6ng dén cho phan loai cac dudng conic theo sé diém (ctia duong tron) khong co
anh “6 mot khoang cach xac dinh” (trc 1a anh ¢ v6 han).

Ta thay, ngay tir géc cta nd, phép bién hinh da xuit hién nhu 1a cong cu dé chimg
minh, theo nghia n6 cho phép khang dinh céc tinh chat ctia nhitng ddi tugng hinh hoc phtrc
tap hon cac hinh tao anh ctia n6 (véi cach st dung nay thi van dé 1a vach rd cac tinh chit bat
bién qua phép bién hinh). Tuy nhién, phép bién hinh chi dugc xét trong ngit canh cac duong
conic, va ciing chi c6 duy nhat phép chiéu dugc sir dung. Cac phép chiéu nay duoc tiép can
¢ dang téng thé, mic du quan ni¢m xem ndé nhu anh xa diém da xuét hién, nhung chi dé lap
luan trong mot sd phép chirg minh hay dung hinh.

Nhu thé, cho dén tan cudi thé ky XVII, phép bién hinh van chi xuét hién nhu mot
cong cu ngam an dé chuyén cac tinh cht hinh hoc (bét bién) tir hinh nay sang hinh kia. N6
chua dugce xem la dbi tuong nghién clru cua todn hoc.

Ké thira tu tuong Desargues va Pascal, cic nha toan hoc Mydorge (1585 — 1647),
Grégoire de St.Vincent (1584 — 1667), De La Hir (1640 — 1718), Newton ... tiép tuc st
dung phép bién hinh nhu mét cong cu dé nghién ctru cac dudng conic.

De La Hir quan tim dén van dé tao ra cac dudng conic tir mot dudng tron. Chinh ¢
day ong di ndi dén phuong phap bién ddi cac hinh thanh nhimg hinh don gian hon thudc
cung mot loai. Piéu quan trong 13 & De La Hir ta thay xuét hién nhitng phép bién hinh duoc
dinh nghia qua viéc dung timg diém.

Nhu vay, tu tuong vé cac anh xa diém d3 xuat hién ¢ De La Hir. Tuy nhién, ciing can
phai than trong ma néi rd rang d6 chua phai 1a phép bién hinh tir mit phang 1én chinh né:
De La Hir khong nham bién d6i mat phang, chi giéi han vao tap hop diém ciia mot duong
cong.

Mudi ba nim sau, Newton (1642 — 1727) ciing sir dung phép bién hinh vao muc dich
nghién ctru cac dudng conic. Van dé xac dinh mot sé quy dao budc Newton phai giai mot
16p bai toan lién quan dén cic duong conic. Kho khin gip phai khi giai nhiéu bai toan da
dan ong dén véi tu tuong tim nhitng phép bién hinh cho phép chuyén bai toan vao viéc

nghién ctru trén nhirng hinh don gian hon.



Newton di dua ra quy trinh dyng mét hinh thudc cing mot loai véi hinh ban dau
nhung don gian hon. O quy trinh dé, cling nhu De La Hir, 6ng m6 ta tudong minh phép bién
hinh qua viéc dung timg diém.

Tom lai, cho dén thé ky XVII, XVIII phép bién hinh d3 duogc sir dung dé giai mot sb
bai toan, nhung van chwa phai 1a ddi tugng nghién ctru. Tl “phép bién hinh” dugc dua vao
nhu mdt thuat ngtr dugc mo ta chur khong phai nhu mat doi tuong cua toan hoc.

Giai doan thir ba : Phép bién hinh — Pdi twong nghién ciru ciia Toan hoc

Phép bién hinh bat dau trd thanh ddi twong nghién ciru véi Le Poivre (1652 — 1710).
Tir viée giai mot sd bai toan, Le Poivre da dua ra cac dinh nghia, dinh 1y, hé qua lién quan
dén cac phép bién hinh. Piéu dang luu ¥ 1a trong cac dinh nghia vé phép chiéu va duong
conic ctia Le Poivre ta d3 thay xuat hién su twong Gng gitra cac diém cta hai hinh. Ong ciing
dua vao khai niém anh ciia mot dudng, chimg minh ring anh cia dudng thing 1a duong
thang, xem xét su twong Gmg cia cac giao diém, su bao toan tinh song song. ..

Nghién ctru mét cach hé théng vé dbi trong “phép bién hinh” duoc Bellavitis (1803
— 1880) trinh bay trong Ly thuyét vé cac hinh ciia 6ng va sau d6 dugc mot sb nha toan hoc
khac b sung thém. Khong phan tich chi tiét, ta chi cin noéi van tit ring & giai doan nay
phép bién hinh di tro thanh dbi twong nghién ctru cua toan hoc.

O giai doan nay, phép bién hinh di duogc xem 13 4nh xa tir khong gian 1én chinh né.
Quan niém nhu vdy vé phép bién hinh gin lién v6i quan niém xem hinh 1a mot tap hop
diém, ma hinh hoc giai tich dong vai trd quan trong trong viéc hinh thanh quan niém dé.

Thuc ra thi trong hinh hoc cd cac thuat ngir “diém thudc duge thfmg”, diém nam trén
mit phang”... dd duoc st dung, va mot sb quy tich hinh hoc di dugc nghién ctru. Tuy
nhién, qua nhiéu thé ky, cho dén tan thoi Euclid va tham chi sau d6 nita, tir “quy tich” luén
duogc hiéu 1a mot duong (théng hodc cong), hay mdt mat, ma moi diém c6 cung mot tinh
chat nao d6 déu thuoc né. Ta khong tim thidy & day quan niém xem hinh 1a mét tap hop
diém. C6 thé thdy 16 diéu ndy qua cac dinh nghia vé quy tich ctia Platon, Aristée, Pappus,
Crolus.

“Trong hinh hoc giai tich, nhdm st dung cac k¥ thudt cua dai s dé dem lai mot phuong phap khai

quat cho phép giai moi bai toan hinh hoc, Descartes va Fermat di tim cach chuyén cac dbi tuong va

quan h¢ hinh hoc thanh ddi tuong va quan hé dai sb. Hai nha toan hoc nay xem mat phéng la mot tap
hop diém, gan mdi diém cua mit phang v6i mot cap sb (goi 13 toa d6) va mdi duong cong véi mot

phuong trinh, tirc 1a mot lién h¢ dai so gitta cac toa dd, dac trung cho sy lién thudc cua diém vao



duong cong. Tir d6, viéc nghién ciru tinh chit ciia dudong cong duogc thay thé bang viéc nghién ctru

tinh chat dai s6 ctia nhitg phuong trinh tuong tng.

Phuong phép ciia Descartes va Fermat da dem lai mot sy thay doi rat quan trong trong quan niém vé

hinh, n6 cho phép chuyén tir cach nhin céc hinh trong téng thé vao cach nhin timg diém. N6i mot

cach cu thé hon, viéc thiét 1ap mdi lién hé giai tich gitra diém vi toa do tit yéu dan dén chd phai

hiéu hinh 1a mét tap hop diém.” (Lé Thi Hoai Chau, 2004)

Quan niém hinh nhu mét tap hop diém da dong vai trd quan trong trong lich sir hinh
thanh va phat trién 1y thuyét vé cac phép bién hinh.

“Khai niém phép bién hinh chi xuat hién r5 rang véi sy phat trién cia dai s6 va giai tich. Chinh 14 tir

phuong phap dai sé ma Poncelet va Chasles dua ra duoc mot nghia thuan tay hinh hoc cho cac diém,

cac dudng thang & vo han, rdi ap dung mot sb két qua dai s6 va hinh hoc. Hon thé, nho viée gin lién

chuyén dong ciing nhu su déi ximg cua hinh véi van dé ddi cac truc toa do, va bang cach dién dat

tinh ddi ximg qua ngdn ngit giai tich ma Euler dd chimg minh duoc ring phép doi hinh trong mit

phing 1a mot phép quay, hodc mot phép tinh tién, hodc tich ciia mot phép dbi xtimg va mot phép tinh

14

tién.” (L& Thi Hoai Chau, 2004)

Giai doan thit tu: Phép bién hinh — Phwong phap co ban dé nghién ciru Hinh hoc

Cung voi viée tré thanh doi twong nghién ciru cua toan hoc, vao cudi thé ky XVIIIL,
phép bién hinh d3 mang lai cho hinh hoc mét phuwong phap méi cé hiéu qua trong viée giai
nhiéu bai toan. Ta c6 thé thdy diéu do qua cic nghién ctru cua Poncelet (1788 — 1867),
Chasles (1793 — 1880), Mobius (1790 — 1966) ... Cho dén lic nay nhiing tu tudng cia
Desargues, Pascal va cac phép bién hinh m&i thue sy duge nhiéu nha toan hoc quan tam.

Bén canh phép chiéu va phép vi tu dugc st dung mdt cach c6 hé théng thi nhiing
phép bién hinh khac nhu phép afin, phép quay, phép ddi ximg, phép tinh tién ciing dugc
Poncelet nghién ctru. Ong di phat trién mot phuong phap méi dé nghién ctru hinh hoc. Céc
cong trinh cua 6ng kéo theo nhiéu nghién ctu sdu sic khac vé cac phép bién hinh cua
Mobius, Steiner, Von Staudt, Plucker, Gergonne va Chasles.

Pén cubdi thé ky XIX thi phép bién hinh di dugc st dung vao mot muc dich khac,
khong chi don thuan 14 cong cu dé dung hinh hay chimg minh cac tinh chit ca hinh nira.
Vén dé sip xép cac tinh chat bat bién ctia phép bién hinh d3 dan dén khai niém nhom céc
phép bién hinh. Nhu chung ta biét, 1y thuyét nhém ra doi tir nhitng nghién ctru cta Galois
(1811 — 1832) vé véan dé giai cac phuong trinh dai s6. V&i khai niém nhom, Galois da phan
loai cac phuong trinh dai s6 va thiét 1p nén nhimng diéu kién dé ching c6 thé giai duoc bang
can thirc. Chinh tir cong trinh cua Galois ma Klein (1849 — 1925) mudn nghién ctru mot

cach hé théng mdi quan hé giira hinh hoc véi 1y thuyét nhom. Ong d3 phan loai cac tinh chat



hinh hoc theo nhitng phép bién hinh bao toan céc tinh chat d6. Véi cac cong trinh cta 6ng,
mdi hinh hoc duge dic trung bai cac bat bién ctia mot kiéu cac phép bién hinh xéac dinh.

Hinh hoc afin 1a hinh hoc ctia nhom céac phép bién ddi afin (tinh tién, ddi xung truc,
d6i xtmg tAm, vi tu ... 1a nhitng vi du vé phép bién ddi afin). Mot tinh chét cta hinh H s&
duoc goi 1a tinh chat afin hay bét bién afin néu n6 van duoc gitt nguyén trong hinh H’ 1a anh
ctia H qua mot phép bién ddi afin bat ky nao do.

Hinh hoc Euclid 13 hinh hoc twong tmg véi nhom cac phép doi hinh (tinh tién, d6i
xtng truc, dbi xtng tim, quay ... 1a nhitng vi du vé phép doi hinh — con goi 1 phép dang
cu). Hinh hoc nay nghién ctru nhing tinh chit khong thay d6i qua cac phép doi hinh, goi 1a
tinh chat Euclid hay bat bién Euclid.

Tap hop cac phép doi hinh 14p thanh mot nhém con ctia nhém céc phép bién doi afin.
Vi thé, cac bat bién afin ciing 1a bat bién Euclid. Diéu d6 c6 nghia hinh hoc afin 1a mot bo
phan cua hinh hoc Euclid, hinh hoc Euclid rong hon, phong pht hon hinh hoc afin.

Hinh hoc xa anh thi twong Gmg véi nhom cac phép bién d6i xa anh (phép chiéu xuyén
tam trong khong gian hai, ba chiéu 1a mot vi du vé phép bién ddi xa anh). Nhitng tinh chat
khong thay doi qua cac phép bién d6i xa anh goi 1a bat bién xa anh. Hinh hoc xa anh 13 hinh
hoc nghién ctru cac bat bién xa anh.

1.1.2. Két luin sw pham riit ra tir phan tich lich sir
1.1.2.1. Nhitng cAp d khac nhau ciia viéc hiéu cac phép bién hinh

Ttr phén tich lich st ta c6 thé néi vé bon cip d6 khac nhau trong viéc hiéu khai niém
phép bién hinh.

e Cép d6 1: Phép bién hinh gan lién v&i mdi lién hé vé hinh dang giira hai hinh hozc
giita hai phan ctia mot hinh (dic trung ham hoan toan ving mit)

e Cap d6 2: Phép bién hinh duoc hiéu 1a anh xa tir mit phang, hay tong quat hon, tir
khéng gian, 1én chinh no, & d6 mit phang va khong gian dugc nghién ctru voi tu cach
1a céc tap hop diém.

° Cép do 3: Phép bién hinh dugc xem nhu mot cong cu giai toan hinh hoc.

e Cip d6 4: Phép bién hinh duoc xem 14 phan tir cia mot nhém va dugc dung dé phan
loai cac 1y thuyét hinh hoc.

Trong viéc day — hoc chu dé cac phép bién hinh ¢ truong phd thong, néu nhu ngudi
ta khong yéu cau phai dat dén cip do 4 (ma chi mong mudn ngam tao nén bicu tuong vé

mot cau truc dai s0, lam cho dua dé sau nay hoc sinh tiép can voi todn hoc hién dai) thi cap



do 2 lai 1a mot trong tam, con cép d0 3 duoc doi hoi cao théip thé nao 1a tuy ting thé ché day
hoc. (Lé Thi Hoai Chau, 2004)
1.1.2.2. Piém héa cac hinh hinh hoc — vai trd ciia hinh hoc giai tich
Trong bén cap do trén thi hai cip d6 dau tién lién quan dén phuong dién “ddi twong”
ctia khai niém phép bién hinh. Tuong mg véi chiing 13 hai mirc d6 quan niém vé cac hinh
hinh hoc. O cap d6 dau, hinh duoc nghién ciru trong tong thé vé hinh dang, con & cip do sau
thi né phai duoc hiéu 1a mot tap hop diém.
“Phén tich khoa hoc lun cho ta thay lich sir hinh thanh khai niém cac phép bién hinh gan lién véi
nhitng giai doan khic nhau cia sy tién trién trong quan niém vé cac dbi twong hinh hoc. Chinh &
bude chuyén tir viée tri giac mot hinh hinh hoc trong tong thé sang viéc xem n6é nhu mét tp hop
diém ma khai niém céc phép bién hinh xuét hién mot cach twong minh.” (Lé Thi Hoai Chau, 2004)
O day, tac gia Lé Thi Hoai Chau nhan dinh :
“Chuyén tir xem xét hinh trong tong thé sang xem hinh nhu tip hop diém 1a mot sy thay ddi quan
niém khong dé dén. C6 thé hinh dung 13 hoc sinh s& gip kho khan trong bude chuyén nay. Khé khin
4y co kha nang duoc giam bot néu trude khi bude vao cip do sau cua tién trinh day — hoc phép bién
hinh hoc sinh da tiép xtic v&i hinh hoc gii tich. Viéc hinh hoc giai tich dit twong rng mdi diém cua
mit phang (khong gian) v6i mot bo hai (ba) sb thuc va dat twong tng mdi dudng, mdi mat véi mot
tap hop diém ma cac bo sd twong tmg véi nd thoa man mot phwong trinh cu thé s& dan nguoi ta

chuyén mét cach ty nhién sang tu tuong “diém hoa” cac hinh.” (Lé Thi Hoai Chau)

1.2. Quan diém vecto trong nghién ctru phép bién hinh
1.2.1. Vai tro cong cu cia vecto trong nghién ciru hinh hoc

V& vai trd céng cu cua vecto trong nghién ctru hinh hoc noi chung thi c6 1& khong
can phai ban luan. Tl gbc 1& ctia nd, ta biét rang 1y thuyét vecto duoc xay dung véi y d6 dai
s6 hoa hinh hoc. Viéc dai s6 hoa hinh hoc cho phép tan dung cac phuong ti¢n va ky thuat
cta dai s6, mang lai tinh khai quat cao cho 101 giai cac bai toan hinh hoc va giup cho viéc
giai quyét nhiu bai toan lién quan dén cac dudng cong, mit cong phirc tap tré nén dé dang
hon, thdm chi nhiéu khi 12 khong thé c6 néu & trong pham vi ciia phuong phap téng hop.

Xu huéng dai s6 hoa hinh hoc di c6 trong hinh hoc giai tich. Nhung vé6i hinh hoc
giai tich nguoi ta chuyén d6i twong hinh hoc thanh déi tuong dai s6, chuyén bai toan hinh
hoc thanh bai toan dai sd, tirc 1a thoét ly khoi hinh hoc. Co6 1€ vi thé ma thud méi hinh thanh,
van dé 1ap phuong trinh cac duong va mit da khong phai dugc giai quyét mot cach dé dang.

O day, ta thdy mot vai trd rat dang duoc quan tim cua vecto : bang thuat ngir chuyén

d6i sur pham (transposition didactic), ta c6 thé noi 13 vecto mang lai mot phuong thirc méi



dé xay dung hinh hoc giai tich. Piéu nay da duoc tac gia Lé Thi Hoai Chau phan tich rd
trong mot sé nghién ciru ctia minh (Lé Thi Hoai Chau (1997) va Lé Thi Hoai Chau (2004)).
Theo tac gia ndy, phuong phap vecto va phuong phap giai tich xét vé mat toan hoc ciing
nhu vé lich st d3 duoc xay dung hoan toan doc lap véi nhau, nhung bang cach dit vecto
vao mot hé toa do, nguoi ta co thé thiét lap mbi lién thong gitra hai phuong phép :

“... bang cach dat vecto vao hé toa do, ngudi ta co thé chuyén phép toan trén vecto thanh phép toan

trén s6. Chung ta goi phuwong phdp vecto - toa dé 1a cach nghién ciru hinh hoc véi cong cu vecto di

dugc gin vao hé toa do. N6 cho phép thiét 1ap mdi lién thong giita phuong phap giai tich véi phuong

phap vecto. Thuat ngir phwong phdp toa do s& duge dung dé chi chung cho hai phuong phap, giai
tich va vecto — toa do (c6 cing dic trung 1a ldy hé toa d¢ 1am trung gian dé chuyén bai toan hinh hoc

thanh bai toan dai s6).” (L& Thi Hoai Chau, 2004, tr. 39)

Chung t6i tu hoi : d6i v6i cac phép bién hinh, liéu cong cu vecto c6 thé giit vai tro
nay khong ? Dé tra 10i cau hoi d6, chiing t6i di nghién ciru cic gido trinh Hinh hoc cao cap
dung ¢ bac dai hoc. Nghién ctru cac gido trinh nay cho thdy cac khong gian afin, oclit, xa
anh déu dugc xay dung trén mot khong gian vecto. Chung t6i s& khong trinh bay lai nhiing
khai niém, tinh chat cua cac khong gian nay vi né khong truc tiép lién quan dén dé tai cua
luan van. Tuy nhién, ciing can phai néi rang khong gian afin img v6i nhom cac phép bién
doi afin, khong gian oclit ng v6i nhom cac phép bién ddi oclit, khong gian xa anh tng véi
nhom cac phép bién doi xa anh, va cac nhom phép bién d6i nay déu dugc xay dung nho
cong cu vecto.

Lién quan truc tiép dén dé tai cua ching toi 1 cac phép doi hinh va dong dang -
nhitng phép bién hinh c6 mat trong chuong trinh phd thong. Vi thé, chiing t6i di phan tich
thém cubn tai liéu tham khao Cdc phép bién hinh trong mdt phdang ma tac gia Nguyén Mong
Hy viét cho sinh vién su pham nganh toan va gido vién phé thong. Duéi ddy, chung toi s&
trinh bay két qua thu duoc tir viéc phan tich tai liéu nay.

1.2.2. Vai tro cong cu ciia vecto trong Iy thuyét vé cac phép doi hinh va dong
dang

1.2.2.1. Vé phép d@bi xirng truc

Dinh nghia : Cho duong thang d. Phép bién hinh bién mdi diém M thudc d thanh chinh no,
bién mdi diém M khong thudc d thanh M’ sao cho d 13 dudng trung truc cua doan thing
MM’ dugc goi 1a phép ddi ximg qua duong thang d hay phép d6i xtmg truc d.

Dinh li: Phép ddi xtng truc 1a mot phép doi hinh



Chtrng minh

Gia st M, N 1a hai diém bét ki trong mit phang va d phép

dbi xtng truc Dy bién cac diém M, N lan luot thanh cac
.2 . : M

diém M’, N’. Khi d6 cac doan thang MM’, NN’ +H—6L°M cung

vudng goc véi truc d tai trung diém H, K ciia chiing.

Tacod: MH=-M'H

KN =—-KN' 4 4
Mait khac: MN = MH + HK + KN

=> MN =MH +HK +KN +2.MHXKN

(do MH.HK =0 va HK.KN =0)

Tuong tu

MN =MH +HK +KN" +2.M HEKN'

- (—ﬁﬁf +HK + (—fl\?)z + 2.(—@).(—?]\7)
—MN’
Do d6: [M'N|=|MN| hay M’N’ = MN
Vay phép ddi xtng truc 13 mot phép doi hinh.
1.2.2.2. Phép dbi xing tim
Dinh nghia: Cho diém I. Phép bién hinh bién diém I thanh chinh no, bién mdi diém M khéc
I thanh M’ sao cho I 13 trung diém cua doan thaing MM’ duoc goi 1 phép d6i xtimg tam L.
Dinh 1i: Phép d6i xtmg tim O 1a mot phép doi hinh.
Dinh li duoc chirng minh bing phuong phap vecto thuan tay.
1.2.2.3. Phép tinh tién
Dinh nghia: Trong mit phing P cho vecto v, phép bién hinh bién mdi diém M thanh diém
M’ sao cho MM ' =v goi l1a phép tinh tién theo vecto v va duoc ki hiéu 1a T..
Vecto v goi la vecto tinh tién. Ta co: T.(M)=M'
Dinh 1i: Phép tinh tién 1a mot phép doi hinh.
Dinh li duoc chtirng minh bing phuong phap vecto thuan tay.
1.2.2.4. Phép quay
1. Binh nghia: Trong mét phéng P da dugc dinh hudéng, cho mot diém O cb dinh va mot gbc

dinh huéng « sai khac k2z. Mot phép quay tdm O voi goc quay o 1a mot phép bién hinh



bién diém O thanh chinh né va bién mdi diém M thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va
(oM,0M")=a.
Trong dinh nghia trén ta ki hi¢u (5]\7[0—1\[) 1a goc dinh hudng ma tia dau 1a OM va tia cudi
la OM’. Ta ki hiéu phép quay tdm O v6i goc quay o 1a QF hoac Q(O; « ). Ta thuong chon
a saocho -7 <a<r.
Chu y: Theo dinh nghia phép quay Qp vo1 =0 la phép dong nhat, con néu « =7 hodc
a =—r thi d6 1a phép ddi xtmg tam O.
Dinh li: Phép quay 1a mot phép doi hinh.
Chung minh:
Gia sit M, N 1a hai diém bét ki trong miat phang va Q% 1a phép quay bién M, N lan luot
thanh M, N’.

a) Néu M (hay N) trung véi O thi M’ (hay N”) tring v6i O, khi 6 M’N” = MN.

b) Gia sir M va N déu khac v6i O, khi d6 theo dinh nghia ta co:

OM =OM’, ON =ON’

(04,007 = (ON.0N") =

va (0_'M,ﬁ)=(OM,OM')+(0M',0N')+(0N',W)
- a+(TM',07\f‘)—a :(W,W)

Do do:

MN" =(0N'—0M')2 —ON" +OM" —20N'.OM’

~ON" +OM'~2.0N'.OM".cos(OM".ON')

~ON" +0M'—2.0N'.0M'.cos(0—M,W)

—_— 2 —

=(0N—0M) =MN
Vay ‘M 'N ‘ = \W\ hay M’N’ = MN va nhu thé ta d3 ching minh duoc phép quay 1a phép
doi hinh.
1.2.2.5. Phép vi tuw

Dinh nghia:

Trong mit phang cho mot diém O ¢ dinh va mot s6 & = 0. Phép bién hinh bién mdi



diém M cua mait phéng thanh diém M’ sao cho OM'=k.OM duoc goi la phép vi ty tam O, ti
s6 k. Phép bién hinh nay duogc ki hidu 1a V¥ . Diém O goi 1a tim vi tu, s6 k goi 1a ti s vi tu.
Phép vi tu goi 1a thuan néu k > 0, nghich néu k < 0.
Nhu vay phép vi tu s& dugc xac dinh khi biét tim vi tw va ti s6 vi tu k ciia no.
Dinh li 1: Néu phép vi ty V£ bién hai diém A, B lan luot thanh hai diém A’, B’ thi
A'B'=k.AB
Ching minh
Theo dinh nghia, ta c6 OA' = k.OA
OB'=k.OB
Do d6 A'B'=0B'—0A" = k.OB—k.OA

hay A'B'=k.(OB-OA)=k.AB
Dinh 1i 2. Phép vi tu bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang.

Chtrng minh

Gia str qua phép vi tu tim O, ti s6 k, ba diém A, B, C thang hang lan luot thanh ba diém A”,
B’, C’. Theo dinh 1i 1 ta co:

A'B'=kAB va A'C'=kAC
Vi ba diém A, B, C thiang hang nén ta ¢4 AC = m.AB
Do d6: k.AC = k.m.AB = m.k.AB
hay A'C'=m.A'B’ nghiala 3 diém A’, B’, C’ thang hang.

Qua cach trinh bay phép bién hinh cila gido trinh, ching tdi nhan thiy vecto c6 anh
huong sau sic dén viéc trinh bay 1y thuyét va chimg minh tinh chat phép bién hinh. Pic
biét, phép tinh tién va phép vi tu st dung vecto dé dinh nghia khéi niém, do doé tir tinh chét,
dinh li ciing s& str dung vecto 1am cong cu trinh bay ndi dung va chtrng minh. Riéng ddi véi
phép quay, trong dinh nghia c6 st dung goc dinh hudng thong qua ki hi€u goc gitra hai
vecto la goc quay. Nhu vay vecto cling c6 anh huong 1én phép quay. That vay, khi chung

minh dinh li ctia phép quay, gido trinh di sir dung vecto 1am cong cu dé chimg minh.



) ) . Chl‘ro’ng 2 )
PHEP BIEN HINH VA QUAN D[EM YECTO:
MQT NGHIEN CUU THE CHE

2.1. Su tién trién ciia chwong trinh tir 1990 dén nay

Nhu chung t6i da ndi trong phén mé dau cia luan van, ké tir nam 1990, vecto dugc
xem 1a mot d6i tugng giang day ¢ 16p 10. Viéc dua vecto vao tao nén mot sy thay doi co
ban trong chuong trinh mén toan day & THPT. Néu nhu trudc d6 hoc sinh chi biét dén
phuong phép tong hop trong tiép can hinh hoc so cép thi gio diy ho da dugc trang bi thém
phuong phap vecto va phuong phap toa do. Cu thé 1a trong hai chuwong tiép theo ciia hinh
hoc 10 (Hé thirc lwong, Phép bién hinh) ngudi ta chil truong khai thac cong cu vecto dé
trinh bay cac khai ni¢m, chirng minh cac cong thurc, dinh ly. Luu y 1a lac nay, tuy hé truc toa
dé Bécac vuong goc da duogce gioi thi¢u trong chuong Vecto va tham chi con dugc st dung
som hon trong chuong trinh Pai s6, phép bién hinh khéng dugc xem xét trong hé toa do
Oxy.

Phuong phap toa d§ chi dugc dua vao chuong trinh hinh hoc 16p 12 va tr¢ thanh mot
phuong phap duogc uu tién trong viée giai toan hinh hoc. Néu theo ddi cac dé thi tot nghiép
THPT va tuyén sinh dai hoc tir d6 dén nay, ta déu thay co6 su tac dong ctia phuong phap
vecto va phuong phap toa do.

Chuong trinh 1990 da dugc chinh 1y vao nam 2000. Trong chuong trinh thtr hai nay,
vai tro ctia vecto khong thay doi.

Pén nim 2006, chuong trinh phan ban duoc ap dung trén toan qudc. Trong chuong
trinh mé1, ¢c6 mot su dich chuyén vé vi tri cua chuong Phép bién hinh: truée kia, nd duge
day & chuong 3, chwong cudi trong hinh hoc 16p 10, con gio diy, né duoc day ra sau
chuong Phirong phdp toa dé trong mdt phang (von trude trinh bay & 16p 12). Sy thay doi
nay khién cho noi dung vé cac phép bién hinh c6 thay ddi : khac voi hai chuong trinh trude,
chuong trinh méi dua thém vao biéu thitc toa dj cta nhitng phép bién hinh duoc nghién
clru.

Luu y rang hai cap d6 dau tién trong viéc hiéu cac phép bién hinh gan lién v6i hai
quan niém vé hinh : hinh duoc xem xét trong tong thé va hinh dugc xem 1a tdp hop diém.
Dé c6 mot cach trinh bay ngin gon, trong phan tiép theo cta luan vin chung toi noi cap do
thir nhat gan v6i quan niém hinh (hay dnh xa hinh) va cap d6 tht hai gan vé&i quan niém

diém (hay dnh xa diém).



Mot cau héi dugce datra :
> Su két hop phuong phdp vecto va phwong phdp toa @ ¢6 tao diéu kién thudn loi cho
viéc hiéu phép bién hinh la dnh xa diém hay khong?

Chung t61 s€ tim cach trd 161 cau hoi nay khi phan tich sach gido khoa.

Trén day la nhitng thay d6i (lién quan dén vecto va phép bién hinh) cta cac chuong
trinh tr 1990 dén nay. Riéng c6 mot diém quan trong sau 1a dwoc giit nguyén qua céac
chuong trinh nay. D6 13 viéc nghién ctru cac ndi dung vé phép bién hinh ludn duoc phan
thanh hai giai doan. Duédi day chung toi s& trinh bay cu thé vé hai giai doan nay. Phan tich
dic trung cta hai giai doan nay, chiing t6i 14y lai y kién cta tac gia Lé Thi Hoai Chau trong
gi4o trinh Phuwong phdp day hoc hinh hoc & trung hoc phé théng (2004).

Giai doan 1:

Dac trung cta giai doan nay 1a :

“Phép bién hinh gdn lién véi moi lién hé vé hinh dang giita hai hinh hodc hai phan ciia mét hinh (ddc
trung ham hoan toan ving mat)” (Lé Thi Hoai Chau, 2004).

Trong giai doan ndy, “phép bién hinh” chi xuat hién ngdm an. Luc nay, cac tir
“phép”, “bién ... thanh ...”, “anh” khong dugc st dung, vi hoc sinh chua dugc hoc khai
niém anh xa. Giai doan nay duogc thuc hién ¢ bac trung hoc co s (THCS). Cu thé 1a nguoi
ta n6i dén doi xiing truc, doi xirng tdm ma khong noi dén phép doi xitng truc, phép doi ximg
tam.

Poéi xitng truc duoc noi dén sau khi nghién ctru hink thang cdn. Nhitng noi dung
duoc dé cap dén 1a khai niém diém doi ximg qua mét dwong thang, hai hinh doi ximg nhau
qua mét dwong thang. Chuong trinh ciing dua vao céc tinh chat vé sy bang nhau cta hai
doan thing, hai goc, hai tam giac d6i xtng nhau qua mot duong thang. Tinh chat cia hinh
thang can ciing dugc noi dén : “Puong thang di qua trung diém hai ddy cia hinh thang cdn
la truc doi xing ciia hinh thang cin d6”. RS rang 13 tw tudng vé su tuong Gng gitta cac
diém chua xay dung & day.

Pbi xtmg tam dugc trinh bay twong tu nhu dbi ximg truc bang su két hop véi bai
hinh binh hanh. Tinh tién theo vecto khong dugc gi6i thiéu trong chuwong trinh THCS.
“Phép quay” duoc day ¢ 16p 9, sau khi di nghién ctru dwong tron va géc. Viéc nam bat
duoc ndi dung “phép quay” s& kho khin hon khi ndm bat noi dung dbi xtng tam, dbi xtng

truc. Do d6 tu tudng vé tuong tng gitra cac diém van chua thé duoc trinh bay.



Co6 thé thay 1a cac kién thic vé “phép bién hinh” duoc trinh bay kha so sai, chi ding
O muc do gén lién ching véi tinh chit ctia mét sd hinh cu thé. bay chi la budce chuén bj cho
viéc hoc “phép bién hinh” & THPT.

Giai doan 2:

Dac trung cua giai doan nay la:

“ Phép bién hinh dwoc hiéu la anh xa tir mdt phang, hay tong qudt hon, tir khéng gian, lén chinh né,

& d6 mdt phing va khéong gian dge nghién civu véi tw cach la cde tdp hop diém (dic trung ham xudt

hién.”(Lé Thi Hoai Chau, 2004)

Trong giai doan nay, phép bién hinh xuit hién mot cach tudng minh. Cu thé khai niém dbi
xUrng truc, ddi xtrng tdm duogc gidi thi¢u ¢ bac THCS da dugc néu ro 1a phép dbi xung truc,
phép d6i xtg tam.

Phép dbi xung truc dugce dinh nghia : “Cho duong thing d,...mdi diém M khong
thudc d thanh M’...” va phép d6i xtimg tam : “Cho diém I, ... mdi diém M khac I thanh
M’...”. R rang sy tuong tng 1 — 1 theo quan diém anh xa d4 xut hién. Tuong t, cac phép
bién hinh khac ciing duoc trinh bay theo quan diém 4anh xa. Va nhiém vu ctia SGK phai lam
sao cho hoc sinh tiép can su chuyén doi nay mot cach dé dang, tu nhién nhat.

Nhu vay, dii chuong trinh sach gido khoa timg thoi ky co sy khac nhau vé mit trinh bay,

nhung trén hét 13 nhdm dén si gan két giiva hai giai doan trén. Viéc chuyén tir xem xét hinh

trong tong thé sang xem hinh nhu tdp hop diém 1a mot sy thay d6i quan niém khéng d& dén.

bé giam bdt khé khan cho trong budc chuyén nay, L& Thi Hoai Chau, 2004 da c6 nhan xét:
“Khé khan dy cé thé dwoc gidm bot néu trude khi bude vao cdp dé sau cua tién trinh
day hoc phép bién hinh hoc sinh da tiép xiic véi hinh hoc gidi tich. Viéc hinh hoc gidi
tich dat twong g méi diém ciia mdt phang (khéng gian) véi mét bé hai (ba) s6 thuc va
dat twong vmg moi dwong, moi mdt véi mét tdp hop diém ma cdc bg so tirong vng véi né
théa man mét phiwong trinh cu thé sé dan nguoi ta chuyén mét cach tw nhién sang ti
twong “diém héa” céac hinh.”

Nhu vay, dang véi nhan dinh trén, chuong trinh gido khoa phan ban 2006 da st dung két

hop khai niém vecto va biéu thirc toa do nham lam giam bét kho khin cho hoc sinh khi

chuyén d6i viéc nghién ciru phép bién hinh tir cip d6 1 1én cap d6 2.

2.2. “Phép bién hinh” trong sich gido khoa THCS
Trong chuong trinh THCS, chung t6i xac dinh nghién ctru chi tiét khai niém trong chu dé

“phép bién hinh”, do d6 chung tdi chi gi6i han phan tich cha dé nay trong SGK Toan 8, tip



mot, Phan Ptric Chinh (Téng chu bién). Trong SGK nay, d6i xtmg truc, ddi ximg tdm duoc
trinh bay gitp hoc sinh c6 khai niém ban dau vé “phép bién hinh”.
2.2.1. Pbi xtrng truc, ddi xtimg tam trong sach gido khoa THCS

“Phép bién hinh” ¢ trung hoc co s duoc giang day bat dau tir chwong trinh 16p 8, véi
sy xuat hién cua bai day “Pdi xtimg truc” va “Ddi xtng tam”. Bai day “Hai ndi dung trén
duoc trinh bay trong chuong I, SGK 16p 8 xen ké& vé6i cac bai day vé hinh, dugc phan phdi
nhu sau.
1. Tt giac; 2. Hinh thang; 3. Hinh thang cén; 4. Budng trung binh ctia tam giac, ciia hinh
thang; 5. Dung hinh biang thuéc va compa. Dung hinh thang; 6. D6i xtng truc; 7. Hinh binh
hanh; 8. P6i xtmg tam; 9. Hinh chir nhat; 10. Pudng thiang song song vdi mot duong thang
cho trude; 11. Hinh thoi; 12. Hinh vuong.
Diéu nay cho thiy ndi dung “Dbi xtng truc” va “Déi xing tdm” gan két chat ché vai cac
hinh hinh hoc.
2.2.1.1. Péi xirng truc

a. Hai diém d6i xtmg qua mot duong thang

Hai diém goi 1a dbi xtmg v6i nhau qua duong
thang d néu d la dwong trung truec cua ’ doan
thang ndi hai diém do. d - B

Quy wéc: Néu diém B nam trén duong " thang d
thi diém ddi ximg voi B qua duong N thang d

cling 1a diém B.

b. Hai hinh d6i xtimg qua mot dudong thang

Hai hinh goi 13 d6i xtng véi nhau qua dudng thang d néu mdi diém thudc hinh nay

d6i xtmg v6i mot diém thudc hinh kia qua duong thang d va nguoc lai.

Puong thang d goi 14 truc ddi xtmg cta hai hinh do.
o) day, khai niém doi xung truc dugce trinh bay thong qua khai niém trung tryc ciia mot doan
thang. Tuy nhién, cac tir “phép bién hinh”, “bién ... thanh ...”, “anh” khong duoc sir dung
vi hoc sinh chura dugc hoc khai niém anh xa.

Tinh chat bao toan ciing dugc SGK trinh bay thong qua mdt nhan xét mang tinh thira
nhan, ma khong ching minh: “Néu hai doan thing (gdc, tam gidc) doi xvimg véi nhau qua
mét dwong thang thi chiing bang nhaw”. SGK con st dung 3 hinh vé (hinh 52, 53, 54 SGK

tr85) dé minh hoa cho tinh chét bao toan cua phép dbi ximg truc.
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Hinh 52 Hinh 53

Nhitng trinh bay trén cho phép chung t6i nhan xét: Pdi xitng truc duge giang day trong
chuong trinh 16p 8 chi mang tinh gidi thiéu, lam quen budc dau. Tuy nhién, cac tinh chat
duoc gi6i thiéu déu dugc thira nhan ma khong ching minh. Ly giai cho diéu nay, ching ta
dé dang nhan ra, viéc ching minh tinh chat ddi xtng truc trong chuong trinh 16p 8 bang
phuong phap hinh hoc tong hop can phai xét nhiéu truong hop do dé khong phi hop cho
viéc tiép thu cia hoc sinh.

c. Hinh ¢6 truc d6i xtmg

Puong thang d goi la truc doi ximg ciia hinh H néu diém doi xing véi méi diém

thuéc hinh H qua dwong thang d ciing thudc hinh H.

Trong trudng hop ndy ta néi rang hinh H ¢é truc déi ximg.
Nhu véy, chiung t6i nhan thdy SGK 16p 8 trinh bay kién thirc vé phép d6i xtmg truc mot
cach tuong d6i ky ludng ¢ cip do 1 va phu hop cho hoc sinh. Hinh ¢6 truc ddi ximg duoc
minh hoa bang hinh tam giac c4n (hinh 55) va hinh thang can (hinh 57) va c6 bai tip hoat
dong xac dinh s6 truc ddi xtng cua hinh vé cho trudec.

Phan bai tp: gdm 4 bai tdp va 4 bai luyén tap chia déu tir dang bai v& hinh, nhan xét
tinh chat dén van dung.
Chung t6i nhan thdy doi ximg truc di duoc trinh bay chi yéu duwa trén hinh anh minh hoa,
viéc trinh bay phép ddi xtimg truc gan chit voi truc dbi xing, hinh tam gidc can va hinh
thang can.
2.2.1.2. Poi xtrng tAm

a. Hai diém doi1 ximg qua mot diém

Hai di€ém goi 1a d61 xirng vo1 nhau qua diém O
néu O la trung diém ctua doan thang noi hai diém do.
Quy woc: Biém doi xung véi diém O qua diém O ciling 1a diém O.

O day, phép d6i xtg truc dugc dinh nghia dya vao trung diém ctia doan thang.



b. Hai hinh d6i xting qua mét diém

Hai hinh goi 1 d6i xtmg véi nhau qua diém O néu mdi diém thudc hinh nay déi xtimg

v6i mot diém thudc hinh kia qua diém O va nguoc lai.

Piém O goi 1a tam ddi xtng cta hai hinh d6.
Ciing nhu dbi xtmg truc, viéc trinh bay dinh nghia d6i xtmg tim st dung hinh anh minh hoa
dé thé hién noi dung cia dinh nghia. SGK trinh bay 3 hinh v& dé minh hoa cho dinh nghia
va tir d6 thira nhan tinh chét cia phép d6i xtng truc: “Néu hai doan thing (gdc, tam gidc)
doi xvng véi nhau qua mot diém thi chiing bang nhaw”.

c. Hinh ¢6 tim ddi xtng

Piém O goi 1a tAm ddi xtng ctia hinh H néu diém d6i xtmg v6i mdi diém thudc hinh

H qua diém O ciing thudc hinh H.

Ta n6i rang hinh H c¢6 tam ddi xtng.

Dinh li: “Giao diém hai dwong chéo ciia hinh binh hanh la tdm déi ximg ciia hinh

binh hanh do.”

Ngoai hinh v& minh hoa cho tinh chat, SGK con trinh bay bai tap hoat dong ctng cd
dinh li va hé thé)ng 4 bai tap va 4 bai luyén tap dﬁy da cac dang cho hoc sinh.

Nhu vay, dbi xtng tdm ciing trinh bay tinh chét dya trén hinh v& minh hoa cho hoc
sinh. Khéi niém d6i xtmg tdm gén lién vé6i trung diém va hinh binh hanh.
Sau khi d6i xtimg truc va dbi ximg tdm theo mirc do cua hoc sinh 16p 8, SGK trinh bay khai
niém hinh chir nhat, hinh thoi va hinh vuéng. Pay 1a nhimng hinh vira c6 truc ddi ximg, vira
c6 tdm ddi xtmg; tuy nhién SGK chi dua ra 1 bai tdp duy nhat nhic lai tinh chat ddi xing
truc va ddi ximg tdm. Piéu nay cho thiy, chuong trinh 16p 8 khong dat ning ndi dung dbi
xtng truc va d6i xtmg tdm, ma chi mang tinh gi6i thiéu lam quen.
Viéc chitng minh céc tinh chat d6i xtmg truc va d6i xing tam doi véi hoc sinh 16p 8 1a mot
viéc 1am tuong d6i kho khan. Kho khan nay khong xuét phat tir 10i giai ciia ching minh ma
kho khin & chd hoc sinh khong c6 cong cu dé chirng minh cac tinh chit ¢ dang tong quat

hoa thi phai xét nhiéu trudng hop vi tri cta hinh.

2.2.2. Cac tb chitc toin hoc
Phan tich hé thong vi du, bai tap trong Hinh hoc 8, chiing t6i nhin thay co céac kiéu
nhiém vu sau:

Kiéu nhiém vu T1: Xac dinh anh cia hinh H qua d6i xing truc, d6i xing tAm



Bai 35 [Hinh hoc 8, tr87]

V& hinh d6i xtmg voi hinh d3 cho qua truc d.
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Bai 50 [Hinh hoc 8, tr95]

V& diém A’ d6i xtg v6i A qua B, vé diém C’ d6i xtmg véoi C qua B
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Ki thuat 71: Chon cac diém dic biét A, B, C, ... trén hinh H (thuong 1a cac dinh, dau mat
cua hinh)

- Xéc dinh anh A’, B*, C’,... clia c4c diém trén.

- H’ 1a anh cua H qua PBH, véi H’ 14 hinh tao boi cac diém anh va H’ ¢6 hinh dang

giong H.

Cong nghé 6,: dinh nghia PBH, dinh nghia anh cua hinh qua mot PBH, tinh chat bao toan
hinh ban dau.
Céc bai tap thudc kiéu nhiém vu T1 trong chuong trinh THCS déu gén lién v6i cac hinh
hinh hoc don gian. Do do, khi tim anh ctia nhitng hinh dugc cho, hoc sinh chi ¢6 nhi¢m vy
ldy anh ctiia mot vai diém dic biét trén hinh sau d6 ndi cac diém vira vé bang nhimng nét
thang. Diéu nay cho thiy hinh trong chuong trinh THCS dugc xem xét 1a mot tong thé, quan
niém hinh 13 tip hop diém chua dugc hinh thanh. Do d6, chu dé “bién hinh” dugc gidi thiéu
trong chuong trinh THCS chi ding lai ¢ cap do 1.
Kiéu nhiém vu T2: Tim tinh chit d6i xirng truc, doi xirng tim trén hinh H cho truéc

Bai 37 [Hinh hoc 8, tr87] Tim céc hinh c6 truc ddi ximg trén hinh 59 gém hinh thoi, hinh



tréi tim, 14 bai bich, 14 bai chudn, ...
Bai 56 [Hinh hoc 8, tr96] Trong cac hinh sau, hinh nao c6 tdim d6i xtmg?
a) Poan thing AB
b) Tam giac déu ABC
¢) Bién cAm di nguoc chiéu
d) Bién chi hudng di vong tranh chuéng ngai vat
Céac bai tap dang trén déu c6 hinh v& minh hoa kém theo dé hs nhan biét trén hinh.
Hinh H ¢ ddy chi gdm dudng thang, tam giac, duong tron, t giac, ngil gidc, cac chir cai
trong bang chit cai ABC,.... Cac kiéu nhiém vu nay bao gom:
> Xac dinh truc d6i ximg cua cac hinh cho sin (hinh thang cén, luc giac déu, ngdi sao,
...)
> Xac dinh tam d6i xung cua cac hinh cho san (hinh cac chit cai, birc tranh, hai doan
thang song song, hai duong tron ¢ ban kinh bang nhau, ...)
> So sanh d6 dai, sb do goc qua truc d6i xtimg, tim doi xung da duoc chi ra.
Kiéu nhiém vu T3: Dyng hinh théa tinh chit dbi xing truc, d6i xing tim
Dic trung cua kiéu nhiém vu nay: hinh can dung 1a diém, dudng thing, dudng tron, tam
giac (can, vudng can, déu), tir giac (hinh chir nhat, hinh binh hanh, hinh vuéng), hodc c6 thé
1a nhing diém thoa diéu kién nao do.
Ki thuat 73: Viéc dung hinh (H) dua vé dung diém M e H thoa nhitng tinh chat nao do.
+ Xac dinh M = f(N) véi diém N thudc mot duong /, nao d6 da cho trong gia thiét.
Suy ra M thudc duong /, = £(l,)
+ Vé duong /,.
+ Mit khiac M thudc duong /, (gia thiét). Tir d6 suyra M =1, N1,
Cong nghé 63: Dinh nghia anh ctia mot hinh qua PBH. Tinh chat bao toan hinh dang cta
phép doi hinh.
Kiéu nhiém vu T3 1a kiéu nhiém vu & cép dd Umg dung tinh chét ddi xung truc, dbi xung
tam dé gidi toan. Do do, bai tap dugc cho trong Hinh hoc 8 dugc cho dudi dang dan dat dé
hoc sinh c6 thé thuc hién duge budce nhay thong tin khi 4p dung tinh chat ddi xung truc, ddi
xung tam trong viéc giai toan.

Bai 39 [Hinh hoc 8, 88]



a) Cho hai diém A, B thudc cung mot nua
mit phing c6 by 1a duong thing d B
(h.60). Goi C 1a diém ddi ximg v6i A A
qua d. Goi D 1a giao diém cua duong
thang d va doan thang BC. Goi E la
diém bat ki cua duong thiang d (E khac
D). Chtrng minh ring AD + DB < AE + EB.

Hinh 60

b) Ban Ta dang & vi tri A, can dén bo song d ldy nudc roi di dén vi tri B (h. 60). Con
duong ngan nhat ma ban Ta nén di 1 con dudng nao?
2.2.3. Két luan
Phép bién hinh dugc gidng day trong chwong trinh THCS chua dugc gidi thiéu mot
cach tuong minh. Ngon tir “phép” chua dugc sir dung do hoc sinh chua biét dén su tuong
tmg 1 — 1 trong viéc chuyén ddi hinh. P6i xtng truc, ddi xtmg tdm dugc gidi thiéu cho hoc
sinh chi dimg lai & cip d6 1, va hoan toan gin lién v6i mdi lién hé vé hinh dang giira hai
hinh hodc giita hai phan ciia mdt hinh. “Phép bién hinh” dugc trinh bay trong chwong trinh
THCS du con so sai nhung di truyén dat dugc phan nao ndi dung chinh ctia phép bién hinh
thong qua tinh chat cac hinh quen thudc.
Trude khi hoc phép bién hinh mot cach tudng minh & cép do 2 trong chuong trinh
THPT, hoc sinh dd c6 mot khai niém ban dau vé “phép bién hinh”. Trong budc chuyén tir
cap d6 1 sang cap do 2 can thiét phai c6 mot bude dém dé 1am giam bét kho khin cho hoc
sinh trong cach hiéu méi.
Chuong trinh phan ban 2006 — 2007 trinh bay khai ni¢m vecto va phuong phap toa
d6 trong mit phang trude khi trinh bay khai niém phép bién hinh. Khai niém vecto va
phuong phéap toa do 1a hai khai niém hoan toan méi so véi THCS va chi dugc dua vao
chuong trinh THPT trong Hinh hoc 10. Piéu nay din chung t6i dén cau hoi nghi van:
“Khdi niém vecto va phwong phdp toa dd trong mdt phang la bude dém trong
viéc lam giam bot kho khan cho hoc sinh trong viéc chuyén doi viéc xem xét phép
bién hinh tir cdp do 1 1én cap 27

Cau hoi trén s& dugce ching t6i tra 10i trong phan nghién ciru phép bién hinh & THPT dudi

day.

2.3. Phép bién hinh & Trung hoc phé thong



MBOi tri thie trong hé thong todn hoc déu chiu anh hudéng cia trudng sinh thai tri thirc. Trong
cac qua trinh thay d6i SGK, khai niém phép bién hinh ciing c6 su thay ddi it nhiéu va phu
thudc vao nhirng khai niém da dugc gidi thiéu trude dd. Trong chuong trinh phan ban méi
2006, khai niém phép bién hinh trude hét da co su thay doi vi tri. Trong cac chuong trinh
gido khoa cii, khai niém phép bién hinh di chiu anh hudng ctia khai niém vecto trong viéc
trinh bay 1y thuyét va chimg minh tinh chat. Piéu nay di dugc nghién cru trong cac bai
nghién ctru, luan van trude ddy. Do co sy thay ddi trong chwong trinh SGK hién hanh nén
ching t6i quan tim dén anh huong ciia vecto 1én phép bién hinh trong chuong trinh phan
ban méi. Cu thé, chiing t6i s& phan tich céc tai liéu sau:

+ Hinh hoc 11, Tran Vin Hao (tong chi bién), 2007, NXBGD [V1]

+ Hinh hoc 11 Nang cao, Poan Quynh (tong cha bién), 2006, NXBGD [V2]

+ Bai tap Hinh hoc 11, Nguyén Mong Hy (chu bién), 2006, NXBGD [E1]

+ Bai tdp Hinh hoc 11 Nang cao, Van Nhu Cuong (chu bién), 2006, NXBGD [E2]

+ SGV Hinh hoc 11, Tran Vin Hao (tong chu bién),2006, NXBGD [P1]

+SGV Hinh hoc 11 Nang cao, Poan Quynh (tdng chu bién), 2006, NXBGD [P2]
Phép bién hinh & THPT duoc chia 1am 2 phan: phép bién hinh trong mit phiang thudc
chuong trinh Hinh hoc 11 va phép bién hinh trong khong gian thudc chuong trinh Hinh hoc
12 Nang cao.
Pé cap dén phép bién hinh trong khong gian, SGV Hinh hoc 12 Néng cao, Poan Quynh
(téng chu bién), 2008, NXBGD c6 luu ¥ nhu sau: “SGK néu 1én nhung khéng chitng minh
cdc tinh chdt co ban ciia phép doi hinh nhue: bién ba diém thang hang thanh ba diém thang
hang, bién dwong thang thanh dwong thang, bién mdt phang thanh mdt phdng, bién mét géc
thanh géc ¢é cung s6 do, ... vi ching twong tw nhw cdc tinh chdt ciia phép doi hinh trong
mdt phang.” Do d6, trong pham vi luan van nay, chung ti chi giéi han dé tai trong pham vi
nghién ctru phép bién hinh trong mat phang thudc hinh hoc 11.

Theo chwong trinh méi, ndi dung PBH duoc trinh bay trong SGK 16p 11: gdm Hinh
hoc 11 va Hinh hoc 11 Nang cao. Chung t61 phan tich song song hai by sach, nhung trong
tam phan tich Hinh hoc 11. Tai liéu ndy duoc giang day cho chwong trinh chuén va duoc
viét theo dang don gian, giam tai cho hoc sinh nhung van bam sat tinh chinh xac cua tri
thtrc.

Noi dung cac phép bién hinh dugc trinh bay gdm cac muc:

CHUONG I: PHEP DOI HINH VA PHEP DPONG DANG TRONG MAT PHANG



1. Phép bién hinh (1T)

Phép tinh tién (1T)

Phép dbi xtmg truc (1T)

Phép dbi ximg tam (1T)

Phép quay (17T)

Khai niém vé phép doi hinh va hai hinh bang nhau (1T)
Phép vi tu (2T)

8. Phép dong dang (1T)

On tap Chuong I (27T)

A R e

Mo dau chuong phép bién hinh, SGK dinh nghia phép bién hinh theo quan diém anh xa:
“Quy tac dat tuong ing mdi diém M ciia mat phang voi mot diém xac dinh duy nhat M’ cia
mit phing d6 dugc goi 1a phép bién hinh trong mit phing.”

2.3.1. Phan tich 1y thuyét cac phép bién hinh trén quan diém vecto

2.3.1. 1. Phép tinh tién

Trong mit phang cho vecto v. Phép bién hinh bién mdi diém M thanh M’ sao cho
MM =v duogc goi 13 phép tinh tién theo vecto v.

Nhu vay, vecto dugc sir dung lam cong cu dé dinh nghia phép tinh tién. Cau hoi dit ra cho
chung t6i 1a: Liéu c6 thé dinh nghia phép tinh tién ma khéng sit dung dén khdi niém vecto
khong?

Vé mit lich str, khai niém vecto va khai niém phép bién hinh c6 ngudn gbc hinh
thanh va phat trién doc l1ap voi nhau. Do d6, phép bién hinh hoan toan ¢ thé dugc trinh bay
doc 1ap ma khong can str dung khai niém vecto.

Phép tinh tién dugc trinh bay qua tich ciia hai phép doi xirng truc, c6 truc song song:

Cho hai duong thang song song d; va d, thudc mdt phang. Gid sit f; la phép doi
xitng qua truc d,, f> la phép doi xieng qua truc d,. Tich ciia f; va f> (theo thir tw d6)
la mét phép bién hinh h ciia mdt phdng, goi la mét phép tinh tién.
Tinh chét phép tinh tién:
Tinh chat 1: Bao toan khoang cach giira hai diém bat ki.
Tinh chat 2: Phép tinh tién bién duong thang thanh duong thang song song hoic tring voi
no, bién tam giac thanh tam giac bang nd, bién dudng tron thanh dudng tron cé cing ban
kinh.

Tat ca cac tinh chat trén déu dugc chimg minh bang phuong phap vecto. Hinh hoc 11



nang cao ching minh tinh chat 1 bang phuwong phap vecto va thira nhan tinh chat 2, Hinh
hoc 10 thira nhn tit ca ma khong chimg minh.
Biéu thirc toa dé cua phép tinh tién:

Trong mit phing véi hé toa do Oxy, cho phép tinh tién theo vecto u .

Biét toa do ctia u = (a; b). Gia sir diém M(x; y) bién thanh diém M’(x’; y°).

L, , x'=x+a
Khi @6 ta co:
y'=y+b

Cong thuc trén goi la biéu thirc toa do cua phép tinh tién theo vecto u = (a;b).
R& rang viéc dinh nghia phép tinh tién bing tich cta hai phép bién hinh s& giy nhiéu kho
khan cho hoc sinh khi tiép thu tri thirc. Nhu vay, khai niém vecto gitip trinh bay khai niém
phép tinh tién don gian, rd rang.
Nghién ctru anh hudéng ctia khai niém vecto 1én viéc nghién ctru phép bién hinh giita hai cap
do 1, 2. Chung t61 nhan théy, khéi niém vecto, két hop thém biéu thirc toa do s& giup hoc
sinh dé dang nim bét dugc quan diém anh xa tir tap hop diém vao tap hop diém trong phép
bién hinh.
Vi du: Cho duong thang (d,): x +y — 1 =0, vecto u =(3;—1). Tim phuong trinh dudng thing
d, 12 anh cua dudng thing d, qua phép tinh tién theo vecto u=(3;-1).

Giai

Do d, 1a anh cta d; qua phép tinh tién nén d, // d.

=> d, c6 vecto chi phap tuyén n, =n, =(1;1)

Lay diém A(0; 1) ed,. Goi B 1a anh cua diém A qua phép tinh tién theo vecto u .

Dua vao biéu thirc toa do, ta xac dinh duoc B(3; 0).

Do tinh chat phép tinh tién, ta c6 B(3; 0) ed,.

Phuong trinh dudng thang (d,): x +y — 3 =0.
Trong qué trinh giai quyét bai toan, gido vién co thé cho hoc sinh thay rd tinh chat tap hop
diém cua hinh bang cach thay doi cac gia tri x roi tinh gid tri y tuong ing => toa do diém A
thay d6i nhung van théa man tinh chat diém A thudc dudng thang (d1). Hoc sinh s& duoc
cing cb cach hiéu duong thang (hinh) 14 tip hop cta vo sé diém. Tur dinh nghia “vecto 1a
mot doan théng c6 hudng”, mdi vecto duoc xac dinh béi mot diém dau va mot diém cudi,

hoc sinh d& dang nhan ra su twong tng 1 — 1 giira hai dudng thang d, va d,.



Nhu vy, khai niém vecto ciing véi phuong phap toa do trong mat phang giup 1am giam kho
khin trong viéc chuyén ddi quan niém “hinh” sang quan niém “diém”, dong thoi gop phan
xay dung hinh anh vé su tuong tmg 1 — 1 trong khai niém phép bién hinh. Néu gido vién c6
thé tich hop tmg dung cong nghé thong tin trong day hoc, vi du nhu st dung phan mém
Cabri c6 thé xay dung hinh anh don gian cho bai toan trén nham 1am rd tinh chat phép bién
hinh & cap d6 2.
2.3.1.2. Phép @di xirng truc
Phép ddi xtng truc duoc dinh nghia trén quan diém 4nh xa: ... bién mdi diém M khong
thudc d thanh M’ ...” Piém khac biét cta sach gido khoa 2006 1a c6 st dung biéu thuc toa
do:

Biéu thirc toa dé cia phép doi xung truc:

Cho hé toa d6 Oxy sao cho truc Ox tring véi duong thang d. Véi mdi diém M(x; y),
goi M’(x’; y’) = B (M) thi

{x'zx
y'=-=y

Biéu thtrc trén dugc goi 1a biéu thic toa d6 cta phép ddi ximg qua truc Ox.
Cho hé toa d6 Oxy sao cho truc Oy trung v6i duong thiang d. Vi mdi diém M(x; y),
goi M’(x’;y’) = b,(M) thi

{x':—x
y'=y

Biéu thirc trén dugc goi 1a biéu thirc toa do ciia phép ddi ximg qua truc Oy.
Thong qua hai biéu thirc toa do trén, hoc sinh s& dé dang lam quen véi viéc xem xét phép
bién hinh theo phuong phap toa d6 vi viéc lay diém dbi xting qua truc Ox, Oy la don gian,
1d rang so véi cac truong hop déi xtimg truc khac.
Céc tinh chat phép dbi xung truc déu duogc thira nhan ma khong chimg minh. Tuy nhién, hai
loai SGK déu goi ¥ chirng minh cac tinh chat ciia phép dbi xtimg truc bang cach st dung
phuong phap toa do véi viéc chon truc doi xtng trung vo1 tryc Ox hodc Oy. RO rang, hudng
dan nay nham muc dich cho hoc sinh c¢6 thoi quen sir dung phuong phap toa d6 dé giai toan
lién quan dén phép ddi xtng tryc.
Vecto khong xuét hién trong viéc trinh bay khai niém va tinh cht phép ddi xtng truc nhung
vecto van c6 thé duge su dung lam céng cu dé ching minh tinh chét.

Dinh Iy: Phép ddi xtng truc 1a mot phép doi hinh



Chtrng minh

Gia st M, N 12 hai diém bat ki trong mit phang va phép dbi
xung truc Dy bién cac diém M, N lan luot thanh céc d diém
M’, N”. Khi d6 cac doan thang MM’, NN’ cung vudng gbc
v6i truc d tai trung diém H, K ctia chung. M'ﬁy_H_'ég' N

Tacod: MH=-M'H

KN =-KN' \

Mait khac: MN = MH + HK + KN K

=> MN =MH +HK +KN +2.MHXKN

(do MH.HK =0 va HK.KN =0)

Tuong tu

MN =MH +HK +KN" +2.M HEKN'

- (—ﬁﬁ)z +HK + (—fl\?)z + 2.(—@).(—?]\7)
—MN’
Do d6: [M'N|=|MN| hay M’N’ = MN
Vay phép ddi xtng truc 13 mot phép doi hinh.
Céc tac gia SGK goi ¥ sir dung phuong phap vecto — toa do dé giai toan ma khong goi ¥ st
dung phuong phap vecto vi nhitng nguyén do sau:
e Chimg minh van dé trén bing phuong phap vecto — toa do nhanh, gon hon.
e Cung ¢ duoc kién thirc vira hoc vé biéu thire toa d6 cua phép dbi xung truc
e Trong qua trinh ching minh bang phuwong phap vecto — toa do, hoc sinh chuyén doi
quan niém phép ddi xang theo cap do 1 1én cap do 2.
Khi giai bai toan hinh hoc, hoc sinh 16p 11 sau khi hoc phép bién hinh c6 thé sir dung 3
chién luoc giai, chién lugc “vecto”, chién lugc “vecto — toa d6” hay chién lugc “hinh hoc
tong hop”. Van dé ching toi muén dit ra la:
> Khi yéu cau hoc sinh chirmg minh tinh chdt bdo toan ciia phép déi ximg truc thi chién
luoc nao sé chiém wu thé?
Vi du: Trong mat phang, cho duong thang A. Lay hai diém A, B bat ky. Goi A’, B lan luot
1a diém d6i xtmg véi A, B qua dudng thing A. Chimg minh: A’B’ = AB.



Chién luogc

“tam gidc bang nhau”

Chién luogc “vecto”

Chién luge

“vecto — toa d§”

Goil = ABNA;
I'=A'BNA.
Tacmduge: I =1'

Dé dang ching minh

duoc
AIMA = AIMA'
=JA=IA"

Tuong tu ta chimg minh
duoc AINB = AINB'

= IB=1IB'

Taco: IB=1B’
<=>]A+AB=1IA"+ A’B’
<=> AB =A’B’ (dpcm)
Péi vé6i chién lugce nay,
chung ta phai xét thém
cac TH

+ A, B khac phia so véi
duong thang A .

+ A, B cung thudc A.

+ A thuoc A.

A'B'=A"M+MN +NB'
:MN+(NB'+A'M)

ma MNJ_(NB'+A'M).

Suy ra:

[A7B|= [MN" + (VB + A7)

(1)
Tuong tu:

[AB| = [ MN" + (NB-+ AM)
()

Ta co:

NB'+A'M = —(ﬁ+m)
Suy ra:

(NB+ A8 ) =[~(NB+AM) |
3)

Tu (1), (2), (3) suy ra:

<[5

Do d6: A’B’ = AB

Pit duong thang A vao hé
truc toa d§ Oxy, sao cho A
thude Ox.

Khi do:

A(Xa; yA) == A’(Xa;—ya)
B(xg; yB) => A’(XB; — ¥b)
Tac6: AB =(x,—x,;y,~V,)
A'B'=(x, = X33, — V)

Suy ra:

(4B =ty — 2, + (v =)

‘A—'E" = \/(xB — Xy )2 +(yA — Vs )2

=> [A'B|=|B

Do d6: A’B’ = AB

So sanh 3 chién luoc trén, chung t61 nhan théy chién luogc “vecto — toa do” 1a cho 16i giai

gon nhit. SGK chi gi6i thiéu phuong phap ching minh ndy trong phan cac ciu héi hoat




dong nén chién lugc nay co thé chua duge hinh thanh. Hoc sinh d3 1am quen véi chién lugc
“hinh hoc téng hop” ¢ truong THCS. Chién luge “hinh hoc tong hop” 1a chién luge co s&
cho viéc chimg minh dinh li trén. Piéu ma ching t6i quan tim, xem xét 13 anh hudng ciia
khai niém vecto 1én viéc chimg minh dinh Iy va giai cac bai toan vé phép bién hinh. Tir diéu
nay, chiing t61 dat ra cau hoi:
> Néu yéu cau hoc sinh gidi bai todn trén theo nhiéu cdch thi cdc chién lrge dwoc sir
dung 1a nhitng chién lwoc nao?
» Liéu chién luoc vecto cé dwoc hoc sinh nghi dén khong?
2.3.1.3. Phép doi xirng tim
Dinh nghia: Cho diém I. Phép bién hinh bién diém I thanh chinh no, bién mdi diém M khéc
I thanh M’ sao cho I 13 trung diém cua doan thaing MM’ duoc goi 1a phép d6i xtmg tam 1.
Tu dinh nghia, suy ra: M'=D,(M) < IM' =-IM
Biéu thirc toa dé cia phép doi xung qua gé'c toa do

Trong h¢ toa do Oxy cho diém M(x; y), got M’(x’; y’) = B, (M), khi do

x'=—x
{y' ==y
Biéu thtc trén duoc goi 1a biéu thite toa dé ciia phép doi xitng qua goc toa ds.
Tinh chét 1: (bao toan khoang cach giita hai diém bat ki)
Néu b,(M)=M' va B,(N)=N'thi M'N'=-MN , tir 46 suy ra M’N’ = MN.
Chig minh:
Giast b,(M)=M"' va B,(N)=N".
Khi @6 ta co: IM'=—IM va IN'=—IN . Suy ra
M'N'=IN'—IM'=—IN —(~IM) = —(IN — IM) = —MN
Do do: M’N’ = MN.
Nhu vay, tinh chat phép ddi ximg tdm dugc trinh bay ngin gon, rd rang khi sir dung khai
niém vecto. Ngoai phan 1y thuyét cia SGK, SBT, chung toi khong tim thay bat ky bai toan
nao c6 st dung phuong phap vecto.
2.3.1.4. Phép quay
Dinh nghia: Cho diém O va géc lwong gidc o . Phép bién hinh bién O thanh chinh né, bién
méi diém M khéc O thanh diém M’ sao cho OM’ = OM va géc lwong gidc (OM; OM’) bang
a dwoc goi la phép quay tam O goc «.



Dinh nghia phép quay st dung géc dinh hudng:
Trong mat phcfng P da dvoc dinh huong, cho mot diém O c¢6 dinh va mét goc dinh
huwéng o sai khdc k2z. Mot phép quay tam O véi goc quay a la mét phép bién hinh
bién diém O thanh chinh né va bién méi diém M thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va
(oM,0M") =
Dinh nghia phép quay trong SGK phd thong st dung goc lugng gidc ma khong st dung goc
dinh hudng. Ly giai cho diéu nay, chung toi nhan thdy Luong gidc da duoc gidi thidu & cudi
chuong trinh Dai s6 10 va tiép tuc dugc giang day vao dau chuong trinh Dai sb va Giai tich
11. V& ban chat thi goc luong giac va goc dinh hudng 1a gan nhu nhau, tuy nhién goc dinh
hudng phai sir dung tinh chat vecto. Khai niém phép quay trong SGK khéng sir dung vecto
nén cac tinh chat ciia phép quay va bai tip vé phép quay ciing sé it bi anh hudng bdi cong cu
vecto.
Tinh chit 1: Bao toan khoang cach giita hai diém bat ki.
Tinh chat 2: Phép quay bién duong thang thanh duong thang, bién doan thang thanh doan
thang bang nd, bién tam giac thanh tam giac bang nd, bién dudng tron thanh dudng tron co
cung ban kinh.
Dbi v6i phép quay, chung t6i khéng tim duoc bat ky phan 1y thuyét nao c6 lién quan hay sir
dung cong cu vecto. Nhu vay, khai niém vecto khong anh hudng 1€n viéc trinh bay khai
niém phép quay. Piéu ndy dan ching t6i dén viéc dat ra nghi van:
Phdi chang phan bai tdp ciia phép quay ciing hodn toan khéng sir dung dén vecto?
Dé tra 1o cho cau hoi nay, chung t6i nhan théy sach hinh hoc 11, Tran Vin Hao (téng chu
bién) c6 bai tap 2 trang19:
Trong mit phang toa d6 Oxy cho diém A(2; 0) va duong thang d c6 phuong trinh x + y —
2=0 Tim anh ctia A va d qua phép quay tdm O goc 90°.
Hudng dan giai bai tip cua SGV Hinh hoc 11, Tran Vin Hao (tong chu bién), NXBGD,
2006 co trinh bay:
Goi B 14 anh ctia A. Khi d6 B = (0; 2). Hai diém A va B(0; 2) thudc d. Anh ciia B qua phép
quay tdm O gbc 90° 1a A’(~ 2; 0). Do d6 anh cua d qua phép quay tam O goc 90° 1a duong
thang BA’ c6 phuong trinh x —y + 2 =0.
Va bai tdp I trang 23:
Trong mit phing Oxy cho cac diém A(- 3; 2), B(— 4; 5) va C(- 1; 3).
a) Chimg minh rang cac diém A’(2; 3), B’(5; 4) va C’(3; 1) theo tht ty 14 anh cua A, B va C



qua phép quay tam O goc — 90°.

b) Goi tam giac A;B,C; 1a anh ctia tam gidc ABC qua phép doi hinh c6 dugc bang cach thuc
hién lién tiép phép quay tam O goc — 90° va phép dbi xtmg truc Ox. Tim toa do cac dinh cua
tam giac A|B,C;.

Nhu vay, SGV hoan toan khong dé cap dén viéc sir dung cong cu vecto dé giai quyét bai
toan phép quay.

Tuong tu nhu SBT hinh hoc 10, Nguyén Mong Hy (chi bién), NXBGD, 2006 c6 huéng dan
trong vi du 2 trang 23 nhu sau:

Vi du 2: Trong mit phiang toa do Oxy cho diém A(3; 4). Hiy tim toa do diém A’ 13 anh cua
A qua phép quay tam O goc 90°.

Giai

Goi cac diém B(3; 0), C(0, 4) 1an luot 1a il hinh
chiéu vudng goc cia A 1én cac truc Ox, 9‘ A Oy.
Phép quay tdim O goc 90° bién hinh chir ’ B nhat
OBAC thanh hinh chit nhat OB’A’C’. Dé . o, ! thiy B’
= (0; 3), C’(~ 4; 0). Tir do suy ra A’(— 4; J 3).
Piéu nay cho thdy, cac tic gia sach gido 4 khoa

khong quan tim dén viéc sir dung vecto 1am cong cu giai toan phép quay. Sir dung phuong
phap giai dua vao hinh v& nhu trén s& khong thé ap dung cho truong hop tong quat voi goc
quay khac 90°.

Dé giai quyét bai toan trén, ching ta c6 thé st dung phuong phap vecto — toa dé nhu sau:
Pit A’(a, b) 1a diém can tim.

Do A'=0Q% (4) nén 04' LOA => 04" L OA.

Suyra: OA'0OA=0 <=>3a+4b=0 (1)

Mit khéc, ta c6: OA’ = OA <=> \Ja? +b* =~/3* + 42
<=>a+b*=25 (2)
Giai phuong trinh (1), (2) ta c6: A’(—4; 3) hodac A’(4; — 3).
Do phép quay goc 90° bién diém A thudc goc phan tu thir I thanh diém A’ thudc goc phan
tu thu I nén ta nhan A’(— 4; 3).
Str dung cong cu vecto, cu thé 1 tich v hudng cua hai vecto, chung t6i nhan thay co thé ap
dung dé giai cac bai toan phép quay dang nay trong trudng hop géc quay khdc 90°.
Vi du: Trong mat phéng toa d§ Oxy cho diém A(3; 4). Hay tim toa do diém A’ 1a anh cia A



qua phép quay tam O goc 49°.

2.3.1.5. Phép vi t

Dinh nghia: Cho diém O va s6 k = 0. Phép bién hinh bién mdi diém M thanh diém M’ sao

cho OM' =k.OM duoc goi la phép vi ty tdm O, ti sb k.

Dinh nghia phép vi tu khong dung vecto:
Gid sir O la mét diém thude mat phcfng, k la mét sé dwong cho truoc. Ta xac dinh mot
dnh xa f tir mdt phang dén chinh né nhuw sau: Cho mét diém M thudc mdt phang. Néu M
trimg O thi diém twong vmg véi M la chinh né, tirc la ta ¢ fO = O. Néeu M # O thi fM la

0]1“/[/[ = k. C6 thé chitng minh dé dang

mét diém M’ thudc nira dwong thang OM sao cho

rang f la mot phép bién hinh ciia mdt phang. Phép bién hinh nay dwoc goi la phép vi tu

thudn tam O ti 56 k, hay gon hon: mot phép vi tw. [SGK hinh hoc 10, 1982]
So sanh hai dinh nghia, chiing t61 nhan théy, vecto da giap viéc dinh nghia phép vi ty duoc
rd rang, trong sang hon. Tir dinh nghia phép bién hinh st dung vecto, chung t6i ciing dé
dang nhan ra anh hudng cia vecto 1én cac tinh chat ctia phép vi tu.
Tinh chat:
Tinh chat 1: Néu phép vi tu ti s6 k bién hai diém M, N tuy y theo thi ty thanh M’, N’ thi
M'N'=k.MN va M'N'=k|.MN .
Chtrng minh:

Goi O la tam cua phép vi tu ti s6 k. Theo dinh nghia cia phép vi tu ta co:

OM' =k.OM va ON'=k.ON . Do do:

M'N'=ON'-OM' =k.ON —k.OM = k(ON —OM) = k.MN
Tir d6 suy ra: M'N' = |k|.MN
Tinh chit 2: Phép vi tu ti sd k:

a) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va bao toan thir ty giita cac diém
ay.

b) Bién dudng thang thanh duong thang song song hodc tring véi nd, bién tia thanh tia,
bién doan thang thanh doan thang.

¢) Bién tam giac thanh tam giac dong dang vdi né, bién goc thanh goc bang né.

d) Bién duong tron ban kinh R thanh dudng tron ban kinh [k|.R

Tt ca cac tinh chét trén déu co thé sir dung vecto 1am cong cu dé chimg minh hodc két hop



v6i phuong phép toa do trong mit phang dé chimg minh. Nhu vay, khai niém vecto ¢6 anh
huong kha 16n dén viée trinh bay khai niém va tinh chat phép vi tu.

Tir phan tich chuong trinh trén, ching toi nhan thay cong cu vecto ngodi viéc giup
trinh bay 1y thuyét thi vai trd ctia vecto trong viéc chirng minh dinh 1y di dugc chuyén sang
cho phuong phap toa do. RS rang diéu nay dan dén phong doan: cong cu vecto s& khong
duoc ch trong trong viée giai cc bai toan phép bién hinh. Du vay, viée trinh bay 1y thuyét
phép bién hinh dya trén khai niém vecto két hop véi phuwong phap toa do trong mit phang
da giup giam bot kho khin cho hoc sinh trong viéc tiép can phép bién hinh & cap d6 2.

2.3.2. Cac to chirc toan hoc
Qua phan tich chuong trinh, chung t6i nhin thiy c6 cac kiéu nhiém vu lién quan dén khai
niém PBH nhu sau:
Kiéu nhiém vu T1: Xac dinh anh cia hinh H qua PBH.
Vidu 1 [E2, tr12]

Cho tir giac ABCD. Hai duong thang AC va BD cit nhau tai E. X4c dinh anh coa
tam giac ABE qua phép ddi ximg qua duong thang CD.
Giai
Ta xéac dinh anh cua cac dinh cta tam giac A, B, E qua phép ddi xtmg truc CD. Anh phai
tim 1a tam gidc A’B’E’.
Ki thuat z1: Chon céc diém dic biét A, B, C, ... trén hinh H (thuong 1a cac dinh, dau mut
cua hinh)

- Xaéc dinh anh A’, B’, C’,... cua cac diém trén.

- H’ 14 anh ctia H qua PBH, v6i H’ 13 hinh tao béi cac diém anh va H’ ¢6 hinh dang

giong H.

Cong nghé 6,: dinh nghia PBH, dinh nghia anh ctia hinh qua mét PBH, tinh chat bao toan

hinh ban dau.
Théng ké sb luong bai tap thude kiéu nhiém vu T1
Phép tinh | Phép ddi | Phépddi | Phép | Phépvi | Ontap | Tong
tién xung tryc | xung tdm quay tu chuong cong
Sach V1 1 0 0 1 1 2 5
Sach V2 0 0 0 1 0 0 1
Sach E1 0 0 1 1 1 0 3




Sach E2 1 0 0 0 0 0 1

Kiéu nhiém vu nay di xuat hién trong chwong trinh hinh hoc 16p 8. Trong chuong trinh
Hinh hoc THPT, phép bién hinh dugc nghién ctiru & cap do 2 dua vao nhimng kién thirc da
biét vé& khai niém vecto va phuong phap toa do trong mit phing. Do d6, kiéu nhiém vu T1
trong chuong trinh Hinh hoc 11 xuét hién thém cac kiéu nhiém vu con:
Kiéu nhiém vu T1.1: Viét phwong trinh danh ciia mdt hinh qua phép tinh tién
Kiéu nhiém vu T1.1.1: Tim toa d anh ciia mot diém qua phép tinh tién v =(a;b).
Ki thuat 71.1.1: Goit M’(x’; y’) la anh ctia M.
Str dung cong thirc: {;:Z;:Z

Cong nghé 61.1.1: Biéu thirc toa do cla phép tinh tién.
Kiéu nhi¢m vu T1.1.2: Viét phwong trinh anh ciia dwong thing qua phép tinh tién
v=(a;b).
Ki thuat r1.1.2a:

Tim toa do hai diém A, B tuy ¥ thudc dudng thing d.

Tim toa do diém A’, B’ 1a anh cua A, B qua phép tinh tién

Viét phuong trinh duong thing qua hai diém A’ va B’ ta duoc phuong trinh anh cta
duong thang d.
Cong nghé 61.1.2a: Tinh chit bao toan hinh dang ctia phép tinh tién.
Ki thuat 71.1.25:

Goi M’(x’; y°) 13 anh ctia M(x; y) qua phép tinh tién

x'=x+a x=x'-a
Ttr cong thirc { {

yl=y+b |\y=y-b

Thay x, y vao phuong trinh dudng thing d dé suy ra phuong trinh chta x°, y’. D6
chinh 1a phuong trinh anh cua d.
Cong ngh¢ #1.1.2b: Pinh nghia d4nh cua mdt hinh qua PBH; biéu thirc toa do cua phép tinh
tién.
Kiéu nhiém vu T1.1.3: Viét phwong trinh anh ciia dwong tron (C) qua phép tinh tién
Ki thuat r1.1.3a:

Xac dinh tam I cua duong tron (C).

Tim toa d6 I’ 13 anh cua I qua phép tinh tién.

Anh cua (C) 1a duong tron (C*) ¢6 tim I”, ban kinh bang ban kinh duong tron (C).




Cong nghé 1.1.3a: Tinh chit bao toan hinh dang ctia phép ddi xtng truc.
Ki thuat 71.1.3b:

Goi M’(x’; y’) 13 anh cia M(x; y) qua phép tinh tién

Tu cong thirc {x': xra = {x =xa

y'=y+b |y=y-b

Thay x, y vdo phuong trinh duong tron (C) dé suy ra phuong trinh chira x°, y’. Do
chinh la phuong trinh anh cua (C).
Cong nghé 61.1.3b: Pinh nghia anh cta mot hinh qua PBH; biéu thuc toa do cta phép tinh
tién.
O kiéu nhiém vu T1.1, tuy biéu thtrc toa do dugc trinh bay nhung tinh chit vecto an chtra
trong cong thtrc. Hoc sinh van c6 thé giai quyét kiéu nhiém vy T1.1 trong truong hop quén
cong thirc bang cach st dung tinh chét toa do cua hai vecto bang nhau.
Kiéu nhiém vu T1.2: Viét phwong trinh anh ciia mét hinh qua phép déi xirng truc
Kiéu nhiém vu T1.2.1: Tim toa d§ anh ciia mdt diém qua phép doi xirng truc.
Kiéu nhiém vu T1.2.1a: Tim toa d6 anh M’ cta diém M(x; y) qua phép dbi xtng truc Ox va
truc Oy.
Ki thuét 71.2.1a: Goi M’(X’; y’) = Dox(M) hay M’(x’; y’) = Doy (M)

Str dung cong thuc: {x:: g hay {x:: -
y ==y y =y

Cong nghé 1.2.1a : Biéu thirc toa do cua phép dbi ximg qua truc Ox, Oy.
Kiéu nhiém vy T1.2.1b: Tim toa do anh M’ ciia diém M(x; y) qua phép ddi xtmg truc d c6
phuong trinh ax + by + ¢ = 0.
Ki thuét 71.2.15:

Viét phuong trinh duong thang d’ qua M va vudng goc véi d.

Tim toa d¢ giao diém H cia d va d’.
X, +x,, =2x

H @& tim toa do diém M.
Yy Ve =2yy

Dung cong thuc {
Cong nghé 61.2.1»: Pinh nghia d6i xtmg ctia mot diém qua mot dudng thang — toa do trung
diém cta doan thang.
Kiéu nhi¢ém vu T1.2.2: Viét phwong trinh anh ciia duwong thing qua phép ddi ximg
truc.

Kiéu nhiém vy T1.2.2a: Viét ptrinh anh cta dudng thang (d): ax + by + ¢ = 0 qua phép ddi



xtng truc Ox hodc Oy.
Ki thuat 71.2.2aa:
Tim toa do hai diém A, B tuy ¥ thudc dudng thing d.
Tim toa do diém A’, B’ 14 anh ctia A, B qua phép ddi xung truc Ox (Oy)
Viét phuong trinh duong thing qua hai diém A’ va B’ ta duoc phuong trinh anh cta
duong thang d.
Cong nghé 61.2.2aa: Tinh chét bao toan hinh dang cua phép dbi xung truc.
Ki thuat 71.2.2ab:
Goi M’(x’; y’) 1a anh cia M(x; y) qua phép dbi ximg truc Ox (Oy)

x'=x x=x' oz,
Twr cong thﬁ’C{ ' :>{ . (néu doi xtrng qua Ox)
y ==y y==y

hodc {x ': o {x - _)'C (néu d6i xtng qua Oy)
Yy =Yy

y=y

Thay x, y vao phuong trinh dudng thing d dé suy ra phwong trinh chta x°, y’. D6
chinh la phuong trinh anh cua d.
Cong nghé 61.2.24 : Pinh nghia anh ciia mot hinh qua PBH; biéu thuc toa do cua phép dbi
xung truc.
Kiéu nhiém T1.2.2b: Viét phuong trinh anh ctia duong thang (d): ax + by + ¢ = 0 qua phép
dbi xtmg truc 1a duong thang (A): a’x + b’y + ¢’ =0 (d va a cdt nhau)
Ki thuat 71.2.2b:

Tim toa do giao diém A cia A va d.

Xéc dinh toa d6 diém B thudc dudng thang d. Tim toa d6 anh B’ ciua B qua phép dbi
xung truc A.

Viét phuong trinh dudng thiang di qua A va B’ ta dugc duong thang d’ 14 anh cia d
qua phép ddi ximg truc A.
Cong nghé 61.2.2b: Tinh chét bao toan hinh dang ciia phép ddi ximg truc.
Kiéu nhi¢ém vu T1.2.3: Viét phuong trinh anh cia dwong tron (C) qua phép doi ximg
truc
Ki thuat r1.2.3a:

X4ac dinh tam I cua duong tron (C).

Tim toa do I’ 13 anh cua I qua phép d6i xtmg truc Ox hoic Oy.

Anh cua (C) 1a duong tron (C*) ¢6 tim I”, ban kinh bang ban kinh duong tron (C).



Cong nghé #1.2.3a: Tinh chit bao toan hinh dang ctia phép ddi xtng truc.
Ki thuat 71.2.3b:
Goi M’(x’; y’) 13 anh cia M(x; y) qua phép dbi ximg truc Ox (Oy)
Tir cong thirc {x:: o {x =  (néu déi ximg qua Ox)
y ==y y==-y
hoac {x:= = {x - _)'C' (néu dbi xtmg qua Oy)
Y=Yy y=Y
Thay x, y vao phuong trinh duong tron (C) dé suy ra phuong trinh chira x’, y’. D6
chinh la phuong trinh anh cua (C).
Cong nghé 61.2.24: Dinh nghia anh ctia moét hinh qua PBH; biéu thtc toa d6 cua phép ddi
xung tryc.
Nhu vay, kiéu nhiém vu T1.2.1 hoan toan cé thé duoc giai quyét dua vao phuong phap giai
tich.
Kiéu nhiém vu T1.3: Viét phwong trinh dnh ciia mgt hinh qua phép déi xtrng tim
Kiéu nhiém vu T1.3.1: Tim toa d anh ciia mét diém qua phép do6i xing tim
Kiéu nhiém vu T1.3.1a: Tim toa d6 anh M’ ctia diém M(x; y) qua phép ddi xtmg tdm O.
Ki thuat 71.3.1a: Goi M’(x’; y’) = Po(M)
Str dung cong thuc: {x:: -
y ==y
Cong nghé 61.3.1a : Biéu thiic toa do ciia phép ddi ximg tam O.
Kiéu nhiém vy T1.3.1b: Tim toa do anh M’ cta diém M(x; y) qua phép dbi ximg truc tim I.
Ki thuat 71.3.15:
Ta c6 I 1a trung diém cuia MM’, nén: {XM o =25,
Yy + Y =2,
Suy ra toa d6 diém M”: {XM' = 2%~ X
Yy =2V = Vu
Cong nghé 61.3.1b: Pinh nghia dbi xting ctia mot diém qua mot duong thing — toa do trung
diém cua doan thang.
Kiéu nhiém vu T1.3.2: Viét phwong trinh anh ciia dwong thing qua phép ddi xing
tam.
Kiéu nhiém vu T1.3.2a: Viét ptrinh anh cta dudng thing (d): ax + by + ¢ = 0 qua phép ddi

xtng tam O.



Ki thuat r1.3.2aa:
Tim toa do diém A tiy y thudc dudng thang d.
Tim toa d6 diém A’ 13 4nh ctia A qua phép ddi ximg tam O
Viét phuong trinh duong thang d’ qua diém A’ va song song vé6i d ta duoc d’ 1a
phuong trinh anh cta dudng thang d.
Cong nghé 1.3.2aa : Tinh chit bao toan hinh dang ctia phép ddi xtng tam.
Ki thuat 71.3.2ab:
Goi M’(x’; y*) 13 anh cia M(x; y) qua phép ddi xtmg tdm O

Tt cong thirc {x:: o {x - "
y ==y y==-y

Thay x, y vao phuong trinh dudng thang d dé suy ra phwong trinh chtra x°, y’. D6
chinh 1a phuong trinh anh cua d.
Cong nghé 61.3.24: Pinh nghia anh ctia mot hinh qua PBH; biéu thtc toa do cua phép ddi
xuing tam.
Kiéu nhiém vu T1.3.2b: Viét phuong trinh anh ctia dudng thiang (d): ax + by + ¢ = 0 qua
phép d6i xtng tam I
Ki thuat 71.3.2b:

Lay diém A tuy y trén (d): ax + by + ¢ =0.

Xéc dinh toa do diém A’ 1a anh ctia A qua phép d6i ximg tam L.

Viét phuong trinh dudng thang d’ di qua A’ va song song voi d ta dugc dudng thiang
d’ 13 anh cta d qua phép dbi ximg tam 1.
Cong nghé 61.3.2b: Tinh chit bao toan hinh dang ctia phép dbi ximg tam.
Kiéu nhi¢ém vu T1.3.3: Viét phwong trinh anh cia dwong tron (C) qua phép do6i ximg
tam
Ki thuat 71.3.3:

X4éc dinh tam I cua duong tron (C).

Tim toa d I’ 13 anh cua I qua phép d6i xtimg tam.

Anh cua (C) 1a duong tron (C*) ¢6 tim I”, ban kinh bang ban kinh duong tron (C).
Cong nghé 61.3.3: Tinh chét bao toan hinh dang cta phép ddi xtng tam.
Kiéu nv T1.4: Viét phwong trinh anh ciia mét hinh qua phép quay
Kiéu nv T1.5: Viét phwong trinh anh ciia mét hinh qua phép vi tu
Théng ké s6 luong bai tap thudc kiéu nhiém vu T1.1, T1.2, T1.3, T1.4, T1.5



TS T6 T7 T8 T9 Tong cong
Sach V1 3 3 3 2 2 13
Sach V2 0 1 1 0 0 2
Sach E1 5 3 2 2 2 14
Sach E2 1 1 0 0 0 2

Nhu vy, khi nghién ciru phép bién hinh ¢ cap do 2 thi hau hét cac bai toan thudc kiéu
nhiém vy T1 déu dugc chuyén sang nghién ctru trong toa dd va sir dung phuong phap toa do
trong mit phang dé giai quyét. Diéu dé, cho thiy sau khi hoan thanh vai trd “lam cau ndi dé
chuyén tir phuong phép tong hop sang phap toa do” thi vecto khong dugc xem xét trd lai
hay khéng duoc st dung nhu 1a mot phuong phép giai doc 14p nira. Ma cac tinh chét cta
vecto dugc xem xét trong hé truc toa do, tr dé ching ta c6 phuong phap “vecto — toa do”
khi giai toan hinh hoc.

Thong qua viéc giai quyét cac bai toan vé& phép bién hinh dya vao phwong phap
“vecto — toa d0” hoc sinh s¢ duoc cling ) quan ni¢m “diém” vé hinh va mbi tuong quan 1 —
1 trong cac phép bién hinh.

Véi hé thong 1y thuyét ré rang, hé thong bai tap di sdu vao phuong phép toa do nhu trén s&
gitip hoc sinh hinh thanh duoc thoi quen giai cac bai toan phép bién hinh theo phuong phap

toa do hay vecto — toa do. DBéi vai viéc giang day Todn, diéu quan trong nhét 1a phai tao cho

7
.....

hoc sinh tho6i quen tim kiém 10i giai to1 uu, nham phat trién tu duy Toan hoc. Do do, van dé
dat ra & day la dimg trudc mot bai toan phét biéu bang ngén ngit hinh hoc, hoc sinh phai
biét Iya chon mot phurong phap cho 16i giai ngan nhat. Tir ddy, ching toi dat ra cau hoi:
Truede mot bai todn vé phép bién hinh phat biéu bang ngdn ngit hinh hoc, ma chién luoc
vecto cho loi gidi ngd'n gon nhat thi hoc sinh ¢6 lwa chon lam chién luoc co sé khong?
Phén tich hai bd sach chuwong trinh co ban va ning cao, chiing t6i nhan thiy cac bai toan
phép bién hinh duge cho trong SGK sir dung phuong phép toa do dé giai déu duoc cho theo
ngdn ngit toa do. Xem xét chuong “Phuong phap toa do trong mit phang”, ching t6i khong
tim thdy bat ky bai toan nao, hay mot sy huéng din nao tir cac SGK minh hoa hay vi du vé
su chuyén d6i bai toan tir ngdn ngir hinh hoc sang ngdn ngi toa do.
Kiéu nhiém vu T2: Tim tinh chit lién quan dén PBH trén hinh H cho truéc
Hinh H ¢ ddy chi gdm duong thang, tam giac, dudng tron, tir gidc, ngii giac, cac chir cai
trong bang chir cai ABC. Cac kiéu nhiém vu ndy bao gém:

> Xac dinh phép tinh tién bién dudng thing a thanh dudng thang b (a // b)




» Xac dinh truc doi xtmg ctia cac hinh cho san (hinh thang can, luc giac déu, ngoi sao,
...)

> Xéc dinh tdm ddi xtng cua cac hinh cho sin (hinh bat quai, birc tranh, hai doan thing
song song, hai duong tron c6 ban kinh bang nhau, ...)

Théng ké s6 luong bai tap thudc kiéu nhiém vu T2

Phép tinh | Phép ddi | Phépddi | Phép | Phépvi | Ontap | Tong

tién xung truc | xing tam quay tu chuong cong
Sach V1 1 1 2 0 1 1 6
Sach V2 3 1 2 0 1 1 8
Sach E1 0 1 0 1 0 0 2
Sach E2 2 6 2 2 4 2 18

Trong E1 c6 néu:

e Tim tryc d6i xing ciia mot da giac. Tinh chat: “Néu mot da giac c6 truc dbi xiung d
thi qua phép ddi xtmg truc d mdi dinh ciia n6 phai bién thanh mét dinh cua da giac,
mdi canh ctia né phai bién thanh mot canh cua da giac bang canh 4y.”

e Tim tam ddi xting ctia mét hinh. “Néu hinh di cho 1a mét da giac thi st dung tinh
chat: Mot da giac c6 tam d6i xtmg I thi qua phép ddi xung tdm I mdi dinh cua né
phai bién thanh mot dinh cua da giac, moi canh ctia nd phai bién thanh mot canh cta
da giac song song va bang canh y.”

Du viy, kiéu nhiém vu nay lai khong xuét hién trong E1, ma chi c6 dang bai tip ching minh
tinh chat PBH trén hinh H cho trudc (hinh ch@t nhat, hinh binh hanh). Do dé, chliing t61
khong tim thay k¥ thuat ndo cho kiéu nhiém vu T2. Theo Vii Khanh Ly nhan xét thi k¥ thuat
dé giai quyét kiéu nhiém vu trén 13 truc giac.

Kiéu nhiém vu T2 c6 thé giai quyét dua vao truc giac va tinh chit cua ting hinh riéng biét
nén c6 thé giai quyét kiéu nhiém vu nay ma khong sir dung dén khai niém vecto. Chinh vi
kiéu nhiém vu T2 c6 thé giai quyét dwa vao truc gidc nén ta gip kiéu nhiém vu nay &
chuong trinh hinh hoc 8.

Kiéu nhiém vu T2 hoan toan khéng str dung céng cu vecto.

Kiéu nhiém vu T3: Dyng hinh bing PBH

Dic trung ctia kiéu nhiém vu nay: hinh can dung 1a duong thang, dudng tron, tam giac (can,
vudng cdn, déu), tr giac (hinh chir nhat, hinh binh hanh, hinh vuéng), hodc ¢ thé 1 nhiing

diém thoa diéu kién nao do.




Vi du [trang 14, E2]
Cho hai duong tron (C), (C’) c6 ban kinh
nhau va dudng thang d. Hiy dyng hinh

ABCD c6 hai dinh A, C 1an lugt ndm trén
(C’) con hai dinh kia nim trén d.
Giai

Phan tich ©

Gia sur hinh vuong da dung dugc. Ta thay

khac
©) R
vuong

(©),

hai

dinh B va D cta hinh vuéong ABCD luén thudc d nén hinh vudéng hoan toan xac dinh khi

biét dinh C. Xem C 1a anh ctia A qua phép ddi xtng qua truc d. Vi A thudc duong tron (C)

nén C thudc duong tron (C,) 1a anh cua (C) qua phép dbi xumg truc d. Mit khac C ludn

thudc duong tron (C’). Vay C phai 1a giao cua dudng tron (C,) voi duong tron (C’)

Tu doé suy ra cach dung.

Cach dung

a) Dung duong tron (C;) 12 anh cua (C) qua phép ddi xtng qua tryc d.

b) Tur C thudc (C,)N(C") dung diém A d6i ximg véi C qua d. Goi I 1a giao ctia AC véi

d.

¢) Léy trén d hai diém B va D sao cho I 1a trung diém cua BD va IB = ID = IA. Khi d6

hinh vuéng ABCD 14 hinh can dyng.
Churng minh

D@ thdy ABCD 14 hinh vuéng c¢6 B va D thudc d, (C) thudc (C’). Ta chi can chirng minh A
thudc (C). That vay vi A d6i xtmg véi C qua d, ma C thudc (C’) nén A phai thudc (C) 1a anh

cta (C”) qua phép dbi xtg qua truc d.

Bién luan

Bai toan c¢6 mot, hai, hay vo nghiém tuy theo s giao diém cua (C;) va (C”).

Ki thuat 73: Viéc dung hinh (H) dua vé dung diém M e H thoa nhitng tinh chat nao do.

+ Xéc dinh M = f(N) véi diém N thudc mot dudng ! , hao d6 da cho trong gia thiét.

Suy ra M thudc duong I, = f(/,)
+ V& duong /,.

+ Mit khac M thudc duong 7, (gia thiét). Tir d6 suy ra M =1, N1,

Cong nghé 63: Dinh nghia anh ciia mot hinh qua PBH. Tinh chat bao toan hinh dang cia



phép doi hinh.

Kiéu nhiém vy T3 14 kiéu nhiém vu ¢ cAp do ung dung tinh chat PBH dé giai toan. Py la
kiéu nhiém vy kha khé dbi véi hoc sinh, do d6 SGK co ban khong c6 dang bai tap thude
kiéu nhiém vu T3. Sach bai tap thi c6 dang bai tap nay nhung vdi cac trudng hop cu thé,
khong phai bién ludn nhu trén. Dac biét, cac bai tdp thudc kiéu nhiém vu T3 thuong duogc
xét trong hé truc Oxy, va bai toan dugc giai quyét dua vao phuong phéap hinh giai tich.

Théng ké s6 luong bai tap thude kiéu nhiém vu T3

Phép | Phép d6i | Phép ddi | Phép | Phépvi | Ontip | Tong
tinh tién | xtmg xung quay tu chuong | cong
truc tam
Sach V1 0 0 0 0 0 0 0
Sach V2 0 1 1 1 1 3 7
Sach E1 0 2 1 0 2 2 7
Sach E2 1 0 0 2 1 1 5

Qua s6 lidu thong ké, chiing t6i nhan thay chuong trinh SGK di ¢ su giam tai dang ké cho
hoc sinh trong phan phép bién hinh. Kiéu nhiém vu T3 doi hoi kién thirc viing, kha ning van
dung phén tich sang tao dir liéu ctia bai toan, do d6 dé co thé giai quyét kiéu nhiém vu T3 1a
mot viéc kho khan ddi voi hoc sinh THPT.

Trong chuong trinh THPT, kiéu nhiém vu T3 cling c6 nhitng kiéu nhiém vu con dugc xem
xét trong hé toa do.

Vi du: Bai toan thudc kiéu nhiém vu T3 d3 dugc cho trong chuong trinh Hinh hoc 8 duoc
cho dudi dang mo ta: “hinh anh mdt hoc sinh di tir diém A ra bo song muc nudc sau do di
dén diém B sao cho duong di 13 ngan nhat”. O chuong trinh THPT, van 13 bai toan trén
nhung lic ndy di duge cho dudi dang ngdn ngir toa do: “Cho hai diém A, B ¢ dinh trén
mat phang va mot duong thang d (cho phuong trinh). Hiy xac dinh toa do diém C sao cho
AC + BC la ngin nhit.” Hodc mot sb bai toan khac phuc tap hon ma giai quyét bai toan
bang cach dung hinh hinh hoc s& khong cho thay hét cac truong hop nghiém, s& duogc giai
quyét nhanh chong khi chuyén sang ngon ngit toa do. Tuy nhién, khong c6 mot hudng din
1d rang nao trong chuong trinh SGK vé su chuyén doi ngdn ngit nay. Va mot didu dé nhan
thdy trong phan bai tap phép bién hinh, vai tro vecto rat mo nhat. Néu vecto ¢ xuét hién thi
déu duoc két hop vé6i biéu thirc toa do.

Kiéu nhiém vu T4: Tim tip hop diém bang PBH



Bai toan 2 [M2, tr28]
Tam gidc ABC c6 hai dinh B, C ¢ dinh con dinh A chay trén mot duong tron (O; R) ¢b
dinh khong c6 diém chung voi duong thang BC. Tim quy tich trong tdim G cua tam giac
ABC.

Gidi (h.24)

Goi I 12 trung diém cua BC thi I ¢ dinh.

Diém G 1a trong tAm tam giac ABC khi va chi khi

1G=11
3
1 Hinh 24
Nhu vy phép vi tu V tAm ti sb 3 bién diém A thanh

diém G. Tir d6 suy ra khi A chay trén duong tron (O; R) thi quy tich G 1a anh cta duong
tron d6 qua phép vi tu V, ttrc 1a duong tron (O’; R”) ma 10'= %I~O va R'= %R .

Ki thuat 74 : Dé tim tap hop diém M:

+ Xac dinh M = f(N) (f 1a PBH nao d9), trong d6 tap hop diém N 1a mot hinh (H)
(gia thiét da cho hoic ta d& dang xac dinh duoc)

+ Suy ra tap hop diém M 14 hinh (H’) 13 anh cta hinh (H) qua PBH f.

+ V& hinh (H”)
Cong nghé 64 : Pinh nghia anh ctia mét hinh qua PBH. Tinh chét bao toan hinh dang cia
phép doi hinh.
Trong k¥ thuat ctuia kiéu nhiém vu T4, xuét hién budc xac dinh PBH bién M thanh M’. Do
d6, kiéu nhiém vu T2 1a kiéu nhiém vu con c¢6 vai tro dinh huong viéc xac dinh tap hop
diém M.
Pbi v6i kiéu nhiém vu T4, cong cu vecto ¢ anh hudng khong nho dén viée giai quyét bai
toan c6 lién quan dén phép tinh tién va phép vi tu.
Trong chuong trinh hinh hoc 8, hoc sinh nghién ctru hinh hoc theo “quan ni¢m hinh” nén
kiéu nhiém vu nay hoan toan khong cé mit trong chuong trinh. Cong cu vecto gitp hoc sinh
11 tiép can khai niém phép tinh tién va phép vi tu d& dang hon. Tuy nhién & kiéu nhiém vu
T4, vecto cling chi c6 mot vai tro rit mo& nhat, cac bai toan cé st dung dén yéu td vecto 1a
rat hiém. Bai toan dién hinh nhat cho kiéu nhiém vu T4 duoc sach V2 gi6i thiéu trong phan
tng dung ctia phép tinh tién.

Bai toan 1:



Cho hai diém A, B, C c¢b dinh trén duong tron (O; R) va mot diém A thay doi trén duong

tron d6. Chig minh rang truc tim tam giac ABC nim trén
mot duong tron cb dinh. A
Giai \
.
Néu BC la duong kinh thi tryc tim H cua tam giac ABC

chinh 1a A. Vay H nam trén duong tron c¢b dinh (O; R).

Néu BC khong phai 1a dudng kinh, v& duong kinh BB’ = /. cla

B

duong tron.

D@ thiy ring néu H 1a tryc tAm cta tam giac ABC thi

AH =B'C' (do AHCB"’ 14 hinh binh hanh).

Nhu vy, phép tinh tién theo vecto ¢6 dinh B'C' bién diém A thanh diém H. Do do, khi A
thay ddi trén (O; R) thi tryc tAm H ludn nam trén duong tron cb dinh 13 anh ctia dudng tron
(O; R) qua phép tinh tién noi trén.

Thong ké s6 lugng bai tap thudc kiéu nhiém vu T3

Phép | Phép doi | Phép ddi | Phép | Phépvi | Ontdp | Tong
tinh tién | xung xung quay tu chuong | cong
truc tam
Sach V1 0 0 0 1 1 1 3
Sach V2 1 1 1 1 2 3 9
Sach E1l 1 0 0 1 0 3 5
Sach E2 3 2 3 5 2 2 17

Theo sb liéu théng ké, chiing t61 nhan théy SGK dua ra rat it bai tap thude kiéu nhiém vu
T3. Chi c6 sach V2 dua duy nhat mot bai tip c6 sir dung phuong phap bién d6i vecto.
[BT4/9,V2] Cho dudng tron (O) va hai diém A, B. Mot diém M thay d6i trén dudng tron

(0). Tim quy tich diém M’ sao cho MM '+ MA = MB.

Cac bai tap khac tuy c6 sir dung vecto nhung chi dimg ¢ dang nhan xét vecto bang
nhau. Do d6, chuong trinh SGK gom ca 1y thuyét va bai tap khong hinh thanh dugc ¢ hoc
sinh cach giai quyét cac bai tip phép bién hinh dwa vao cong cu vecto.

Phép bién hinh duoc nghién ctru ¢ cép d6 2 duoc thé hién rd nhat trong kiéu nhiém
vu 4. Véi cac bai tip quy tich s& gitp hinh thanh ¢ hoc sinh sy twong quan 1 — 1 giita diém
tao anh va diém anh cta phép bién hinh. Cac diém tao anh di chuyén, vét cua chung tao nén

hinh tir 6 cho thay hinh anh rd nét vé ban chat “hinh 13 tp hop diém”. Tuong tmg voi diém



tao anh thi diém anh cta né cling tao ra mQt hinh.
2.3.3. Két luan

Trong phén tich trén ching t6i da c¢b ging 1am rd quan hé cia thé ché véi dbi tuong
phép bién hinh. Pic biét, phan tich cua chung t6i ludn dit trong tim vao viéc xem xét anh
hudng ciia quan diém vecto trong viéc nghién ctru ddi tuong nay ¢ truong phd théng. Quan
diém vecto dugc chung t6i xem xét trén hai diém :

- Thu nhét, lién quan dén cac khai niém va tinh chat cua phép bién hinh, sach gido
khoa d sir dung cong cu vecto dé trinh bay. Tir day, ngudi ta dua vao biéu thirc toa
d6 cua da s6 phép bién hinh duoc xem xét. Diéu nay gitp cho viéc chimg minh céac
tinh chat cta phép bién hinh dugc don gian hon nhiéu so véi viée sir dung phuong
phap tong hop. Hon thé, d6i chiéu véi phan tich tri thirc ludn & chuong 1 thi diéu nay
c6 thé 1am giam bodt kho khan cho hoc sinh trong budc chuyén tir cap do 1 sang cap
doé 2, tuc 1a tr quan niém hinh (anh xa hinh) vao quan niém diém (anh xa diém).

- Thu hai, cong cu vecto thuan tuy lai it dugc khai thac, it xuét hién trong cac ky thuat
ma sach gido khoa xdy dung dé giai quyét nhimg kiéu nhiém vu dugc xem xét.

Khai niém vecto ngoai vai tro giup trinh bay dinh nghia va ching minh tinh chét
phép bién hinh thi hau nhu khong c¢6 anh hudng dén hé thong bai tip cua phép bién hinh.
Nhitng anh huéng cua vecto trong cac kiéu nhiém vu cta phép bién hinh déu dugc xem xét
trong hé toa do. Piéu nay cho thiy phuwong phap vecto khong dugc hinh thanh trong viée
giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh.

Nhitng két qua tong hop tir cac phan tich trén dan dén viéc dit ra mot sb cau hoi lién
quan dén moi quan hé giita khai niém vecto va khai niém phép bién hinh

Q3: Vecto véi vai tro 1a cong cu dé giai todn, da dugc van dung mot cach hiéu qua trong

viéc giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh chua?

Q4: Hoc sinh di that sy hiéu phép bién hinh theo cip d6 2 chua? Con nhitng kho khan gi

hoc sinh chua vuot qua dugc?

Khai niém vecto ngoai vai trd gip trinh bay dinh nghia va chimg minh tinh chat
phép bién hinh thi hau nhu khong c6 anh huéng dén hé thdng bai tip cua phép bién hinh.
Nhitng 4nh huéng ciia vecto trong cac kiéu nhiém vu ciia phép bién hinh déu duoc xem xét
trong hé toa do.

Tir nhitng phan tich va nhitng cau hoi dat ra ¢ trén, chung toi dit ra gia thuyét nghién

ctru nhu sau.



Gia thuyét nghién ctu:
> H1: Vecto thuan tiy vé6i vai trd 1am céng cu giai toan chwa duoc hoc sinh str dung
hiéu qua trong viéc giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh.
» H2: Véi cach trinh bay dua vao biéu thire toa do va vecto, phép bién hinh da duoc
hinh thanh & hoc sinh véi nghia 1a mdt anh xa tur tap hop diém vao tap hop diém.
Pé tra 101 cac cau hoi néu trén va kiém chimg tinh thich dang cua cac gia thuyét H1, H2 doi
hoi phai tién hanh thyc nghiém ddi twong hoc sinh di hoc khai niém phép bién hinh “tuong
minh” dugc giang day ¢ 16p 11. Cac thuc nghiém d6 s& dugc trinh bay trong chuong 3 tiép

theo cua luan van.



Chuong 3
MOT NGHIEN CUU THU'C NGHIEM

Chuong nay c6 muc dich tim cau tra 161 cho mot sé cau hoi dd dit ra & cudi chuong 2 va
kiém chimg tinh thich d4ng ciia cac gia thuyét nghién ctru. Chiing toi nhac lai nhimng cau hoi
va gia thuyét 46 nhu sau:
Q3: Vecto véi vai tro 1a cong cu dé gidi toan, da dugc van dung moét cach hi¢u qua trong
viée giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh chua?
Q4: Hoc sinh di that sy hiéu phép bién hinh theo cip d6 2 chwa? Con nhitng khé khin gi
hoc sinh chua vuot qua dugc?
Gia thuyét nghién ctru:
> HI1: Vecto thuan tiy v6i vai trd 1am coéng cu giai toan chua duoc hoc sinh sir dung
hiéu qua trong viéc giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh.
» H2: Vi cach trinh bay dua vao biéu thire toa do va vecto, phép bién hinh da duoc
hinh thanh & hoc sinh v6i nghia 1 mot 4nh xa tir tp hop diém vao tap hop diém.
Thuc nghiém nham kiém ching tinh xac déng cua gia thuyét H1, H2 va cho phép dénh gia

kha nang linh hoi khai niém phép bién hinh ciia hoc sinh & cap do 2.

3.1. Gi6i thi¢éu thue nghiém:
3.1.1. Muc dich thuc nghiém
Nhu & trén d3 dé cap, thuc nghiém nay c6 muc dich trd 161 cho cac cau hoi Q3, Q4 va
kiém chimg gia thuyét H1, H2.
3.1.2. Hinh thirc thue nghiém
Thyc nghiém duogc tién hanh vé&i hoc sinh 16p 11 THPT sau khi hoc xong khéi ni¢m
phép bién hinh & 16p 11.
To6ng thoi gian danh cho 3 bai toan trén 1a 90 phit.
Hoc sinh 1am bai c4 nhén trén to gidy c6 san dé bai ma ching toi phat sén. Bai lam
clia cac em sé duoc thu lai dé phan tich.
Thuc nghiém duogc tién hanh véi:
> 26 hoc sinh khdi 11 thudc 16p 11A3 truong THPT chuyén Lwong Thé Vinh —
Tp.Bién Hoa — Tinh Pong Nai vao cudi hoc ky II.
> 40 hoc sinh thudc 16p 11A1 truong THPT Ngo Quyén — Tp.Bién Hoa — Tinh DPong



Nai vao cudi hoc ky II.
3.1.3. Céu héi thuc nghiém
Bai 1: Trong mit phang, cho diém I ¢6 dinh. LAy hai diém A, B bat ky. Goi A’, B’ lan luot
1a diém dbi xtmg v6i A, B qua tdm I. Chimg minh: ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ .

Hay giai bai todn trén theo 3 cach.
Bai 2: Trong mit phang, cho duong thang A. Liy hai diém A, B bat ky. Goi A’, B’ 1an luot
1a diém dbi xtmg v6i A, B qua dudng thang A . Ching minh: ‘ﬁ‘ = ‘E‘

Hay giai bai toan trén theo 3 cach.
Bai 3: Cho AABC c6 phan giac trong (AD): x —y = 0, duong cao (CH): 2x +y + 3 = 0.
Canh AC qua M(0; — 1); AB=3AM.

a) Xac dinh toa do dinh A, dinh B.

b) C6 thé giai cAu a chi bang phuong phap vecto - toa do duoc khong? Hay trinh bay

lo1 giai.

3.2. Phan tich apriori cac bai toan
3.2.1. Phéan tich apriori bai toan 1
3.2.1.1. Kién thirc lién quan

- Tam giac bang nhau.

- béi xtg tam.

- Tinh chat vecto.

- Vecto trong h¢ truc toa d§ Oxy.

- H¢ thtrc lugng trong tam giac.
3.2.1.2. Bién didactic:
Bién 1 — Tinh chdt hai diém A, B bt ky hay cé dinh
Néu cho 2 diém A, B c6 dinh thi viéc chtirg minh bai toan bang phwong phap hinh tong hop
s& d& dang, ngan gon hon. Cach cho 2 diém A, B doi hoi hoc sinh phai nhan xét vi tri A, B
va tam I trong timg truong hop dan dén chién luoc “tam gidc bang nhau” s& trd nén dai
dong, phirc tap do phai xem xét nhiéu trudng hop. Pidu nay cho phép chién lugc vecto xay
ra.
Bién 2 — Hinh thirc ddt céu hoi
Yéu cau bai toan viét & dang hinh téng hop A’B’ = AB hay ¢ dang do dai vecto

[



Cach dit cau hoi thir nhat cho phép chién lugce “tam gidc bang nhau” dé& xuat hién hon do tir
gia thuyét bai toan dén yéu cau bai toan déu cho ¢ dang hinh hoc tong hop.
Céch dat cau hoi thir hai cho phép chién lugc “vecto” d& xuat hién hon do trong yéu ciu bai
toan c6 yéu td vecto 1am goi nhé tinh chat vecto bang nhau.
Bién 3 — S0 loi gidi

Néu yéu ciu hoc sinh giai nhiéu cach thi chung t6i hy vong trong sé d6 ¢ chién lugc
vecto. D& giai quyét mot bai toan hinh hoc, hoc sinh 16p 11 ¢6 3 phuong phap giai, phuong
phép hinh tong hop, phuong phap vecto, phuong phap toa d6. Do d6, ching t6i lya chon
phuong an cho hoc sinh giai theo 3 céach.
3.2.1.3. Nhitng chién lwoc cé thé
a) Chién lwge “tam giac bz“mg nhau” (CL1)
Céach 1: Xét AAIB va AA'IB', ta co:

Al = A’T’ (tinh chat d6i xtng)

AIB="4"1B" (gdc ddi dinh)
BI=B'I’ .

Suy ra: AAIB=AA'IB' = AB=A'B' = ‘B'A" = ‘E‘ (dpcm)
Céach 2:
Xét tir gisc ABA’B’ ¢6 2 duong chéo AA’ va BB’ cat nhau tai trung diém mdi duong
=> ABA’B’ 1a hinh binh hanh
=>AB=A'B’ = ‘B'A" = \E\ (dpem)
b) Chién lwgc “vecto” (CL2)
Tacod: B A'=B'[+IA'=IB+Al = AB
= ‘B'A" = ‘XE‘ (dpcm)
¢) Chién lugc “vecto - toa d9” (CL3)
Céch 1: Pit cac diém A, B, I vao hé toa doi Oxy sao cho diém /=0
Ta c6: 1(0; 0), A(Xa; ya), B(xg; y). Khi d6: A’(=xa; = ya), B’(=X5; — ¥B)
Taco: B'A'=(x,— X5y, —V,)
AB = (X5 =X,3Y5=Y4)
Suyra: B'A'=AB = ‘B'A" = ‘@‘ (dpcm)

Céch 2: Trong hé toa do Oxy, ta 1y diém I(x; y1), A(Xa; Ya), B(Xg; Y8)



Goi A’, B’ lan luot 1a diém d6i xtng cua A, B qua tam I.

Khi d6 I 13 trung diém AA’, BB, ta co:

X, + X,
M 2 Xy =2x,—x, s
= => A’(2X1 — Xa; 21— YA)
_yA+yA' yA':ZyI_yA
Yr = >

Tuong tu I 1 trung diém BB’, ta co: B’(2x; — Xg; 2yi — y)
Khi d6: B'A"=(x, —x,:y, —v,)
AB = (X, =X,3Y5 = V,)
Suyra: B'A'=AB = ‘B—X‘ =‘X§‘ (dpcm)
d) Chién lwgc “hé thirc lwgng trong tam giac” (CL4)
Ap dung dinh 1y cdsin, ta co:
AB® = AI* + BI> =2AI Bl .cos AIB
A'B?=A'I*+B'I*~2A'I.B'I.cos A" IB’
Ma Al=A’l; BI=B’l
Suy ra: AB?=A’B? = AB=A'B’ = ‘B’—A" =\E\ (dpem)
e) Chién lugc “phép bién hinh” (CL5)
Céch 1:
Theo tinh chat phép ddi xtng tam, ta c6: A’ = Dy(A); B’ = Dy(B). Suy ra: A’B’ = AB.
Cach 2: Theo tinh chét phép quay, ta c6:

A'=0""(4) .
" Suy ra: A’B’ = AB.
B'= o80 (B)

3.2.2. Phan tich apriori bai toan 2
3.2.2.1. Kién thic lién quan
- Tam giac bang nhau.
- Béi xting tryc.
- Tinh chét vecto.
- Vecto trong h¢ truc toa d§ Oxy.
- H¢ thirc lugng trong tam giac.
3.2.2.2. Bién didactic
Bién 1 — Tinh chdt hai diém A, B bdt ky hay cé dinh



Néu cho 2 diém A, B ¢6 dinh thi viéc chtirg minh bai toan bang phwong phap hinh tong hop
s& d& dang, ngan gon hon. Cach cho 2 diém A, B doi hoi hoc sinh phai nhan xét vi tri A, B
so v6i duong thing A trong timg trudng hop dan dén chién lugc “tam giac bang nhau” s&
tré nén dai dong, phirc tap do phai xem xét nhiéu trudng hop. Diéu nay cho phép chién luoc
vecto — toa do xay ra.

Bién 2 — Hinh thirc ddt céu hoi

Yéu cau bai toan viét & dang hinh tong hop A’B’ = AB hay dang d¢ dai vecto ‘A—E‘ = ‘XE‘ :

Céch dit cau hoi thtr nhat dan dén chién lugc “tam giac bang nhau” dé& xuat hién hon khi
yéu cau bai toan déu cho ¢ dang hinh hoc tong hop.
Cach dit cau hoi thir hai cho phép chién lugc “vecto” dé xuét hién hon do trong yéu ciu bai
toan c6 yéu to vecto lam goi nhé tinh chat vecto bang nhau.
Bién 3 — S0 loi gidi

Néu yéu cau hoc sinh giai nhiéu cach thi chiing toi hy vong trong sé d6 ¢ chién luoc
vecto. Dé giai quyét bai toan hinh hoc, hoc sinh 16p 11 ¢6 3 phuong phap giai do d6 chiing
t6i lya chon 6 10i giai cho bai toan 14 3.
3.2.2.3. Nhiing chién lrgc cé thé
a) Chién hrgce “tam giac bang nhau” (CL1)
Viéc chimg minh theo chién luoc tam gidc bang nhau doi hoi chia nhiéu truong hop theo vi
tri ciia A, B so v6i dudng thing A. Chung t6i chi trinh bay diém hinh 1 truong hop A, B
cung phia vdi A.
Céch 1: Goi I 1a trung diém AA’

J1a trung diém BB’

Dé dang chirg minh duoc AIJB = AIJB'

—IB=IB’=> BIJ=B'IJ
Ma BlJ+AIB=B'17+4 1B =90°

— AB=W'IB"

Suy ra, ta chung minh dugc: AAIB=AA'IB' =>
AB=A’B’
= ‘ﬁ‘ = ‘E‘ (dpcm)
Cach 2: Goi I=AB(A; I'=A'BA.Tacmduoc: I =1'
Dé dang chimg minh duoc AIMA = AIMA' = A=A’



Tuong tu ta chimg minh dugc AINB =AINB' = IB=1IB'
Taco:IB=IB> <= [A+ AB=1A"+ A’B’
<=> AB=A’B’

Suy ra: ‘ﬁ‘z‘ﬁ‘ (dpem) AT

L=

Cach 3: |

S s I B
z

Tir A ké AC//A va cat BB’ tai C
A’ ké A’C’// A va cat BB tai C’

Suy ra: AC//A’C’, ma AA’//CC’

Khi d6: ACC’A’ 14 hinh chit nhat

M la trung diém AA’ va MN//AC//A’C’ => N la trung diém CC’

=>CN=CN=>BC=BC’

AABC va AMA'B'C' ¢6:  AC=A’C’; BC=BC’

w/_ 1

Acp="4lc'B'=90°
Suy ra: AABC=AA'B'C' => AB=A’B’ => ‘A—'E‘ = ‘XE‘ (dpem)
Cach 4:
D& thdy ABB’A’ ¢c6 AA’//BB’ => ABB’A’ 1 hinh thang.
D& dang chimng minh dwoc: AINB=AINB'  => IBN=IB'N
=> ABB’A’ 1a hinh thang can
= AB=A'B’ = ‘ﬁ‘ = ‘@‘

b) Chién lwgc “vecto” (CL2)

A'B':A'M+MN+NB':MN+(NB’+A‘M)

ma MNL(NB‘+A’M)

= ‘A'B":\/MN2+(NB’+A‘M)2 (D

. ., . .2
Tuong tu: ‘AB‘z\/MN +(NB +AM ) 2)
Ta co: N—B'+m=—(ﬁ+ﬁ)
=> (W+m)2 :[—(EJFW)T 3)

Tu (1), (2), (3) suy ra: ‘ﬁ‘ = ‘E‘



¢) Chién lugc “vecto - toa d9” (CL3)
bat duong thflng A vao hé truc toa do Oxy, sao cho A thudc Ox.
Khi do: A(xa; ya) == A’(Xa;—Ya)
B(xs; yB) => A’(Xp; —yB)
Tacod: AB =(xy =XV —V4)

A’B':(XB X454 _yB)

2

Suy ra: ‘XE‘ = \/(XB —x,) +(vs-,)

AB|=y(x, ~x.) +(ra )
= [A'B|=|aB|
d) Chién lugc “phép bién hinh” (CL4)
Theo tinh chat phép ddi ximg tam, ta co:

A'=D,(A)
B'=D,(B)

Suy ra: A’B’ = AB
3.2.3. Phan tich apriori bai toan 3
2.3.1. Kién thirc lién quan
- Hoc sinh da hoc xong toan bd phép bién hinh trong chuong trinh 16p 11. Do d6 ¢
thé van dung kién thirc ctia phép bién hinh dé giai bai toan két hop véi cac kién thic cua
chuong trinh cap II va kién thire 16p 10. Trong do, cac kién thirc lién quan dén bai nay la:
- Phép d6i xtmg truc, phép vi tu.
- Tinh chat duong phan giac.
- Tinh chét vecto.
- Vecto trong h¢ truc toa d§ Oxy.
- Phuong trinh duong théng trong h¢ truc toa do Oxy.
2.3.2. Bién didactic:
Bién 1 —Ti s6 k giita AB va AM (AB = k.AM)
Ti s6 k s& anh huong dén chién lugc tim diém B.
Néuk =2, ta c6 AB = 2.AM thi diém M sé& 1a trung diém cta doan AB. Khi do, chién luoc

giai bang cong thirc do1 xtg truc s€ xuat hi¢n.



X, t X,

Xy =— _
X, =2X,, — X
2 @{ B M T Xy
=yA+yB yB:2yM_yA
M 2

Néu k =2 thi tir biéu thirc AB = k.AM két hop v6i hinh vE€, hoc sinh s€ nhan xét dugc mbi
quan hé AB =k AM . Tix d6, chién luoc vecto c6 kha nang xuét hién.
Bién 2 — Hinh thirc ddt céu hoi
Néu cau hoi dugc xay dung theo kiéu bac thang thi hoc sinh s€ dé dang nhan ra tinh chat d6i
xtng truc ctia duong phan giac. Vi du bai todn yéu cau nhu sau:

a) Xac dinh toa d6 diém M’ 14 anh ciia M qua phan gidc AD.

b) Xac dinh toa d¢ dinh A, B.
Viéc dat cau hoéi tim toa do dinh A, B s€ cho phép kiém ching kién thtrc cia hoc sinh vé
phép d6i xting truc va phan giac trong tam giéc.
Céach thuc gidi han kién thirc dé giai quyét bai toan ciing cho phép chién lugc “vecto —
phuong trinh” hay chién lugc “vecto — toa do”. Néu giéi han cach giai bai toan bang
phuong phép vecto — toa dd thi chién lugc vecto chic chan s& xuit hién. Vi trude khi duoc
hoc vé phuong trinh dudng théng, hoc sinh da biét cac sir dung chién luoc “vecto — toa do”
dé giai toan.
Bién 3 — Dang phuong trinh
Néu phuong trinh cho & dang y = f(x) thi kha ning hoc sinh dit diém 4o dwa vao phuong
trinh s& cao. Tl d6 chién lugc vecto — toa dd c6 nhiéu kha nang xay ra.
Vi du: Cho phuong trinh phan giac trong (AD): y = x, khi d6 hoc sinh s& lay diém I(a; a)
thudc vao AD. T tinh chat MI L AD => MI// @ => tim dugc toa dd diém L.
Tuy nhién cach cho phuong trinh dang y = f(x) 1a dang phwong trinh dudng thang trong
chuong trinh Pai s6 nén chiing toi khong cho ¢ dang trén.
Cach cho phuong trinh dang ax + by + ¢ = 0 1a cach cho phuong trinh duong thing trong
hinh hoc giai tich va chiing t6i mubn kiém tra xem: Trong hinh hoc giai tich hoc sinh c6
thiy duoc loi thé cua cac tinh chit vecto hay khong? Va véi cach cho phuong trinh duong
th:flng nhu trén hoc sinh s& wu tién chién lugc nao?
2.3.3. Nhirng chién lwoc cé thé:
Chién lwgc “vecto — phwong trinh” (CL1)
Goi M’ 1a anh ctia M qua truc doi xtng AD.



Ta co:

Phuong trinh dudng thing MM”:
x-0)+(y+D)=0<=x+y+1=0

Goi I 1a giao diém ctia MM’ va AD.
Toa d6 diém I thoa hé:

Toa d0 M’ thoa hé:

2 == | => M'(-10)
Y=<y =Y
w S Y =2[—5j—<—1> =0

Do Me AC=>M'e AB

Xy = 2(—lj—0 =-1
{xM, =2x,—Xx,, 2

Ta c6: ABLCH =>vtcp @ = @ =(2;1)

Suy ra duong thang AB ¢o vipt n,, = (1;-2)

Phuong trinh dudng thing AB:
(x+D)=2(y-0)=0 <=> x-2y+1=0

Toa d6 diém A thoa hé:
x—=y=0 - x=1 <> A(l: 1)
x=2y+1=0 y=1

_ AB =3AM'
Do AD la phan giac trong cia goc Ava AB=3AMnéntacod: <.
AB =3AM"

Goi B(xg; yg) ta co: AB = (xz Ly, -1

AM' = (-2;-1)
. —-1=3(-2 =-5
Suy ra: AB=3AM'< {XB ( )<:> {XB
y3_1:3(_1) yB:_Z

Suy ra: B(—5; - 2)
Viy toa do diém A(1; 1) va B(— 5; - 2)

MM' L AD =>vtep u,,, =n,, =(1;—

)

Suy ra duong thang MM’ ¢6 vipt n,,,. = (1;1)



Chién lwgc “vecto - toa d9”

Goi M’ 13 anh ctia M qua truc dbi ximg AD.
Goi I 1a giao diém cia MM’ va AD.

Lay I(a; a) € (AD): x—y =0

Tacé: MI LAD => Ml //n,,

MI =(a;a+1) va n,, =(1;—1)

Suyra: 4= gcarioma=-t :>1(_1r£)

- 27 2
11
. xM'+E:_E X, =—1
Ta cé: IM'=MI <=> <=> M <=> M’(-1;0)
L1t Y =0
Yu )

Lay diém A(b; b) € (AD): x—y =0
Tacd: AM'=(-1-b;—b) Vi ng, =(21)
Do AM' LCH => AM /I n,,

Khi d6 ta co: ‘lz‘bz‘Tb@bzl

Suy ra toa do diém A(1; 1)

. AB =3AM'
Do AD la phan gi4c trong ciia goc A va AB=3AMnéntacd: <.
AB =3AM'

Goi B(xg; yp) ta co: AB = (xz—Ly, -1

AM' = (=2;-1)
. —1=3(-2 =-5
Suy ra: AB=3AM'c>{xB ( )@{XB
y3_1:3(_1) yB:_Z

Suy ra: B(—5; - 2)
Viy toa do diém A(1; 1) va B(- 5;—2)

3.3. Phan tich a-posteriori cac bai toan

3.3.1. Phan tich a-posteriori bai toan 1

Sau khi phan tich toan bo bai giai ciia 26 hoc sinh 16p 11 — Luong Thé Vinh va 40 hoc sinh
16p 11 — Ngb Quyén. Chiing téng hop cac két qua trong bang tong két sau:

3.3.1.1. Két qua ciia hoc sinh 16p 11 — Lwong Thé Vinh



Tong so bai: 26 bai trong d6 c6 26 bai hop 1€, 2 bai hoan toan khong c6 10i giai.

Bang thong ké két qua cac chién lugc giai:

Céach 1am Chién Chién Chién Chién Chién Chién | Bo trong
Iugce 1 Iuogc 2 Iuoc 3 luoc 4 lugce 5 Iuwgc khac
Cach 1 20 3 1 0 0 0 2
Cach 2 9 13 0 2 0 0 2
Cach 3 9 6 2 0 0 1 8
Tong cong | 38(57,5%) | 22(33,3%) | 3(4,5%) | 2 (3%) 0 1(1,5%) 12

3.3.1.2. Két qua ciia hoc sinh 16p 11 — Ngé Quyén

Téng s6 bai: 40 bai trong d6 c6 40 bai hop 18, khong co bai ndo bo tréng hoan toan.

Bang thong ké két qua cac chién lugc giai:

Céch lam Chién Chién Chién Chién Chién Chién | Bo trong
luoc 1 luge 2 Iuoc 3 lugc 4 luogc 5 Iuoc khac

Cach 1 32 1 0 0 7 0 0

Cach 2 20 5 0 0 11 3 1

Cach 3 8 6 2 0 9 2 13

Tong cong | 60(56,6%) | 12(11,3%) | 2(1,9%) 0 28(26,4%) | 5(4,7%) 14

3.3.1.3. Phan tich két qua thu dugc
Duya vao sb liéu thong ké thu dugc, chung toi nhan thay chién luge “tam gidc bang
nhau” chiém wu thé. Mic du bai toan da cho 1a mot tinh chat dic trung ctia phép dbi xtng
tdm va con duoc trinh bay theo ngdn ngit vecto nhung chién luge “vecto” vin khong thé
xuat hién nhiéu. Piéu nay cho thiy hoc sinh chua quan tdm dung mic dén viéc st dung
vecto voi vai tro 1a cong cu dé giai quyét cac bai toan hinh hoc => hop thirc gia thuyét H1.
Céc bai giai ciia hoc sinh déu phi hop véi phan tich apriori nén ching t6i khong trinh
bay lai nhitng 101 giai d6. Trong sb nhimg 101 giai thu dugc, van co nhimg cach giai ma
chuing t61 khong biét phan chia vao nhom chién luogc ndo, hodc chua du tru chién luge do.
Tét ca cac 10i giai d6 dugc xép vao chién luge khac (CL6).
Doi véi hoc sinh Lirong Thé Vinh
Phan tich cac chién lugc giai ciia hoc sinh, chiing t6i nhan thay c6 1 chién lugce khac duoc
hoc sinh str dung:

Ta c6: AB = Al + IB hay A4+ 58)



BA=pi+Ia=20040
2

— AB-B'A" = |4B|- |54
Nhén xét cach giai ching t6i nhan thdy c6 vé nhu hoc sinh ndy mudn st dung chién luoc
vecto, tuy nhién kién thirc vé vecto khong day du nén da trinh bay 1an 16n, khong rd rang
nén chung toi Xép vao loai chién lugc khac.
Poi véi hoc sinh Ngé Quyén
C6 4 chién luoc giai khac voi cac chién luge apriori, chién 3,8%. Sau déy 1a cac 1oi giai cia
hoc sinh:
Loi giai 1: Dung thuée do, ta thiy do dai AB, A’B’ bing nhau => \B'—A'\ = ‘A—B‘
Pay 14 sai 1dm co ban ma hoc sinh THCS thudng gip phai vi cach st dung thudc thang,
thudc do do dé xac dinh d6 dai mot doan, sb do cac géc O cﬁp Tiéu hoc.
Loi gidi 2: BB’ 1a trung truc cua AA’ => AB = BA’

AA’ la trung tryc cia BB => A’B’=A’B

AB=A'B' . e
Suy ra: => AB=B'A' => ‘B'A":‘AB‘
ABI/A'B'
b (A)=A'
(vi i(A) =>D,(AB)=A'B")
b,(B)=B'

Hoc sinh sai 1am ¢ chd st dung hinh vé& trong trudng hop AA' L BB'. Hoc sinh khong biét
cach xét cac truong hop khic nhau cia vi tri cac diém A, B, 1. Do d6 da lay 1 truong hop
dic biét cua bai toan dé suy ra két qua tong quat.
Loi giai 3: AA".BB’ :(ﬁ+ﬁ').(ﬁ+ﬁ)

= AI.B'I+AlIB+IA"B'I +1A"IB

= AI>.B’I>.cos AIB'+ AI*.IB*.cos AIB+ AI’>.B’I*.cos AIB + IA*2. 1B .cos 4'IB
Loi giai nay c6 st dung tinh chat cia vecto va co vé gan gidng véi chién luoc 4. Tuy nhién,
10i giai chua hoan toan rd rang nén khong biét xép vao loai chién lugc nao.
3.3.2. Phan tich a-posteriori bai toan 2
Sau khi phén tich toan b bai giai ctia 26 hoc sinh 16p 11 — Luwong Thé Vinh va 40 hoc sinh
16p 11 — Ngo Quyén. Chiing tong hop cac két qua trong bang tong két sau:
3.3.2.1. Két qua ciia hoc sinh 16p 11 — Lwong Thé Vinh
Tong s bai: 26 bai trong d6 ¢6 25 bai hop 18, 1 bai hoan toan khong c¢o 16i gidi.



Bang thong ké két qua cac chién lugc giai:

Céch lam Chién Chién Chién Chién Chién | Bo trong
luoc 1 Iuoc 2 Iuoc 3 luogc 4 Iuoc 5

Cach 1 21 2 0 2 0 1

Cach 2 11 2 0 4 1 8

Cach 3 6 2 1 0 1 16

Tong cong | 38(71,7%) | 6(11,3%) | 1(1,9%) | 6(11,3%) | 2(3,8%) 25

3.3.2.2. Két qua ciia hoc sinh 16p 11 — Ngdé Quyén
Téng s6 bai: 40 bai trong d6 ¢6 38 bai hop 18, 2 bai hoan toan khong co 16 giai.

Bang thong ké két qua cac chién lugc giai:

Céch lam Chién Chién Chién Chién Chién | Bo trong
Iuoc 1 luoc 2 luoc 3 lugc 4 Iuoc 5

Cach 1 16 1 0 20 1 2

Cach 2 29 0 0 7 1 3

Cach 3 12 4 0 7 1 16

Téng cong | 57(57,6%) |  5(5%) 0 34(34,3%) | 3(3,0%) 21

3.3.2.3. Phan tich két qua thu dwoc

Qua $6 liéu théng ké, chiing t61 nhan théy c6 mot sy chénh 1&€ch kha 16n trong viéc stir
dung chién luge “tam giac bang nhau” trong bai toan 2. Bai toan 2 13 mot tinh chat dic
trung cta phép d6i xtng truc, SGK nang cao va co ban déu hudng dan chirng minh tinh chat
nay bang phuong phéap toa do. Tuy nhién, chién lugc ma SGK goi ¥ chig minh da khong
duoc hoc sinh thuc hién. Chién lugc vecto van duge hoc sinh sir dung nhung déu khong dan
dén két qua mong doi. Cac 10i giai cua hoc sinh vé vecto da phan 13 do anh huéng tir viéc
trinh bay yéu ciu bai toan dudi dang vecto.

Tt s6 liéu théng ké trén, cho théy hoc sinh chua quan tam dén viéc sur dung vecto
lam cong cu dé giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh => hop thirc gia thuyét
H1
V& 10i giai v6i chién lwge khac (CL5)

Poi véi hoc sinh Lirong Thé Vinh:

Tong cong s bai giai ca 3 cach theo CL5 1a 2 chiém 3,8%.

Loi giai 1: N6i A va B, dat M 1a giao diém cua AB’ va (A), I, I, 13 giao diém ctua AA’ va
BB’ voi1 (A).



O

Do (A) la duong trung truc cia AA’ va BB’ nén MA = MA’; MB =MB’
AAMA' va ABMB' 13 hai tam giac can, do do: Wmr, =W mi1, ; B, =B mi,
Ma 4mi, =B M1, (dbi dinh) nén:
Wt =Bmr, =W mr, =B mi,
=> 180" — AM1, —BMm1, =180° -4 M1 ~1B M1,
= UmB=WmB (1)
‘ﬁr ~AB = (W + W)Z = AM® + MB* +2.AM .MB
= AM’ + MB* + 2.‘@‘.‘W‘COS@MB
= A'M* + MB”+2.[A"M| [MBcos ' MB'

2

Z‘A—B'

Vay: ‘ﬁ‘z‘A'B"
Day 1a mot chién luoc vecto, tuy nhién bai giai c6 mot sai 1am 1a d3 khong chimg minh A,
M, B thiang hang. Viéc str dung chién luoc vecto cta hoc sinh ¢ ddy 1a khong can thiét vi
néu da chimg minh duoc A’, M, B thi c6 thé st dung phuong phap chimg minh “tam giac
bing nhau” ma khong can st dung chién luge vecto. Viée dua cac giai ndy vao loai chién

luge khac vi 101 giai nay tuy ¢ st dung chién lugc vecto nhung trong phan tich apriori da

bo sot.

Loi giai 2: )

Ch, AB = HK . B
= ‘AB‘ = ‘A'B"

Ch,A'B'= HK

( A H K

Day 1a mot sai 1am trong kién thirc vé hinh chiéu.

Doi vé6i hoc sinh Ngé Quyén:




Téng cong c6 3 bai giai theo CL5, chiém 3,0%
Lo gidi 1: Dung thude do: AB=A’B’=3,9 cm
bay la mot phuong phép duoc st dung dbi v6i hoc sinh tiéu hoc khi so sanh do dai hai doan
thang. Chiing t6i kha bat ngd khi 11 giai ndy van xuat hién d6i voi hoc sinh THPT.
Lo1 giai 2:
Phan ching: Gia su ‘ﬁ‘ ;t‘ﬁ‘ hay A'B'# AB
<=> AAIB#AA'IB'
<=> J[A#IA'
IB # IB'
@1 # ﬂ <=> ﬁz # @3 <=> AIBB' khong can
Suy ra vo .
> [i7]-[s5
bay 1a mot sai 14m co ban vé& mit toan hoc cta hoc sinh. Hai tam giac khac nhau thi khong
nhat thiét ca ba canh trong ng cta hai tam giac d6 phai khac nhau.
3.3.3. Phan tich a-posteriori bai toan 3
Sau khi phan tich toan bd bai giai ciia 26 hoc sinh 16p 11 — Luong Thé Vinh va 40 hoc sinh
16p 11 — Ngb Quyén. Chiing téng hop cac két qua trong bang tong két sau:
3.3.3.1. Két qua ciia hoc sinh 16p 11 — Lwong Thé Vinh
Tong sb bai: 26 bai trong d6 c6 20 bai co 101 giai, 6 bai khong c6 10 giai.

Bang thong ké két qua cac chién lugc giai:

Chién Chién Chién ]
Bo trong
luoc 1 luoc 2 lwgc khac
Caua 20 0 0 6
Caub 0 0 0 0

3.3.3.2. Két qua ciia hoc sinh 16p 11 — Ngé Quyén
Tong s bai: 40 bai trong d6 c6 36 bai c6 101 giai, 4 bai khong c6 101 giai.

Bang thong ké két qua cac chién lugc giai:

Chién Chién Chién )
Bé trong
Iugce 1 luoc 2 luoc khac
Cau a 35 0 4




Caub 0 0 0 0

3.3.3.3 Phan tich

Dua vao két qué thu dugc, ching t61 nhan théy hau hét hoc sinh déu sur dung CL1,
giai bai toan dya vao phuong phép dai s héa, tic 1a sir dung giai phuong trinh giao diém.
Pay ciing 1a myc dich va nhiém vu cua phuong phap toa do 1a dai s hoa hinh hoc. Tuy
nhién, dwa vao phan tich apriori chiing toi nhan thay, mic du CL1 dugc SGK sir dung
thudng xuyén, do d6 tré thanh chién luge co s¢ cua hoc sinh. Nhung CL1 khong phai chién
lugce t6i wu dé giai quyét dang bai toan nhu trén, CL2 sir dung tinh chat vecto két hop véi hé
toa d6 cho 10i giai ngin gon, 1 rang hon.

Pé giai quyét bai toan thuc nghiém, ngoai viéc hoc sinh phai biét sir dung thanh thao
phuong phap toa do trong mit phang thi diéu can thiét d6i 1a hoc sinh phai nhin thay tinh
chét cua phép d6i ximg truc & duong phan giac. Gia thiét ban dau cua bai toan chi 1a nhimg
duong théng, cac diém dau mat can thiét cia mot tam giac la diém A, B, C chua c6. Néu
hoc sinh van ¢6 thoi quen xem mot hinh nhu 1a mot tong thé thi phuwong phap giai cua hoc
sinh s& xa vao viéc dit an phu cho diém A, B hay C. Diéu nay dan dén sy kho khan khi giai
quyét bai toan.

e Hoc sinh giai bai toan bang cach dit diém B(x, y) hodc diém C(x, y) s& cho thay hoc
sinh bi 4nh hudng cua viéc xem xét phép bién hinh theo cap do6 1 => bac bo gia
thuyét nghién ctru H2.

e Hoc sinh giai bai toan bang cach ldy diém M’ 14 anh ciia diém M qua phép d6i ximg
truc AD cho thdy hoc sinh d hiéu phép bién hinh theo cip d6 2 => hop thirc gia
thuyét nghién ctru H2.

Két qua thu dugc cho thay hoc sinh di giai quyét tot bai toan theo CL1 => Hop thirc gia
thuyét nghién ctru

Khong co bat ky hoc sinh nao giai bai toan theo yéu cau ciia cdu b. Ban dau do hoc sinh
khong hiéu ¥ ctia cdu b mudn dé cap dén van dé gi? Ching t6i da giai thich cho hoc sinh 1a
giai quyét bai toan trén chi bang ngon ngit vecto, cu thé hon 1a giai quyét bai toan ma khong
viét phuong trinh duong thang. Du vay, chung t6i van khong thu dugc két qua mong doi
nao & cau b. R3 rang, ngay ca khi két hop tinh chat vecto trong toa do thi hoc sinh van

khong c6 thoi quen sir dung vecto 1am cong cu dé giai quyét bai toan.

3.4. Két luan vé thuc nghiém



Qua thuc nghiém, chung t6i da kiém chimg duoc gia thuyét nghién ctru:
> HI1: Vecto thuan tiy vé6i vai trd 1am céng cu giai toan chwa duoc hoc sinh st dung
hiéu qua trong viéc giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh.
» H2: Véi cach trinh bay dua vao biéu thire toa do va vecto, phép bién hinh da duoc
hinh thanh & hoc sinh véi nghia 1a mgt anh xa tir tap hop diém vao tap hop diém.
Viéc hop thire gia thuyét H1, cho phép chiing t6i tra 10i cau hoi Q3. Vecto véi vai tro
1a cong cu dé giai toan, da chwa dugc van dung mot cach hiéu qua trong viée giai quyét cac
bai toan lién quan dén phép bién hinh. Rd rang, vé mit toan hoc, chiing t6i thdy rang van c6
thé giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh bang cong cu vecto thuin tay.
Tham chi, mot s bai giai béng cong cu vecto con co thé cho 10i gidi nhanh chong, nga"m
gon.
Viéc hop thirc gia thuyét H2, cho phép chung toi tra 10i cau hoi Q4. Hoc sinh da ¢o
quan niém dang vé phép bién hinh theo cép dd 2 va van dung tdt quan ni€ém anh xa tur tap

hop diém vao tap hop diém dé giai quyét tt bai toan dit ra.



KET LUAN

Ké thira nghién ctru khoa hoc ludn cia tac gia Lé Thi Hoai Chéau, 2004, chung toi
thdy viéc phép bién hinh c6 thé phan ra lam bén cap do.

e Cép d6 1: Phép bién hinh gan lién v&i mdi lién hé vé hinh dang giira hai hinh hogc
giira hai phan ctia mot hinh (dic trung ham hoan toan ving mit)

e Cép do 2: Phép bién hinh duoc hiéu 1a anh xa tir mat phang, hay tong quat hon, tir
khong gian, 1én chinh nd, & d6 mit phang va khong gian dugc nghién ctru véi tu cach
1a cac tap hop diém.

° Cép do 3: Phép bién hinh dugc xem nhu mot cong cu giai toan hinh hoc.

e Cip d6 4: Phép bién hinh duoc xem 14 phan tir cia mot nhém va dugc dung dé phan
loai cac 1y thuyét hinh hoc.

Phép bién hinh ¢ truong phd théng chi gin lién véi cap do 1 va cap d6 2 1a chi yéu.
Cép d6 1 dugc nghién ctru trong chwong trinh THCS, cép d6 2 dugc nghién ciru trong
chuong trinh THPT.

Khai niém vecto 1a mot cong cu todn hoc duge hinh thanh vé1 muc dich nghién ctu
hinh hoc téng hop dua vao vi¢c dai sb hoa cac dic trung hinh hoc nhung van giit dugc tinh
truc quan cua hinh hoc. Do do, khéi niém vecto tac dong hau hét dén cac khai niém lién
quan dén hinh hoc.

Qua phan tich tai li€u, chiing t6i nhan théy khai ni¢ém vecto tac dong manh 1én hé
thdng 1y thuyét ctia phép bién hinh. Vecto khong chi tic dong 1én phép tinh tién, phép vi tu
1a hai khai niém gan giii v6i vecto nhat ma con tac dong dén khai niém phép dbi xing tam,
phép ddi xtmg truc, phép quay. Nho st dung cong cu vecto ma tinh chit cac phép bién hinh
dugc trinh bay rd rang, cac dinh 1y, tinh chat phép bién hinh dugc chimg minh mét cach
ngin gon. Khong nhirng viy, vecto cung véi biéu thirc toa 4o da gitip giam bot kho khin
trong viéc tiép can phép bién hinh & cip d6 2.

Thong qua thuc nghi¢m, chung t61 da tra 101 dugc cau hoi Q3, Q4

e Vecto voi vai trd 1a cong cu dé giai toan, da chua dugc van dung mot cach hiéu qua
trong viéc giai quyét cac bai toan lién quan dén phép bién hinh.

e Hoc sinh d4 c6 quan niém dung vé phép bién hinh theo cip do 2 va van dung tét quan
niém anh xa tir tip hop diém vao tap hop diém dé giai quyét tot bai toan dit ra.

Tu két qua trén, chung t6i rat ra mot hudng nghién ctiru méi cho ludn van:



Co6 thé xay dung dugc mot ticu do an Didactic cho phép hoc sinh van dung linh hoat

cong cu vecto cung vo1 phuong phap toa d§ khong?



10.

1.

12.

13.

14.
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