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LỜI MỞ ĐẦU  

 

 

Trong các định lý về giao hoán được trình bày trong chương 3 cuốn sách vành không 

giao  hoán của  I.N. Hestein  có định  lý Kaplansky: Nếu  R  là  vành không có  nil-ideal  khác 

không và với mọi phần tử aR, tồn tại số nguyên n=n(a)  sao cho  an Z  với Z là tâm vành 

R thì R là vành giao hoán. Herstein muốn mở rộng kết quả này bằng cách đưa vào khái niệm 

siêu  tâm  của  vành  đó  là  tập  T(R)= a / a a, ( ,a) 1,n nR x x n n x x R      .  Rõ  ràng 

T(R)Z. Vấn đề đặt ra là với điều kiện nào của R thì siêu tâm trùng với tâm. Trong luận văn 

này, ban đầu bài  toán được đặt  ra với R là vành chia được  thì siêu tâm trùng với  tâm, tiếp 

theo là vành nủa đơn. Nhưng sau đó, tôi thấy rằng có thể mở rộng ra lớp vành không có nil-

ideal khác không( phần này được đặt ra ở phần cuối chương 3 của cuốn luận văn này).    

 

Luận văn được chia làm ba chương: 

Chương 1  : Kiến thức cơ bản 

Chương 2  : Các định lý về tính giao hoán 

Chương 3  : Siêu tâm của vành nửa đơn.   

 



Chương 1 

  KIẾN THỨC CƠ BẢN 

1.1 Module 

Định nghĩa 1.1.1: Nhóm cộng Abel M gọi là R_module nếu có một ánh xạ MxRM; 

(m,r)mr sao cho  1 2 a, , ; ,m m m M b R     

1. m(a+b)=ma+mb 

2. 
1 2 1 2

a a( )m m m m b    

3. (ma)b=m(ab) 

Nếu vành R có đơn vị 1 và m1=m  m M  thì M được gọi là R_module 

 đơn nguyên. 

Định nghĩa 1.1.2: R_module M được gọi là R_module trung thành nếu Mr=0 thì r=0. Điều 

này có nghĩa là nếu r 0 thì Mr 0.   

  Nếu M là một R_module thì ta đặt A(M)= | (0)r R Mr    

Khi đó A(M) được gọi là linh hóa tử của M, đó chính là tập hợp tất cả các phần tử linh hoá 

toàn bộ M. 

Bổ đề 1.1.1: A(M) là một ideal hai phía của R. Hơn nữa, M là một R/A(M)_module trung 

thành. 

Chứng minh. A(M) là một ideal hai phía của R. 

o , ( ) :x y A M  M(x-y)=Mx-My=0x-yA(M) 

( ), ,x A M r R    ta có : 

o M(xr)=(Mx)r=(0)r=(0)xrA(M) 

o M(rx)=(Mr)xMx=(0)M(rx)=(0) rxA(M) 

  M là một R/A(M)_module trung thành, với phép nhân ngoài được xác 

 định như sau:       MxR/A(M)M; (m,r+A(M))m(r+A(M))=mrM.  

o Định  nghĩa này là hợp lý vì nếu có  1 2( ) ( )r A M r A M   thì 

1 2 ( )r r A M  , suy ra  m( 1 2r r )=0 1 2mr mr . Hơn nữa, nếu M(r+A(M)) = (0) thì 

Mr=(0) rA(M)=> r+A(M)=0. Do đó M là R/A(M)_module trung thành. 



Ký hiệu E(M) là tập hợp tất cả các tự đồng cấu của nhóm cộng M. Khi đó, E(M) lập 

thành một vành với phép cộng và phép nhân ánh xạ thông thường. Với mỗi rR, ta định 

nghĩa  rT :MM sao cho m rT =mr,mM. Do M là R_module nên  rT E(M).  

Ta  định nghĩa ánh xạ  :RE(M) sao cho  (r)=  rT , r R  . Dễ dàng kiểm tra rằng 

 là đồng cấu vành. Hơn nữa ker =A(M). 

Bổ đề 1.1.2. R/A(M) đẳng cấu với một vành con của E(M) 

Nếu M là R_module trung thành thì A(M)=0. Khi đó   là một đơn cấu và ta có thể 

nhúng R vào E(M). Ký hiệu 

  C(M)= ( ) / ,r rE M T T r R       

Khi đó C(M) được gọi là vành giao hoán tử của R trên M. Tất nhiên C(M) là vành con 

của E(M). Hơn nữa nếu  ( )C M thì  ,m M r R    ta có  

  (m )r=(m ) rT =m( rT )=m( rT  )=(m rT ) =(mr)  

Suy ra   không những là một tự đồng cấu của M như là nhóm cộng giao hoán mà còn 

là một tự đồng cấu của M như là R_module. Ngược lại ta dễ dàng kiểm tra được bất kỳ một 

tự đồng cấu R_module nào cũng thuộc C(M). Ta có thể định nghĩa C(M) như là vành các tự 

đồng cấu R_module. 

Định nghĩa 1.1.3:M được gọi là một R_module bất khả quy nếu MR (0) và M không có 

R_module con thực sự, tức M chỉ có các R_module con tầm thường là (0) và M. 

Định lý 1.1.1(Bổ đề Schur) Nếu M là một R_module bất khả quy thì C(M) là một thể 

M(vành chia ). 

 Chứng minh.  Hiển nhiên, C(M) là vành con của E(M). Do đó C(M) là một vành. Ta chứng 

minh  ( )C M  và  0  đều  có  phần  tử  khả  nghịch  trong  C(M).  Thật  vậy  do  0  nên 

M  (0) và M   cũng là module con của M. Theo giả thiết, M là R_module bất khả quy 

nên M =M, suy ra   là toàn cấu.Mặt khác   là  đơn cấu do ker =0. Nếu  ker  0 thì 

ker =M,  suy  ra   =0(mâu  thuẫn).  Vậy     là  đẳng  cấu  nên  tồn  tại  tự  đồng  cấu  ngược 

1 E(M).  C(M)  ,r rT T r R     

 1 1 1, ,r r r rT T r R T T r R              

 1 1 1, ( )rT R r R C M         

Định nghĩa 1.1.4: Ideal phải   của R được gọi là chính quy nếu tồn tại phần tử rR sao cho 

x-rx   ,  r R  .  



Nếu vành R có đơn vị 1 thì mọi ideal đều là ideal chính quy vì ta chỉ cần chọn r=1 thì 

với mọi ideal    và  x R   thì x-1x=x-x=0   . 

Bổ đề 1.1.3. Nếu M là R_module bất khả quy thì M đẳng cấu (như là một module) với 

R_module thương R/ trong đó   là một ideal phải tối đại và chính quy  nào đó của R. 

Ngược lại nếu  là một ideal phải tối đại và chính quy thì R_module thương R/  là 

R_module bất khả quy. 

Chứng minh. Giả sử M là R_module bất khả quy, khi đó MR (0). Đặt  

    S= / (0)m M mR   

Dễ dàng kiểm tra được S là module con của M. Nếu S  (0) thì S=M (do M là module 

bất khả quy) suy ra MR=(0)(mâu thuẫn). Do đó S=(0),nên  m M   và m 0 thì mR (0), 

suy ra mR=M. 

 Xét ánh xạ  :RM 

   rmr 

Dễ dàng kiểm tra   là đồng cấu. Hơn nữa,do mR=M nên   là toàn cấu. Theo định lý No-

ether ta có đẳng cấu R/ker  M. Đặt  =ker , ta chứng minh  là ideal phải tối đại 

chínhquy của R. 

  Hiển nhiên   là ideal phải của R. 

     tối đại 

Giả sử có  ' là ideal phải của R sao cho    ' . Khi đó  ' /   (0) là module con của 

R/ . Do R/  M là R_module bất khả quy nên  ' /  =R/  , suy ra  ' =R. Do đó   là 

ideal phải tối đại của R. 

   chính quy 

Từ đẳng thức mR=M, suy ra tồn tại rR sao cho mr=m. Khi đó  x R  :m(x-rx)=mx-

mrx=mx-mx=0x-rx  .  

Ngược lại giả sử   là ideal phải tối đại và chính quy của R. Ta sẽ chứng  

minh R/   là R_module bất khả quy. 

 (R/  )R (0) 

Do   là ideal phải chính quy nên tồn tại rR sao cho x-rx  , x R  . Từ đó suy ra 

có xR sao cho rx  . Thật vậy, nếu  x R  ta đều có rx  , x R    =R(mâu 

thuẫn). Vậy (r+  )x 0. 



 Do   là ideal phải tối đại nên R/  không có module con thật sự. 

Vậy R/  là R_module bất khả quy.   

1.2 Căn Jacobson của một vành 

Định nghĩa 1.2.1. Căn Jacobson của vành R, ký hiệu J(R) hoặc Rad(R), là tập hợp tất cả các 

phần tử của R linh hoá được tất cả các R_module bất khả quy. 

  J(R)={ ,/ (0)r R Mr  với mọi M là R_module bất khả quy} 

Nếu R không có R_module bất khả quy thì ta quy ước J(R)=R . Khi đó vành R được 

gọi là vành Radical. Theo bổ đề 1.1.3 t a có kết quả vành R là vành Radical nếu R không có 

ideal phải tối đại chính quy. 

Nhận xét. Nếu R có đơn vị 1 thì R không là vành Radical. 

Ta có    A(M)=  / 0r R Mr   

Khi đó   J(R)=   ( )A M  ( M là R_module bất khả quy)   

Do A(M) là một ideal hai phía của R nên J(R) cũng là một ideal hai phía của R. Mặt 

khác vì ta chỉ xét M như là R_module phải nên J(R) còn được gọi là căn Jacobson phải của 

vành R. tương tự ta cũng có định nghĩa căn Jacobson  trái của vành R. 

Cho   là một ideal phải của vành R. Ta định nghĩa 

    ( :R)= /r R Rr    

Xét trường hợp    là ideal phải tối đại chính quy của R. Ta đặt M=R/  theo bổ đề 

1.1.3 ta suy ra M là R_module bất khả quy. 

A(M)=     / (0) / ( / ) 0 / ( : )r R Mr r R R r r R Rr R            

Suy ra (  :R) là ideal hai phía của R. Dễ dàng kiểm tra được (  :R) là ideal hai phía 

lớn nhất của R nằm trong  . 

Định lý 1.2.1.    J(R)=  ( : )R  (    là ideal phải tối đại và chính quy) 

Ta chỉ cần chứng minh (  :R) là ideal hai phía lớn nhất của R nằm trong . 

 Dễ dàng kiểm tra ( :R) là ideal hai phía. 

 ( : ) .x R Rx     Ta có rx  . Do x-rx   nên x  . Do đó ( :R)    . 

 Giả sử có là ideal hai phía của R sao cho  '   . Khi đó  'x   thì 

'Rx    x(  :R) nên  '  (  :R). 



Bổ đề 1.2.1. Nếu   là ideal phải chính quy thật sự bất kỳ thì bao giờ cũng nhúng    vào một 

ideal phải tối đại chính quy nào đó của R. 

Định lý 1.2.2.    J(R)=     (   là ideal phải tối đại và chính quy) 

Chứng minh. Theo định lý 1.2.1 ta có: 

J(R)= ( : )R      (   là ideal phải tối đại và chính quy) 

Đặt    =   (   là ideal phải tối đại và chính quy) 

Khi đó J(R)   . Ta chứng minh    J(R) 

Với mỗi x , ta xét tập hợp  ' = /xy x y R  . Ta chứng minh  ' R. Giả sử 

' R. Khi đó  '  là một ideal phải chính quy của R. Tính chính quy của '  có được là do ta 

chọn a=-x suy ra y-ax=y+xy  ' ;yR. Theo bổ đề 1.2.1 ta có  ' được nhúng vào một 

ideal phải tối đại và chính quy  0 nào đó của R.  

Khi đó x  0 x 0 xy 0 và  y+xy 0 nên y 0 .Vậy yRy 0 do 

đó  0 =R(mâu thuẫn tính tối đại của  0 ) nên  ' =R. x  tồn tại wR:xw+w=-x hay 

x+w+xw=0. Đây là một tính chất quan trọng của một phần tử thuộc  . Phần  tử có tính chất 

như vậy được gọi là tựa chính quy phải. Ta chứng minh    J(R) bằng phản chứng: 

Giả sử    J(R), khi đó tồn tại một module bất khả quy M không bị  linh hoá nghĩa 

là M  (0). Suy ra tồn tại mM, m 0 sao cho m  ( 0). Dễ dàng kiểm tra m là module 

con  của M và do M bất khả quy nên m =M. Do đó tồn tại t sao cho mt=-m. Do t nên 

tồn tại sR sao cho t+s+ts=0.Khi đó, 0=m0=m(t+s+ts)=mt+ms+mts=-m+ms-ms=-m. Suy ra 

m=0(mâu thuẫn).Vậy   J(R). 

Như vậy chúng ta đã khảo sát cấu trúc căn Jacobson trên cơ sở M là R_module phải. 

Trong trường hợp M là R_module trái ta cũng có kết quả hoàn toàn tương tự. Vấn đề đặt ra 

là mối quan hệ giữa căn Jacobson trái và căn Jacobson phải như thế nào?  

 Định nghĩa 1.2.2. Phần tử aR được gọi là tựa chính quy phải nếu tồn tại  'a R sao cho 

a+ 'a +a 'a =0. Phần tử  'a được gọi là tựa nghịch đảo phải của a. 

  Tương tự, ta cũng có định nghĩa phần tử tựa chính quy trái và phần tử  tựa nghịch đảo 

trái. 

Chú ý. Nếu vành R có đơn vị 1 thì phần tử aR là tựa chính quy phải khi và chỉ khi phần tử 

1+a có nghịch đảo phải trong  R. 



Chứng minh. Giả sử phần tử a là tựa chính quy phải, thì tồn tại phần tử  'a sao cho 

a+ 'a +a 'a =0 suy ra 1+a+ 'a +a 'a =0 (1+a)(1+ 'a )=1. Vậy phần tử 1+a có phần tử  nghịch đảo 

là 1+ 'a . 

Ngược lại, giả sử 1+a có nghịch đảo phải trong R. Do đó tồn tại r R sao cho 

(1+a)r=1 r-1+ar=0. Đặt  'a =r-1, ta sẽ có đẳng thức a+ 'a +a 'a =0. Vậy a là tựa chính quy 

phải. 

Mệnh đề 1.2.1. Ideal J(R) là tựa chính quy phải. Nếu   là ideal tựa chính quy phải của vành 

R thì    J(R).                                                                        Chứng minh.Trong phần chứng 

minh định lý 1.2.2 ta đã chỉ ra được mọi phần tử của J(R) đều là phần tử tựa chính quy phải 

của R. Do đó J(R) là ideal tựa chính quy phải của R. 

Lấy   là một ideal tựa chính quy phải của R. Giả sử   J(R) . Khi đó tồn tại  module bất 

khả quy M sao cho M  (0). Suy ra tồn tại mM và m 0 sao cho m  (0). Do m là 

module con của M và M bất khả quy nên m  =M, tồn tại x  , x 0 sao mx=-m. Do 

x   và  là ideal tựa chính quy phải nên tồn tại  'x R sao cho x+ 'x +x 'x =0.  

Ta có:    0=m0=m(x+ 'x +x 'x )=mx+m 'x +mx 'x =-m+m 'x -m 'x =-m 

Suy ra m=0(mâu thuẫn) 

Từ mệnh đề trên suy ra định lý sau:  

Định lý 1.2.3.   J(R) là ideal tựa chính quy phải của R và nó chứa tất cả các ideal tựa 

chính quy phải của R. Do đó, J(R) là ideal tựa chính quy phải lớn nhất của R. 

  Trong quá trình xây dựng khái niệm căn Jacobson, ta chỉ xét M như là R_module phải 

nên J(R) còn được gọi là căn Jacobson phải của R, ký hiệu Jphải(R). Tương tự nếu ta xét M 

như là R_module trái thì J(R) sẽ được gọi là căn Jacobson trái của R, ký hiệu Jtrái(R). Tiếp 

theo, ta sẽ cố gắng khẳng định kết quả  

Jphải(R)= Jtrái(R) 

Giả sử a vừa  là phần tử tựa chính quy phải vừa  là phần tử  tựa chính quy  trái của R. 

Gọi b,c lần lượt là phần tử tựa nghịch đảo phải, tựa nghịch đảo phải của a. Ta có:  a+b+ab=0 

=>ca+cb+cab=0 và a+c+ca=0=>ab+cb+cab=0. Suy ra ca=ab=>b=c. Nghĩa là mọi phần tử tự 

nghịch đảo phải và tựa nghịch đảo  trái của cùng một phần tử  (nếu có)  thì  trùng nhau. Với 

mọi aJ(R), do J(R) là ideal tựa chính quy phải nên tồn tại  'a R sao cho a+ 'a +a 'a =0. Khi 

đó  'a =-a-a 'a J(R) và tồn tại R sao cho  'a + "a + 'a "a =0. Ta có a là phần tử tựa nghịch đảo 

trái và  "a là phần tử tựa nghịch đảo phải của cùng phần tử  'a . Theo nhận xét trên ta có a= "a . 



Do đó a+ 'a + 'a a=0, suy ra a cũng là phần tử tựa chính quy trái của R. Vậy J(R) cũng là ideal 

tựa chính quy trái của R. 

  Nếu ta xây dựng J(R) bằng cách xét M như là R_module trái thì ta cũng được kết quả 

J(R) là ideal hai phía lớn nhất trong tất cả các ideal tựa chính quy trái. Tóm lại ta đi đến kết 

quả thú vị :   

Jphải(R)= Jtrái(R) 

 

Định nghĩa 1.2.3.  

 Phần tử aR được gọi là lũy linh nếu tồn tại số nguyên dương n sao cho a n =0 

 Một ideal(phải, trái, hai phía) được gọi là nil_ideal nếu mọi phần tử của nó đều là lũy 

linh. 

 Một ideal(phải, trái, hai phía)  được gọi là lũy linh nếu tồn tại số nguyên dương n sao 

cho 
1 2 1 2

a a ..a 0; a ,a ,..,a
n n

   . Điều  này có nghĩa là  0n  . 

Nhận xét. Nếu   là  ideal  lũy  linh  thì     là nil_ideal. Điều ngược  lại không đúng. Mọi 

phần tử luỹ linh đều là phần tử tựa chính quy phải và tựa chính quy trái. Thật vậy, giả sử 

a là phần tử lũy linh của R, tức tồn tại số nguyên dương m sao cho  ma =0. Đặt b=-a+a2 –

a3+..+(-1)m-1am-1.    Khi  đó  ta dễ dàng    kiểm  tra  được a+b+ab=0  và  a+b+ba=0.  Suy  ra  a 

cũng là phần tử  tựa chính quy phải và cũng là phần tử tựa chính quy trái. Nói cách khác, 

mọi nil_ideal cũng là ideal tựa chính quy phải và cũng là ideal tựa chính quy trái. Do đó 

J(R) chứa mọi nil_ideal. 

 

Căn của đại số 

 Một đại số A trên  trường F  là một không gian   vectơ  trên F  sao  cho  trên A có một 

phép nhân và cùng với phép nhân này, A là một vành. Hơn nữa cấu trúc không gian 

vectơ  có thể khớp với cấu trúc vành theo luật: 

 k(ab)=(ka)b=a(kb); ; ,k F a b A     

 Nếu A có đơn vị 1(đơn vị của vành đối với phép nhân ) thì từ tính khớp(kết hợp trong 

) giữa hai cấu trúc(vành và không gian vectơ) ta có tập hợp các vô hướng F1 sẽ nằm 

trong tâm của A. Thật vậy, với mọi kF, với mọi aA, ta có: 

 (k1)a=k(1a)=ka=k(a1)=a(k1) 

 Bất kể A có đơn vị hay không, các ánh xạ 



 Ta:AA;x xTa=xa 

 La:AA;x xLa=ax 

là các phép biến đổi tuyến tính của A trên F.  

 Đối với một đại số A, ta định nghĩa các khái niệm ideal, đồng cấu,.. bằng cách gán cho 

chúng thừa hưởng các cấu trúc của A. Chẳng hạn   được gọi là ideal của đại số A nếu 

 là ideal của vành A và   cũng là không gian con của không gian vectơ A trên F. Sử 

dụng các  khái niệm trên ta có hoàn toàn thể định nghĩa căn của đại số A. Đó là giao 

của tất cả các ideal phải chính quy tối đại của đại số A. 

Một câu hỏi được đặt ra một cách tự nhiên là liệu có sự tương đồng hay 

khác biệt nào giữa căn của đại số A và căn của vành A. Những lặp luận dưới  đây chứng 

tỏ chúng trùng nhau. Lấy   là một ideal phải chính quy tối đại của vành A. Ta sẽ chứng 

minh rằng   cũng là  không gian con của không gian vectơ A trên F. 

Giả sử phản chứng F    .  Dễ dàng kiểm tra F   là ideal phải của A. Do tính tối đại 

của   ta có A=F +  . Vì vậy, ta có 

A2=(F  +  )A (F  )A+  A  (FA)+      

Do  chính quy nên tồn tại aR sao cho x-ax  ,xA. Mà 

axA2   nên x  ,xA. Suy ra   =A. Mâu thuẫn này chứng tỏ             F     và 

  là không gian con của không gian vectơ A trên F. 

Vậy mỗi ideal phải chính quy tối đại của vành A cũng là ideal phải   

chính quy tối đại của đại số A trên F. Do đó theo định lý 1.2.2 căn của đại               số A   

trùng với căn của vành A. Vậy ta có : Jđại số(A)=Jvành (A) 

Nếu ta thương hóa R bởi căn Jacobson của nó thì vành thương nhận 

 được  sẽ có căn Jacobson như thế nào?  

Định lý 1.2.4. J(R/J(R))=(0) 

Chứng minh. Đặt    R =R/J(R)  và     là  ideal  phải  tối  đại  chính  quy  của  R.  Khi  đó  ta  có 

J(R)    . Do đó theo định lý đồng cấu,   = /J(R) là một ideal phải tối đại chính quy của 

R . Thật vậy, do J(R)    R nên ta có 

      R/  (R/J(R))/(   / J(R)) 

Từ tính tối đại của    trong vành R ta suy ra tính tối đại của   /J(R) trong vành thương 

R . Ta chứng minh   cũng chính quy trong vành  R . 



Do   chính quy nên tồn tại aR sao cho x-ax  ,xR. Suy ra tồn tại  a R   sao 

cho  , .x ax x R     

Do J(R) =  ,  với     chạy khắp các  ideal phải    chính quy  tối đại của R nên  ta  có 

(0)  . Theo định lý 1.2.2 ta có J( R ) bằng giao của tất cả các ideal  phải chính quy tối 

đại cùa  R  mà giao này nằm trong  (0)   nên ta suy ra J( R )=(0). 

Tính  chất  của  căn  Jacobson  được  trình  bày  trong  định  lý  1.2.4  ở  trên  là  một  trong 

những tính chất được gọi là “radical_like” ”giống như căn”. Những nghiên cứu về các tính 

chất này của một căn Jacobson của một vành tổng quát được tiến hành bởi Amitsur và Ku-

rosh. Để kết thúc mục này, ta sẽ đưa ra hai định lý trình bày các tính chất như trên. Ta định 

nghĩa sau: 

 Định nghĩa 1.2.4. Vành R được gọi là nửa đơn nếu J(R)=0. 

Theo định lý 1.2.4 ta có vành thương R/J(R) luôn là vành nửa đơn với bất kỳ vành R. 

 Định lý 1.2.5. Nếu A là một ideal của vành R thì J(A)=A ( )J R .                      Chứng 

minh. Nếu aA  ( )J R thì xem aJ(R) ta có a là phần tử tựa chính quy phải của R. Nói 

cách khác, tồn tại R sao cho a+ 'a +a 'a =0, suy ra =-a-a 'a A. Do đó a cũng là phần tử tựa 

chính quy phải của A. Theo định lý 1.2.3 ta có A ( )J R  J(A). 

 Để chứng minh bao hàm thức ngược lại, ta lấy    là idean phải chính quy tối đại của R 

và đặt 
A

 = A  . 

Nếu A   thì do tính tối đại của    ta phải có A+ =R. Do đó, theo định lý đồng cấu 

ta có  R/ =(A+ )/  A/(A  )=A/
A

  

Do    tối đại trong R nên R/ bất khả quy và do đó A/
A

 cũng vậy. Suy ra 
A

  là ideal 

phải tối đại trong A. Ta sẽ chứng minh 
A

  chính quy trong A. Do    chính quy trong 

R  nên  tồn  tại  bR  sao  cho  x-bx  ,xR.  Ta  có  bR=A+  b=a+r  với  aA, 

r  . Khi đó x-bx=x-ax-rx  . Do rx  nên x-ax  . Tóm lại, tồn tại aA sao cho 

x-ax A  =
A

 ,  xA hay 
A

   chính quy  trong A. Vậy  ta có J(A)  
A

  với mọi 

 là ideal phải chính quy tối đại của R,    không chứa A. Nếu  A thì bao hàm thức 

trên  cũng  đúng.  Thật  vậy, 
A

 = A  =A J(A).  Do  đó,  J(A) 

 ( ) ( )
A

A J R A     . 

Hệ quả 1.2.1 Nếu R là vành nửa đơn thì mọi ideal của R cũng là vành nửa đơn. 



Chúng minh. Gọi A là ideal của vành nửa đơn R. Ta có:  

    J(A)=J(R)A=(0) A=(0) 

Do đó A cũng là vành nửa đơn.   

Kết  luận  của  định  lý  1.2.5  sẽ  không  còn  đúng  nếu  A  chỉ  là  ideal  một  phía  của  R. 

Chẳng hạn ta lấy R là vành ma trận vuông cấp 2 trên trường số thực. Vì R có đơn vị là ma 

trận đơn vị 
1 0

0 1
E

 
  
 

 nên J(R)R. Hơn nữa R không có ideal hai phía không tầm thường 

nên ta có J(R)=0. Thật vậy, giả sử A là ideal hai phía của R và A (0).  

Đặt  
11 12 21 22

1 0 0 1 0 0 0 1
; ; ;

0 0 0 0 1 0 0 0
E E E E

       
          
       

 

Vì A (0) nên tồn tại  11 12

21 22

a a
a

a a

 
  
 

 (0) mà a A . Giả sử 
11

0a  , do A là ideal hai 

phía của R nên  11

11 11

0

0 0

a
E aE A

 
  
 

.   

Suy ra  11

11 11

1
00

a
0 0

0 0

a
E A

 
        

 

 và 
21 11 12 22

E E E E A  .  

Do đó 
11 22

E E E A   . Suy ra A=R(mâu thuẫn) hay  R là  vành đơn . Lập luận tương 

tự ta thu được kết quả tổng quát sau: 

Vành các ma trận vuông cấp n lấy hệ tử trên một trường F đều là vành đơn. Bây giờ ta 

xét tập hợp:      

Dễ  thấy   là  ideal phải của R . Ta  lại có 
1

0
/

0 0

b
b F

  
   

  
là một  ideal phải của 

 và  mọi  phần  tử  của 
1

 đều  lũy  linh.  Do  đó 
1

 là  nil_ideal  phải  khác  (0)  của     suy  ra 

J( ) (0)  vì  ta  luôn có 
1

  J( ).Điều đó cho  thấy  định  lý  1.2.5   không còn  đúng  trong 

trường hợp này vì J( ) (0) trong khi đó    J(  )=    (0)=(0). 

Một  tính chất “radical_like” cơ bản khác nữa là sự thay đổi của căn Jacobson khi  ta 

chuyển từ vành R sang vành ma trận vuông cấp m lấy hệ tử trên vành R. Với R là một vành, 

ta gọi 
m

R là vành các ma trận vuông cấp m lấy hệ tử trên vành R. Căn Jacobson của R sẽ thay 

đổi như thế nào nếu ta chuyển từ vành R sang vành 
m

R ? Câu trả lời sẽ có trong định lý sau: 



Định lý 1.2.6 Gọi 
m

R là vành ma trận vuông cấp m lấy hệ tử trong vành R và  ( )
m

J R  là vành 

ma trận vuông cấp m lấy hệ tử trong vành J(R). Khi đó, ta luôn có J(
m

R )= ( )
m

J R .  

Chúng minh. Lấy M là R_module bất khả quy tùy ý. Đặt  

 ( )

1 2
( , ,.., ) /m

m i
M m m m m M   

Dễ dàng kiểm tra được M(m)là một R_module với phép cộng là phép cộng theo từng thành 

phần, phép nhân ngoài chẳng qua là phép nhân vào bên phải của một bộ trong M(m) với một 

ma trận trong Rm. Hơn thế nữa M(m)còn là R_module bất khả quy. Thật vậy: 

 MmRm (0), chẳng hạn  

  

   0   ... 0

0   r    ... 0 
, ,.., ( , ,.., ) (0,0,..,0)

............

0    0   ... r

r

m m m mr mr mr

 
 
   
 
 
 

 

  trong đó mM, rR sao cho mr 0(do M là R_module bất khả quy nên MR (0) và 

do đó có mM và rR sao cho mr 0) 

  Lấy N (0)  là module  con của  M(m). Ta  sẽ  chứng minh  N=M(m)  hay  M(m)N.  Thật 

vậy, do N (0) nên tồn tại (0,0,..,0)   (m1,m2,..,mm)N. Giả sử tồn tại  i sao cho mi 0. Do 

miR là module con khác 0 của module bất khả quy M nên miR=M. 

Khi đó với mọi (x1,x2,..,xm) M(m); với mọi j=1,2,..,m; tồn tại rjR sao cho mirj=xj.  

Do đó  

   
1 2 1 2 1 2

0  0   ...     0

.............   

( , ,.. ) ( , ,.., ) r    r   ...    r

.............

0    0  ....   0  

m m m
x x x m m m N

 
 
 
  
 
 
 
 

 

Vậy M(m) là R_module  bất khả quy. 

Nếu (aij) J(Rm) thì với mọi miM;  i=1,2,..,m ta luôn có 

    (m1,m2,..,mm)(aij)=(0,0,..,0) 

Suy ra Maij=0, với mọi 1 i,jm. Do đó aijJ(R), với mọi 1 i,jm. Điều đó có nghĩa 

là (aij) J(R)m. Vậy J(Rm)  J(R)m. 

Để chứng minh bao hàm thức ngược lại ta chứng tỏ J(R)m là ideal phải tựa chính quy 

của Rm và như thế thì theo định lý 1.2.3 ta suy  ra  J(R)m J(Rm). Xét 



   

11 12 1

1 1

a    a   ...   a

0     0     ...   0
/ a ( )

..............

0     0     ...    0

m

j
J R

  
  
    
  
    

 

Dễ dàng kiểm tra được 
1

  là ideal phải của 
m

R . Ta sẽ chứng minh 
1

   J(Rm), hay 

mọi phần tử 
1

  đều là phần tử tựa chính quy phải. Xét  

   

11 12 1

1

a   a     ...      a

0     0      ...      0

................

0      0     ...      0 

m

X 

 
 
  
 
 
 

 

Lấy   

'

11
a    0    ...   0

0     0    ...    0

..............

0     0    ...    0

Y

 
 
 
 
 
 

  

trong  đó  '

11
a  là phần tử tựa nghịch đảo phải của a11, tức là a11+

'

11
a + a11

'

11
a =0. Đặt 

W=X+Y+XY thì khi đó  

   

12 1
0   a     ...      a

0   0      ...       0

.............

0    0     ...        0

m

W

 
 
 
 
 
 

 

Suy ra W2=0. Do đó W là phần tử  lũy linh W là phần tử tựa chính quy phải của Rm. 

Tồn tại ZRm sao cho W+Z+WZ=0, suy ra 

    X+(Y+Z+YZ)+X(Y+Z+YZ)=0 

Vậy X là phần tử tựa chính quy phải , nên 
1

 là phần tử tựa chính quy phải của Rm. 

Tương tự, ta có 

   
1 2

0     0     ...   0

..............

a    a   ...   a / a ( )

..............

0     0     ...    0

i i i im ij
J R

  
  
   
   
  
  
    

 

là ideal tựa chính quy phải của Rm. Do đó 
i

  J(Rm);  i=1,2,..,m. Do J(Rm) là ideal của Rm 

nên J(Rm) là đóng với phép cộng. Vì vậy ta có 
1 2

.. ( ),
m m

J R       hay J(R)m J(Rm). 



1.3 Vành Artin 

Định nghĩa 1.3.1 Ta gọi một vành  là Artin phải nếu mọi  tập hợp các ideal phải khác rỗng 

đều có ideal phải tối tiểu. Từ đây về sau, ta gọi vành Artin phải là vành Artin. 

Về mối quan hệ giữa khái niệm vành Artin và căn Jacobson của một vành, chúng  ta 

thu được một số kết quả sau. 

Định lý 1.3.1 Nếu R là vành Artin thì J(R) là ideal lũy linh. 

Chứng minh. Đặt J=J(R). Xét dãy các ideal phải lồng nhau  

    2 3 .. ..nJ J J J      

Do R là vành Artin nên tồn tại n>0 sao cho  1 ..n nJ J   . Ta sẽ chứng minh rằng Jn=0. 

Đặt U= / (0)nx R xJ  , dễ dàng kiểm tra được U là ideal hai phía của aR. Có hai  trường 

hợp có thể xảy ra như sau: 

Nếu  nJ U  thì  (0)n nJ J  , do đó  2 .. (0)n nJ J    

Nếu  nJ U  thì ta xét vành thương  /R R U và dồng cấu chính tắc  

    : R R   

       
n

nJ J  

trong đó   /
n

nJ r U r J   là ideal khác 0 của  R . Do  ( )
n

J J R  nên  (0)
n

J  , với 

mọi ideal   của  R . Vì R là vành Artin nên  R  cũng là vành Artin. Do đó tập hợp   {    là 

các ideal khác (0) của  R /  
n

J } có ideal tối tiểu là  . Ta xem    như là modele trên  R . 

Vì     là tối tiểu nên hoặc bất khả quy hoặc  (0)
n

J  . Trong cả hai trường h ợp ta đều có 

(0)
n

J  , suy ra  nJ U  . Do đó  2 (0)n n n nJ J J J     nghĩa là  U  , suy ra 

 =(0)(mâu thuẫn). Vậy trường hợp này không xảy ra và định lý được chứng minh. 

Hệ quả 1.3.1 Trong một vành Artin, mọi nil_ideal đều là ideal lũy linh. 

Chứng minh. Nếu A là nil_ideal của vành Artin R thì A J(R). Mặt khác ta có J(R) lũy linh 

nên A cũng lũy linh. 

Định nghĩa 1.3.2. Phần tử eR, e 0 được gọi là lũy đẳng nếu e2=e. 

 Bổ đề 1.3.1. Cho R là vành không có ideal lũy linh khác (0). Giả sừ    (0) là ideal phải tối 

tiểu của R. Khi đó   =eR, với e là phần tử lũy đẳng nào đó của R. 



Chứng minh. Ta phải có   2 (0) vì nếu   2=(0) thì    là ideal lũy linh khác 0 của R suy ra 

R có ideal hai phía lũy linh khác 0(mâu thuẫn). Vậy   2 (0) nên  x   sao cho x   (0) 

nhưng {x  /x  } là ideal phải của R nằm trong   . Do tính tối tiểu của    nên x  =   suy 

ra tồn tại e  sao cho xe=xxe=xe2 x(e-xe)=0. Gọi   o={a  /xa=0} đây là một ideal 

phải của R. Ngoài  ra  ta có   o   (  o  vì nếu   o=  x  =0=>  =0(mâu thuẫn)). Vì 

  tối tiểu suy ra  o=0. 

Do  e-e2  o  nên  e-e2=0  hay  e=e2  do  đó  phần  tử  e  là  lũy  đẳng.  Hơn  nữa  e    

eR   và eR (0) (vì 0 e=e2eR) nên   =eR. 

Nhận xét. Trong vành không có ideal lũy linh khác 0 thì mọi ideal phải khác 0 tối tiểu đều là 

ideal chính sinh bởi phần tử lũy đẳng. 

Nếu ideal phải của vành Artin chứa các phần tử lũy linh khác 0 thì đó cũng là ideal lũy 

linh. Từ đó câu hỏi  được đặt  ra  là “Phải chăng  ideal phải có chứa phần  tử không  lũy  linh 

trong vành Artin thì trong đó thế nào cũng tìm được phần tử lũy đẳng?” 

Bổ đề 1.3.2.  Cho R là vành tùy ý, aR sao cho a2-a lũy linh. Khi đó hoặc chính a lũy linh 

hoặc tồn tại đa thức q(x) với hệ số nguyên sao cho e=aq(a) là phần tử lũy đẳng.  

Chứng minh. Giả sử (a2-a)k=0. Khai triển vế trái ta được ak=ak+1p(a) trong đó p(x) là đa thức 

hệ số nguyên.  

Vậy  2 2a a .ap(a)=a .ap(a).ap(a)=a .[ap(a)] =..=a [ap(a)] =a [p(a)]  k k k k k k k k  

 Nếu ak=0 thì a lũy linh. 

 Nếu ak 0e=a [ (a)]k kp  0 và do đó  2 2(a [ (a)] )[ (a)]k k ke p p e   suy ra e lũy đẳng. 

Định lý 1.3.2.  Nếu vành R Artin và   là ideal phải khác 0, không lũy linh của R thế thì 

 chứa phần tử lũy đẳng. 

Định lý 1.3.3. Nếu R là vành tùy ý và e là phần tử lũy đẳng thế thì J(eRe)=eJ(R)e. 

Nhận xét. R là vành tùy ý, nhưng eRe={exe/xR}R lại là vành con của R có đơn vị. 

Định lý 1.3.4. Giả sử R là vành không có ideal lũy linh khác 0, e là phần tử lũy đẳng khác 0 

của R. Khi đó eR là ideal tối tiểu của R khi và chỉ khi eRe là một thể. 

Định lý 1.3.5. Giả sử G là một nhóm hữu hạn bậc  ( )G và F là trường có đặc số 0 hoặc đặc 

số p,  p ( )G . Thế thì J(F(G))=(0). 

Chứng minh. Trước hết ta nhắc lại định nghĩa đại số nhóm F(G): 



Cho G là nhóm hữu hạn G= 1 2 3
, , ,..,

n
g g g g ; F là một trường bất kỳ. Ta gọi tập hợp ký 

hiệu  F(G)  là  tập  hợp các phần  tử, mỗi phần  tử  là một  tổng  hình  thức  có dạng 
i i
g với 

i
 F và giG. Trên F(G) ta định nghĩa các phép toán: 

    ( )
i i i i i i i
g g g         

    .
i i i i i i
g g g      

Lúc đó (F(G),+) trở thành một nhóm Abel. Hơn nữa F(G) còn là không gian vectơ trên 

F. F(G) được  gọi là đại số nhóm và dimF(G)=n=cấp của nhóm G, trong đó một cơ sở của 

không gian F(G) là  1 2 3
, , ,..,

n
g g g g .Bây giờ ta chứng minh định lý.  

Nếu aF(G) ta định nghĩa ánh xạ Ta:F(G) F(G);x xa=xTa 

Ta trở thành một phép biến đổi tuyến tính không gian vectơ của đại số F(G).  

Xét ánh xạ  :F(G) Hom(F(G),F(G)) 

          a a =Ta 

Khi đó  trở thành phép nhúng đẳng cấu. Thật vậy, rõ ràng  là toàn cấu. Ta chứng 

minh   đơn cấu hay ker  =(0). 

Lấy aker  ta có Ta=0xa=0, xF, đặc biệt lấy x=1.e=>xa=a=0=>ker  =0. Vậy 

 đơn cấu do đó   là đẳng cấu. 

Với mọi phép biến đổi tuyến tính ta biết rằng đều có ma trận tương ứng. Do đó, với gi 

G tương ứng ta có 
ig

T , chính 
ig

T lại có ma trận đối với cơ sở G=  1 2 3
, , ,..,

n
g e g g g   là  

1 1
     g g =g     gi

T

i i
g   

      
2 2
     g g =g     gi

T

i k
g  với k nào đó 

      ………….. 

            g g =g     gi
T

n n i l
g  với l nào đó 

  Suy ra 
ig

T ma trận có kiểu 

0  1  ..     0  0

1   0 . .     0  0

..............

0   0  . .    1  0

A

 
 
 
 
 
 

 mỗi hàng có một số 1, mỗi cột không 

có hai số 1(để ý rằng trong G có luật giản ước nên nếu 
m i n i m n

g g g g g g   ) Vết của ma 

trận A là tr(A)=
11 22

a a .. a
nn

   , đặt biệt 
1g

T =Te=ma trận đơn vị, nên ta có tr(
1g

T )=cấp nhóm 

G= ( )G . 



  Nếu 
1i

g g e  thì  tr(
ig

T )  =0  vì 
ig

T có  đường  chéo  chính  toàn  là  0.(thật  vậy  khi  đó 

2 2i
g g g và 

3 3i
g g g ).  

  Nếu xJ và x 0x lũy linh( do J lũy linh) do đó 
x

T là phép biến đổi tuyến tính lũy 

linh  tr(
x

T )=0.  

Vì x 0 ta có thể giả sử  x=
1 1 2 2

..
n n

g g g      với 
1

0  . Bằng cách nhân hai vế cho  1

1
g   

ta được x=
1 2 2

..
n n

g g     . 

 Suy ra 0= tr(
x

T )=
21 1 2 1

( ) .. ( ) ( ) 0
ng n g

trT tr T tr T G        (mâu thuẫn). 

1.4. Vành nguyên thủy  

Định nghĩa 1.4.1. Vành R được gọi là vành nguyên thủy nếu nó có một R_module bất khả 

quy và trung  thành.  

Nhận xét.  1. Nếu R là vành nguyên thủy thì  tồn  tại M là R_module bất khả quy và  trung 

thành. Suy ra A(M)= / (0) (0)r R Mr   . 

 Xét ánh xạ  : ( )R E M    

          :rr T M M sao cho  ( )rT m mr , với mọi mM. 

Ta có M trung thành khi và chỉ khi A(M)=ker  =(0) tức là    đơn cấu, khi đó R nhúng 

đẳng cấu vào trong E(M). 

2. Nếu R là vành nguyên thủy thì R có một R_module bất khả quy và trung thành M. Khi 

đó  A(M)=(0)  và  J(R)=A(M)=(0).  Suy  ra  R  cũng  là  vành  nửa  đơn.  Vậy  mọi  vành 

nguyên thủy đều là vành nửa đơn. 

3. Cho R là vành tùy ý và M là R_module bất khả quy. Khi đó A(M) là ideal hai  phía của 

R  và  M  là  R/A(M)_module  bất  khả  quy  trung  thành.  Do đó  R/A(M)  là  vành  nguyên 

thủy. 

4. Cho  R  là  vành  tùy  ý  và     là  ideal phải  tối  đại  chính quy  của R.  Khi đó M=R/    là 

R_module bất khả quy và A(M)=(   :R) là ideal hai phía lớn nhất nằm trong   . Suy ra 

R nguyên thủy khi và chỉ khi tồn tại ideal phải tối đại chính quy   và ( :R)=(0). 

Định lý 1.4.1. Vành  R  là vành nguyên  thủy khi và chỉ khi  tồn  tại     là  ideal phải  tối đại 

chính quy trong R sao cho ( :R)=(0). Trong trường hợp đó R là vành nửa đơn. Hơn  nữa, 

nếu vành nguyên thủy R giao hoán thì R là trường. 



Chứng minh. R nguyên thủy khi và chỉ khi tồn tại ideal phải tối đại chính quy         là 

ideal hai phía tối đại(vì R giao hoán)  (   :R)=   (vì (  :R) là ideal hai phía lớn nhất nằm 

trong  ). Do (  :R)=(0) suy ra   =(0). Ideal tối đại  =(0) nên R là một trường. Giả sử R là 

vành nguyên thủy và M là R_module bất khả quy và trung thành. Theo bổ đề Schur ta có : 

   ( ) ( ) : ;r rC M E M T T r R          

Là một thể (vành chia) với  : ;r rT M M m mT mr  . 

Định nghĩa 1.4.2  (Tác động dày đặc) Giả  sử  M  là  R_module bất khả  quy. Đặt   =C(M), 

theo bổ đề Schur thì   là một thể và M có cấu trúc không gian vectơ trên thể  . 

Vành R được gọi là tác động dày đặc trong M ( hay R dày đặc trong M) nếu với mỗi 

hệ vectơ   1 2, ,.., nv v v M độc lập tuyến tính trên    và bất kỳ n phần tử  1 2, ,.., nw w w   trong 

M thì tồn tại rR sao cho  ; 1,2,..,i iw v r i n  . 

Nhận xét.  1. Ở đây khái niệm dày đặc được hiểu theo nghĩa: Lấy tùy ý hệ hữu hạn các vectơ 

của M độc lập tuyến tính trên   và một hệ hữu hạn bất kỳ của M. Bao giờ cũng tồn tại phép 

biến đổi tuyến tính biến hệ độc lập này thành hệ kia. 

2. Nếu dim M n  (hữu hạn) thì  ( , ) .Hom M M R  Thật vậy: 

 r R   phép nhân bên phải  iv rlà phép biến đổi tuyến tính của      

không  gian  vectơ  M  trên  thể   :  ( , );rr T Hom M M r R    .Do  đó                      

R ( , )Hom M M . 

 ( , );f Hom M M  giả sử  1 2, ,.., ne e e  là cơ sở của M. Đồng cấu f     

hoàn toàn được xác định nếu biết các ảnh  1 2, ,.., ne f e f e f .     Theo    tính dày    đặc tồn tại 

r R sao  cho với mọi  1 2, ,.., nw w w M ta  có  i ie r w   và  i ie f w ,    i=1,2,..,n. Do đó  r=f 

suy ra  ( , )Hom M M R  . 

Định lý 1.4.2. (Định lý dày đặc) Giả sử R là vành nguyên thủy và M là                 R_module 

bất khả quy trung thành. Nếu   =C(M) thì R là vành dày đặc các phép biến đổi tuyến tính 

trong M trên  .(nói tắt: R dày đặc trên M).                      Chứng minh.  Trước hết ta có nhận 

xét: Để chứng minh tính dày đặc của R trên M hay R dày đặc trên  ( , )Hom M M  ta chỉ cần 

chứng minh nếu V là không gian hữu hạn chiểu của M trên     và mM, mV thì  tồn  tại 

rR: Vr=(0) và mr0 ( r linh hóa toàn bộ V mà không linh hóa m). Thật vậy nếu điều trên 

thỏa thì mrR (0) và mrR là module con của M trên R. Vì M bất khả quy mrR=M. Do đó 

ta phải tìm sR sao cho mrs là bất kỳ phần tử  nào của M (mrs chạy khắp M). 



Lưu  ý: Vrs=(0). Giả sử  1 2, ,.., nv v v M là hệ độc lập tuyến tính  trên    và  1 2, ,.., nw w w  M 

tùy  ý.  Gọi      iV   là  không  gian  của  M  trên   sinh  ra  bởi  các  jv với  j i.  Đặt 

/i jV v j i    i iv V . Vì hệ  1 2, ,.., nv v v  độc lập tuyến tính nên với mỗi i tồn tại  it R sao 

cho  i i iv t w   và  (0)i iV t  . Đặt  t= 1 2 .. nt t t R      thì  ta  có  i iv t w   theo định nghĩa R dày 

đặc trên M. 

Để chứng minh định lý ta chứng minh nhận xét trên bằng quy nạp theo số chiều của 

không gian vectơ V trên  . 

Nếu dim V=0 V=(0) 

, 0 (0)m M m V m mR       (vì M bất khả quy) 

(Nếu  , 0 (0)m M m mR       thì  MR=(0)(mâu  thuẫn  tính  chất  bất  khả  

quy) : 0r R mr    và Vr=(0). 

Giả sử mệnh đề đã đúng với các không gian có số chiều nhỏ hơn hoặc bằng số chiều 

của V. Ta chứng minh nhận xét đúng với không gian có số chiều bằng số chiều của V. Giả sử 

V= 0V +    trong đó dim 0V =dim V-1 và  0V (    là ideal chính sinh bởi   ). Theo giả 

thiết quy nạp với     

  A( 0V )= 0/ (0)x V V x  thì  0 ,m V r     0( )A V sao  cho  mr 0.  Mặt  khác,  nếu 

m 0( )A V =(0)  thì  m 0V .Tập  hợp  A( 0V )  là  ideal  phải  của  vành  R  và  do   0V   nên 

A( 0V ) (0)  là module con của M  A( 0V )=M (1)  .( Suy ra  ,m M m V     sao cho  từ 

đẳng thức Vr=(0) suy ra mr=0 là không xảy ra.) 

  Giả sử phản chứng:  ,m M m V    sao cho từ đẳng thức Vr=(0) suy ra mr=0. 

           Xét ánh xạ  :MM 

   x x =ma  

trong đó a được xác định x= a với aA( 0V ) do (1). Ta có   được định nghĩa tốt. Thật vậy, 

nếu x=0 thì 0=x= a vì vậy a linh hóa cả hai  0V và  , do đó a linh hóa toàn bộ V. Theo giả 

thiết phản chứng ma=0 x=x =ma=0. Vậy  được định nghĩa tốt. 

  Rõ  ràng   E(M);  hơn  nữa  nếu  x= a  với  aA( 0V )  thì  r R  ,  ar  A( 0V )  và 

xr=( a)r=  (ar) nên (xr)  =m(ar)=(ma)r=(x )r. Điều này chứng tỏ   nằm trong  . Do đó 

ar A( 0V ), ma=( a) =(  )a suy ra (m-  )a=0,  aA( 0V ). Theo giả  thiết quy nạp m-

   0V  vì vậy m 0V +  =V(mâu thuẫn). 



Định lý 1.4.3. Giả sử R là vành nguyên thủy, khi đó với một thể    nào đó hoặc là vành R 

đẳng cắu với vành  n  (vành ma trận vuông cấp n trên thể  ), hoặc là với mọi số tự nhiên m, 

tồn tại vành con  mS của R ánh xạ đồng cấu vào  m . 

Chứng minh. Giả sử R là vành dày đặc các phép biến đổi tuyến tính của không gian vectơ V 

trên thể   .Nếu V hữu hạn trên    thì R dày đặc trên V, nghĩa là R đẳng cấu với vành các 

phép biến đổi   tuyến tính trên không gian V ,chính là  n  với n= dim .V  

  Nếu không gian V trên    là vô hạn chiều thì với  mọi số tự nhiên m tồn tại các phần 

tử phụ thuộc tuyến tính trên  :  1 2, ,.., mv v v V .  

Giả  sử  1 2 ..m mV v v v         và   /m m mS x M V x V   .  Định  lý  dày  đặc  khẳng  định 

rằng  lúc  đó  mS   dày  đặc  không  gian  các  phép  biến  đổi   -tuyến  tính  mV .  Nếu  ký  hiệu 

 / (0)m m mW x S V x    thì ta có đẳng cấu  

                  / ( , )m m m m mS W Hom V V    

Một ứng dụng quan trọng đã được chứng minh  dựa vào định lý dày đặc như sau:(như 

là một minh họa đẹp về ứng dụng của định lý dày đặc). 

Định lý 1.4.4.(Định lý Wedderburn-Artin) Giả sử R là vành Artin đơn thì khi đó R đẳng cấu 

với  nD , trong đó  nD là tập hợp các ma trận vuông cấp n lấy hệ tử trên thể D. Hơn nữa, n là 

duy nhất và D   sai khác một phép đẳng cấu. Ngược lại, nếu D là một thể  tùy ý thì  nD   là 

vành Artin đơn. 

Chứng minh. Trước hết ta lưu ý rằng một vành vừa đơn vừa Artin thì nó là vành nửa đơn. 

Thật vậy, giả sử R là vành đơn và Artin. Nếu J(R) (0)  thì J(R)=R( để ý rằng vành đơn là 

vành không có ideal thực sự nào và  2R  (0)). Mặc khác R Artin nên J(R) lũy linh suy ra R 

lũy linh.  

           Nhưng  2R R     (0),nR R n    nên R không lũy linh(mâu thuẫn). Vậy J(R)=(0) 

nên R nửa đơn.   Ta chúng tỏ rằng R nửa đơn thì R là vành nguyên thủy, nghĩa là tồn tại M 

là module  trung thành bất khả quy M. Thật vậy, M là môđun bất khả quy của R, tập A(M) là 

ideal  hai  phía  của  R  và  A(M) R  suy  ra  A(M)=(0)  do  đó  M  module  trung  thành  nên  R 

nguyên thủy .  

Theo định lý dày đặc R dày đặc trong  ( , )Hom M M ;  R ( , )Hom M M  trong thể   =C(M) 

ta chứng minh rằng R ( , )Hom M M . Điều đó xảy ra khi  dim M   . Giả sử có một dãy 



vô  hạn các vectơ độc  lập  tuyến  tính  1 2, ,.., nv v v ,..  trong M. Ta xây dựng một dãy giảm các 

ideal phải như sau:  

 Đặt   / 0, 1,2,..,n ix R v x i n     ={xR/x linh hóa các  1 2, ,.., nv v v } 

Ta có  1 2 .. ..n      Hơn nữa chúng khác nhau, chẳng hạn ta chứng minh được rằng 

1 2  . Thật vậy, vì  1 2,v v  độc lập tuyến tính nên với hệ gồm hai vectơ 0 và  2v , theo tính dày 

đặc tồn tại rR sao cho  1 0v r  và  2 2v r v  suy ra r 1 (vì nó linh hóa  1v ). Nhưng r 2 vì nó 

không linh hóa  2v . Vậy  1 2  , ta được dãy vô hạn thật sự  1 2 .. ..n       . Do tính 

Artin  dãy  này  phải  dừng(Mâu  thuẫn).  Vậy  dim M   hữu  hạn  suy  R  đẳng  cấu  với 

( , )Hom M M . 

1.5 Vành đơn - Vành nguyên tố  

Định nghĩa 1.5.1. Vành R được gọi là vành đơn nếu  2R  (0) và trong R không  có ideal thực 

sự nào ngoài (0) và R. 

Định nghĩa 1.5.2.1 Vành R được gọi là vành nguyên tố nếu với mọi a,bR thì từ đẳng thúc 

aRb=0 suy ra a=0 hoặc b=0. 

Nhận xét. 1.Vành R là vành nguyên tố nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn một trong các điều kiện 

sau: 

  (a) Linh hóa tử bên phải của một ideal phải khác (0) của R phài bằng (0). 

  (b) Linh hóa tử bên trái của một ideal trái khác (0) của R phải bằng (0). 

  (c) Nếu A, B là hai ideal của R và AB=(0) thì suy ra A=(0) hoặc B=(0). 

2. Nếu R là vành đơn có đơn vị thì R là vành nửa đơn. Thật vậy, vì R là vành đơn và có đơn 

vị nên J(R)R nên J(R)=(0). Suy ra R là vành nửa đơn.              3. Nếu R là vành Artin đơn 

thì R là vành nửa đơn. Thật vậy, giả sử R là vành Artin đơn. Khi đó J(R) lũy linh. Mặt khác 

do R đơn nên  2 (0)R  mà   2R  là ideal hai phía của R nên  2R =R (0) suy ra  (0);nR R n    

suy ra R không lũy linh. Do đó J(R) R mà J(R) là ideal hai phía của R nên J(R)=(0). Suy ra 

R là vành nửa đơn. 

4. Mọi vành nguyên thủy đều là vành nguyên tố. Thật vậy, giả sử R là vành nguyên thủy, khi 

đó tồn tại M là R_module trung thành bất khả quy. Giả sử ta có aRb=(0). Ta chứng minh a=0 

hoặc b=0. Thật vậy, giả sử a 0, khi đó aR là ideal phải chính sinh bởi a. Có hai khả năng 

xảy ra: 



(a) aR (0). Đặt  =aR (0). Khi đó M  là module con của M và do M là module bất 

khả quy nên M  =(0) hoặc M  =M. Hơn nữa M là module trung thành nên nếu ta có 

M  =(0)  thì   =(0)(mâu  thuẫn).  Do  đó  M  =M,  ta  có:

  Mb=(M )b=M( b)=M(aRb)=M(0)=(0) 

Suy ra b linh hóa toàn bộ M mà M là module trung thành nên b=0. 

  (b)  aR=(0). Đặt  J= / (0)r R rR  .  Dễ  thấy  aR  và  a 0  nên  J  là  ideal  của  R  và 

J (0). Hơn nữa ta có Jb=(0) (vì bR). Do MJ là module con của module bất khả quy M nên 

MJ=(0) thì J=(0)(mâu thuẫn). Do đó MJ=M, khi đó Mb=(MJ)b=M(Jb)=(0). Suy ra b linh hóa 

toàn bộ M mà M là module trung thành nên b=0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chương 2 

 CÁC ĐỊNH LÝ VỀ TÍNH GIAO HOÁN 

 

Chúng ta hãy bắt đầu với định lý Wedderburn nổi tiếng sau: 

Định lý 2.1.(Wedderburn) Mọi thể hữu hạn là một trường. 

Để chứng minh định lý ta chứng minh bổ đề sau:  

Bổ đề 2.1. Giả sử D là một thể có đặc số p0 và Z là tâm của thể D. Giả thiết rằng aD, 

a1, aZ và a
np =a, với số tự nhiên n 1 nào đó. Thế thì tồn tại xD sao cho   1axx  =a ai  , 

với số nguyên i nào đó. 

Chứng minh. Xét ánh xạ  : D D   

                 x x xa ax    

Do đặc  số của thể D bằng p0 nên ta suy ra  a ap p px x x      suy ra 

a a , 0
k k kp p px x x k     .                                                                                                Giả 

sử P là trường con đơn trong Z , vì phần tử a là phần tử đại số trên P nên trường P(a) cũng 

hữu hạn và có  mp  phần tử. Khi đó, 
mpa a , do đó  a a

m m mp p px x x    a ax=x , x D,x     

nghĩa là 
mp  . Nếu  ( a)P  thì  ( ) ( ) a  a( ) (  a  a ) ( )x x x x x x            vì rằng hai 

phần tử a và   là giao hoán của nhau. Bằng cách ký hiệu ánh xạ  I:  ;D D x x   ta suy 

ra  I và   giao hoán được với nhau  (a)P  . Đa thức 
mpt t  có thể phân tích trên P(a) 

thành những nhân tử tuyến tính  
mpt t =

(a)

( )
P

t





  nhưng do tính giao hoán của  I và   

ta suy ra  rằng  0= 
mp  =

( )

( )
P A

I


 


 .  

  Vì aZ nên  0. Giả sử k là số bé nhất sao cho tồn tại  1 2, ,.., (a)k P     thỏa  

1( )..( ) 0kI I       . Theo giả thuyết số k như thế tồn tại, hơn nữa k 1 vì  0. Do 

1 2, ,.., (a)k P     thì tồn tại phần tử rD nào đó sao cho  1 1( )..( ) 0kr I I          

nhưng  ( ) 0k I     nghĩa là  a-a = k    . Do  0   nên ta có  1a a (a)k P      , hơn 

nữa  1a a    do  0k  . 

  Trường P(a) là hữu hạn vì vậy nhóm nhân của nó là xyclic và do đó bất kỳ hai phần tử 

khác 0 của P(a) mà nếu có chung một bậc (đối với phép nhân) thì phần tử này là lũy thừa của 



phần  tử  kia.  Hiển  nhiên  tính  chất  đó  cũng  đúng  cho  cập  phần  tử  a  và  1a  .  Vậy 

1a  =a i với i nào đó. 

Bây giờ ta chứng minh định lý Weddeburn. 

Chứng minh.Giả sử D là một thể và Z là tâm của nó. Nếu trường con đơn trong Z có p phần 

tử    thì nó có đặc số p và có  thể xem D là không gian  tuyến  tính  trên Z, do đó D có chứa 

q= np  phần tử. Chúng ta quy nạp theo n rằng mọi thể có cấp  kp (k<n) đều giao hoán (và do 

đó là một trường). 

Nếu a, b là các phần tử của D mà abba thế thì  ab =b at t  khi và chỉ khi  tb Z . Thật 

vậy,  tập N( tb )= / t tx D xb b x    là  thể  con  của D  chứa  a,b nên  N( tb ) không giao  hoán, 

theo giả thiết quy nạp N( tb ) trùng với D, điều đó có nghĩa là  tb Z.  

Nếu uD, tồn tại m(u) là số nguyên dương bé nhất sao cho  ( )m uu Z. Bằng cách chọn 

aD mà aZ và m(a) số bé nhất trong các m(u) đó. Đặt m(a)=r, hiển nhiên r là số nguyên tố. 

Thật  vậy,  giả  sử  r=pq  trong  đó  p,q  thuộc  N  khác  1  và  nguyên  tố  cùng  nhau.  Vì 

a a (a )r pq p q Z   . Xét phần tử b=a p D  và   
qq pb a Z  với q<r mâu thuẫn với tính bé 

nhất của r. Vậy r là số nguyên tố.  

Theo bổ đề 2.1 tồn tại phần tử xD sao cho  1a aix x  . Do đó  ax
kk k ix a  . Đặt biệt 

với k=r-1 ta có  1 ( 1)axr rx a     với  Z  vì  1 1( )ri r  . Để ý rằng xa ax và  1rx Z  (do tính 

bé nhất của r và định nghĩa  tập N( tb )). Từ đó suy ra rằng  1 1a axr rx    nghĩa là  1  . Đặt 

1rx b   ta nhận được  1ab b a  , do đó  1 1a ( a ) ar r r rb b b b    ra vì vậy  1r  , cùng với 

đẳng thức  ab ;   a=abr r r r rb a a b    ta suy ra  rb Z . Ký hiệu a r Z   và  rb Z  . 

  Ta khẳng định rằng, nếu  1
0 1 1.. 0r

ru u b u b 
     trong đó  iu Z (a) thì tất cả các phần 

tử  iu   phải  bằng  0.  Thật  vậy,  giả  sử  ta  có  hệ  thức  1
0 1 .. 0kmm

ku u b u b     

 10 .. km m r      có  số  các  số  hạng  bé  nhất;  bằng  cách  kết  hợp  với  a  và  chú  ý 

rằng: 1 1a a= b; a a=k k kb b b    ta nhận được   1 1
0 1 .. 0k km mm m

ku u b u b     . Bằng cách trừ đi 

các  vế  tương  ứng  ta  được  1 1
1 (1 ) .. (1 ) 0k km mm m

ku b u b      .  Vì  rằng  1  và  1r  (  r 

nguyên tố) nên  1 khi 1 i<ri   . Như vậy sẽ phát sinh một hệ thức tổng quát hơn  tương tự 

hệ  thức  ban  đầu  là  không  thể  được.  Tương  tự  nếu  1
0 1 1a .. a r

rv v v 
   =0  trong  đó 



( )iv Z b thì tất cả phần tử  0iv  . Đặt biệt các đa thức  rt   và  rt   là những đa thức cực 

tiểu trên Z tương ứng với a và b. Do đó:    (a) : ( ) :Z Z Z b Z r   

  Xét  ánh  xạ  1: (a) (a);Z Z x bxb     là  tự  đẳng  cấu  không  đồng  nhất  của  trường 

Z(a), riêng các phần tử của Z qua ánh xạ này sẽ không thay đổi. Vì rằng  là tự đẳng cấu bậc 

r và   ( ) :Z a Z r  nên các lũy thừa của tự đẳng cấu   sẽ vét hết tất cả các tự đẳng cấu của 

trường Z(a) trên Z của Z(a). 

  Ta biết rằng từ tính hữu hạn của Z(a) suy ra có thể biểu diễn mọi phần tử  u Z  dưới 

dạng  u= 1( ).. ( )rx x x   ,  ở  đây  x  là  phần  tử  nào  đó  của  Z(a).  Trường  hợp  đặc  biệt, 

1 1( ).. ( )ry y y     với yZ(a). Nhưng khi đó: 

  2 2 1(1 )(1 ( ) .. ( ).. ( )r ryb yb y y b y y y b           

= 2 2 1 2 2 2 21 ( ) .. ( ).. ( ) ( ) ..r ryb y y b y y y b yb y b y b y b              

2 1( ).. ( )r ryby y y b     (để  ý  rằng  yZ(a)  nên  y= (y)  nên  ta  có 

2 2 2( )y y b y b  ,..)= 11 ( ).. ( ) 1 1 1 0r r r ry y y b b b         .  Suy  ra  hoặc  1-yb=0  do  đó  b 

khả nghịch (mâu thuẫn), hoặc   21 ( ) ..yb y y b      2 1( ).. ( )r ry y y b    =0. Theo nhận định 

trên suy ra  1=y=y ( )y =..=0 (mâu thuẫn). 

Nghĩa là cả hai trường hợp trên đều không xảy ra. Định lý được chứng minh. 

Sau đây là một số hệ quả suy ra từ định lý Wedderburn. 

Bổ đề 2.2.  Nếu D là một thể có đặc số p0 và G là nhóm con nhân hữu hạn của D thì G là 

một nhóm abel (do đó G  là nhóm con xyclic). 

Chứng minh. Giả  sử  P  là  trường  con  đơn  của  thể  D  (suy  ra  P  có  đúng  p  phần  tử).  Tập 

A= / ,i i i ig P g G    . Rõ ràng A là vành con hữu hạn của D, do đó A trở  thành  thể 

con hữu hạn và là một trường. Vì G A nên G là một trường. Vậy G giao hoán . Không chỉ 

có thể hữu hạn mới giao hoán, ta có kết quả mở rộng hơn trong một thể như sau: 

Bổ đề 2.3.  Giả sử D là một thể trong đó với mỗi phần tử aD đều tồn tại số tự nhiên n(a)>1 

sao cho  (a)a an  . Lúc đó D là thể giao hoán.                         Chứng minh. Vì rằng 2D và 

2 2m   với m>1 (chứng minh  2 2m   như sau: Ta có 1D2=1+1D theo giả thiết m>1: 

2 2m  ). Nên suy ra D có đặc số hữu hạn p (chứng minh D có đặc số hữu hạn p như sau: Vì 

2 2m   12(2 1) 0m   , do D là một thể nên ta suy ra: hoặc 2=0 hoặc  12 1m  .  



  Nếu 2=01+1=0 2.1=0: D có đặc số 2. 

  Nếu  1(2 1).1 0m    D có đặc số p (với p nguyên tố và là ước của  12 1m  ) 

Nếu D không giao hoán và Z là tâm của D thì tồn tại phần tử a của D không nằm trong 

Z. Giả sử P là trường con đơn trong Z. Vì rằng phần tử a là đại số trên P nên trường P(a) hữu 

hạn và có tất cả  sp phần tử. Khi đó  a
sp a  và thỏa các điều kiện của bổ đề 2.1, do đó tồn tại 

bD sao cho  1bab a ai   , ba=a bi . Hệ thức sau cùng với điều kiện là a, b có bậc hữu hạn 

dẫn đến nhóm nhân G là hữu hạn được sinh ra bởi các phần tử của a và b. Do đó theo bổ đề 

2.2 nhóm G giao hoán nhưng điều này mâu thuẫn với điều kiện abba. 

Một trong những kết quả quan trọng được mở rộng từ định lý Weddeburn là định lý 

Jacobson, cho chúng ta một điều kiện khá mạnh để vành R trở thành giao hoán. 

Định lý 2.2. (Jacobson) Giả sử R là một vành trong đó với mọi phần tử aR đều tồn tại số tự 

nhiên n(a)>1 sao cho  (a)a an  . Khi đó vành R là vành giao hoán. 

Chứng minh. Ta thấy ngay vành R là nửa đơn. Thật vậy, nếu aJ(R), từ đẳng thức  (a)a an   

có  thể viết  lại dưới dạng a=ax  trong đó x= (a)-1a ( )n J R , nhưng khi  đó  ta có nhận xét  sau: 

Nếu u=ux trong đó uR và xJ(R) thì u=0 (hiển nhiên vì xJ(R) nên -xJ(R) do đó  'x R   

sao cho –x+ 'x +(-x)  'x =0.Tác động u vào hai vế ta được –ux+ u 'x -ux 'x =0 hay  0= –u+u 'x -

u 'x =-u u=0. Vậy a=0 do đó J(R)=0). 

  R là vành nửa đơn nênR là tổng trực tiếp con của các vành nguyên thủy  aR ; mỗi vành 

aR  lại là  ảnh đồng cấu của vành R nên cũng thỏa mãn điều kiện  (a)a an  . Hiển  nhiên điều 

kiện này cũng được thỏa trong mọi vành con của  aR và trong ảnh đồng cấu của nó. Theo định 

lý 1.4.4 đối với mỗi vành  aR  tồn tại thể D sao cho: 

    Hoặc là  a nR D  ( nD  vành các ma trận vuông cấp n lấy hệ tử trên thể D nào đó) 

    Hoặc là  1m  ,  mD là ảnh đồng cấu của vành con nào đó của  aR . 

  Từ khẳng định rằng nếu  aR  mà không đẳng cấu với thể D thì với k>1, trong vành  kD  

thỏa mãn tính chất  (a)a an  , n(a)>1,  a Dk  . Rõ ràng tính chất này không đúng với phần tử:  

     

0   1   0  ..

0   0   0  ..
a

..........

0   0   0  ..

 
 
 
 
 
 

 



phần  tử  này  thỏa  mãn  đẳng  thức  2a 0 ,  do  đó  aR là một  thể  và  theo bổ đề 2.3  aR là giao 

hoán. Nhưng khi đó R giao hoán (như là tổng trực tiếp con của các vành giao hoán). 

Định lý 2.3. Giả sử R là vành trong đó  ,x y R  , tồn tại số nguyên n(x,y)>1 sao cho 

( , )( )n x yxy yx xy yx   , thế thì vành R là giao hoán.                            Chứng minh. Ta bắt 

đầu chứng minh định lý này trong trường hợp đặc biệt: 

R là một thể sau đó chứng minh trong trường hợp R vành nguyên thủy, R là vành nửa đơn và 

cuối cùng là vành tùy ý. 

Bổ đề 2.4.  Giả sử D là một thể thỏa mãn điều kiện  ,x y R  , tồn tại số nguyên n(x,y)>1 sao 

cho  ( , )( )n x yxy yx xy yx   , khi đó D  giao hoán. 

Chứng minh. Giả sử a, bD mà c=ab-ba0, theo giả thiết  mc c với m>1. Nếu Z là tâm thể 

D và   0 Z   thì  ( ) ( )c a b b a    . Do đó tồn tại n>1 sao cho  ( )nc c  .  Đặt q=(m-

1)(n-1)+1, khi đó ,   ( 1)( 1) 1 1 1 1 1. . .
nq m n mn m n m m n n m nc c c c c c c c                = 

1. . .m mc c c c c     

. .m mc c c c   và  1( ) ( ) . ( ) .( ) .( ) . .
mq mn m n n m nc c c c c c c c                 

= ( ) .( ) .( ) .( ) .m m n nc c c c c c        . 

Ta có  0 ( ) ( )q q q q qc c c c c c c                 nhưng D  là một  thể nên  q  =0. 

Như vậy  , 1Z q     sao cho  q   rõ ràng trong trường hợp này Z có đặc số hữu hạn 

p0. Ký hiệu P là trường con đơn của trường Z. Ta khẳng định rằng nếu thể D không giao 

hoán thì các phần tử a, b có thể biểu diễn lại thành phần tử c=ab-ba không chỉ khác 0 mà còn 

không thuộc Z. Thật vậy, vì Z chứa  các phần tử giao hoán nên cZ  và ac=a(ab)-(ab)aZ 

suy ra aZ do đó 0=ab-ba=c 0(mâu thuẫn). 

  Như vậy ta có thể giả thiết rằng c=ab-baZ. Vì  mc c nên c là phần tử số trên trường 

P vì vậy 
kpc c  với phần tử k>0. Phần tử c thỏa mãn tất cả các điều kiện của bổ đề 2.1 do đó 

tồn tại xD sao cho  1 ixcx c c   , nghĩa là xc= ic x cx . Từ đó d=xc-cx0 đồng thời ta có 

dc=(xc)c-c(xc)=  ( )ic xc cx = 

ic d . Phần tử d có bậc hữu hạn và  1 idcd c c   . Nhưng khi đó nhóm con nhân sinh bởi c 

và d trong D là hữu hạn, theo bổ đề 2.2 D phải giao hoán. Vì rằng cd dc nên ta có điều mâu 

thuẫn. 



Bây giờ ta chứng minh định lý 2.3. 

  Giả sử R là vành trong đó  ( , )( )n x yxy yx xy yx   ,  ,x y R  . Nếu R là vành nửa đơn 

thì nó đẳng cấu với tổng trực tiếp con các vành nguyên thủy  aR , ngoài ra  aR là ảnh đồng cấu 

của vành R, các  aR  thỏa mãn các điều kiện trong R. Chúng ta đi chứng minh mỗi  aR  là giao 

hoán. 

  Mặt khác ta có thể giả thiết rằng R là vành nguyên thủy, trong trường hợp đó có thể 

chứng minh rằng RD, D là một thể nào đó. Hoặc là với số nguyên k nào đó vành ma trận 

kD trên thể D phải là ảnh đồng cấu của vành con nào đó của R và do đó thỏa mãn các điều 

kiện của định lý. Ta chứng minh rằng điều sau không thể xảy ra. Thật vậy dễ dàng thấy điều 

kiện đòi hỏi bị vi phạm đối với các ma trận. 

 

1   0  ..   0 0   1  ..   0

0   0  ..   0 0   0  ..   0
             v                   b=  

......... .........

0   0  ..   0  0   0  ..   0 

a à

   
   
   
   
   
   

 

Vì b=ab-ba0;  2b =0. Như vậy nếu vành R là nửa đơn thì nó phải giao hoán. 

  Bây giờ giả sử R là vành tùy ý thỏa mãn các điều kiện của định lý. Khi đó chính các 

điều kiện của định lý cũng thỏa mãn đối với vành thương R/J(R). Vành thương R/J(R) nửa 

đơn theo chứng minh  trên nó giao hoán. Do đó xy-yxJ(R), ,x y R  . Từ đó  ta có  thể kết 

luận xy-yx=0. Nói cách khác vành R là giao hoán. 

Để xét tiếp các khả năng, chúng ta nhắc lại khái niệm tách được:  

Giả sử đã cho các trường K và F, thêm vào đó K là mở rộng đại số của F. Phần tử aK 

được gọi  là  tách được  trên F nếu đa  thức  tối  tiểu của a  lấy hệ  tử  trên  trường F không có 

nghiệm bội. 

 Bổ đề 2.5.  Giả sử K là trường mở rộng của trường F; K F và giả thiết rằng  a K  , tồn tại 

số tự nhiên n(a)>0 sao cho  (a)a .n F  Khi đó một trong các điều sau là đúng: 

1. K thuần túy không tách được trên F. 

2. K có đặc số nguyên tố và là đại số trên trường con đơn P.   

 Định lý 2.4. (Jacobson-Noether)   Nếu  thể  D  không  giao  hoán  và  có  cấu  trúc  đại  số  trên 

chính tâm Z của D, thế thì D chứa phần tử tách được trên Z nhưng không thuộc Z. 

Chứng minh. Nếu đặc số của D bằng 0 thì mọi phần tử của D đều tách được trên Z. Ta xét 

một vành chia D có đặc số p0.  



  Nếu định  lý  là  sai  thì D hoàn  toàn  không  tách  được  trên  Z  tức  là  với  mọi xD  thì 

( )n xpx Z với số nguyên n(x) 0. Do đó ta tìm được phần tử aD, aZ sao cho  a p Z .  

  Bằng cách  định  nghĩa  ánh  xạ:  : ; a aD D x x x x    . Khi  đó  do  D  có đặc  số 

p0 nên  ap px x  a 0px  (vì  pa Z ). Ta lại có aZ nên  0. Giả sử y 0, khi đó ta 

tìm được k>1 sao cho  ky =0,  1 0ky   . Đặt x= 1ky  , vì k>1 nên x có thể biểu diễn dưới 

dạng x= a a    . Mặt khác x =0 và xa=ax. Hơn nữa vì D là thể nên x có thể biểu diễn 

dưới dạng x=au. Do x giao hoán với a nên u cũng vậy.Từ đó ta có đẳng thức au= a a   

suy ra a= 1( a a )u   = 1 1( )a a( )u u ca ac       trong đó c= 1u  . Từ đó dễ dàng suy ra 

11 acac   .  Nhưng  với  t  nào  đó  ta  lại  có 
tpc Z   nên 

1 1 1(1 aca ) 1 (aca ) 1 ac a 1
t t t t tp p p p pc c           (vì 

tpc Z ). Mâu thuẫn vì 1=0. 

Hai kết quả trước cho ta một định lý là tổng quát hóa của định lý Jacobson và Jacob-

son-Noether. Đó cũng là phép chứng minh của Kaplansky đối với vành nửa đơn. 

Định lý 2.5.( Kaplansky )Giả sử R là vành có tâm Z và giả sử rằng  a R   tồn tại số nguyên 

n(a)>0 sao cho  ( )a n a Z . Khi đó nếu R không chứa nil ideal thì nó phải giao hoán( hay ideal 

các giao hoán tử của R phải là nil). 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh rằng định lý đúng với thể. Nếu R là thể thì theo các 

điều kiện của định lý nó là một đại số trên tâm Z của nó và theo định lý 2.4 hoặc R giao hoán 

hoặc R chứa phần  tử aZ,  tách được  trên Z. Trong  trường hợp sau,  trường Z(a) không  là  

hoàn toàn không tách được trên Z và thỏa mãn điều kiện bổ đề 2.5. nên ta suy ra Z(a) và do 

đó Z  có đặc số nguyên tố p0 và đại số trên chính trường con đơn P. Nếu x là phần tử tùy ý 

của R thì x đại số trên Z nghĩa là đại số trên P. Điều này cho thấy P(x) là một trường hữu 

hạn.  Nhưng  khi  đó    ( )m xx x   với  m>1  theo  định  lý  Jacobson  (định  lý  2.2)  suy  ra  R  giao 

hoán. 

  Bây giờ xét R là vành nguyên thủy. Nếu vành R là một vành nguyên thủy. Nếu vành R 

nguyên thủy  thì hoặc nó  là  thể hoặc  là với k>1 vành ma trận  kD   lấy hệ  tử trong D là ảnh 

đồng cấu của một vành con của R. Với khả năng sau trong  kD  ta xét phần tử: 

     

1   0   ..   0

0   0   ..   0

.........

0   0   ..   0

x

 
 
 
 
 
 

 



Thỏa mãn đẳng thức  mx x  với m>0 nhưng đồng thời x không thuộc tâm  kD . Từ đó suy ra 

R là thể và khi đó R giao hoán (theo chứng minh trên). 

  Giả sử R là vành không có nil_ideal khác 0 và thỏa mãn điều kiện  ( )an a Z . Ta có tính 

chất sau: vành R là được biểu diễn thành tổng trực tiếp con các vành nguyên tố  aR . Hơn nữa 

vành  aR thỏa tính chất bổ sung: Với mỗi  aR đều tồn tại một phần tử không lũy  linh  a ax R  

sao cho với mọi ideal khác (0)   a aU R thì  ( )
a a
m Ux U với m(U)>0 nào đó. Vì là ảnh đồng 

cấu của R nên  aR thỏa giả thiết  ( )an a

aZ . Vậy để chứng minh định lý, ta chỉ cần chứng minh 

trong vành  aR .  

  Nói cách khác, ta có thể giả sử R là vành nguyên tố  thỏa điều kiện  ( )a n a Z và chứa 

phần tử không lũy linh bR sao cho với mọi ideal  (0) U R   thì  ( )m Ub U . Do  ( )n bb =cZ 

cũng không lũy linh và các lũy thừa của nó trùng với bậc của tất cả các ideal khác 0 của vành 

R nên ta có thể bắt đầu với giả thiết bZ. Vì R nguyên tố nên mỗi phần tử của Z không chia 

hết 0 trong R. 

  Giả sử = ( , ) / , , 0r z r R z Z z   ta định nghĩa trong   một hệ thức tương đương 

như sau:   1 1 2 2, ( , )r z r z  nếu  1 2 2 1r z r z . Dễ dàng kiểm chứng rằng hệ thức này là một quan 

hệ tương đương. Tập hợp các lớp tương đương ký hiệu   , ký hiệu lớp của (r,z) là [r,z].  

  Đặt          1 1 2 2 1 2 2 1 1 2, , ,r z r z r z r z z z    

             1 1 2 2 1 2 1 2, . , ,r z r z r r z z  

Do các phần  tử của Z  không  là ước của  không  trong R nên các phép  toán này được định 

nghĩa tốt và    là một vành. Hơn nữa ánh xạ biến r  [rz,z] là phép nhúng R vào   . Cuối 

cùng tâm  Z   của vành    trùng với tập hợp  [ , ] /r z r Z và suy ra ngay  Z  là một trường. 

  Nếu  [r,z]     thì   
( ) ( ) ( ), [ , ]

n r n r n rr z r z Z     do đó   có  tính  chất mà R có. Nhưng 

   là  vành  đơn  (thật  vậy,  nếu  U   (0)  là  một  ideal  của     thì  ta  kiểm  tra  được 

U= ( , ) / [ , ] ,r z r z U z Z   là ideal khác 0 của vành R nên  ( )m Ub U  mà  ( )0 m Ub Z  (vì b 

không lũy linh và bZ) nên từ đó ta suy ra U   chứa phần tử khác 0 của  Z  ). Nhưng  Z   là 

một  trường  vì  vậy  U =    và  khẳng  định  của  chúng  ta  với  vành  đơn     đã được  chứng 

minh. Sau này với vành đơn có đơn vị thì vành    nguyên thủy và theo chúng minh trên    



phải giao hoán. Khi đó vành R cũna giao hoán vì R được nhúng vào   .Tới đây định lý  đã 

được chứng minh. 

Nhận xét. Mệnh đề này thực sự là sự mở rộng của định lý Jacobson (định lý 2.2) vì nếu R là 

vành thỏa  ( )n xx x , n(x)>1 thì R không chứa phần tử lũy linh khác 0 nên không có nil_ideal  

khác 0. 

Mặt  khác  nếu  e  là    một  phần  tử  lũy  đẳng  trong  R  thì  với  mọi  xR  ta  có: 

 
2

xe exe =0= 2( )ex exe  suy ra xe-exe=ex-exe=0 (vì R không chứa phần tử lũy linh khác 

0)  Vậy  xe=ex,  hay  mọi phần  tử  lũy  đẳng  đều  thuộc  tâm.  Do đó  nếu  ( )a an x  ,  n(a)>0  thì 

e= (a)-1a n  là một phần tử lũyđẳng và theo chứng minh trên ta suy ra  (a)-1a n Z. 

Như vậy các giả thiết của định lý 2.5 đều thỏa nên R giao hoán. 

Định lý 2.6. Giả  sử  R  là  vành  với  tâm  Z  và  giả  sử  tồn  tại  số  nguyên  n>1  sao  cho 

nx x Z  , x R  . Khi đó vành R là giao hoán. 

Chứng minh.Ta xét tất cả các trường hợp sau: 

Ta bắt đầu với trường hợp R là một thể. Để ý rằng xR, xZ thì nếu  Z  từ hệ thức 

 
n

x x Z   suy  ra  rằng   n x Z   . Vì  xZ  nên  n  =0,  Z   do đó  Z  là một 

trường hữu hạn. Vì R đại số trên Z nên ta nhận được  ( )n xx x ,  xR. Khi đó theo định lý 

Jacobson suy ra R giao hoán. 

  Nếu vành R nguyên thủy mà không là thể thì với thể D nào đó và số k>1 vành 
k

D là 

ảnh đồng cấu của vành con R. Do đó trong 
k

D  thỏa điều kiện  nx x Z  . Tuy nhiên phần sau 

không thể xảy ra chẳng hạn với phần tử: 

   

0   1   0  ..  0

0   0   0  ..  0

...........

0   0   0  ..  0

k
x D

 
 
  
 
 
 

 

thỏa hệ thức  2 0; nx x x x    Z (mâu thuẫn vì x không nằm trong tâm của vành
k

D ). Từ 

đó suy ra R là thể và do đó là trường. 

  Nếu  vành  R  là nửa đơn  thì  nó  là  tổng  trực  tiếp  con các vành nguyên  thủy 
a

R .  Mỗi 

vành 
a

R là ảnh đồng cấu của vành R và theo phần chứng minh trước 
a

R  giao hoán. Vậy R là 

giao hoán. 

  Chuyển qua trường hợp tổng quát, ta có R/J(R) nửa đơn nên giao hoán. 



Hệ quả.  , ,x y R   ta có xy-yxJ(R). 

Bổ đề 2.6.  J(R)Z. 

Chứng minh. Ta  thấy  rằng  nếu  Z   và  xR  thì   n x Z     do  đó,  y R    ta  có 

   0n xy yx    . 

  Nếu  ( )Z J R  thì  1 ( )n J R    và đẳng thức   11 0nz t   thì suy ra t=0. Vì vậy 

   11 0n xy yx     suy ra  ( ) 0xy yx   đối với mọi  ( )Z J R   và  ,x y R  .  

Bây giờ giả sử a phần tử tùy ý của J(R) khi đó  a a Z J(R)n     và do 

  a a 0n xy yx   suy ra  a( ) 0xy yx  . Tương tự ta nhận được ( )a 0xy yx  ,  a ( )J R  

và  ,x y R  . 

  Trong   những hệ  thức này  ta đặt x=a  ta nhận được đẳng  thức  2a ayay  = 2ay ,  từ đó 

suy ra  2a Z ,  ( )a J R  . Nếu n chẵn thì cùng với phần tử  2a , phần tử  a n cũng thuộc Z, và 

từ  điều  kiện  a a Zn   ta  nhận  được  aZ.  Nếu  n  lẻ  thì  1 ( )na Z J R     và  điều  kiện 

a a Zn    kéo theo 0=(a an  )x-x(a an  )= 1(1 a )( a a )n x x  ,  x R  . Từ đó suy ra xa-ax=0 

nghĩa là aZ. Như vậy trong cả hai trường hợp a đều thuộc Z. Vậy J(R)Z. 

  Theo chứng minh trên ta rút ra được rằng: J(R)(xy-yx)=0. Mặt khác theo hệ quả của 

định lý 2.6 ta có xy-yxJ(R). Như vậy  2( ) 0xy yx  cũng với n>1 ta có ( ) 0nxy yx  , do 

đó từ ( ) ( )nxy yx xy yx Z     ta rút ra xy-yxZ. 

Hệ quả. , ,x y R  xy-yxZ và thỏa mãn đẳng thức  2( ) 0xy yx  . 

  Ta định nghĩa vành không  thể phân  tích  thành  tổng  trực  tiếp con: vành được gọi  là 

không phân tích được thành tổng  trực  tiếp con nếu giao của  tất cả các  ideal của nó là một 

ideal khác (0). Theo kết quả phần I mọi vành là tổng trực tiếp con của các vành không phân 

tích được.  Do đó  ta  chứng  minh định  lý  trên  chỉ  cần  đối với vành  không  phân  tích được 

thành tổng trực tiếp con được. 

  Ta bắt đầu giả sử rằng R là vành không thể phân tích thành tổng trực tiếp con, sao cho 

nx x Z  ,  x R  . Giả sử S là giao của tất cả các ideal khác (0) của vành R, theo giả thiết 

S (0). Rõ ràng S là ideal tối tiểu duy nhất của vành R. Theo kết quả định lý 2.5 ta có thể giả 

sử J(R) (0) nếu không R giao hoán. Như vậy S J(R) ; theo bổ đề 2.6 J(R)Z nên SZ. 

Vì ta có J(R)(xy-yx)=(0) ta đạt được  2 (0)S   nếu R không giao hoán. 

  Chúng ta chứng minh một số kết quả sau: 



Bổ đề 2.7.  Tồn tại số nguyên tố p sao cho p(xy-yx)=0,  , .x y R   

Chứng minh. Vì  nx x Z  và  (2 ) 2nx x Z   nên  (2 2)n x Z   từ đó  (2 2)( ) 0n xy yx   . 

Nếu vành R không giao hoán thì nó sẽ có các phần tử với bậc cộng tính hữu hạn. Khi đó nó 

có phần tử bậc nguyên tố p nào đó. Giả sử    / 0
p

R x R px    thì 
p

R  (0) và 
p

R  là ideal 

trong vành R chứa S. Nếu với số nguyên tố q nào đó khác với p và ideal 
q

R  (0) thì 

S
q

R nhưng khi đó S
p

R 
q

R =(0) trái giả thiết S (0). 

Bây giờ  ( )( ) 0np p xy yx   , ,x y R  , nghĩa là  1( 1) ( ) 0np p xy yx    . Vì  1 1np    

nguyên tố cùng nhau với p nên theo chứng minh trên ta có  

p(xy-yx)=0. Bổ đề được chứng minh. 

  Giả sử x,y là các phần tử tùy ý của R, theo hệ quả của bổ đề 2.6 thì xy-yxZ. Điều 

này còn đúng cho phần tử  2 2x y yx ? Biến đổi ta được   2 2x y yx = x(xy-yx)+(xy-yx)x=2(xy-

yx). Tương tự biến đổi số   k>1 ta được:   k kx y yx  = k kx y yx  1( )kkx xy yx  . Đặc biệt với 

k=p ta nhận được:   1( )p p px y yx px xy yx   =0. 

Do đó ta có bổ đề sau: 

Bổ đề 2.7.   ,  x px R Z   . 

Đặt A(S)={xR/xS=(0)}. Khi đó A(S) là ideal trong R và vì  2S =(0) nên S ( )A S ; 

A(S) (0). 

 Giả sử xA(S); theo bổ đề 2.7  x p Z  do đó  ,y z R  , ta có đẳng thức 

( )( ) 0np px x yz zy    hay là  ( 1) ( ) ( )n p p px x yz zy x yz zy    . 

Vì  ( 1)n px Z   nên tập T= ( 1)/ n pr R x r r  là một ideal của R. Nếu ideal T (0) thì nó 

chứa S. Nhưng điều này không thể xảy ra vì nếu 0 rS vì xA(S),  ( 1) 0n px r r   . Vì vậy 

T=(0) nhưng  ( ) (0)px yz zy T   suy ra  ( )px yz zy =0,  ( ),   y,z Rx A S    . Cụ thể  ta có 

( ) 0px yx xy    hay  1px y  1p px yx yx    vì  px Z .  Tiếp  tục  thực  hiện  như  trên  ta  được 

p k p kx y yx  , 0k   và  p kx Z  . 

  Từ điều kiện  nx x Z  và  ( )n n nx x Z  ta suy ra rằng 
2nx x Z  .  Tương tự ta có 

thể chứng minh được rằng 
knx x Z  ,  1k  , chọn k thỏa  kn p . Vì 

knx Z  và 

knx x Z   nên xZ.  

Do đó ta có bổ đề sau: 



Bổ đề 2.8.  A(S)Z. 

  Bổ đề này chứng tỏ rằng đặc biệt nếu A(S)=R thì R là vành giao hoán. Vì vậy ta giả 

thiết rằng A(S)R. 

  Giả sử a là ước của 0 của vành R, nghĩa là xR:ax=0. Khi đó ta cũng có đẳng thức 

a 0px  . Nếu  px  0 theo bổ đề 2.7 suy ra  px Z. Nếu chính  px =0 thì xZ.  Thật vậy đối với 

số k thỏa  kn p   thì  nk
x =0 mà theo chứng minh trên ta có  nk

x x Z  , do đó xZ. Suy ra 

rằng trong mọi trường hợp phần tử a linh hoá phần tử z 0 và zZ nào đó. Vì rằng z 0 nên 

Rz (0). Thật vậy trong trường hợp ngược lại ta nhận được tập hợp  / (0)x R Rx  là ideal 

khác (0) chứa S, do đó  RA(S). Để ý rằng zZ ta thu được Rz là ideal khác (0) của vành R 

từ đó SRz. Khi đó  a a a (0)S Rz zR   , aA(S). Vậy ta có bổ đề sau: 

Bổ đề 2.9. Mọi ước của 0 trong vành R đều thuộc A(S). 

Bổ đề 2.10. Vành thương R/A(S) là một trường hữu hạn. 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh R/A(S) là một trường. 

  Nếu s là phần tử khác 0 của S thì  s Z  và Rs là ideal của vành R, theo chứng minh 

trên Rs phải là ideal khác (0), từ đó SRs. Mặt khác vì sS và S ideal trên vành R nên Rs 

 S vì vậy S=Rs. 

  Giả  sử  x  là phần  tử  tùy ý  của  R  không  nằm  trong  A(S).  Theo bổ đề 2.9 phần  tử  x 

không phải là ước của 0 trong R và xs khác 0 của S. Do phần trên: Rxs=S; nếu zR, zA(S) 

thì phần tử zsS=Rxs do đó  :y R   zs=yxs từ đó (yx-z)s=0. Vì rằng phần tử yx-z không là 

ước của 0 nên yx-zA(S). Chuyển qua ảnh đồng cấu trong vành thương  R =R/A(S) ta nhận 

được  yx z . Ta đã chứng minh rằng phương trình tương ứng trong vành thương   R  có thể 

giải được  0x   và  z  nào đó.Do đó  R  là một thể. Vì rằng mọi giao hoán tử yx-xy là ước 

của 0,  ,x y R   nên xy-yxA(S). Từ đó suy ra vành thương  R  giao hoán. Như vậy ta đã 

chứng minh được R/A(S) là một trường. 

   Bây  giờ  ta  xét  tính  hữu  hạn  của  R/A(S).  Nếu  xA(S),  vì  px Z   nên 

( )( ) 0, ,np px x yz zy y z R     . Nếu R không giao hoán thì phần tử   np px x là ước của 0 và 

do đó thuộc A(S). Nhưng khi đó trong trường  R =R/A(S) mỗi phần tử  x   thỏa mãn hệ thức 

np p

x x . Từ đó suy ra tính hữu hạn của trường  R . 

  Bây giờ ta chứng minh định lý 2.6   



  Vì  rằng  R =R/A(S) là  trường hữu hạn nên nhóm nhân các phần  tử khác 0 của  R   là 

nhóm  xyclic.  Giả  sử  a   là  ảnh  của  phần  tử  của  nhóm  này  và  là  tạo  ảnh  của  aR  .  Nếu 

xA(S) thì  ( )ta x A S Z    với t>0 nào đó. Do đó ( ta x )a= =a( ta x ) suy ra phần tử a 

giao  hoán  với  mọi  phần  tử  xA(S)  chứng  tỏ  aZ.  Từ  điều  kiện  ( )ta x A S Z     thỏa 

x R   nhưng xA(S) suy  ra xZ. Nhưng A(S) và phần bù của nó nằm trong Z nên mọi 

trường hợp ta đều có R=Z. Định lý được chứng minh.              

  Phần II trình bày nội dung định lý quan trọng Wedderburn và các vấn đề liên quan đến 

tính giao hoán của vành. Tiếp theo chúng ta  sẽ xét một hướng mở rộng tích cực khác cực 

khác của Herstein: Khái niệm siêu tâm của vành được Herstein trình bày trong bài báo: On 

the Hypercenter of a ring năm 1975. 



Chương 3 

SIÊU TÂM CỦA VÀNH NỬA ĐƠN 
 

Cho vành R, người ta gọi tâm của vành R là tập hợp: 

C(R)= a / a a,R x x x R    . Đây là  tập hợp các phần tử của R giao hoán với mọi 

phần tử của R. Dễ dàng thấy ngay rằng tâm C(R) của vành R cũng là vành con, hơn nữa là 

vành  giao  hoán. Herstein  đã  mở  rộng  khái  niệm  này  bằng  khái  niệm  siêu  tâm  được  định 

nghĩa như sau: 

Ta gọi siêu tâm vành R là tập hợp: 

T(R)= a / a a, ( ,a) 1,n nR x x n n x x R       

Mệnh đề 3.1.   

1. C(R)T(R). 

       2. T(R) là vành con của R. 

       3.  ( ) ( ( ))Aut R T R T     (R). 

  Cũng năm 1975, Herstein đã đặt bài toán ngược lại liệu vành R như thế nào thì siêu 

tâm T(R) trùng với tâm C(R) và giải quyết cho lớp các vành càng rộng càng tốt. 

  Đầu tiên ta sẽ xét trường hợp R là một thể: 

Bổ đề 3.1. Nếu R là một thể thì T(R)=C(R). 

Chứng minh. Vì R là một  thể nên T(R) không những là vành con mà còn là một thể con. 

(Thật vậy,  ta  có 1T(R).  Giả  sử  aT(R)  suy  ra  , 1x R n      sao  cho  ax an nx   (1)  ,  vì 

aR nên  1a R  . Từ (1) ta suy ra  1 1x a an nx   nghĩa là  1a ( )T R  nên T(R) là một thể.) Vì 

( ) ( ), ( )T T R Aut R      nên  theo  định  lý  Brauer  (định  lý: Nếu  T  là  thể  con  của  thể  D 

được bảo toàn qua mọi tự đẳng cấu Aut(D) của D thì hoặc T=D hoặc T là tập con của tâm D. 

(On a  theorem of H.Cartan đăng trên  tờ Bull. American Math Society 55(1949) page 619-

620)), ta phải có T(R)=R hoặc T(R)C(R). Nếu T(R)C(R) thì T(R)=C(R). Giả sử T(R)=R 

thì  , ,a b R    ta có  ab an nb , với    1n   nào đó. Theo định  lý 2.5 suy  ra R giao hoán hay 

R=C(R) =T(R).   

  Ngoài thể ra những vành nào cho kết quả T(R)=C(R)? Ta đi xét các vành kế tiếp các 

lớp vành nguyên thủy và nửa đơn. 

Bổ đề 3.2. Nếu R là vành nửa đơn thì T(R)=C(R). 



Chứng minh. Nếu R là vành nửa đơn thì R= R trong đó  R
là vành nguyên thủy. Hơn nữa 

T(R)  ánh  xạ  được  vào  R
,     nên  nếu  chứng  minh  được  T( R

)=C( R
)  thì  ta  có 

T(R)=C(R). 

  Giả sử rằng R là vành nguyên thủy suy ra R là dày đặc các phép biến đổi tuyến tính 

của không gian vectơ V trên thể D. Nếu dim(V)=1 thì R=D do đó R cũng là một thể suy ra 

T(R)=C(R). Ta chỉ cần xét dim(V)>1. 

  Giả sử t 0, tT(R) và giả sử với v nào đó, vV ta có v và vt là độc lập tuyến tính 

trên D. Do tính dày đặc của R trên V suy ra tồn tại xR để vx=0 và vtx=vt suy ra vt mx =vt, 

1m  . Bởi vì tT(R),  ,n ntx x t  với n1 nào đó suy ra vt=vt 0n nx vx t  (mâu thuẫn). Vậy 

v V  ta có vt= ( ).v v  với  ( ) .v D   Nếu v,wV là độc  lập  tuyến tính trên D ta sẽ chứng 

minh rằng  ( ) ( )v w  .Thật vậy, vt= ( ).v v , wt= ( ).w w  và (v+w)t= ( ).( )v w v w   suy ra 

( ( ) ( )). ( ( ) ( )). 0v v w v w v w w         .  Do  v  và  w  độc  lập  tuyến  tính  nên 

( ) ( ) ( )v v w w     .  Vì     là  hằng,  không  thay  đổi  trên  các  phần  tử  độc  lập,  và  vì 

dim 1
D
V   ta nhận được  ( )v  ,    độc lập với v,  v V  .  

  Nếu xR, vì vxV, (vx)t= (vx) nên v(xt)= (vx). Mặt khác vt= v, khi đó 

(vt)x=( v)x= (vx)v(tx)=  (vx) v(xt)=v(tx) v(xt tx)=0 với mọi v V. Bởi R 

trung thành trên Vxt tx=0,  x R   tC(R) T(R)C(R) T(R)=C(R).  

Bài toán còn mở rộng cho R là vành không có nil-ideal khác không: 

Bổ đề 3.3. Giả sử  R là vành tùy ý. Nếu a là lũy linh và aJ(R) thì aR là ideal phải của R (a 

và aR đều nằm trong J(R)).  

Chứng minh. Giả sử a 0, aT(R) là lũy linh  0na  ,  1 0na   với n>1 nào đó, xR là 

phần tử tùy ý đã cho vì   1 ( )na T R  1 1( ) ( ) 0m n n max a a ax     với m>1 nào đó. Gọi i là số 

bé nhất thỏa ( ) . 0u iax a   với u1. Nếu i=1 từ đẳng thức này ta có 

1( ) ( ) .( ) 0u uax ax ax   ax lũy linh.  

Nếu i>1 thì với  1 1 1 1( ) . . 0 ( ) . ( ) . . 0u i u i u ix ax a a xa a x ax a a        trong đó 

1 ( )ia T R  1 1 1 1(( ) ) (( ) ) . 0i u s u s ia xa xa a       với số s1 nào đó. Vậy  1( ) 0i ra xa  trong đó 

r=(u+1)s do đó  2 1 2( ) ( ) 0.i r i ra ax a a xa x     Vì 

2 ( )ia T R  1 2 2 1(( ) ) . .(( ) ) 0r v i i r vax a a ax      (mâu thuẫn) với tính cực tiểu của i, suy ra i=1 

và ax lũy linh  x R  . 



Định lý 3.1. Giả sử R là vành nguyên tố không có nil_ideal khác không . Thế thì T(R) không 

có phần tử lũy linh.        

Chứng minh.  Gọi  N  là  tập  hợp  tất  cả  các  phần  tử  lũy  linh  trong  T(R).                               

, ( ) n na b T R ab b a     với n=n(a,b)1. Do định  lý của Herstein[2], N cũng  là  ideal của 

T(R) thật ra nó là ideal lớn nhất của T(R). 

Giả sử N 0 vì  ( ( )) ( ), ( ) ( )T R T R Aut R N N        và do bổ đề 3.3 tập hợp 

N J(R). Nếu xJ(R), xét  : R R   thỏa  1( ) (1 ) (1 ) ,y x y x      y R  ( )Aut R   do 

đó  1(1 ) (1 ) .x N x N    

Giả sử a 0, aN và  2a =0,  x R   ax là lũy linh (do bổ đề 3.3), vì vậy 

1(1 )ax  = 21 ( ) ...ax ax   Vì (1+ax)a 1(1 )ax  N (1 )ax a   

  2(1 ( ) ...)ax ax N    . Bởi vì  2a =0 nên từ hệ thức cuối cùng suy ra rằng 

(1+ax)aN ,axa N x R    , nghĩa là aRaN. 

Giả sử a, bN và  2 20, 0a b  . Nếu rR theo bổ đề 3.3 brJ(R) và lũy linh nên theo 

kết  quả  trên  a(br)a=0  nghĩa  là  abRa=0,  vì  R  là  vành  nguyên  tố  ta  rút  ra  được ab=0.  Nếu 

xJ(R),  giả  sử  b=(1+x)a 1(1 )x    thì  b N   và  2b =0.  Vì  ab=0  nên 

0=ab=a(1+x)a 1(1 )x  0axa   và aJ(R)a=0 bởi vì R là vành nguyên tố và J(R) 0 là một 

ideal của R a=0. Vậy N=0 và T(R) không có phần tử lũy linh. 

Bổ đề 3.4. Giả sử R là vành nguyên tố không chứa nil ideal, thế thì T(R) giao hoán và một 

phần tử khác không của T(R) thì không phải là ước của 0 trong R. 

Chứng minh. Giả sử a,bT(R) n nab b a , n1 nào đó. Như vậy theo định lý Herstein[2], 

giao hoán tử của T( R) là nil, nhưng theo định lý 3.1: T(R) không có phần tử lũy linhgiao 

hoán tử của T(R) bằng 0T(R) giao hoán. 

Giả  sử  a 0,  aT(R) và au=0 với uR. Nếu xT(R)  thì y=uxa  thỏa mãn điều kiện 

2 0y    và  ay=0.  Vậy  1(1 ) (1 ) ( )y a y T R   ,  tức  là  a+yaT(R),  trong  đó  yaT(R).  Tuy 

nhiên  2( )ya =yaya=0 vì rằng T(R) không chứa phần tử lũy đẳng suy ra ya=0. Lập luận tương 

tự ta có  2uxa =0,  x R  . Vì  2 0a  và R nguyên tố nên u=0. Vậy từ au=0u=0 a không 

là ước của 0 trong R. 

Định lý 3.2. Giả sử R là vành không có nil ideal thế thì T(R)=J(R). 



Chứng minh. 
s

R R  trong đó  R
nguyên tố không có nil ideal. Vì T(R) ánh xạ được vào 

T( R
) nên nếu chúng ta chứng minh được rằng T( R

)=C( R
) với mọi   thì ta cũng có được 

T(R)=C(R). 

Ta có thể giả thiết rằng R là vành nguyên tố và không có nil ideal. Nếu J(R)=0 thì do 

bổ đề 3.2 T(R)=C(R).  

Xét trường hợp J(R) 0. Khi đó C(J)C(R). Ta chứng minh T(R)=C(R). Giả sử aT(R) và 

xJ và ax-xa 0. Bây giờ, ta có: 

1 10 ( )(1 ) (1 ) (1 )ax xa x a x a x T         (R) 

Rõ ràng, vì xJ,  1( )(1 )ax xa x   J. Vì vậy  1( )(1 )ax xa x   ( )T R J  , do đó 

( ) 0T R J  .  

Nếu chúng ta có  ( ) ( )T R J C R   thì  1( )(1 )ax xa x   C(R) và b  T(R)  thì  

1( )(1 ) ( ) ( )b ax xa x T R J C R     . Vì vậy cả hai  1( )(1 )ax xa x     C (R) và 

1( )(1 )b ax xa x   C(R). Vì C(R) không có ước của 0 trong R suy ra bC (R) và 

T(R)=C(R). Ta có thể rút gọn bài toán như sau: 

Nếu R là một vành nguyên  tố không có nil  ideal,  và J(R)=R  thì T(R)=C(R). Giả sử 

rằng  0 ,a T x R     và  z R sao  cho  za=az  và  zx=xz.  Vậy  rõ  ràng  1(1 ) (1 )x a x     và 

1(1 ) (1 )zx a zx   R ta có: 

  1) 
1

(1 ) (1 )x a a x     

  2)  
2

(1 ) (1 )zx a a zx    ở đây 
1 2
,a a ( )T R . 

Nhân (1) với z và trừ cho (2), để ý rằng z giao hoán với x và với a ta thu được  

  3) 
1 2 1 2

( )za a za a a a zx      

Bây  giờ  za-a  giao  hoán  với  a  và  với  z.  Tuy  nhiên  vì   
1 2
,a a ( )T R và  T(R)  giao 

hoán(theo bổ đề 3.4) 
1 2

za a  giao hoán với a vậy từ (3) chúng ta suy ra rằng 
1 2

( )a a zx giao 

hoán với a. Điều này cho phép khẳng định 
1 2

( ) ( ) 0a a z xa ax   . 

    Nếu 
1 2

0a a  vì  
1 2

( )a a T R  và không phải là ước của 0 trong R suy ra z(ax-

xa)=0. Nói cách khác nếu 
1 2

a a  quay lại (3) ta thấy 
1 1

za a za a    suy ra 

1
(1 )( ) 0.z a a    Vì  z R J  nên 

1
(1 )( ) 0z a a   suy ra 

1
a a . 

Khi đó từ (1) ta có xa=ax  z(ax-xa)=0. Do đó nếu  z R  giao hoán với cả  ( )a T R và 

x R  thì z(xa-ax)=0. 



Bây giờ nếu a 0,  ( )a T R và xR thì  n nax x a  với n1 nào đó. Nếu z= nx thì za=az 

và zx=xz  z(ax-xa)=0 tức là  ( ) 0nx ax xa  . Nhưng ở đây  1( )(1 ) 0nx ax xa x     vì rằng 

1( )(1 ) ( )ax xa x T R   .  Nếu  nó  khác  0  thì  không  phải  là  ước  của  0.  Vậy  nếu  (ax-xa) 

 0 0nx  . Vậy a giao hoán với mọi phần tử không lũy linh thuộc R. 

Nếu yR và ay-ya 0, vì  1( )(1 ) ( )ay ya y T R   nó không phải là ước của 0 trong R. 

Vậy nếu ay-ya 0  thì nó không phải là ước của 0 và do đó không thể lũy linh. Vậy a phải 

giao hoán với ya-ay. Còn nếu ay-ya=0 thì tất nhiên ta cũng có a giao hoán với ay-ya. Vậy a 

giao hoán với ax-xa,  x R  .                         Nếu đặc số của R 2 thì theo một kết quả trước 

đây aC(R). Vậy nếu đặc số của R khác 2 thì T(R)C(R)T(R)=C(R). Giả sử đặc số của 

R  bằng  2  vì  a(ax+xa)=(ax+xa)a,  x R  2 ( )a C R  . Vậy  z= 2a giao  hoán  với  a  và  với  x 

20 ( ) ( )z ax xa a ax xa     và  a  không  phải  là  ước  của 0  ( ),ax xa a C R      ta  có 

T(R) C(R) suy ra T(R)=C(R). 

Ở đây ta đã có nhận xét thú vị : Nếu R là vành nil nghĩa là  ,x R    ( ) 1n x   sao cho 

( ) 0n xx  do đó theo khái niệm siêu tâm ta có ngay T(R)=R. Ta xây dựng vành nil không giao 

hoán (hay C(R)R) trên tập hợp vành các ma trận vuông cấp n. 

Gọi R là tập hợp các ma trận cấp 3 có dạng: 

0 a

0 0 / a, ,

0 0 0

b

R c b c Q

  
     
  
  

, trong đó Q là trường các số hữu tỷ. 

R cùng với các phép toán cộng và nhân hai ma trận thông thường trở thành một vành 

không giao hoán. Chẳng hạn lấy a,  'a  và c,  'c sao cho a 'a  c 'c  thì tích của hai ma trận sau là 

khác nhau: 

' ' '

'

0 a 0 a 0 0 a

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

b b c

c c

    
         

     
     

 

' ' '

'

0 a 0 a 0 0 a

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

b b c

c c

    
         

    
    

   

  Vì R không giao hoán nên tâm của R là C(R)R. 



  Mặt khác R là vành nil vì dễ dàng kiểm tra rằng:  x R   thì  3 0x  , do đó T(R)=R. Từ 

đó suy ra C(R) T(R). 

  Từ ví dụ trên ta xây dựng các vành ma trận vuông cấp n lấy hệ tử trên trường nào đó, 

ta có thể chỉ ra các vành mà siêu tâm T(R) thật sự khác với tâm C(R). 
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